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Incerteza Técnica, Valor da Informagao e Processo de
Revelacao

3.1.
Incerteza Técnica e Valor da Informacgao

3.1.1.
Introducgao sobre Incerteza Técnica e a Teoria de Finangas

A incerteza técnica ¢ aquela relacionada as caracteristicas especificas de um
projeto. Uma classe relacionada de incerteza ¢ aquela descrita por Zeira (1987)
como “incerteza estrutural”, na qual a firma ndo conhece totalmente a sua propria
funcdo lucro e pode descobri-la através de investimentos. Dessa forma,
“investimento sob incerteza estrutural cria uma interacdo entre a acumulacdo de
capital e a acumulagdo de informagdao” (Zeira, 1987, p.204-205). Embora Zeira
estivesse mais preocupado em efeitos macroecondmicos de acumulacdo de capital
e em aplicagdes sobre incentivos para fazer testes de mercado para conhecer a sua
fun¢do demanda, essa incerteza estrutural — tal como a incerteza técnica aqui

focada, incentiva o investimento em processos de aprendizagem da funcdo lucro.

Incerteza técnica tem um papel muito importante na valoracdo de muitos
ativos especialmente em E&P em petroleo. Aqui, serd focada a incerteza técnica

sobre a existéncia, o volume e a gqualidade de um campo de petroleo. Mas a

metodologia pode ser estendida para incertezas técnicas de outras industrias'™,
por ex., em minera¢do, em P&D de inovagdo tecnoldgica (especialmente os
realizados em fases, como na industria farmacéutica), etc.

Em E&P de petroleo, na primeira fase exploratoria (rever Figura 1), onde se
tem a opcao de perfurar o pogo pioneiro, estao presentes os trés tipos de incerteza
técnica da reserva (existéncia, volume e qualidade), com destaque ao mais

primario de todos, que ¢ a existéncia de um campo de petrdleo. Essa incerteza ¢

1% Devem ser também observadas as caracteristicas especificas que demandam adaptagdes.
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modelada pelo fator de chance exploratorio (distribui¢ao de Bernoulli), que sera
particularmente discutida nesse capitulo (item 3.4).

Ja nas fases de delimitacao e desenvolvimento, as incertezas remanescentes
sdo o volume e a qualidade. Em geral, a seqiiéncia de investimento em exploracao
e explotagdo da reserva, e o histérico de produgao, vai reduzindo essa incerteza.

Na fase de produgdo, em geral a incerteza técnica do reservatorio ainda
existe, mas ¢ muito menor que antes do inicio do investimento e da produgdo. Mas
mesmo assim essa incerteza técnica pode ser ainda suficientemente importante
para justificar investimentos em informacdo adicional nessa fase, tais como a
sismica 4D'® e conversdo de pogos convencionais em pogos inteligentes.

Um dos principais objetivos dessa tese (sendo o principal) é prover os
modelos de OR de uma abordagem mais rigorosa — mas a0 mesmo tempo pratica,
para tratar a incerteza técnica. Em contraste com a incerteza de mercado, a
modelagem de incerteza técnica tem sido pobremente analisada na literatura de
OR, com raras excegdes. Assim, a necessidade motivou o autor para desenvolver
novos caminhos para modelar a incerteza técnica visando aplicagdes de OR.

Dada a importancia do tema, a literatura mais recente de OR em petrdleo
comeca a abordar com freqiiéncia os temas de incerteza técnica e processos de
aprendizagem. Ver por ex., Chorn & Carr (1997); Chorn & Croft (2000); Dias
(2001b); Gallant, Kieffel & Chatwin (1999); Galli, Armstrong & Jehl (1999);
Galli, Armstrong & Dias (2004); Sharma et al. (2002); Whiteside & Drown &
Levy (2001), entre outros. Como foi visto no cap. 2, incerteza técnica ¢ o foco de
varias aplicagdes de OR em petrdleo tais como a avaliagdo econdmica de pogos
inteligentes e de opg¢do de expansao.

Berk & Green & Naik (2004) analisam a questdo do prémio de risco em
projetos com incerteza técnica (P&D), mas considerando: (a) que o valor do
projeto (ou da firma de P&D) tem componentes de risco ndo-sistematicos
(incerteza técnica), mas também components de risco sistematico (fluxos de caixa
apods a completacdo do projeto de P&D); (b) o efeito seqiiencial das OR altera o
prémio de risco do projeto. Mas eles chegam a conclusdes (p.3) ja esperadas pela

propria literatura de opgdes financeiras: o risco da op¢ao de compra € maior do

195 Anélises de VOI na Petrobras em 2003 mais que justificaram os investimentos em
sismica 4D para varios campos maritimos.
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que o risco do ativo basico para o caso de opg¢do “out-of-money” e igual ao do
ativo basico para opgoes “deep-in-the-money”.

Na literatura tedrica de financas, um artigo famoso que ja foi usado em
aplicagdes de OR relacionadas a incerteza técnica ¢ o de Merton (1987) sobre
mercado incompleto. Mais recentemente Merton (1998) voltou a abordar o
problema de mercado incompleto com um modelo de “tracking error” que segue
um movimento Browniano. No entanto, essas abordagens parecem mais tUteis do
ponto de vista da decisdo de um acionista na avaliagdo de uma a¢do com razoavel
risco especifico (ex.: obter mais informacdes sobre uma firma pouco conhecida ou
avaliar discrepancias econométricas de retorno para obter algum retorno anormal)
do que do ponto de vista de uma firma, que deve decidir se investe ou ndo em
informagao num projeto com incertezas técnicas bem especificas.

Num mercado incompleto existem ativos (acdes de firmas) em que a
informagdo disponivel no mercado a respeito do seu retorno é incompleta, ou
distribuida de forma assimétrica entre os investidores, ou flui numa velocidade
menor que a requerida para um mercado eficiente e completo. Isso pode fazer com
que os retornos esperados de certas firmas dependam nao s6 do risco de mercado
como também da varidncia total, fendmeno que ¢ chamado por Merton (1987) de
discrepancia oy da agdo k (que é zero se o mercado ¢ completo). Mas essa
discrepancia ¢ um fenomeno relevante apenas para certos tipos de firma. Por ex.:
“firmas menores tendem a ter maior varidncia total e menor correlagdo de seus
retornos com o mercado geral”, “firmas menores tendem a ter muito menos
acionistas que firmas grandes”, “firmas mais conhecidas e com maior base de
acionistas terdo menores ¢’ (Merton, 1987, p.497).

Nessa tese, em que o foco esta em aplicagcdes em petroleo do ponto de vista
de corporagdes com grande base de acionistas, € que em geral sdo firmas antigas e
conhecidas no mercado, essa discrepancia ¢ muito pequena (ou muito menor que
para firmas da “nova economia”, por ex.) e assim sera considerado a premissa
razoavel de que o mercado ¢ suficientemente completo para se usar a teoria
classica de financas. A visdo de que riscos técnicos (ou unicos ou diversificaveis)
ndo demandam prémio de risco ¢ assumida rotineiramente em livros texto de

finangas corporativas tais como, por ex., Brealey & Myers (1999, p.167-169).

Proposicao 4: A incerteza técnica ndo demanda prémio de risco por parte de

corporacdes com acionistas diversificados.
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Prova: A teoria neoclassica de finangas, em especial a teoria de portfolio e o
CAPM (“capital asset pricing model”) mostra a distingao entre risco diversificavel
e risco nao-diversificavel. Pelo CAPM, a taxa ajustada ao risco p =1+ 7, onde 1 é
o prémio de risco demandado por investidores diversificados, dado pelo produto
do fator B pelo spread de retorno do mercado (ry — r), onde ry ¢ o retorno do
portfolio de mercado e B a covaridncia do retorno do ativo com o retorno do
mercado, normalizada (dividida) pela varidncia de mercado. Mas a incerteza
técnica ¢ independente da evolucdo do mercado (flutuagdes do mercado ndo
afetam a probabilidade de ocorréncia de petréleo, o volume, etc.) e, logo, tem
correlagdo zero com o retorno do portfolio de mercado (é um risco
diversificavel). Assim, pela defini¢do, tem-se f = 0 e, portanto m = 0. Logo, a
incerteza técnica ndo demanda prémio de risco por parte de investidores

diversificados de corporagdes — como os acionistas de companhias de petroleo. [

A Proposi¢do 4 tem importantes implicacdes na valoracio de OR,
especialmente nos métodos que usam a valoragdo neutra ao risco (Bingham &
Kiesel, 1998), tipicamente aplicando a teoria dos martingales (Musiela &
Rutkowski, 1997). Exemplos de métodos neutros ao risco sdo os métodos
binomial (Cox, Ross & Rubinstein, 1979) e o da simula¢do de Monte Carlo de
processos neutros ao risco'"’. Enquanto que 0s processos estocasticos sdo
ajustados ao risco através da subtracdo de um prémio de risco (ver a eq. 8), as

distribuicOes de probabilidade da incerteza técnica ndo necessitam de nenhum

ajustamento ao risco, pois o prémio de risco requerido por investidores

diversificados ¢ zero.

Assim, a combina¢ao de incertezas técnicas com incerteza de mercado em
modelos de OR pode se dar de uma forma mais simples se for usado um método
neutro ao risco. Especificamente, pode-se usar a taxa livre de risco r para
descontar valores futuros, caso se trabalhe com processos estocasticos neutros ao
risco (i. ¢, penalizados por prémios de risco) para as variaveis de mercado,
combinados com as distribui¢des de probabilidade que representam as incertezas

técnicas, as quais ja sdo naturalmente neutras ao risco.

1% J4 0 método da EDP (ver Proposigdo 3) parte de processos reais e ndo neutros ao risco.
La a neutralizacdo ao risco ¢ feita depois, através da construgdo de um portfélio livre de risco.
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O fato da incerteza técnica ndo demandar prémio de risco € reconhecido nio
sO na teoria como na pratica das empresas de petroleo. Por ex., num mesmo pais,
as companhias de petroleo usam a mesma taxa de desconto ajustada ao risco para
projetos de exploragdo (que t€ém elevada incerteza técnica) e para projetos de
desenvolvimento da produgdo (que tém incerteza técnica muito menor). No
entanto, muitos gerentes e praticantes de analise econdmica ainda confundem esse
ponto, achando que essa incerteza deveria ser penalizada na taxa de desconto e
que ndo penaliza-la seria ignorar esse risco. Essa se¢do introdutdria tem a intengao
de esclarecer esse ponto.

Existe também o problema conhecido na literatura como agente x principal
ou problema de agéncia, indesejavel, mas comum em corporacdes. O problema ¢
que o gerente (agente) nem sempre esta alinhado com os acionistas (principal).
Em geral o gerente ndo ¢ diversificado como os acionistas e assim ndo representa
de forma perfeita os seus interesses. A assimetria de informagoes (agente ¢ mais
bem informado), dificulta o principal a monitorar o agente. No caso da incerteza
técnica, o gerente tem a tendéncia de aversdo maior por ndo ser diversificado e
isso pode leva-lo a considerar suas preferéncias ao risco técnico nas suas decisoes
de investimento em detrimento das preferéncias agregadas dos acionistas (que em
geral podem ser medidas no mercado). Isso ¢ um desvio que ¢ enfrentado através
do desenho de incentivos adequados, ver por ex. Mas-Colell, Whinston & Green
(1995). Mas a discussdo de prémio de risco ndo ¢ tudo no caso da incerteza
técnica e os gerentes tém um papel fundamental para maximizar o valor do
acionista com o gerenciamento da incerteza técnica.

Nao demandar prémio de risco ¢ um importante e incontestavel resultado da
teoria neoclassica de finangas corporativas, mas ¢ apenas um dos aspectos do
papel da incerteza técnica na valoragdo de ativos. Nao demandar prémio de risco
ndo quer dizer que a incerteza técnica nao seja importante ou que seja menos
importante que a incerteza de mercado. Os acionistas esperam que os gerentes
otimizem o valor da firma inclusive através do gerenciamento 6timo da incerteza
técnica. Ao contrario dos acionistas, os gerentes podem fazer muito melhor do que
apenas diversificar, eles podem alavancar o valor da firma através do
gerenciamento 6timo da incerteza técnica. Em outras palavras, uma teoria sobre o
prémio de risco, como o CAPM, ¢ valida e necessaria, mas ndo é suficiente para

maximizar o valor da firma sob incertezas.
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A incerteza técnica em projetos de investimento tem dois lados. Um ¢ o lado
da ameacga, pois a incerteza técnica leva quase certamente a decisdes sub otimas
de investimento. O outro lado ¢ o da oportunidade, pois cria oportunidades de
investimento em informagdo, em que o exercicio de opgoes de aprendizagem
(“learning options”) pode ser muito valioso.

O lado negativo da incerteza técnica € que, apenas por sorte, o projeto
otimizado ex ante se mostrard também otimizado na realidade ex post. Para ver
isso, suponha que existe uma distribuicdo de probabilidades representando a
incerteza do volume de reservas B. Suponha que o investimento &timo
(quantidade de pogos, capacidade de processo, diametro de dutos, etc.) para
desenvolver o campo foi calculado usando E[B] (o valor esperado minimiza o
erro). Suponha que o investimento 6timo ¢ uma fun¢do monotonica crescente de
B, por ex. linear como na eq. (28). Assim, se ex post o cendrio verdadeiro
revelado de B for maior que E[B], entdo o investimento serd insuficiente (sub-
0timo), enquanto que se o verdadeiro cenario revelado for B menor que E[B],
entdo o investimento sera excessivo (sub-0timo também) para o tamanho da
reserva. Assim, se a distribuicdo de probabilidades de B ¢ continua, entdo se pode
dizer que a incerteza técnica leva quase certamente'®’ a investimentos sub-6timos.

Além disso, a incerteza técnica pode levar tanto ao exercicio prematuro da
opcao (quando, para o verdadeiro cendrio técnico, o 6timo seria esperar) como ao
ndo exercicio da op¢do quando o melhor seria exercé-la de imediato (para o
verdadeiro cenario técnico de volume e qualidade da reserva). Assim, a incerteza
técnica diminui o valor do projeto por levar a decisoes sub 6timas de investimento
e nao devido a uma aversao ao risco técnico ou devido a “funcao utilidade do
gerente”, como alegado por alguns pesquisadores da escola tradicional de andlise
de decisdo, que ignoram conceitos basicos da teoria de finangas corporativas, em
especial a distingao de riscos diversificavel e ndo-diversificavel.

O investimento em informagao pode alavancar o valor do projeto, pois pode
levar a melhorar bastante a rentabilidade do projeto em caso de informacgdes
favoraveis e evitar fazer um mau projeto (ou de investir em excesso) em caso de

informacodes desfavoraveis. Ou seja, em ambos os casos a informacao ¢ valiosa.

7 Quase certamente significa que s6 ndo é véalida em um conjunto de medida (de

probabilidade) igual a zero. No caso, s6 € 6timo em um cendrio num universo de infinitos cenarios.
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Assim a incerteza técnica provoca dois efeitos de sentidos opostos no valor

de projetos. Em especial, o lado do beneficio pode ser mais bem avaliado com
métodos de OR, que valoriza a flexibilidade de resposta com a chegada de novas
informagdes. Nesse contexto, surge a chamada analise de valor da informagao, a
ser vista a seguir, inicialmente desde um ponto de vista tradicional, e depois visto
de uma nova forma para se adaptar ao contexto mais dindmico de OR.

3.1.2.
Introdugdo a Analise de Valor da Informagao

A andlise de valor da informacdo (VOI ou “value of information”) ¢ bem
antiga (ver item 3.1.3 para revisdo da literatura) e uma das principais aplicacdes

da escola de andlise de decisdo (Raiffa, 1968). Um problema de decisdo ¢

definido pelo espago de acgdes disponiveis e pela funcao que relaciona o resultado
(“payoft”) a essas acdes e aos estados da natureza (Arrow, 1992, p.169).
Problemas de valor da informacdo sdo de grande importancia ndo s6 em
aplicacdes econdmicas, mas também em vdrias outras areas tdo distintas como
medicina, P&D (pesquisa e desenvolvimento) em geral, e até no dia a dia das
decisdes individuais. Por isso a literatura de aplicagdes de VOI ocorre em diversas

disciplinas. A seguinte definicdo do objetivo da andlise de valor da informacao ¢

tirada da literatura de saude ambiental, Yokota & Thompson (2004), exceto o
grifo, mas ¢ suficientemente geral para ser valida também em outros contextos tais
como o econdmico: “A andlise de valor da informagdo avalia o beneficio de

coletar informagdo adicional para reduzir ou eliminar incerteza num contexto de

tomada de decisdo especifico”.

O grifo na defini¢do em “reduzir ou eliminar incerteza” destaca o fato que
essa defini¢ao sugere que uma analise de VOI demanda medidas de reducdo de
incerteza (medidas de aprendizagem) e também a modelagem de como um
processo seqiiencial de aquisi¢ao de informacdo pode resultar na eliminagao total,
ou parcial, da incerteza. Essas demandas serdo especialmente atendidas nesse
capitulo com uma metodologia inovadora sobre medidas de aprendizagem e
processos de revelagdo. Esses conceitos serdo diretamente relacionados com o
conceito de expectativa condicional e seré, portanto, de grande aplicabilidade em
financas e em outras disciplinas, ao simplificar de forma adequada a solucdo de

problemas de VOI.
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Embora o desenvolvimento tedrico de andlise de VOI tenha se iniciado nas
décadas de 50 e 60, sua aceitacdo e/ou aplicagdo ainda ¢ bastante limitada
especialmente devido a complexidade tanto na sua modelagem como na solugao
de problemas de VOI, (Yokota & Thompson, 2004, abstract). Esses autores ainda
ressaltam a grande complexidade pratica de resolver problemas de VOI

trabalhando com distribui¢des continuas (como inputs) “apesar da simulagdo

permitir o analista a resolver problemas mais complexos e realistas”. Essas
mesmas preocupagdes sio compartilhadas nessa tese'™ e é a motivagio de alguns
conceitos e proposi¢des. Por exemplo, as proposicdes sobre distribui¢oes de
revelagoes irao facilitar tanto o uso de simulagdo de Monte Carlo em problemas
de VOI com qualquer tipo de distribuicdo (exige-se apenas média e variancia
finitas) bem como a integragdo do VOI em modelos classicos de opg¢des reais. Isso
também sera objeto desse cap. 3.

O VOI ¢ sempre avaliado ex-ante porque ele é calculado antes de decidir se

investe ou ndo em informacao. Ou seja, € necessario avaliar o VOI antes, a fim de

decidir se o beneficio da informacao supera (o suficiente) o custo de adquiri-la.
Informagdo ¢ em geral valiosa na presenca de incerteza. Conforme Arrow

(1973, p.138), “quando existe incerteza, existe usualmente a possibilidade de

reduzi-la através da aquisicdo de informacdo. Logo, informacdo é a medida

negativa de incerteza” (grifos dessa tese). Aqui serd particularmente explorado

esse tema ligando o valor da informagdo com a reducdo esperada da incerteza (ver
item 3.3 sobre medidas de aprendizagem).

A seguinte definicdo ¢ adequada no contexto de valor economico da
informagdo (Lawrence, 1999, p.2):

Definicao. Informacgéo: ¢ qualquer estimulo que muda o conhecimento do
receptor da informagao, i. é, que mude a distribuicdo de probabilidade do receptor
a respeito de um bem-descrito conjunto de estados. Por razdes de conveniéncia
para o comportamento matematico, serd incluido nessa defini¢do o caso trivial do
limite de pouca relevancia da informagao, limite esse chamado ndo-informativo.

Naturalmente, a definicdo acima engloba o caso de /imite oposto, de muita

relevancia, em que a distribuicdo de probabilidade do receptor muda radicalmente,

1% Apesar dos grandes avangos nos tiltimos 3 anos na introdugdo de metodologias de valor
da informac¢ao na Petrobras (particularmente no E&P), a complexidade de analises mais realistas é
o grande desafio que essa tese procura lidar.
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colapsando em um ponto de probabilidade 1. Esse caso serd chamado de
informagdo perfeita, que permite a revelagdo total do verdadeiro estado da
natureza. Esse limite serd discutido em detalhes, devido a sua importancia.

A distin¢do entre informacdo e conhecimento pode ser mais bem entendida

no contexto de uma analogia com a feoria economica do capital feita por
Boulding (1966) e discutida em Lawrence (1999, p.3). Capital fisico ¢ estoque
(ativo) e investimento ¢ fluxo que, quando ocorre, muda o estoque de capital. Da
mesma forma, conhecimento ¢ estoque e informacdo ¢ o fluxo que altera o
conhecimento. Esse conhecimento ¢ descrito por uma distribuicdo de
probabilidades e a (nova) informacgao altera essa distribuicdo € o conhecimento.
Também de forma andloga a depreciacdo de capital, estd o esquecimento do
conhecimento. Em ambos os casos, pode haver um custo para repor o capital ou
para manter o conhecimento.

Seguindo Lawrence (1999, p.5), num problema de decisdo sob incerteza, a

distribuicao a priori engloba todo o conhecimento inicial do decisor em relagdo a

realizagdo de cada estado. Uma mensagem ou sinal ¢ a forma final de saida de
uma fonte de dados. Por ex., o médico ¢ a fonte de dados e a mensagem/sinal ¢ o
seu diagnostico. Como em Arrow (1992), aqui se usara preferencialmente o termo
“sinal”. Dados sdao simbolos, imagens, sons e idéias que podem ser codificados,
estocados e transmitidos. Um sinal pode levar ao decisor alterar a distribuigdo a
priori através da eliminagdo de alguns estados, reducdo da probabilidade de outros
estados e aumento da probabilidade dos restantes. O uso do sinal para atualizar o

conhecimento gera a distribui¢do posterior.

Esse autor faz também a importante distin¢do entre informagdo estatistica e
informagdo pragmadtica. A primeira ¢ relativa somente as propriedades das
distribui¢cdes de probabilidade envolvidas e a segunda ¢ a aplicagdo da primeira,
ou seja, o impacto potencial da informagdo estatistica em um problema de
decisdo. Os atributos da primeira sdo, por ex., coeréncia, formato e acuracia,
enquanto que na segunda os atributos sdo, por ex., relevancia, completitude e
tempo de ocorréncia. Uma mensagem pode trazer informagao estatistica, mas nao
trazer informacgao pragmatica, ou seja, ndo ter relevancia para alterar as decisdes.

Um modelo probabilistico de aprendizagem trabalha com o relacionamento
de variaveis aleatorias de interesse (vetor de estados X) com varidveis aleatorias

que provém informagdo ou sinais (vetor S) para se conhecer melhor X. Assim, o
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modelo probabilistico de aprendizagem trabalha com distribui¢coes a priori de
variaveis aleatorias G(X), distribui¢oes conjuntas de variaveis aleatorias J(X, S) e
distribui¢oes condicionais de variaveis aleatorias H(X | S). Por isso, ¢ necessario
discutir aspectos teodricos desses relacionamentos de varidveis aleatorias para
poder elaborar uma metodologia consistente de OR envolvendo incerteza técnica
e investimento em informacgao.

Dado o conhecimento inicial representado pela densidade de probabilidades

p(x), o conjunto de decisdes ou agdes A e a fungdo valor (“payoff”) que aqui é

dada pela opgdo real F(X, t, a), onde a € A, o VDP, valor da decisdo a priori (sem

a informacao) ¢ aquele obtido com a agdo que maximiza o valor esperado da OR:

VDP = Max,{E[F(X, t, )]} = Max, { j F(x, t, a) p(x) dx } (52)

Ou seja, € necessario testar todas as possiveis decisdes e escolher aquela que
maximiza o valor esperado da OR, o qual ¢ func¢ao do vetor de varidveis aleatorias
X (incertezas técnica e/ou de mercado) e do tempo t,

Ja o valor esperado da decisdo informada (VDI) considera que, para cada

possivel sinal s € S, o decisor ird tomar a agcao 6tima (como antes) e assim o VDI
considera o valor esperado (em relagdo a S) das acdes que maximizam a OR dada

a informagao revelada. Ou seja:
VDI = E[Max,{E[F(X, t, a) | S]}] =I Max_ {'[ F(x, t, a) p(x | s) dx} p(s) ds (53)
S X

A eq.(52) e a eq.(53) consideram que as distribuigdes p(x), p(s) e p(x | s) sdo
continuas, mas o conceito vale também para distribuicdes discretas (usa-se
somatorio em vez da integral) e para casos mistos que combinem distribui¢des
discretas e continuas (usa-se a integral de Lebesgue-Stieltjes'””, em vez da integral
de Riemann). Nas aplica¢des, como ¢ usual na literatura de OR e também para
simplificar a notagcdo, em geral sera subentendido que o valor da OR ja considera

a acao oOtima sob incerteza (em muitos casos a decisdao binaria de exercer ou nao

' Uma maneira intuitiva de ver a diferenga entre essas integrais ¢ que as somas de
Riemann sdo feitas com retangulos verticais ¢ as somas de Lebesgue sdo feitas com retangulos
horizontais (Shorack, 2000, Figure 1.1, p.2). A integral de Lebesgue garante a convergéncia geral
de integrais de func¢des quando f, — f, enquanto na integral de Riemann isso nem sempre ocorre.
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uma opg¢ao) e assim sera suprimido da nota¢do o operador de maximizagdo e
também sera usado simplesmente F(X, t) em vez de F(X, t, a).

Em geral o VOI ¢ a diferenca entre o valor da decisdo informada e o valor

.~ . ~ . v - 4110
da decisdo sem essa informacdo (ou a priori), i. € :

VOI = VDI - VDP (54)

Essa diferenga ¢ sempre positiva ou zero para problemas sem interagdo

estratégica, i. €, para um unico decisor maximizador de riquezas. E facil ver isso,
pois com mais informagdo o decisor pode escolher tanto as agdes que ele faria
sem a informacdo como ac¢des mais adequadas a nova informacdo, sendo que
essas ultimas so6 seriam escolhidas se forem melhor que as outras agdes sob o
ponto de vista de maximizagao de riquezas.

Ja para multiplos decisores, como na teoria dos jogos, existem casos em que

mais informacdo diminui o valor desses jogadores. Um exemplo classico ¢ o

mercado de seguros de automoveis (e de seguros em geral). Se tanto o segurador

como os segurados tivessem, antes de assinar o contrato, acesso a informacao
perfeita (“bola de cristal”’) sobre o que ocorrera com o bem segurado no periodo
de contrato (sinistro ou nao-sinistro), entdo um dos dois lados ndo iria querer
assinar o contrato de seguro. Isso faria desaparecer o mercado de seguros, o que
seria pior tanto para a seguradora (deixaria até de existir) como para os
consumidores que demandam seguro (que nao poderiam fazé-los). Assim, essa
informagdo perfeita seria pior para ambas as partes.
Segundo Hilton (1981), os quatro determinantes do valor da informacao sdo:
1. A estrutura do conjunto de agdes, 1. é, a flexibilidade de agao;
2. A estrutura da fun¢do valor resultante (“payoff”). Tradicionalmente,
¢ a fungao valor monetario e sua relacdo com a funcdo utilidade;
3. O grau de incerteza inicial, dado pela distribuicdo a priori; e
4. A percep¢do do decisor para o mapeamento dos sinais S para os
estados da natureza da variavel de interesse X. Tradicionalmente, € a

funcdo verossimilhanga, i. ¢, a distribui¢do g(s|x) como fun¢ado de x.

1% Assim como em geral se faz na literatura tradicional de VOI, inicialmente ndo esta sendo
considerado o tempo para adquirir a informa¢do. Mas no modelo dindmico sera considerado o
tempo de aprendizagem, para poder comparar as alternativas de investimento em informagéo, uma
vez que em finangas o valor do dinheiro no tempo ¢ muito importante.
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A metodologia dessa tese concorda com a importancia da lista acima, mas
com algumas importantes alteragdes. Os itens 1 e 3 terdo um papel mais
importante do que tem normalmente na literatura tradicional. A questdo do valor
da flexibilidade nao tem sido explorada pela literatura de analise de decisdo como
tem sido pela literatura de OR, especialmente em contextos dindmicos. Na andlise
de decisdo tradicional, raramente as aplicacdes envolvem a varidvel tempo.
Processos estocasticos e controle 6timo estocastico também em geral ndo fazem
parte da literatura de analise de decisdo'''. O papel da distribui¢io a priori sera
maior do que na literatura tradicional tanto por causa da aplicagdo em petroleo —
onde o conhecimento a priori ¢ muito importante ¢ tem de ser bem modelado,
como por causa da metodologia aqui usada, onde a distribui¢do a priori ¢ usada
como limite de um processo de revelagao.

J& nos itens 2 e 4 da lista de Hilton (1981) acima, a palavra
“tradicionalmente” foi usada para indicar que nessa tese, em contraste, sera
seguido um caminho diferente. No caso do item 2, em vez da fun¢do utilidade de
valores monetarios, serd usado o valor da opg¢do real para calcular os “payoffs” do
valor da informagdo''?. Essa combinagdo de teorias (OR + VOI) esta dentro do
espirito hibrido dessa tese, mas ndo seria a primeira vez que se faria.

Para o item 4 essa tese apresenta uma novidade metodologica, em que sera
feita uma analise ndo usual em problemas de VOI para a relagdo entre as variaveis
aleatorias de interesse (X) e os sinais (S). Aqui ndo serd preciso usar a fungdo
verossimilhanga. Em vez disso, jogardo um papel maior as distribui¢des a priori e
a de expectativas condicionais (ou de revelagoes). Sera mostrado que a
verossimilhan¢a ndo ¢ uma medida de aprendizagem adequada, sendo melhor para
isso uma medida de redugdo esperada de varidncia que, além de melhores

propriedades para esse tipo de aplicacdo, ¢ mais pratica, intuitiva e de facil

obtengdo com os mais populares métodos estatisticos, desde as simples

regressdes, at¢é métodos um pouco mais sofisticados como os de andlise de

"1 Uma notavel excecdo ¢ o relativamente recente livro de Bather (2000).

2 Nao que as fungdes utilidade e opgdes reais sejam excludentes em geral. No cap. 6 sera
visto aplicagdes em que se usa a fungdo utilidade para obter o valor da OR, por ex., no desenho de
OR para o consumidor, onde é necessario avaliar as utilidades do tipo especifico de consumidor
que se busca atingir. Mas na maioria das aplicagdes, OR usa valores de mercado refletindo
preferéncias agregadas em relagdo ao risco e retorno dos investidores.
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variancia (ANOVA). Sera mostrado que essa medida de aprendizagem esta
diretamente ligada a distribui¢do de revelagoes.

A literatura distingue dois tipos de VOI, o valor esperado da informagdo
perfeita (VEIP) e o valor esperado da informagdo imperfeita (VEII).

Dados os valores das opcdes reais E[F(X, t) | Sperf] € F(X, t), para os casos
de valor esperado de OR com a informagado perfeita e OR sem a informagdo (ou
incondicional, ou antes da informacao), entdo o VEIP ¢ obtido por:

VEIP = E[F(X, t) | Speri] — F(X, t) (55)

O caso de informagdo imperfeita ¢ mais complicado, mas bem mais
relevante na pratica por ser mais realista. Naturalmente o VEII ¢ menor ou igual
que o VEIP. De forma analoga ao caso do VEIP, o VEII ¢ dado por:

VEII = E[F(X, t) | Simperf] — F(X, t) (56)

Nos capitulos 3 e 5 serd detalhado o célculo dos termos das equagdes (55) e
(56). O exemplo a seguir serd util inicialmente para introduzir uma série de
conceitos importantes de uma maneira simples e intuitiva, para poderem depois
ser usado em casos bem mais complexos. Depois ele serd usado para exemplificar
o calculo do VEIP e as suas dificuldades e caracteristicas.

Seja um caso simples de um campo delimitado, mas nao desenvolvido, com
incerteza residual sobre o volume de reservas B. Suponha que existam duas
alternativas, a primeira ¢ desenvolver o campo imediatamente e a segunda ¢
investir previamente em informacdo. Com a primeira alternativa, para minimizar o
erro, o investimento (capacidade de processo, etc.) é dimensionado para o valor
esperado do volume E[B], pois a teoria elementar de probabilidade ensina que
dessa forma se minimiza o erro de dimensionamento. Na segunda alternativa,
suponha que o investimento em informagdo revela toda a verdade a respeito do
volume da reserva B, i. €, a nova informacao ¢ perfeita. Até quanto se pagaria por
essa informagao perfeita, i. €, qual ¢ o VEIP?

Para simplificar esse exemplo, suponha que a incerteza em B ¢ representada
por apenas trés cendrios equiprovaveis B', B” e B”, ou seja, se tem uma
distribui¢do a priori de B discreta e com trés cendrios. Se a informagao € perfeita
entdo o investimento em informagdo provoca uma revela¢do total (“full
revelation”) de B. Nesse caso entdo, um desses trés cendrios sera revelado como o

. ., + = — o~ . .
verdadeiro valor de B, i. é, B', B" ¢ B™ sdo, respectivamente, (o verdadeiro valor
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de) B dado boas noticias, B dado noticias neutras e B dado mas noticias. A Figura

27 ilustra esse exemplo de informagdo perfeita que provoca a revelagao total de B.

Cenarios Revelados de Volume
{caso de informacao perfeita)

Investimento em
Informacsio

B*: verdadeiro B | boas noticias] |

!B=: verdadeiro B | noticias neutras] |

E[B]

Valor esperado de B J3az

(antes da informagiio) B~: verdadeiro B | mas noticias] |

Figura 27 — Exemplo de Informacao Perfeita ou Revelagéo Total

Dessa forma, fica claro que, por consisténcia, a distribuicdo de cenarios
revelados com a informacdo tem de ser igual a distribuicdo a priori, se a
informagdo ¢ perfeita (revelagdo total). Se ndo fosse assim, por ex., se o analista
achar que o investimento em informacao pode revelar um cendrio que ndo esta na
distribuicdo a priori, entdo ele deveria mudar a distribuicao a priori para incluir
esse cenario. A defini¢do seguinte formaliza esse ponto.

Defini¢do. Distribuicio a priori: representa, em forma de uma distribuicao
de probabilidades, todo o conhecimento inicial (a priori) que o decisor tem de uma
variavel aleatoria (baseado em Lawrence, 1999, p.5)'"”. Ou seja, o suporte''* da
distribui¢do a priori inclui todos os possiveis valores (cendrios) que pode assumir
essa variavel, enquanto que a densidade de probabilidade representa a melhor
estimativa possivel da densidade de probabilidade de ocorréncia desses cenarios,
usando o conhecimento corrente (a informagao a priori).

Defini¢do. Distribuicdo posterior (ou distribuicdo a posteriori): ¢ a
distribuicdo a priori atualizada com o sinal ou (nova) informacao. Expressa o que
¢ conhecido da variavel depois de observar o dado (O’Hagan, 1994, p.10).

Assim, se a informacdo ¢ perfeita, entdo a distribuicdo posterior ¢ um
cenario ou numero (“singleton”) que ocorre com probabilidade igual a 1
(Lawrence, 1999, p.69). Nesse caso, a distribui¢do posterior ¢ dita degenerada. Ou
seja, a informagdo perfeita faz a variancia da distribui¢do posterior colapsar para

zero. Nesse exemplo, existem trés distribui¢des posteriores possiveis (de variancia

'3 Equivale a definicdo de O’Hagan (1994, p.10): A distribuicdo a priori de X expressa o
que ¢é conhecido sobre X, antes de observar o dado.
"% Suporte de uma distribui¢io p(x) é o conjunto de valores onde p(x) > 0.
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zero). Para distribuicdes a priori continuas, a quantidade de distribui¢des
posteriores ¢ infinita.
Ja a distribuicdo de cendrios revelados com a informagao, mostrada na

Figura 27, ¢ unica e sera aqui chamada de distribuicdo de revelacdes (a ser

definida num contexto mais geral). Note que, se a distribuicdo a priori fosse
continua, a distribuicdo de revelagdes continuaria sendo unica, embora com
infinitos cendrios (distribuicdo continua) em vez de trés. Esses pontos serdo
retomados num contexto mais geral.

Com a discussdo acima fica claro que, em caso de informagdo perfeita

(revelagdo total), a distribuicdo de revelacdes € igual a distribuicdo a priori. Isso

decorre diretamente da definicdo de distribuicdo a priori. No exemplo da Figura
27, p(B) ¢ uma distribui¢do a priori discreta com trés cenarios equiprovaveis que
nesse caso de informagao perfeita ¢ igual a distribui¢ao de revelagdes.

Formalmente, seja um espago de estados X ={x} de interesse (que pode ser
enumeravel ou nao-enumeravel), descrito por uma distribuicdo a priori de
probabilidades p(x), e um espaco de mensagens (ou de sinais) S = {s}.

Se a informagdo ¢ perfeita entdo o espaco de mensagens € igual ao espago
de estados, i. ¢, X = S (Lawrence, 1999, p. 69). Para ver isso, considere a Figura
27. Nesse exemplo X = { B, B, B7}, isto ¢, os volumes de reservas possiveis de
ocorrer. Se a informacao é perfeita, S = { B', B, B} também pois a informagio
revela o verdadeiro estado da natureza de X (ou seja, uma distribuicdo posterior
degenerada de B). Se a informacao fosse imperfeita, entdo a mensagem revelaria
uma distribuicdo ndo degenerada, i. ¢, uma distribui¢do posterior p(x | s) com
variancia estritamente positiva.

Defini-se informatividade como a qualidade de um sinal em ser informativo.

Seja O uma medida genérica de grau de informatividade de uma estrutura de
informacao. No caso de aplicagdes estatisticas como a de planejamento de
experimentos (“experimental design”), 6 ¢ o tamanho da amostra. Nos casos
classicos de VOI, se usa muito a funcdo verossimilhanca. Nessa tese sera usada
uma medida de aprendizagem relacionada com a redugdo esperada de incerteza. A
informatividade estatistica varia desde o caso 6 = 0 (nenhuma informagao) até o
caso de informagdo perfeita (maxima informatividade). No interior desse intervalo

se tem a chamada informagao imperfeita.
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Definicdo. Estrutura de informacgao: compreende o espago de mensagens

(sinais) mais a medida conjunta de estados e mensagens (Lawrence, 1999,

p.16)'">. Assim, uma estrutura de informagio Z ¢ definida por:

Z ={S,p(x,9)} (37)

Essa medida conjunta ¢ a distribuicdo conjunta de probabilidades de duas
variaveis aleatdrias p(x, s). Isso sugere que ¢ necessario estudar distribuicdes
bivariadas e multivariadas de probabilidades para a analise de VOI. A defini¢ao
acima sugere também uma comparag¢do de estruturas de informagdo, para
determinar em que medida existe uma estrutura mais informativa que a outra. Esse
foi o tema dos dois artigos classicos de Blackwell (1951) e (1953), ver também
Blackwell & Girshick (1954). Esse tema serd comentado no item 3.1.4.2.

Uma estrutura de informacdo ¢ completamente ndo-informativa se a

distribuicdo de probabilidades condicional do sinal g(s | x) € a mesma para todos
os estados da natureza (Radner & Stiglitz, 1984, p. 34). Ou seja, com uma
estrutura ndo-informativa, o decisor toma a mesma decisdo independentemente do
sinal recebido, ja& que qualquer que seja o verdadeiro valor de X, o sinal ¢ o
mesmo. Uma outra maneira de definir estrutura nao-informativa ¢ através da
distribuicao posterior, 1. €, p(x | s) = p(x) se a estrutura ¢ nao informativa.

Para calcular o VEIP do caso simples mostrado na Figura 27, considere a
equacdo do VPL de desenvolvimento, eq. (1), o modelo de negocios, eq. (23), e a
equacdo do investimento (6timo) em fung¢do do volume da reserva, eq. (28).
Combinando essas trés equagdes, se obtém a seguinte equacao do VPL:

VPL =V-Ip = (q P B) — (¢t + ¢, B) (58)

Se a informacao ¢ perfeita, entdo ela permite conhecer o verdadeiro valor de
B nesse exemplo e assim dimensionar otimamente o investimento, conforme a eq.
(28). Em geral, para cada B se faria um projeto que, além de dimensionar o
investimento 6timo (eq. 28), permitiria calcular o novo valor de q através do fluxo
de caixa, conforme descrito no cap. 2 (ver comentario apos a Figura 13). Assim,
em geral q ¢ uma funcdo de B. Tentar descobrir essa func¢ao ¢ factivel, mas muito

trabalhosa, pois teria de fazer varios projetos (para varios B), estimar os fluxos de

5 Radner & Stiglitz (1984, p.34) definem estrutura de informagio como a matriz de
Markov de fungdes (distribuigdes) verossimilhanga g(s | x). No contexto da tese, onde a fungéo
verossimilhanga sera desnecessaria, ficara claro que a defini¢ao de Lawrence ¢ mais adequada.
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caixa de cada um deles, para depois calcular os varios q ¢ assim obter a fungao
q(B), dado que o investimento 6timo ¢ obtido com eq. (28).

Para manter o exemplo o mais simples possivel, suponha que o valor de q ¢
independente de B se o dimensionamento da capacidade for feito adequadamente,
i. €, o valor de q é constante para todos os cenarios de B se o investimento for
dimensionado otimamente usando a eq. (28). Esse ponto serd detalhado depois,
mas a idéia € simples. Como q da a velocidade com que a reserva B ¢ produzida,
entdo se a planta de processamento estiver dimensionada adequadamente, ela nao
sera restricdo e os pogos poderdao produzir o seu potencial. Entretanto, se a planta
estiver sub-dimensionada, essa velocidade de producao da reserva B serd menor
devido a restrigdo de capacidade que impedird que os pogos produzam o seu
potencial méaximo. Essa redu¢do de velocidade da producdo de B ira reduzir o
valor presente das receitas e por conseqiiéncia o valor de q.

Dimensionar otimamente s6 ¢ plenamente possivel se a informagao sobre B
for perfeita. Ou seja, para se usar a eq. (28) € necessario saber o verdadeiro valor
de B. A falta dessa informacao (i. ¢, se B € incerto), leva a usar E[B] no lugar de B
como dado de entrada na eq. (28), j& que E[B] minimiza o erro técnico de
dimensionamento''’. Dessa forma, sem informagdo perfeita, o investimento sera
dado por:

Ip = ¢ + (¢v E[B]) (39)

Mas nesse caso (sem informacao perfeita sobre B), nos cendrios ex-post em
que B ¢ maior que E[B], a capacidade de processo serd uma restricdo e assim q
sera menor. De forma geral, se B ¢ incerto entdo E[q B] < E[q] E[B], e logo:

E[V]=El[q P B] < E[q] E[B] E[P] (60)

Dessa maneira, sem a informagdo, nos cenarios de boas noticias (B"), o
investimento ¢ o mesmo (dimensionado para E[B]), mas o valor de V ¢ penalizado
devido a restricdo de capacidade que reduz o valor presente das receitas e,
portanto, reduz o valor de q. JA4 no cenario de mas noticias, V em geral ndo ¢
penalizado, mas perde-se VPL devido ao investimento Ip maior que o necessario.

Pode-se também criticar a eq. (23) no contexto de incertezas argumentando

que B ¢ funcdo de P, ou seja, se P for maior entdo a data esperada de abandono ¢

1% Eventualmente pode ser 6timo economicamente dimensionar a planta de processo para
um valor um pouco diferente de E[B], a depender de um estudo detalhado. Na falta desse estudo
econdmico, recomenda-se usar E[B] para minimizar o erro técnico de dimensionamento.
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postergada, aumentando B. Em alguns casos isso ndo ocorre porque existe uma
data legal de final da concessdo da fase de produ¢dao. Mas o mais importante ¢ que
essa variacdo, na imensa maioria dos casos, sO ocorre em fluxos de caixa
(produ¢do) muito distantes da data em que os fluxos de caixa sdo avaliados
(geralmente entre 25 e 30 anos), e assim o impacto em V (que esta em valor
presente na data de inicio de investimento) ¢ muito pequeno € ndo seria bem
capturado pela eq. (23) a menos que se reduzisse o valor de q, fazendo q(B(P)).
Assim, para usar a eq. (23) no contexto de incertezas, comete-se um erro menor se
for considerado que B ndo ¢ funcdo do prego P. Ja a restricdo de dimensionamento
tem impacto logo no inicio de producao (o pico de producdo de um projeto de
desenvolvimento em geral ocorre em um ou dois anos) e assim ¢ muito importante
considerar esse efeito para problemas de decisio de investimentos em
desenvolvimento da producdo, ao contrario do efeito de P sobre B.

Para levar em consideragdo o problema de dimensionamento, i. é, q(B), sera
introduzido um fator multiplicativo y+(B) < 1 para corrigir o valor de q e logo o
valor de V em cendrios que a capacidade limitada se torna uma restricdo técnica
que reduz V, ou seja:

V=v.qPB, seB>E[B] (61)

No exemplo simples em que apenas um cenario ¢ maior que E[B], serd
usado apenas um valor para y. = 0,8. No caso mais geral esse fator depende da
diferen¢a entre B e E[B], i. é, quanto maior for essa diferenca, mais severo
(menor) deve ser esse fator, pois mais sub-dimensionada estard a capacidade de
processo € o investimento. O caso mais geral e como calcular com simulagdes de
FCD sera visto depois. Para o caso do cenario revelado de B ser exatamente E[B],
esse fator claramente ¢ igual a 1. J4 no caso do cenario revelado de B ser menor
que E[B], ndo haveria restricio de capacidade, ao contrario. O excesso de
capacidade, no entanto, ndo aumentaria o valor presente da producao e, sendo
assim, se assume que o um fator de correcdo y_ seria igual a 1'"”.

Com isso, ja ¢ possivel calcular o VEIP do exemplo simples da Figura 27.

Suponha nesse exemplo simples que a decisdo ¢ “agora ou nunca” t = T, ou seja,

"7 Esta se assumindo que a planta de processo é dimensionada para atender ao pico de
producdo. Se o 6timo econdémico mostrar que o melhor é dimensionar a planta com um pouco de
restricdo (para reduzir um pouco os investimentos), o fator y_ pode ser um pouco maior que 1, pois
aliviaria a restri¢ao de capacidade nos cenarios em que B se revelar menor que E[B].
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F(B, T) = Max(E[VPL], 0). Assuma também os valores numéricos P = 25
US$/bbl, q = 20%, ¢; = 180 MM USS$, ¢, = 2 US$/bbl, { B', B, B} = {150, 100,
50} MM bbl; e v+ = 0,8. Os valores do VPL nos diversos cenarios revelados de B
sdo calculados com a eq. (58) para o caso com informagao perfeita. J& os VPLs
dos cenarios de B para o caso sem informagdo, sdo calculados com a eq. (1)
acoplada com a eq. (59) para o investimento, com a eq. (28) para os casos de
cenarios de B < E[B] e com a eq. (61) para o caso de cenario de B > E[B]. A
Tabela 8 a seguir sumariza os calculos do VEIP, mostrando os valores de V, Ip e
VPL tanto para o caso condicional a informagdo perfeita como para o caso

incondicional (ou sem a informacao).

Tabela 8 — Calculo dos VPLs Com e Sem a Informacgéo Perfeita (em MM US$)

Cenarios de B Com Informacao Perfeita Sem Informagao
Prob.| MMbbl | VB | Ip[B | Max[VPL|B, 0] | V(E[B]) | In(E[B]) | VPL ex-post
33,3% | B"=150 | 750 | 480 270 600 380 220
33,3% [ B"=100 | 500 | 380 120 500 380 120
33,3% | B"=50 | 250 | 280 0 250 380 - 130
E[F(B, T)|B] = 130 F(B, T)= Max]|70, 0]

Aplicando a eq. (55) nesse exemplo simples, o valor esperado da
informagao perfeita VEIP ¢ simplesmente:

VEIP =E[F(B, t) | B] - F(B, t) = 130 — 70 = US$ 60 MM.

Assim, nesse exemplo se pagaria até US$ 60 MM para obter a informagéo
perfeita. Esse exemplo mostrou que existem sutilezas para calcular o VOI mesmo
nos casos mais simples, com poucos cendrios, informacao perfeita e sem ainda
considerar interacdes com incertezas de mercado, valor da espera da opc¢ao, etc.
Em geral, otimizar sob certeza ¢ muito mais facil do que otimizar sob incerteza.

Considere agora o caso mais realista de aquisicao de informagao imperfeita.
Seja o exemplo anterior baseado na Figura 27, mas agora com a informagao
imperfeita ou revelagdo parcial do verdadeiro valor de B. A Figura 28 representa
esse caso, mostrando que a informacgdo revela cendrios ainda incertos que podem
ser representados por um conjunto de distribui¢des posteriores ou de forma mais

simples pelos seus valores esperados, através de uma distribuicdo de expectativas

condicionais, que aqui sera chamado de distribuicdo de revelagoes.
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Cenarios Revelados Distribuicdes
(caso de revelagdo parcial) Posteriores
Distribui¢io Investimento em
a Priori Informaciio E[B | boas noticlas] "f\"_'
K 339

E[B | noticias neutras) SN
E[B]

Volume Esperado da Reserva

{antes do investimento E[B | mas noticias] /\_

em informagio)

Figura 28 — Exemplo de Informacao Imperfeita ou Revelagao Parcial

Na Figura 28, para simplicidade de exposicdo, o investimento em
informagdo revela apenas trés cendrios. Em geral, no entanto, existe uma
distribuicdo continua de sinais S, originando infinitos cenarios ou infinitas
distribui¢des posteriores de densidades p(B | S = sj), i = 1, 2, ... . Como a
informacao imperfeita nao revela o verdadeiro cenario da distribuicdo posterior —
apenas a distribuicdo, apds essa informacdo o decisor terd de tomar a decisdo
Otima (investimento 6timo) dada uma distribui¢ao posterior obtida para cada sinal
S = s;. Essa decisdo pode ser baseada em momentos probabilisticos dessas
(infinitas) distribuigdes posteriores, especialmente as medidas baseadas no
primeiro momento (valor esperado condicional ou expectativa condicional) e no
segundo momento (variancia condicional). Em geral note que, enquanto ex-ante

existem infinitas distribuicdes posteriores, a distribuicdo de expectativas

condicionais — ou distribuicao de revelacdes, € unica.

Nessa tese se trabalhara especialmente com a distribuicdo de revelagdes
(expectativas condicionais) que tem propriedades matematicas convenientes,
intuitivas e simples de trabalhar. Também sera usada em muitos casos a variancia

esperada das distribuigdes posteriores, que dd a incerteza técnica residual

esperada apos o investimento em informacao.
Uma propriedade conhecida (que depois serd mostrada) ¢ que, se a

informagdo for relevante em termos estatisticos, entdo a variancia esperada das

distribuicdes posteriores € menor que a variancia da distribui¢do a priori. Ou seja,

a informagdo ou sinal gera uma redu¢do esperada na variancia, reduzindo a
incerteza técnica residual esperada. No entanto, pode ocorrer o caso de um ou
mais sinais especificos gerarem algumas distribui¢cdes posteriores com variancia

maior que a variancia da distribuicdo a priori. Mas, em média, a varidncia
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posterior nunca ¢ maior que a variancia da distribuicdo a priori. Assim como
ocorre com a distribuicdo de expectativas condicionais, a distribuicdo de
varidncias condicionais ¢ Unica. No entanto, ao que consta, ela ndo tem
propriedades matematicas intuitivas, convenientes ou faceis de trabalhar. Por isso,
essa tese ird trabalhar apenas com a distribui¢do de expectativas condicionais e
com a variancia residual esperada (média das variancias posteriores), que sao
faceis de obter e convenientes para trabalhar, como serd visto.

O método tradicional de VOI da escola de analise de decisdo usa geralmente
a representacdo diagramatica denominada drvore de decisdo. Nela existem os nds
de decisdao (representados por pequenos quadrados) e nds de chance (pequenas
circunferéncias). O exemplo a seguir ilustrard os problemas de trabalhar com
arvores de decisdo. Baseado em Raiffa (1968, p.241), a Figura 29 mostra o

classico problema de perfuragcdo do pogo pioneiro sem e com teste sismico prévio.

Figura 29 — Arvore de Deciséo com Teste Sismico Perfeito

;. + .
Os cenarios V' e V representam descobertas de reservas respectivamente de
, 1. 11 . . . e A . ,
grande ¢ médio tamanho''®, enquanto “seco” significa inexisténcia de petroleo.
Nesse caso estilizado, a sismica indica o verdadeiro cenario (informagao ¢

perfeita), e logo o niimero de cenarios apontados pela sismica tem de ser igual a

"8 A terminologia é um pouco diferente de Raiffa, que usou “wet” para V, “soaking” para
n e . ST
V", “no structure” para a indicagdo “seco” pela sismica, “open structure” para indica¢do V pela
sismica e “closed structure” para indicagdo V" pela sismica.
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trés, pois, como foi visto, S = X para informagdo perfeita. Além disso, ¢ intuitivo
que a distribuicao a priori de X (probabilidade dos ramos 1y, 12, 3) tem de ser igual
a distribui¢do de sinais S (probabilidades do teste indicar V", V, seco). Veremos
que a intercambiabilidade das distribuicdes de X e S ¢ uma condicdo necessaria
para a informagdo ser perfeita (haver revelagdo total). A Figura 30 apresenta o

mesmo caso, mas com o teste sismico revelando informacao imperfeita.

Figura 30 - Arvore de Decisdo com Teste Sismico Imperfeito

Aqui estd se supondo que, embora imperfeito (com ruido), a sismica da
indicacdes para todos os cenarios da distribui¢do a priori X = {seco, V, V'}.
Comparando as figuras 29 e 30, note que as partes de cima (“ndo testa”) das
arvores sdo iguais. A diferenca entre as arvores estd na parte de baixo da arvore
(“teste sismico”), onde o caso de informagao imperfeita tem muito mais ramos.

Os ramos terminais das arvores em vermelho sdo aqueles de célculo trivial
de seus valores (valor igual a zero na parte de cima e de menos o custo da sismica
na parte de baixo). Os que ddo mais trabalho para calcular sdo os ramos terminais
azuis especialmente os da parte de baixo da Figura 30, principalmente pela
necessidade de computar probabilidades condicionais inversas de forma
consistente. Comparando essas duas arvores, a de informagdo perfeita tem trés
ramos azuis na parte de baixo, enquanto que a de informagdo imperfeita tem 3* =

9 ramos azuis. E facil verificar que se o nimero de cenarios fosse 4, esses ramos
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azuis passariam de 4 para 4% = 16, etc. Ou seja, apesar da vantagem intuitiva da
arvore de decisdo, com alguns poucos cenarios a mais o numero de ramos da
arvore “explodiria”, tornando o método de dificil manuseio pratico.

Os ramos terminais azuis da parte de baixo da arvore da Figura 30 usam
probabilidades inversas p(s | X) que sao medidas de confiabilidade da informacao.
Por ex., a probabilidade de ocorrer o ramo ry ¢ a probabilidade da sismica indicar
V dado que o verdadeiro cenario é V'. A fungdo que descreve essa confiabilidade
da informagcdo ¢ a chamada fung¢do verossimilhanca. Essas probabilidades
inversas podem ser dificeis de estimar na pratica por profissionais da industria.

Além disso, a funcdo verossimilhanca requer regras de consisténcia
probabilistica em geral mais complicadas do que as que serdo propostas nessa
tese. Por ex., na Figura 30, os trés primeiros ramos tém as probabilidades iguais as
da distribuicao a priori. J& as probabilidades (inversas) dos ramos s, 16, 17, T9, I,

r11, I13, I14 © 15, tém de ser consistentes tanto com as probabilidades a priori (ou

dos ramos ry, 1, € r3) como com as probabilidades dos sinais. Ex.: p(rs + r9 + 113) =

p(r1); p(reo + 110 + 111) = p(s = V), etc. Ou seja, € necessario montar uma matriz de
probabilidades inversas p(s | X) consistentes, que nesse exemplo seria 3 x 3.
Problemas de compatibilidade de probabilidades ou distribui¢des inversas
sdo freqiientes na literatura tradicional Bayesiana. Ver, por ex., Arnold & Castillo
& Sarabia (2001) para discussdo e para um detalhado exemplo discreto.
As aplicagdes profissionais de valor da informagdo usando a literatura
classica de andlise de decisdo, em geral apresentam importantes limitagdes:
e Muitas vezes usam arvores de decisdo e assim precisam limitar o
numero de cendrios (ex.: trés) revelados pela informacao;
e Muitas vezes assumem que toda a incerteza sera resolvida com o
investimento em informacao (revelagao total, informagao perfeita);
e Nao quantificam e nem comparam alternativas de diferentes custos e
diferentes potenciais de revelar informacdes relevantes;
e Nio consideram as interagOes das incertezas técnicas e de mercado,
apesar de ambas afetarem o valor econdmico da reserva; e
e Ignoram o tempo legal de expiracdo dos direitos de investir € o

tempo de aprendizagem, em geral diferente para cada alternativa.
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Essa ultima limitagdo ¢ particularmente relevante em problemas de OR, ou
seja, ¢ necessario obter o valor dindmico da informagdo, onde o adjetivo
“dindmico” esté relacionado ao tempo como varidvel de estado.

3.1.3.
Revisao da Literatura de VOI e Op¢oes Reais Relacionadas

3.1.3.1.
Revisao da Literatura de Valor da Informacgao

Na literatura tradicional de VOI, o tunico livro texto avancado visando
cursos de mestrado ou doutorado é o de Lawrence (1999), o qual tem sido aqui
citado algumas vezes. Mas mesmo assim ele ndo ¢ todo satisfatorio, por ex., ele
desconhece a literatura de opgdes reais, ele cita a medida de dependéncia chamada
copula (que sera definida) mas ndo cita a razdo de correlagio > que sera aqui
usada, aplicagdes dindmicas sdo raras, etc. J4 o livro de Bather (2000), embora
também para pos-graduacdo e sobre teoria da decisdo, ¢ mais um livro de
programacdo dindmica com aplicagdes em decisdes seqiienciais onde inexistem
aplicagdes diretamente relacionadas a VOI (embora o método de célculo possa
contribuir nessa analise). Livros classicos de analise de decisao como o de Raiffa
(1968) e o de Lindley (1985, primeira edi¢do de 1971), abordam bastante o tema
de VOI, mas a nivel mais elementar (graduacdo) e nao consideram problemas de
VOI num contexto mais dindmico. Em todos esses livros, tanto a literatura
neoclassica de finangas como a teoria de OR, sdo ignoradas.

Apesar da intui¢do de que a informacdo poderia ser vista como uma
commodity, com custo de suprimento ¢ prego de mercado baseado na demanda e
oferta de informagao, as tentativas de assim caracteriza-la e desenvolver uma
teoria geral da economia da informacdo, ndo tem sido bem sucedidas. Por ex.,
Moscarini & Smith (2002) consideram que o problema de como valorar/apregar a
informagao ¢ ainda “um problema ndo-resolvido na teoria Bayesiana de decisdo”.

Conforme assinala Arrow (1984, Preface), apesar de ndo ser dificil perceber
que num mundo de incertezas a informacao ¢ valiosa no sentido econdmico, “tem
sido provado dificil conceber uma teoria geral de informagdo como uma
commodity economica, porque diferentes tipos de informa¢do ndo tém uma

unidade comum que tenha ainda sido identificada”.
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Tentativas, no entanto, foram feitas. Em particular, atraiu muita atengdo a
revolucionaria Teoria da Informagdo oriunda da 4rea de engenharia de
comunicagdo, desenvolvida por Shannon nos anos 40 e sintetizada no livro de
Shannon & Weaver (1949). Essa abordagem matematica baseada no conceito de
entropia, levou a criagdo de um novo ramo na estatistica ¢ levou eminentes
economistas como Arrow e Marschak a investigarem a aplicabilidade dessa teoria
em problemas de VOI, especialmente na década de 50. A teoria da informagao
(incluindo o conceito de entropia) sera discutida no item 3.1.4.3.

Conforme reportam diversos autores, tais como Lawrence (1999, p.x),
Lindstadt (2001, p.352) e Arrow (1978), Jacob Marschak foi o grande
contribuidor das bases teodricas e da formalidade matematica/probabilistica para a
analise econdmica da informacdo. Seus artigos nessa area, Marschak (1954),
Marschak (1959) e Marschak & Miyasawa (1968), e seus livros Marschak (1974,
coletanea) e Marschak & Radner (1972), sdo os mais conhecidos. Arrow (1978,
p-xiii) destaca que a maior novidade de Marschak foi “a sintese da teoria
estatistica da decisdo, com a teoria economica da decisdo sob incerteza e a teoria
da organizagdo, a cuja combinag¢do ele deu o nome de teoria das equipes”.
Assim, a maior contribuicdo de Marschak segundo o Prémio Nobel K. Arrow, foi
obtida através de uma hibridizacdo de teorias econOmica, estatistica ¢
organizacional! O livro Marschak & Radner (1972) sobre teoria econdmica de
equipes teve grande impacto na literatura da economia da informagao, em especial
a primeira parte do livro (decisdo individual), pela clareza e rigor da exposicao.

Para Lawrence (1999, p.x), Marschak foi o maior contribuidor dessa area e
ele estd para a economia de informagdo como Alfred Marshall estd para a
microeconomia classica. Laffont (1986, p.68) afirma que o primeiro tratamento
importante sobre o papel da informacdo na teoria econdmica foi Hayek (1945),
mas ele baseou o seu capitulo sobre estrutura de informacao na “abordagem
fundamental” do cap. 2 de Marschak & Radner (1972).

Nessa tese serd discutido de forma critica um exemplo numérico de
Marschak (1959), o qual serd usado para defender uma medida de reducao
esperada de incerteza como superior a fung¢ao verossimilhanga usada por ele.

Em paralelo com a teoria econdmica da informagdo, surgia a teoria
estatistica da decisdo, sendo particularmente pioneiro e fundamental para a teoria

do VOI os artigos classicos de Blackwell (1951 e 1953) que fundou a teoria da
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comparag¢do de experimentos ou comparagdo de estruturas de informagdo. Hoje
esse € um ramo da teoria estatistica, sendo que o tratado de Torgersen (1991) ¢
dedicado totalmente a ele e com grande rigor matematico (com o uso da teoria da
medida). Marschak & Miyasawa (1968) usaram as idéias de Blackwell para
comparar sistemas economicos de informagao. Esse topico sera ainda discutido no
item 3.1.4.2.

Na teoria estatistica ajudaram também trabalhos sobre decisoes seqiienciais
de Wald (1947) e os axiomas Bayesianos introduzidos por Savage (1954). Na
década de 50 também houve grandes avancos na area de métodos de otimizagdo
dindmica, com a teoria da politica s-S para regra de decisdo 6tima (ver Arrow &
Harris & Marschak, 1951)'"* e métodos de retro-indugo (indugdo “backwards™) e
de parada 6tima em Arrow & Blackwell & Girshick (1949)'*. Ambos foram
precursores do método mais geral chamado de programagdao dindmica por
Bellman na década de 50, sintetizado no seu livro texto (Bellman, 1957).

A popularizagdo dos métodos de VOI para estudantes de pos-graduacao e
para o publico profissional se deu apenas na década de 60, com a emergente (na
época) teoria de andlise de decisdo, especialmente com a publicagdo do livro texto
de Raiffa (1968), difundindo métodos mais intuitivos baseados em arvores de
decisdo, aproveitando o grande impacto que teve o artigo de Hertz (1964). Um
artigo muito citado e representativo dessa literatura ¢ o de Howard (1966).

Historicamente, pode-se dizer que o livro do Raiffa (1968) estd para a
andlise de decisdo assim como o livro de Dixit & Pindyck (1994) esta para op¢oes
reais. Assim, a teoria das opgdes reais € cerca de uma geragao mais nova que a
teoria de andlise de decisdo. OR cresceu num ambiente em que a teoria moderna
de finangas corporativas estava mais bem estabelecida, o que ndo ocorreu com a
teoria de analise de decisdo, especialmente nas primeiras décadas.

Da literatura econdmica classica, tem sido muito citado em artigos
académicos de OR (e também em Dixit & Pindyck, 1994, p.352) o conhecido
artigo de Roberts & Weitzman (1981) sobre VOI. Eles consideram investimentos

seqiienciais onde o custo ¢ incerto e sua variancia vai sendo reduzida com o

19 A idéia ¢é escolher dois niveis, inferior (s) e superior (S) para uma politica 6tima sob
incerteza. No caso de estoques, o nivel s € o gatilho que detona a reposicdo de estoques através de
uma compra que eleva o estoque de s para S. A escolha 6tima de s-S minimiza uma fungdo perda.

120 Conforme assinala Bather (2000, p.166), eles provaram um resultado fundamental da
analise seqiiencial, a otimalidade do “sequential probability ratio test”, usando retro-indug@o.
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. . 121
investimento acumulado ~.

Mas para simplificar o modelo, os estagios
exploratorios sao modelados como um processo continuo. J4 em exploracao de
petrdleo, por ex., o foco da valoracdo ¢ em eventos pontuais: podem-se passar
anos sem nenhum evento relevante e depois se perfurar um pogo revelando a
existéncia de petréleo. Em Roberts & Weitzman (1981) a incerteza técnica nao
interage com a de mercado, um efeito importante que ¢ um dos focos do modelo
dessa tese.

Conforme mencionado antes, sdo poucos os artigos de OR relacionados a
VOI que tem real interesse e que ndo cometem erros conceituais relevantes. Um
deles ¢ o de Martzoukos & Trigeorgis (2001). Eles modelam um processo de
aprendizagem custoso (investimento em informacdo) como um processo
enddgeno de “saltos” de tamanho aleatorio. Os saltos sdo ativados pelo gerente e
assim ¢ um processo indexado por eventos, como sera feito nessa tese, € nao pela
simples passagem do tempo (erro mais comum da literatura de OR + VOI). Na
metodologia que eles usaram, a aprendizagem ¢ relacionada somente com o valor
do ativo basico (nessa tese ¢ incluido também o fundamental efeito no preco de
exercicio o6timo da opg¢do, por ex., na eq. 28, Ip ¢ funcdo de B) e o foco deles
foram o momento 6timo de aprendizagem (“timing of learning”) e a aprendizagem
multi-estagio. O mérito do artigo € que eles tiveram a intuicdo correta de que a
revelagdo de informagdo técnica gera saltos no valor do ativo basico, assim como
na indexacdo do aprendizado a eventos opcionais (¢ ndo ao tempo). Mas ao
contrario do modelo apresentado nessa tese, eles ndo teceram consideragdes sobre
como obter a distribuicdo do tamanho dos saltos (nessa tese sera visto que os
tamanhos dos saltos devem ser amostrados da distribuicdo de revelagoes), nem
consideram o problema de selecdo da melhor alternativa de investimento em
informagdo e nem outros detalhes como a inclusdo do tempo de aprendizado.

Outro artigo importante de OR aplicado a VOI ¢ o recente de Murto (2004),
que usa justamente o exemplo de incerteza técnica na decisdo de desenvolvimento
de um campo de petrdleo. No caso ele usa a incerteza técnica no volume de
reservas, além da incerteza de mercado modelada com um MGB.

Murto (2004) critica dois artigos de OR que consideram incerteza técnica no

parametro de tendéncia (“drift”) do processo estocastico: “a aprendizagem é

12! pindyck (1993) faz a mesma coisa mas num modelo mais completo que serd aqui visto.
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passiva, pois as firmas atualizam as suas cren¢as continuamente enquanto
esperam, meu foco é em aquisicdo ativa de informagdo discreta”. Essa tese
concorda plenamente com isso e tem o mesmo foco.

As divergéncias dessa tese com o modelo de Murto (2004)'** comegam com
os detalhes da modelagem, que reflete em parte o pouco conhecimento dele sobre
a industria de E&P de petrdleo. Primeiro, ele assume oportunidade perpétua de
desenvolvimento para eliminar o tempo como variavel de estado. Com excegdo de
paises com monopo6lios ou campos terrestres em terrenos particulares em alguns
paises, existe um tempo legal finito para essa opc¢ao. A simplificacdo adicional de
que o aprendizado € instantaneo (na tese sera considerado o caso mais realista de
tempo de aprendizagem, em geral igual ou maior que um meés), prejudica um
pouco o objetivo dele de tirar conclusdes gerais sobre o momento 6timo de
aprender. Outra simplificagdo feita por Murto foi de que a atividade de
aprendizagem “revela o verdadeiro valor do parametro” a um certo custo. Ou
seja, foi considerado o caso pouco realista de revelacdo total (informagao
perfeita). No modelo dessa tese a informagdo ¢ em geral imperfeita e a revelagao
de informacao ¢ parcial. Murto evita definir a forma funcional da funcdo VPL de
exercicio da op¢do de desenvolvimento, o que s6 faz na sua secdo 5 quando faz
um exemplo ilustrativo, onde assume uma distribui¢io a priori uniforme’” do
volume de reservas e que o custo de desenvolvimento ¢ constante e independente
da varidvel com incerteza técnica. Essa ultima premissa ¢ muito inadequada, pois
o investimento 6timo claramente depende de B (na se¢do 3.1.3.2 sera visto que
essa simplificacdo pode levar a erros no VOI muito grandes, maior até que 50%).
Mas Murto (2004) tem também interessantes contribui¢des, pois modela de forma
endogena a questdo do momento 6timo de investir em informagdo vis a vis com o
momento 6timo de desenvolver o campo'**. Com isso, seu modelo faz o balanco
entre postergar o custo de aprender versus o possivel beneficio de que a revelacao

antecipada da informacao pode ser mais benéfica ao projeto.

122 Ap6s elogia-lo pelas importantes contribuigdes, o autor dessa tese expds todas as criticas
aqui listadas no debate publico que se seguiu apds a apresentagdo desse artigo em Montreal.

12 A distribuigdo uniforme significa quase total ignoréncia do volume B. Isso nio ¢ realista
e ndo ¢ usado nem em prospectos exploratdrios pela industria. Distribuicdes lognormais ou
triangulares, por ex., seriam bem mais adequados ao conhecimento prévio dessa fase de E&P.

124 Na tese essa questdo serd analisada no cap. 5 como uma sensibilidade a data de
investimento em informacgdo, resolvendo o modelo para diferentes datas de investimento em
informag@o. A menor importancia da tese a essa questdo ¢ de ordem pratica: o montante do
investimento em informagao ¢é apenas cerca de 1 a 5% do investimento em desenvolvimento.
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Da literatura de OR + VOI deve-se mencionar também artigos como o de
Mayor et al. (1999) e principalmente o de Childs & Ott & Riddiough (2001) que
usam a teoria de filtracdo otima (“optimal filtering theory™), ver, por ex., os livros
texto de Jazwinski (1970) ou de Bensoussan (1992). A aplicacdo dessa teoria
assim como esses artigos serdo comentados abaixo, no subitem 3.1.3.2.

Antes de discutir a teoria da filtracdo, ¢ necessario comentar o artigo
classico de Pindyck (1993) que combina de forma elegante a incerteza técnica
com a de mercado. Esse modelo estd sumarizado em Dixit & Pindyck (1994, p.
345-353) e tem algumas conexdes com o modelo defendido nessa tese.

No modelo de Pindyck (1993), o custo total do projeto K ¢ incerto ¢ a taxa
otima de investimento ¢ zero ou k. Quando ocorre o investimento, existe uma
revelagdo de informacdo de forma que a variancia da incerteza técnica ¢ reduzida.
Assim, em consonancia com essa tese € em oposi¢do ao modelo de Cortazar &
Schwartz & Casassus (2001), a variancia da incerteza técnica s6 ¢ reduzida na
ocorréncia de um evento como o investimento. Ou seja, tanto aqui como em
Pindyck (1993), a variancia da incerteza técnica ndo muda pela simples passagem
de tempo como em Cortazar & Schwartz & Casassus (2001). Da mesma forma,
em caso de apenas incerteza técnica, os valores dos parametros técnicos mudam
somente se a firma esta investindo (também em oposi¢ao ao modelo de Cortazar
et al., 2001, que muda pela simples passagem do tempo).

No modelo dessa tese serd visto que a variancia da distribuicdo de
revelagdes aumenta linearmente com a redugdo esperada de variancia. De forma
similar, no modelo de Pindyck a varidncia instantanea da taxa de variacao da
variavel técnica aumenta lincarmente com a razdo I/K. La existe um maximo
quando essa razdo ¢ igual a 1, o que também ¢ similar ao caso de revelacao total
(informagao perfeita) usada na tese, porque sera visto que o maximo da variancia
da distribui¢do de revelagdes ocorre no caso de revelacao total quando a medida
de aprendizagem n> = 1. No caso de Pindyck (1993), o proprio investimento
seqiiencial de desenvolvimento do projeto gera informacdes (modelo de tempo de
construcdo aplicado a usinas nucleares). J4 nessa tese, o investimento em
informagdo ndo reduz necessariamente o custo de desenvolvimento do projeto
(mas sera visto no cap.5 casos em que reduz).

Pindyck (1993) ¢ um modelo rigoroso e que captura os fatos estilizados da

incerteza técnica, mas ele ¢ focado em um tipo de aplicagdo onde o aprendizado
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ocorre durante a constru¢do do projeto. Aqui serda visto casos em que se pode
investir antes em informacao para depois decidir se desenvolve ou ndo o projeto e,
caso desenvolva, o investimento deve se ajustar a essa realidade técnica revelada.

3.1.3.2.
Teoria da Filtragdo Otima Aplicada a Opcdes Reais e VOI

Antes de comentar os artigos de Mayor et al. (1999) e de Childs & Ott &
Riddiough (2001), ¢ necessario fazer a seguinte caracterizacao para problemas de
estima¢ao em geral em que o processo de incerteza ¢ indexado pelo tempo
(continuo ou discreto, abaixo serd usado o discreto por simplicidade). Essa
definicdo ¢ baseada em Jazwinski (1970, p.143-145) e em Kellerhals (2004, p.24).

Seja o problema de estimar um parametro, fator ou variavel &, usando a

informagdo disponivel até o tempo discreto s, representada pelo conjunto de

informagao Fs = {ys, ... , ¥2, Y1}, onde y. ¢ uma observa¢do mensuravel na data .

Distinguem-se entdo trés casos, dependendo do conjunto de informagao usado:
1. Problema de Filtragdo: para t=s,
2. Problema de Suavizacdo (“smoothing™): para t<s,e
3. Problema de Predicdo: para t>s.
Como destaca Jazwinski (1970, p.143), filtragdo e predi¢do sdo usualmente

associadas com operagdes em tempo real, ou seja, as observagdes sao disponiveis

imediatamente. Isso j4 d4 uma idéia de aplicacdes tipicas dessa abordagem. A
mais Obvia é a estimativa de pardmetros de processos estocdsticos que
representam a evolugdo de precos ou outras variaveis da economia que podem ser
medidas em tempo real. No caso de incerteza técnica em OR em petrdleo,
raramente existe a chegada continua ou mesmo periddica de informacdes em
tempo real para se fazer uma atualizagdo continua de uma variavel com incerteza
técnica usando essa informacao em tempo real.

Uma exceg¢do, no entanto, pode ser o caso de pocos inteligentes (ver ultimo
topico do cap. 2), onde existe uma incerteza técnica residual no reservatorio (e
logo na producdo dos pocgos), sendo que esses pogos sdo equipados com sensores
que enviam informagdes em tempo real a uma plataforma (ou a um sistema
inteligente) que usa essas informagdes para atualizar o modelo e eventualmente
tomar agdes corretivas (abertura ou fechamento de zonas do poco) a luz dessas

novas informagdes. Nesse caso poderia se pensar em modelos tais como os


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025039/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0025039/CA

3 Incerteza Técnica, Valor da Informacgao e Processo de Revelacao 163

desenvolvidos por Childs & Ott & Riddiough (2001). No entanto, na maioria dos
problemas, a nova informacdo técnica s6 ocorre se for feito um projeto de
investimento em informacdo que dard uma resposta pontual. Tipicamente, a
perfuracdao de um pogo exploratorio ou de delimitagdo, s6 gera informagdo quando
0 poco atinge a zona de interesse (no final da perfuragdo), e qualquer decisdo s6 é
tomada apds a andlise do relatorio do poco, que dard informagdes sobre a
existéncia, quantidade e qualidade do petrdleo. Ou seja, na maior parte dos
problemas de relevantes incertezas técnicas em E&P de petrdleo, a revelagao de
informagdo técnica s6 ocorre pontualmente, apds semanas ou meses apos o inicio
de algum investimento em informagao.

E demasiadamente grosseira a alega¢io que, numa bacia exploratoria com
muitas firmas atuando, a freqiiéncia de perfuracdes exploratdrias poderia tornar
razoavel um modelo com revelagdo continua de informagdo exploratoria. Parece
bem mais realista nesse caso, modelar essa chegada de informagdo como um
processo de Poisson, por ex., com A = 2 meses para muitas firmas explorando a
bacia. Além disso, do ponto de vista de uma firma que tem um prospecto nessa
bacia e quer usar essa informag¢do, muitas dessas perfuragdes exploratdrias nao
tém correlagdo (ou sdo muito fracas) com o prospecto de interesse, seja por
pertencerem a outro “play” geoldgico, seja por serem muito distantes.

Mas deve se reconhecer, que fora da area de petroleo, pode haver aplicacdes
em que a informacdo técnica pode chegar em tempo real ou com grande
freqiiéncia e assim aplicar os modelos que serdo comentados nessa sec¢do. Por ex.,
um teste de mercado de um novo produto, onde a incerteza técnica ¢ a fungao
demanda e/ou a reacdo de consumidores ao produto, etc., pode ser observado
diariamente e assim justificar o uso desses modelos para esses tipos de aplicagdo.
Outra aplicagdo adequada desse modelo ¢ no mercado imobilidrio (“real estate”),
que possivelmente estava na mente dos autores quando escreveram o primeiro
artigo, Childs & Ott & Riddiough (2001), a julgar pelos dois artigos relacionados
subseqiientes, Childs & Ott & Riddiough (2002a e 2002b)'*>. Num mercado
imobiliario amplo, pode-se pensar que existem transagdes freqiientes que provéem

informagdes sobre o verdadeiro valor de um ativo especifico que o modelo esta

125 Grenadier (1999) também modela a revelagdo de informagdo no mercado imobiliério,
mas num contexto estratégico em que existe assimetria de informagao.
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analisando. Mas mesmo assim, apenas as transagdes de “ativos comparaveis” sao
relevantes para reduzir o nivel de ruido do verdadeiro valor do ativo, que ao
mesmo tempo oscila devido a incerteza de mercado (oferta x demanda). Assim,
modelos em que informagdes sobre incerteza técnica (ruido) chegam
continuamente ao longo do tempo, assumem uma premissa que nem sempre ¢é
valida para aprecar um imovel especifico. Além disso, ¢ bem complicado separar
0 que ¢ uma oscila¢do de preco devido ao mercado daquela devido a uma revisao
do ruido técnico (eles procuram separar esses efeitos através de medidas de
autocorrelagdo da série, usando técnicas de cointegragao).

Mas infelizmente, esses modelos de OR com filtragdo nao tém a
generalidade que os autores desses modelos em geral supde. Por ex., em P&D de
um novo remédio, existem estigios bem definidos'*’, sendo que a informagio
relevante (ou processada) s6 se dd ao fim de cada estdgio, com um relatorio
técnico analisando e tirando conclusdes que sdo usadas para exercer ou nao a
op¢ao de realizar o proximo estagio. Assim, também em projetos de P&D de
novos remédios, as metodologias que prevéem chegadas freqiientes de informagao
técnica relevante em tempo real, ndo sdo adequadas para a decisdo Otima de
exercicios de OR. A excegdo ¢ a analise agregada de investimentos em P&D.

Uma importante conexao da teoria de filtracdo e de predi¢do com a
abordagem de expectativas condicionais que serd usada nessa tese, ¢ que para
todos os problemas de filtragdo e predi¢do, e independentemente das propriedades
da fun¢do densidade de probabilidade condicional, a expectativa condicional ¢ a
melhor estimativa desses problemas (no sentido de menor erro quadratico médio,
que ¢ o critério usualmente aplicado), ver Jazwinski (1970, p.149-150). Por isso,
esses problemas trabalham basicamente com equagdes de evolucao da densidade
condicional e de evolugdo da expectativa (ou média) condicional.

O artigo de OR de Mayor et al. (1999) talvez tenha sido o primeiro a usar a
teoria de filtragdo 6tima em problemas de OR. O foco de aplicagdo ¢ justamente a
aprendizagem através de pesquisas de mercado (que ¢ um nicho adequado de
aplicagdo, ver discussdo acima). Num tnico modelo, o artigo combina os aspectos

da aprendizagem do verdadeiro estado da economia e o classico problema do

126 Tipicamente (Rogers, 2002, p.25-26): 1) descoberta; 2) testes pré-clinicos; 3) testes
clinicos, fase I; 4) idem, fase II; 5) idem, fase III; 6) aprovacdo da agéncia de satude; 7) testes pos-
aprovacdo (para desenvolver extensdes do produto, dosagens para criangas, etc.).
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momento 6timo de investimento. Eles estendem a abordagem de Roberts &
Weitzman (1981) nao apenas com ingredientes de OR como assumindo que o
processo de aprendizagem e a sua intensidade sdo endogenos ao modelo (i. &,
opcdes da firma). Assim, a firma pode “controlar a quantidade de informag¢do que
ela compra ao longo do tempo”. A firma tem trés opg¢des: (a) desenvolver o
projeto; (b) continuar observando sinais com ruidos a um certo custo (compra de
informagao); (c) abandonar o projeto.

Mayor et al. (1999) argumentam que a opc¢do de aprendizagem ¢ valiosa
“porque permite a firma reduzir o risco de desenvolver um projeto com valor
(‘payoff’) negativo”. Como em Martzoukos & Trigeorgis (2001), a opgdo de
aprendizagem tem impacto apenas no valor do ativo basico V, ndo no prego de
exercicio. O investimento I para desenvolver o projeto ¢ fixo e conhecido. Essa ¢
uma simplificagdo matemadtica muito conveniente para resolver o modelo. No

4

entanto, ¢ uma simplificacdo inaceitavel em muitas aplicagdes, pois as reais

caracteristicas técnicas de um projeto (ex.: o real tamanho do mercado para um
produto) ¢ um dado de entrada fundamental para dimensionar o investimento
adequado para desenvolver V. Logo, em geral, o preco de exercicio I ndo pode
independer das verdadeiras caracteristicas técnicas de V que forem reveladas.

Para se ter uma idéia do erro em ndo reconhecer esse fato elementar do
dimensionamento de um projeto, considere novamente o exemplo dado no item
3.1.2, especialmente a Tabela 8. Se a informacdo perfeita fosse util apenas para
decidir se a op¢do deve ou ndo ser exercida, ndo influenciando o investimento I,
entdo a primeira linha de dados da Tabela 8, cenario B" seria igual para o caso
com ou sem informagdo, i. é, VPL(B") = 220 (em vez de 270 para informagdo
perfeita). O Unico beneficio da informagdo seria com o cendrio B™ onde a
informagdo perfeita evitaria um exercicio equivocado da opg¢do de desenvolver o
projeto. Nesse caso o VEIP cairia de US$ 60 MM para US$ 43,3 MM, um erro de
28% nesse caso simples. Se aumentar o nimero de cendrios e/ou se o projeto for
um pouco melhor, o erro tende a ser ainda maior e ndo ¢ dificil mostrar exemplos

onde esse erro superaria o patamar de 50%. Se o projeto fosse melhor, por ex., se
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a qualidade aumentasse de q = 0,2 para q = 0,25, entdo o erro de ignorar o
dimensionamento 6timo pularia de 28% para 64%'*’!

O artigo de Childs & Ott & Riddiough (2001) também assume investimento
fixo independente da incerteza técnica e assim também deixa de considerar uma
das principais fontes de valor da aprendizagem. Eles fazem outras simplifica¢des
que limitam a sua aplicabilidade, mas que permitem ter solugdes analiticas, como
o caso de opg¢do perpétua de desenvolvimento. Mas € um artigo que tras iniimeras
contribuigdes que podem ser uteis, mas num intervalo mais restrito de aplicagdes
onde a incerteza técnica possa ser indexada pelo tempo (o que em geral ndo ocorre
com aplicagdes em E&P de petroleo e P&D). Essa incerteza ou ruido tanto pode
diminuir como aumentar pela simples passagem do tempo. Além disso, a
informagdo pode ser comprada em pequenas quantidades e o dono da opg¢do pode
escolher o nimero de vezes que a informagdo ¢ adquirida e o nivel de redugdo de
ruido (leia-se redugdo esperada de variancia). O artigo usa uma terminologia que
guarda similaridade com o usado em Dias (2002) e nessa tese. Exemplos, eles
usam o termo “revealed variance”, enquanto aqui se usa “variancia da distribui¢ao
de revelagdes”; eles usam o termo “full information” e aqui ¢ usado “revelacdo
total”. Childs & Ott & Riddiough (2002b, eq.8a) usa uma equagdo em que
“informagdo total = varidncia revelada + varidncia residual”'®®, que é similar a
uma equacdo que serd usada nessa tese no item 3.2. Como nessa tese, a variancia
revelada tem um papel fundamental para “a determinagdo do valor e politica de
exercicio das op¢oes” (Childs & Ott & Riddiough, 2002b, p.440).

O artigo de Childs & Ott & Riddiough (2001) ¢ bastante rigoroso na
aplicacdo da teoria de filtracdo 6tima, mas ao mesmo tempo ¢ didatico na
explicagdo dos termos. Eles obtém equagdes para a expectativa condicional do
valor do projeto (e também para a variancia residual) que, conforme Jazwinski
(1970), ¢ tipico em aplicagdes da teoria de filtragdo. Esse ¢ um ponto de contato
interessante da teoria de filtracdo com a metodologia da tese, que também trabalha
basicamente com distribui¢des de expectativas condicionais. Eles obtém uma série

de resultados analiticos que permitem tirar algumas conclusdes interessantes. Por

127 Com q = 0,25, o VEIP seria de US$ 62,5 MM considerando dimensionamento 6timo
como beneficio da informag@o e de apenas US$ 22,5 MM se considerar apenas o beneficio de
exercer ou ndo a opgdo. Ver no CD-Rom as planilhas ex_inf perf.xls e ex_inf perf2.xls.

128 Nesses artigos, a varidncia residual mede a precisdo da estimativa do valor verdadeiro e
a variancia revelada mede a quantidade de informag@o que chega num certo intervalo de tempo.
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eX., o valor da op¢do ¢ menor na presenga de ruido (incerteza técnica) do que sem
ruido. Na tese isso ocorre porque o ruido diminui o VPL de exercicio, pois com
ruido quase certamente o investimento serd sub-6timo. Na “Figure I’ do artigo,
eles mostram um exemplo em que o gatilho para o desenvolvimento 6timo
diminui com o aumento da varidncia da incerteza técnica. Interpretar esse
resultado ¢ dificil, pois no modelo deles o ruido pode crescer com a simples
passagem de tempo e assim o exercicio antecipado evitaria exercer uma op¢ao
com mais ruido. Essa conclusdo do artigo ¢ até um pouco perigosa, pois se com
muito ruido o gatilho é baixo, pode-se querer desenvolver logo um projeto em que
o melhor seja investir em informacao. Mas no artigo, o aumento do ruido também
aumenta o valor de adquirir informac¢do, amenizando o problema.

Como nessa tese, Childs & Ott & Riddiough (2001, p.59) usam uma medida
de aprendizagem (que eles chamam de fator ) em que o valor 1 corresponde ao
caso de “fully revealing signal” e o valor zero ao caso completamente ndo
informativo. No entanto, ao contrario dessa tese, eles ndo desenvolvem uma teoria
de medida de aprendizagem, nao estabelecem propriedades para esse fator € nem
percebem a ligacdo direta dessa medida com o conceito de expectativas
condicionais, como aqui sera mostrado. Além disso, no artigo subseqiiente Childs
& Ott & Riddiough (2002a, eq.9) eles usam o classico coeficiente de correlagdo
de Pearson, que so ¢ valido em casos especificos (como distribui¢do Normal, ver
item 3.3) para estabelecer uma medida que eles chamam de “instantaneous
information ratio”, enquanto que nessa tese a medida sera bem mais geral em
termos de distribui¢des que podem ser usadas (s6 exige média e variancia finitas).

3.1.4.
Temas Classicos de VOI e Conexdes com Outras Teorias

3.1.4.1.
Concavidade e Nao-Concavidade no Valor da Informagao

Na literatura econdmica, especialmente a teoria da demanda de informagao,
o artigo de Radner & Stiglitz (1984) sobre a ndo-concavidade no VOI, causou
grande impacto na comunidade académica e foi objeto de muito debate (exs.:
Lindstédt, 2001; Kihlstrom, 1984b; Chade & Schlee, 2002; Lawrence, 1999).

Esse tema tem um interesse adicional nessa tese, devido a metodologia que

emprega uma medida de aprendizagem para estimar o VOI. Dessa forma ¢
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importante saber como a fungdo VOI se comporta (toda concava, parcialmente
concava, linear, etc.) entre os limites de nenhuma informacao até o de informacao
perfeita. Conhecendo as caracteristicas dessa fungdo, ¢ possivel fazer melhores
interpolagdes entre esses limites extremos de informatividade, simplificando
dramaticamente o problema de VOI especialmente em contextos dinamicos.

O teorema de Radner & Stiglitz (1984) diz que, sob certas condi¢des
razoaveis e ao menos que a informacdo seja sempre inutil, o valor marginal de
uma pequena quantidade de informac¢do é zero e a informagdo deve exibir

retornos marginais crescentes sobre algum intervalo, pelo menos num intervalo

vizinho ao caso ndo informativo. Mas o proprio artigo de Radner & Stiglitz (1984)

mostra exemplos'?’ no qual a informagio exibe retornos marginais decrescentes,
ou seja, “claramente o VOI ndo é sempre ndo-concavo” (Chade & Schlee, 2002).
Isso tem implicagdes na teoria econdmica do tipo: “a demanda por informagdo ¢
uma funcdo descontinua de seu preco”, “agentes nunca comprardo pequenas

quantidades de informagéo™'*’

e “agentes tenderdo se especializar na produgao de
informacdo” (para produzir uma quantidade suficientemente grande), etc.

Além disso, a nao-concavidade complica qualquer analise de aquisi¢do de
informagao pois a condicdo de primeira ordem nao ¢ suficiente para maximizar o
valor de um agente demandando informagdo. Isso pode, por ex., impedir a
existéncia de equilibrio competitivo, ou o equilibrio em expectativas racionais
lineares, assim como prejudica toda a literatura de aprendizagem ativa, inclusive
porque pode impedir a prova da existéncia de equilibrio perfeito em estratégias
puras em alguns modelos (ver Chade & Schlee, 2002, p.422-423).

A primeira vista, as condi¢des de validade do teorema de Radner & Stiglitz
sdo apenas condicdes que freqlientemente ocorrem em modelos aplicados, i. €,
condigoes de suavidade ¢ de continuidade da estrutura de informacdo com um
certo indice de informatividade 0. Em particular eles assumem que existe a
derivada da estrutura de informacgdo para 6= 0. Radner & Stiglitz também
assumem um numero finito tanto de cendrios da varidvel de interesse (ou de
estado) X, como para cenarios do sinal S. Mas eles trabalharam com a fungao

verossimilhanga como estrutura de informagdo, mais especificamente uma matriz

122 Um dos exemplos de Radner & Stiglitz (1984) ¢ justamente em exploragio de petroleo.
139 1ss0 prejudica bastante os modelos econdmicos que usam analise diferencial em geral.
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de Markov de distribui¢des condicionais inversas, i. ¢, uma matriz p(s | x). Na
discussao de um exemplo de Marschak no item 3.4, sera visto que com
verossimilhanga ou confiabilidade da informacdo p(s | x), o VOI nem sempre ¢
definido para todo o intervalo de p(s | x), i. é, em todo o intervalo [0, 1],
contrastando com a medida alternativa > a ser proposta. Assim, uma sugestio
dessa tese ¢ repensar o teorema de Radner & Stiglitz usando outra abordagem em
termos de estrutura de informagao.

Como aponta Chade & Schlee (2002, p.423), existe uma rica classe de
problemas para o qual o VOI ¢ concavo. Por ex., o modelo dindmico de aquisi¢cao
de informagdo em tempo continuo de Moscarini & Smith (2002) e modelos de
outros artigos, sugerem que o VOI pode ser em geral uma fungdo concava do
tamanho da amostra. Esses modelos em geral assumem ou um ntimero infinito de
cenarios para a varidvel de estado X ou um nimero infinito de cenarios para o
sinal S. Por outro lado, também existem casos de ndo-concavidade que ndo atende
as premissas de Radner & Stiglitz. Chade & Schlee (2002, p.424) mostram ainda

que, num modelo de muita generalidade, ¢ dificil descartar a ndo-concavidade.

Nessa tese o indice de informatividade 6 ¢ uma medida de aprendizagem
chamada reducio (percentual) esperada de varidncia n°. A pergunta natural é: essa
medida também exibe ndo concavidade para regides proximas de 6 = 0 como em
Radner & Stiglitz (1984)? Nas aplicagdes dessa tese, a exigéncia de realismo faz a
solucdo ser numérica e assim dificulta tirar conclusdes gerais que seriam mais
faceis de serem obtidas em modelos simplificados tedricos com solugdo analitica.
Mas experimentos foram feitos com os modelos usados nessa tese, tendo sido
encontrado ndo concavidade para regides proximas de ® = 1> = 0. Uma dessas
aplicagdes que sera mostrada no cap. 5 exibe esse efeito, mas de forma ndo severa,

. . 2 , . .
e uma linearidade com o valor de n°. Esse caso ¢ mostrado na Figura 31 a seguir.
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Figura 31 — Nao-Concavidade do Valor da Informacgéo

Note na Figura 31 que a ndo concavidade ocorre apenas na regido proxima
do caso ndo informativo. Em muitas aplicacdes praticas (mas ndo todas), essa
regido ¢ de menor interesse pratico, pois as reducdes de varidncia sdo maiores que
30%"!. Na Figura 31, o VOI ¢ bruto, i. €, ndo considera o custo da informagdo e
nem o efeito do tempo de aprendizagem. Além disso, o grafico acima considera
apenas a incerteza técnica (incerteza de mercado tem volatilidade igual a zero).
Interessante é que continua existindo essa linearidade'>* na regido de maior
interesse pratico, para nessa mesma aplicacdo mesmo quando se considera
incerteza de mercado, como sera visto no cap. 5. A qualidade dessa aproximacao
linear dependera do tipo de aplicag¢do, mas isso facilita algumas aplica¢des rapidas
(gerenciais) em que se resolve apenas o caso de informagio perfeita 0 =n>=1, e
com o outro ponto na origem se descreve uma reta que da uma aproximagao do
VOI em relagdo a uma medida de aprendizagem. Mas o modelo dessa tese ndo
dependera dessa linearidade. Mas nao deixa de ser um bom indicio pratico a
ocorréncia de linearidade do VOI com a medida de aprendizagem proposta.

Lawrence (1999, p.226) apresenta a seguinte conclusdo pratica geral do
teorema de Radner & Stiglitz: “nds podemos simplesmente concluir que os efeitos
economicos benéficos da informagdo comegcam lentamente”.

Um caso que ndo ¢ mencionado nos artigos citados € a analise do efeito de

escala no VOI, por ex., o efeito da aquisicao de informacdo com o mesmo 0 para

1 Mas serdo vistas também aplicagdes para o fator de chance exploratério com 1> < 10%.
132 Com excelente ajuste linear, R?>0,998.
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projetos de tamanho diferentes (jazida pequena x jazida grande, etc.) pode fazer
diferen¢a na concavidade da fungdo VOI x 6.
Isso foi analisado por Wilson (1975), que apresenta um modelo de

economia de escala advinda da aquisi¢do de informacdo para dimensionamento

otimo, i. ¢, uma informagao positiva justifica um aumento na escala de operagdes,
etc. Formalmente, ele considera o conjunto de possiveis estados da natureza,
sendo a informagdo descrita como uma particdo desse conjunto. Assim, a
aquisicdo de informagdo ¢ uma particao de um intervalo unitario em subconjuntos.
Por exemplo, considere n sucessivas bise¢oes, onde cada subintervalo tem igual
comprimento A = 2" ¢ assim adquirir informacdo significa a revelacdo'> de
algum inteiro k € [1, 2, ... 2"] de forma a reduzir a incerteza de uma variavel X
com incerteza tecnologica. Por exemplo, se X ~ U[0, 1], entdo dado k pode-se
saber que X caird num subintervalo (a, b] onde a = (k — 1)A e b = kA (Wilson,
1975, p.186). No caso de nenhuma informacdo entdio n =0, A= 1, k =1 (pois k
vale no maximo 2" ") e assima = 0 e b = 1, ou seja, a distribui¢do a posteriori de
X ¢ igual a sua distribuicdo a priori.

Mas o mais interessante no trabalho de Wilson (1975) é que ele mostrou
varios exemplos em que o valor da informag¢do por unidade de escala ¢

estritamente concavo, enquanto que o valor da informacdo liquido do seu custo'™*

de aquisicdo ¢ estritamente convexo. Isso ¢ devido ao fato que, enquanto o custo

unitario da informagdo diminui com o aumento de escala, o valor unitario da
informagdo ndo diminui. Assim, Wilson conclui que a demanda por informagao
pode ser ilimitada, embora na pratica a firma ndo possa aumentar a escala
indefinidamente e nem possa refinar sua informagao perfeitamente nesse contexto.

Desde um ponto de vista mais pratico, quando se considera informacao
custosa, pode haver aquisi¢des inuteis de informag¢do — informacdo insuficiente
para mudar a acdo Otima que se tomaria sem essa informagdo; aquisigoes
antieconomicas de informacao — informagdo ¢ util para mudar a acdo 6tima, mas
ndo o suficiente comparado a seu custo; aquisi¢cdes econdmicas de informacao —

quando o valor supera o custo; e desperdicio ou aquisicdo excessiva de

133 Nota historica: o termo “revelation” foi usado pelo proprio Wilson (1975, p.186).

13 Assume que o custo é uma fungdo convexa da informagdo, por ex., o custo de n bisecdes
¢ proporcional a n. Usando o conceito de entropia (ver item 3.1.4.3), o custo de descobrir um
subintervalo de comprimento A é proporcional a — log(A), Wilson (1975, p.189).
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informagdo — quando ¢ adquirida mais informacdo do que a necessaria (também ¢
antiecondmico). Seja um indice de grau de informagao (“informativeness”) 0, que
pode ser a reducgdo percentual esperada de variancia (ou poder de revela¢do), o
tamanho da amostra, um indice baseado na funcdo verossimilhanga, ou outra
qualquer. Seja 0 € [0, 1]. A Figura 32 a seguir, baseada em Lawrence (1999,
p.274), ilustra essas diferentes situacdes de economicidade do valor liquido da

informacao.

Antiecondmico Desperdicio

Inutil / Econimico !

Pre-posterior Valor da Rigueza

8*
0 02 0,4 06 0,8 1

Grau de Informacio 9

Figura 32 — Valor Liquido da Informagé&o para Varios Graus de Informagéo

Na Figura 32 se vé que s6 a partir de 6 > 0,2 ¢ que a informagdo pode ser
util e s6 a partir de 8 > 0,3 ¢ que a aquisicdo de informagdo custosa (custo
proporcional a 0) se torna econdmica. Sendo essa fungdo concava na regido em
que 6 > 0,2, entdo existe uma aquisi¢ao 6tima de informacao em 6*. Note que a
partir de 6 > 0,9 ocorre um desperdicio de informagao, pois devido ao seu custo a
revelagdo total (6 = 1) ¢ antiecondmica nesse exemplo. No ponto 6timo de
aquisi¢ao da informagdo em 0* = 0,6, a riqueza ¢ maximizada com a aquisi¢ao de
informagdo. Mas na pratica, nem sempre as alternativas de aquisicdo (ou
investimento) em informacao sdo disponiveis para qualquer valor 6. De qualquer
maneira, o grafico acima sugere o objetivo da primeira aplicagdo do cap. 5 que ¢é
selecionar a alternativa 6tima de investimento em informagao, de um conjunto
discreto de alternativas. Em E&P de petroleo, esse conjunto ¢ constituido de
alternativas de projetos de investimento em informacdo, com diferentes custos,

tempos de aprendizagem e poderes de revelagio (diferentes 1?).
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3.1.4.2.
Visao Estatistica do VOl e Comparagao de Experimentos

A teoria estatistica em geral e o ramo chamado teoria estatistica da decisdo,
em particular, sempre se preocuparam com questdo da informagdo, por ex., o
tamanho 6timo de uma amostra para fazer uma previsdo dentro de um certo
intervalo de confianca. A teoria estatistica da decisdo, especialmente a visdo
Bayesiana, teve grande influéncia na escola de andlise de decisdo. Por ex., Raiffa
¢ autor ndo so6 do classico de andlise de decisdo como co-autor de um cléassico de
teoria estatistica da decisdo, em Raiffa & Schlaifer (1961) e numa versdo mais
moderna com a colaboracao de Pratt em Pratt & Raiffa & Schlaifer (1995).

Um dos mais influentes trabalhos sobre VOI desde um ponto de vista
estatistico, mas com relevancia em aplicagdes econdmicas, foram os artigos de
Blackwell (1951 e 1953), ver também o livro de Blackwell & Girshick (1954,
cap.12). Blackwell foi um dos pioneiros'> da teoria da comparagio de
experimentos, que compara estruturas de informacao que possam ser preferidas a
outras estruturas, independentemente da distribui¢do a priori assumida.

Como nota Arrow (1992, p.169), “seria util ter pelo menos um ordenamento
parcial dos sinais que seja independente do problema de decisdo”. Esse foi o
ambicioso objetivo tedrico de Blackwell. Ele obteve, no entanto, condic¢des
restritas em que se pode realmente fazer esse ordenamento genérico. Antes de
examinar os resultados de Blackwell ¢ oportuno fazer algumas definigoes
estatisticas que serdo Uteis nesse e/ou em outros itens dessa tese.

A visdo estatistica de valor da informacdo ¢ originalmente derivada do

conceito de estatistica suficiente (“sufficient statistics”) T(S) onde “o valor da

informagdo a qual estd contida na estatistica T(S) é a mesma que o valor da
informagdo da amostra original S” (Jammernegg, 1988). Dessa forma, pode-se
usar a estatistica T(S) em vez de toda a amostra S, ja que T(S) sintetiza o essencial
da amostra S nesses problemas. Formalmente, uma estatistica T(S) ¢ suficiente
para X se a distribui¢do de probabilidade condicional dos dados S dada a
estatistica T(S), ndo depender de X. O conceito de estatistica suficiente tem um

papel importante na teoria original de Blackwell.

133 Segundo o proprio Blackwell (1951, summary) e Torgersen (1991, p.222), essa literatura
comegou em 1949 com um artigo nao publicado de Bohnenblust & Shapley & Sherman.
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O conceito de estatistica suficiente tem a seguinte limitagdo apontada por
DeGroot & Schervish (2002, p.387): “a existéncia e forma de uma estatistica
suficiente em um problema particular depende criticamente da forma da fungdo
assumida para a distribuicdo de probabilidade”. Ou seja, uma estatistica
suficiente para uma distribuicdo f(x | 8) pode ndo ser estatistica suficiente para
uma outra distribuigdo g(x | 0).

Informacao de Fisher I(£) ¢ um indicador estatistico classico da quantidade

de informag¢do que uma amostra de dados contém sobre um parametro & de valor
incerto. Menor incerteza significa dados mais informativos e logo um valor 1(&)
maior. Uma propriedade importante de 1(§) é que numa amostra aleatoria de n
observagoes iid (independentes e identicamente distribuidos), a informacao de
Fisher I,(§) ¢ simplesmente n vezes a informacdo de Fisher de uma tunica
observacao 1(§), isto é, [,(§) = n I(§). Prova: DeGroot & Schervish (2002, p.438).
No item 3.4.1 sobre distribui¢do de Bernoulli, se mostrard que ndo € conveniente
trabalhar com I(§) como medida de aprendizagem em problemas de VOI.

A 1idéia da teoria de comparacdao de experimentos ¢ responder a pergunta:
dados dois experimentos ou duas estruturas de informagdo S e S', quando se pode

dizer que uma a estrutura S é sempre melhor que a estrutura S'? Uma outra

maneira de dizer a mesma coisa € com o conceito de estatistica suficiente: quando

que a estrutura de informacado S ¢ estatisticamente suficiente para S'? Torgersen

(1991) usa também a frase: quando que a estrutura S ¢ mais informativa que S'?

Em Blackwell (1953), um experimento S ¢ suficiente (ou mais informativo) que o
experimento S' se existe uma transformagdo estocastica de S para uma v.a. Z(S)
tal que, para toda a distribui¢ao a priori p(x), as v.a. Z(S) e S' tem distribui¢des
idénticas. Nem sempre ¢ facil conseguir um caso real que pode ser assim provado.

Conforme aponta Arrow (1992), pode-se ver claramente que um sinal € pelo
menos tdo bom quanto outro, quando o outro sinal ¢ apenas um sinal misturado
(“garbling”) do primeiro. Ou seja, € apenas um sinal do primeiro sinal, como se
pegasse o primeiro sinal e se adicionasse apenas ruido. Arrow argumenta ainda
que em vez do conceito de mistura/alteracdo de sinal, pode ser mais conveniente
trabalhar com os conceitos de suficiéncia e quase-suficiéncia estatistica, esse

ultimo definido por ele usando a fungdo verossimilhanca.
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Essas comparacdes de experimentos sao feitas com base apenas em mérito
estatistico, ignorando o custo do experimento (ou custo da aquisicdo de
informagdo), ou seja, avalia-se o mérito de uma estrutura de informacdo antes de
consideragdes sob seu custo. Se as estruturas tiverem o mesmo custo, a estrutura
mais informativa sera preferivel. Mas a teoria de comparacdo de experimentos
sozinha nao ajuda muito na valoracao do “trade-off” em caso de uma estrutura
mais informativa, porém mais cara que outra. Também ndo considera que uma
estrutura mais informativa poderia ser um projeto de investimento em informagao
ndo s6 mais caro como com maior tempo de aprendizagem. Essas importantes
questdes estarao contempladas no modelo proposto nessa tese.

Arrow (1992) mostra a interpretacdo econdmica dessa teoria apontando que
um sinal ¢ pelo menos tdo bom quanto outro no sentido da informacao, se o
resultado (“payoff”) esperado baseado no primeiro sinal for pelo menos tdo
grande quanto o resultado esperado baseado no outro sinal, para todo problema de
decisdo. A seguinte definicdo (adaptada de Lawrence, 1999, p.198) ¢ util no

contexto de OR: dada a opgdo real F(X, t), detida por um unico decisor, a

estrutura Z(0) ¢ estatisticamente mais informativa que Z(0') se e somente se:
E[F(X, ) | Z(0)] > E[F(X, t) | Z(8")] (62)

Para todos os problemas de decisdo relacionados, i. €, independente da
distribui¢@o a priori p(x). Em palavras, o valor esperado da opg¢do real dada uma
estrutura de informagdo mais informativa ¢ igual ou maior que o valor esperado
dessa opgao real para uma estrutura menos informativa. Como antes, X ¢ um vetor
de variaveis aleatorias de interesse e t € o tempo.

Lawrence (1999, p.197-204) mostra que existem pelo menos 4 condigdes

equivalentes para caracterizar que uma estrutura ¢ mais informativa que a outra,

valendo para distribuicdes a priori arbitrdrias. Primeiro, a comparagdo via

verossimilhanga, que foi a abordagem original de Blackwell. A segunda condic¢ao

equivalente ¢ a comparacdo via probabilidades posteriores. A terceira ¢ a

comparacdo via possiveis utilidades. A quarta ¢ a comparagdo via fungdes

incerteza. Conforme aponta Kihlstrom (1984a), embora equivalentes, nem todas
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sdo igualmente convenientes em cada aplicagdo. Por ex., a literatura de
: . . g o 136
planejamento seqiiencial de experimentos usa o critério da funcao incerteza .
A quarta condicdo, que usa uma fung¢do incerteza concava (ex.: entropia, ver
item 3.1.4.3), foi mostrada por Blackwell e por DeGroot (1962) e pode ser
enunciada da seguinte maneira: uma estrutura de informag¢do é mais informativa

que outra se e somente se reduz mais a incerteza esperada do que a outra. Ver

também a demonstracao em Kihlstrom (1984a, definition 4 e theorems 4, 5 ¢ 6).
O detalhamento desse tema foge do escopo dessa tese, mas a ultima
condicdo sugere justamente fazer o que se propde nessa tese e considerar uma

estrutura de informacao relacionada a reducdo esperada de incerteza. Na tese sera

considerada a seguinte flexivel estrutura de informacao alternativa para o caso de

uma variavel de interesse X e um sinal especifico S.

I = M(X|S), e} (63)

Onde n*(X | S) é a redugdo esperada de variancia em X devido a revelagio
de informacdo S (a ser discutida no item 3.3) e o simbolo e indica um critério
adicional para definir totalmente a estrutura da informacao, sendo que o critério
mais conveniente depende da aplicagdo. Em alguns casos (aplicacdo do cap. 5)
esse critério pode ser simplesmente assumir que o fipo (se normal, triangular, etc.)
de distribui¢do de revelagdes ¢ o mesmo do caso limite de informacao perfeita; em
outras aplicagdes (caso exploratodrio, item 3.4) o critério pode ser assumir que as
varidveis aleatorias X e S sdo intercambidveis. Isso sera discutido ainda nesse
capitulo. Mas e pode ser também o critério mais convencional, i. €, a distribui¢ao
conjunta p(x, s). Em todos esses casos, o critério & junto com m° definem
totalmente o impacto de S sobre X em qualquer problema de VOI. Mas outros
critérios podem ser mais faceis ou mais praticos do que a distribui¢do conjunta
p(x, s). O importante é que a estrutura seja consistente, i. é, a combinacio de 1’
com e deve ser feita dentro de certos limites, pois a distribuicdo conjunta p(x, s)
tem de obedecer aos chamados limites de Hoeffding-Fréchet (ver item 3.3.1).

A estrutura de informacao da eq. 63 ¢ mais flexivel pois dé liberdade para

trabalhar com critérios mais convenientes para a aplicagdo, mas sempre

136 O problema de planejamento de experimentos ¢ seqiiencial quando a escolha de um
experimento em qualquer estagio ¢ feita com o conhecimento dos resultados dos experimentos
anteriores. O critério de escolha é a minimizac@o da incerteza esperada medida por essa fungéo.
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. . . 2
acompanhada de uma unidade de medida de aprendizagem m~. Essa estrutura
flexivel sera usada em diversas aplicagdes.

Para fechar esse item ¢ oportuno estabelecer o famoso teorema de Bayes e

os fatos elementares sobre distribui¢des condicionais. Sejam os eventos X, X, ...
Xy, parti¢oes do espago X tal que Pr(X;) >0 paraj=1, 2, ... k e seja S um evento
tal que Pr(S) > 0. Entdo, paratodoi=1, 2, ... k, o teorema de Bayes estabelece:

Pr(X,) Pr(S|X,)

D Pr(X)) Pr(S|X))

i=1

Pr(X, |S) =

(64)

Como se pode notar, o teorema de Bayes trabalha com probabilidades
inversas Pr(S | Xj) para determinar a probabilidade condicional Pr(X; | S).

Seja a distribui¢do de probabilidades conjunta da variavel de interesse X e
do sinal S, dada pela distribui¢ao conjunta p(x, s). Seja p(s) > 0 a distribuicao

(marginal) de probabilidades do sinal S. A distribui¢ao posterior ¢ dada por:

p(x|s) = p‘p"Tj (65)

Seja a distribui¢do a priori p(x) > 0. A probabilidade inversa ou

confiabilidade de S ou ainda verossimilhanca de S, ¢ dada analogamente por:

pisx) = P& (66)
p(x)

Fixando s e vendo p(s | x) como uma fungdo de x, se define a chamada

funcdo verossimilhanga. Combinando as egs. 65 e 66, chega-se a seguinte equagao

que também ¢ chamada de teorema de Bayes (Lawrence, 1999, p.59):

p(s | X) p(x)
p(s)

A combinacgdo da distribui¢@o a priori p(x) com a verossimilhanca p(s | x) é

p(x[s) = (67)

uma abordagem comum e popular entre os estatisticos para obter a distribuigdo
conjunta p(X, s), mas certamente ndo ¢ a unica (Lawrence, 1999, p.59). Apesar do
merecido sucesso da funcao verossimilhanca na teoria e pratica estatistica (ex., a
estimacdo por mdaxima verossimilhanca ¢ uma das mais importantes em
estatistica) e seu amplo uso em testes de hipoteses, ndo se pode pensar que isso
automaticamente a credencia como o melhor elemento para estruturas de
informacao em problemas de valor econdmico da informagdo. Apesar do seu

amplo uso na literatura académica economica de VOI por Arrow, Marschak,
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Radner & Stiglitz, etc., essa tese ira propor trabalhar com outra estrutura de
informacdo que usa a redugdo esperada de incerteza em vez da fungdo
verossimilhanga. As varias vantagens de se fazer isso serdo discutidas nos itens
3.2 (expectativas condicionais) e no item 3.3 (medidas de aprendizagem).

Uma maneira de facilitar a matematica envolvida com essas distribui¢cdes
em aplicagdes da teoria estatistica da decisdo ¢ o uso de distribuicoes conjugadas.

Distribuicdes conjugadas pertencem a uma familia de distribui¢des com a seguinte

propriedade: se a distribuicdo a priori escolhida ¢ um membro dessa familia
conjugada, entdo a distribuicdo posterior também pertence a essa familia (ver
DeGroot & Schervish, 2002, se¢do 6.3).

3.1.4.3.
O Conceito de Entropia e a Teoria da Informacgao

A teoria da informagdo (também chamada de fteoria estatistica da
comunicagdo) foi desenvolvida por Shannon nos anos 40 tendo em mente
aplicacdes em engenharia de comunicagdo. Mas o carater inovador dessa teoria
aliado a sua elegancia matematica, a fez ter grande impacto ndo s6 na engenharia
como em areas diversas tais como estatistica tedrica e economia da informacao.

Essa teoria, que usa o conceito de entropia como medida de incerteza, foi

sintetizada no livro de Shannon & Weaver (1949). Uma discussao critica das
bases matematicas dessa teoria ¢ feita por Khinchin (1953).

Na area de matematica, o livro texto de estatistica tedrica de Kullback
(1959) teve um grande impacto e iniciou um novo ramo na estatistica, que
continua com grande prestigio nos dias de hoje. Kullback usou esses conceitos
para estabelecer uma famosa medida de divergéncia entre distribuigdes que da a
distancia entre duas distribui¢des. Outra importante contribuigdo € o livro texto de
Jaynes (2003), um inovador e critico tratado sobre os fundamentos da teoria da
probabilidade, que discute também o famoso principio da mdaxima entropia para a
distribuicdo a priori (serd vista aqui). Poderiam ser mencionadas muitas outras

importantes contribuicdes do conceito de entropia e da teoria da informagdo’.

7 Por ex., Kolmogorov na década de 50 usou fatos matematicos sobre entropia para
mostrar que nem todos os processos iid sio mutuamente isomorficos. Isso iniciou um grande
desenvolvimento na feoria ergodica em que a entropia tem um papel chave. A teoria da
complexidade de Kolmogorov, também usa a teoria da informagao como base matematica.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025039/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0025039/CA

3 Incerteza Técnica, Valor da Informacgao e Processo de Revelacao 179

A seguir serdo apresentadas as defini¢des de entropia e informagdo mutua
para o caso discreto. Considere uma distribuicao a priori discreta univariada p(x).

No sentido de Shannon, entropia (H) ¢ a medida de incerteza definida por'*®:

H(X) = = > p(x;) log[p(x,)] (68)

A base do logaritmo na equacdo da entropia ¢ arbitraria. Conforme mostra
Shannon (p.32-33), uma escolha conveniente poderia ser a base 2, de forma que a
entropia é convenientemente medida em “bits”'*’. J4 em trabalhos analiticos onde
se trabalha com operagdes de diferenciacdo e integracdo, a base neperiana “e” ¢
mais util. Na definicdo de entropia se poderia multiplicar o somatorio por uma
constante positiva para mudanca de escala, que foi a equagdo original de Shannon.

Note na eq. 68 que para o caso de revelacao total (ou informagao perfeita), a
entropia colapsa para zero pois log(1) = 0. Mais precisamente, H(X) = 0 < um
dos numeros p(x;) € igual a um e todos os outros p(xj), j # 1, sd0 iguais a zero
(Shannon & Weaver, 1949, p.51). Para todos os outros casos a entropia ¢
estritamente positiva.

Uma aplicacdo de interesse da tese ¢ o estabelecimento da distribuicdo a
priori usando o chamado principio da maxima entropia. Esse principio € muito
usado em exploragdo de petroleo, especialmente na area de geofisica
(interpretacdo de registros sismicos). Esse principio diz que as probabilidades a
priori devem ser atribuidas de forma a ser a de maior entropia dentre aquelas
consistentes com o conhecimento a priori. A intuicdo ¢ que dessa forma se obtém
uma distribui¢do que assume o minimo da variavel incerta (distribuicao honesta).

Jaynes (1968) recomenda que a determinagdo da distribui¢do a priori seja
feita com o principio da maxima entropia conjugada com a chamada teoria de

° muito usada em fisica tedrica. A forma da distribui¢io a priori é

14
grupos

unicamente determinada se o dominio fundamental do grupo se reduz a um ponto.
A aplicacdo de métodos analiticos da fisica em finangas e em economia tem

crescido muito, geralmente com enfoque muito mais tedrico que pratico e muita

138 Assuma que O . log(0) = 0. Entropia também pode ser interpretada como o valor
esperado de log[1/p(x)].

1% Bits = “binary digits”. Uma chave liga-desliga armazena um bit de informacdo, ver
Shannon & Weaver, 1949, p.32.

140 Grupo é um par (A, ) onde A é um conjunto ndo vazio e ® € uma operagdo bindria em A
que obedece trés propriedades (associativa, identidade e inversa), ver Kholodnyi (1998, p.13-14).
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vezes competindo com métodos tradicionais mais simples. Mas essa hibridizagao
sempre abre novas possibilidades. A teoria de grupos, por ex., foi usada em
Kholodnyi (1998) para formalizar matematicamente o conceito de simetria'*' na
valoragdo de ativos contingentes, especialmente em mercados cambiais.

Conforme aponta Arrow (1972, p.134), Shannon vé H(X) também como
quantidade de informag¢do. Isso porque uma proposicdo de Shannon diz que um
canal de comunicacdo com capacidade H ndo serd uma restricdo, i. ¢, tem
capacidade de enviar uma mensagem sobre o real estado da natureza de X com
um erro arbitrariamente pequeno. No entanto, ¢ muito mais util ¢ adequada a
interpretagao da entropia como medida de incerteza.

Na definicdo de entropia (eq. 68), note que ndo interessa os valores dos

cendrios, apenas as probabilidades dos diferentes cendrios sdo consideradas.

Assim, a entropia ¢ uma medida adimensional, o que trds vantagens matematicas
importantes, mas também desvantagens. A entropia tem a vantagem da
simplicidade para representar a incerteza. Mas, em problemas de valoragdo
econémica onde a magnitude de perdas e ganhos tem importincia'*, essa
caracteristica pode ser freqlientemente uma desvantagem ou serd preciso uma
variavel adicional para conjugar probabilidades e valores dos cenarios.

Para o caso de distribui¢do de probabilidades p(x) continua, a entropia ¢ de

forma analoga definida por Shannon & Weaver (1949, p.87) como:

H(X) = -IP(X) log[p(x)] dx (69)

No entanto, usando o limite do caso discreto, Jaynes (1968, eq.40)
argumenta que ¢ preferivel usar log[p(x)/m(x)] no lugar de log[p(x)] na eq.69,
onde m(x) ¢ uma fun¢do de medida invariante. O livro texto de Cover & Thomas
(1991, cap.9) usa a eq.69, mas chamando-a de entropia diferencial e alerta de que
sdo0 necessarios certos cuidados no uso do conceito de entropia para distribui¢des
continuas. Por ex., no caso de uma distribui¢do uniforme continua no intervalo [0,
a], a qual tem p(x) = 1/a, aplicando a eq.69 obtém-se h(X) = log(a). Mas se a < 1

= h(X) < 0. Assim, ao contrario da entropia discreta, a entropia diferencial pode

A teoria de grupos e conceitos como “gauge symmetry” deram a formalidade
matematica que permitiu uma revolucdo na fisica no século XX (Kholodnyi, 1998).

2 No projeto de um canal de comunicacdo isso ndo é problema pois 0s cenarios sdo
mensagens medidas em bits e ndo quantidades numéricas.
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ser negativa. Isso complica o uso desse conceito em aplicagcdes com distribuigdes
continuas.

A entropia condicional de X dado S, também conhecida como entropia
esperada ou equivocagdo (“equivocation”, ver McEliece, 2002, p.20), € a entropia
média das distribui¢des posteriores p(x | s) para todos os possiveis valores do sinal

S, 1. é, para o caso discreto o conceito de entropia condicional ¢ definida como:

H(X[S) = = > p(x,s) log[p(x | s)] (70)

Em palavras, a entropia condicional mede a incerteza esperada
remanescente sobre X depois de S ter sido observado. Também pode ser vista
como o valor esperado de log[1/p(x | s)]. Note que H(X | S) < H(X), com
igualdade ocorrendo se e somente se X e S forem independentes (prova: Cover &
Thomas, 1991, p.27-28). Em geral essa medida € assimétrica, e por isso seria uma
candidata a medida de aprendizagem (ver item 3.3.2).

A diferenca entre a entropia (incondicional) H(X) e a entropia condicional
H(X | S) ¢ uma medida de redugdo esperada de incerteza devido a informagao
revelada por S, onde a medida de incerteza é a entropia. Essa quantidade ¢
chamada de informagdao mutua, ou informagdo transmitida ou incerteza removida
(Lawrence, 1999, p.62) ou ainda taxa de transmissdo (Shannon), ¢ definida por:

I(X;S) = HX)-HX|S) (71)

A informagdo mutua pode ser vista como uma medida de quantidade de
informacao que uma variavel aleatdria (v.a.) tem da outra. Esse ¢ o conceito mais
importante da teoria da informag¢@o no contexto dessa tese por ser uma medida de
reducdo de incerteza. Além disso, num contexto teérico de utilidade logaritmica,
I(X; S) € o proprio VOI (Arrow, 1972, p.136-137). Sera visto que a medida de
aprendizagem proposta na tese estd intuitivamente associada a idéia da eq. 71,
mas usando variancia no lugar da entropia para medir incerteza. No caso de
variaveis aleatorias discretas, a informac¢ao mutua pode ser escrita como:

.Q) — P(x%,$)
I(X;S) = lezs:p(x, s) log [m] (72)

Para o caso de distribui¢des continuas, a informagao muitua ¢ escrita como:

p(x,s)
I(X;S) = ,9)1 ———|dxd 73
(X;S) ljsp(x ) "g[p(x)p(s)} X ds (73)
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Uma propriedade importante da informacdo mutua ¢ a simetria, que vale
tanto no caso discreto como continuo, i. €:
IX5S) = I(S; X) (74)
Além disso, I(X; S) > 0, com a igualdade ocorrendo se e somente se X € S
forem independentes (prova: Cover & Thomas, 1991, p.27). Outra propriedade ¢
que se T(S) for estatistica suficiente, entdo I(X; T(S)) = I(X; S), ou seja, a
estatistica suficiente preserva a informac¢ao mutua e vice-versa.
Um conceito muito usado em probabilidade, inclusive no estudo de medidas
de dependéncia de variaveis aleatdrias, e que ¢ relacionado a I(X; S) ¢ o de

entropia relativa, mais conhecida como distancia de Kullback-Leibler entre duas

distribuicdes de probabilidade p(x) ¢ q(x). Essa “distincia” no caso discreto é'*

PEll® = Tp log[pz ﬂ (75)

Entretanto, D(p || q) ndo ¢ uma verdadeira distdncia pois ela ndo ¢ uma
medida simétrica, ao contrario da mutua informagdo. Tem-se que D(p || q) > 0,
com a igualdade ocorrendo se e somente se p(x) = q(x) para todo x. Para o caso de

distribui¢des continuas, a medida de Kullback-Leibler ¢ dada por:
Pe Il = [peo) log{p( )} 76)
q(x)

Tem-se que D(p || q) € finito apenas se o suporte de p(x) estd contido no
suporte de q(x). Ela pode ser definida para um vetor X de n v.a. (na eq. 76,
substituir q(x) por um produtério de n distribuicdes q(x;)), € por isso alguns
autores dizem que D(p || q) € uma generalizagdao da informacao mutua para o caso
multivariado. A medida chamada divergéncia (Kullback, 1959, p.6) ¢ definida
pela soma das medidas de Kullback-Leibler:

J(p;q) = D(pllq) + D(q|p) (77)

Arrow (1972) faz uma andlise critica do uso da teoria da informacgao para a
analise de VOI no contexto da teoria economica. Conforme também apontado por
Marschak (1959, p.81), se for assumido que o custo de um canal de comunicagao

¢ proporcional a sua capacidade, entdo a entropia ¢ uma medida de preco de

suprimento da informacao e nao o valor da demanda por informagao. Mas Arrow

(1972, p.134) aponta que foram feitos esfor¢os para tentar interpretar a entropia

143 Com as convengdes: 0 log(0/q) =0 e p log(p/0) = .
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como valor (no sentido de demanda) da informacdo, inclusive por Marschak
(1959, p.92-95). A limitagao da entropia nesse caso vem da sua propria defini¢ao
que s6 considera as probabilidades dos cenarios e ndo o valor dos cenarios. Por
isso que a entropia so pode ser usada diretamente em problemas de VOI quando a
funcao utilidade ¢ logaritmica, pois se o VOI é independente das remuneragoes,
entdo a fungdo utilidade tem de ser logaritmica (prova: Arrow, 1972, p.134-135).

No caso de utilidade logaritmica, Arrow (1972, p.136-137) que o VOI ¢
precisamente a informagdo mutua (ou incerteza removida) definida anteriormente.
Isso ¢ mais um indicio da ligagdo direta e estreita do VOI com o conceito de
reducdo esperada de incerteza. Mas Arrow (1972, p.138-139) aponta que a
simplicidade da solugdo do caso logaritmico ndo se generaliza e assim o VOI ndo
ira depender apenas da informagao mutua/remocgao de incerteza.

Lawrence (1999, p.6) faz uma critica mais aguda a aplicagdo da teoria da
informagdo de Shannon no contexto econdmico dizendo que ela é mais apropriada
para o estudo de armazenagem e transmissdo de dados e ndo de informacgdo.
Muitos matematicos discordardo dele. Mas apesar das inegéveis limitagdes da
teoria da informacdo no contexto econdmico, a sua simplicidade permite fazer
uteis e interessantes analogias como a que sera feita comparando o conceito de

informacao mutua com a variancia da distribui¢do de revelagdes (item 3.2).

3.1.44.
Analise de Sensibilidade Global

Uma literatura que pode ser relacionada com medidas de aprendizagem (de
interesse em aplicacdes de VOI) recentemente descoberta pelo autor ¢ com area
de modelagem cientifica chamada de andlise de sensibilidade (Saltelli et al.,
2004). Essa literatura ¢ proveniente da area de fisica computacional (exs.: Hofer,
1999; e Jansen, 1999) e de engenharia de confiabilidade (ex.: Saltelli, 2002).

Quando se pensa em analise de sensibilidade se imagina a derivada parcial
da varidvel de interesse (X) em relacdo a uma variavel de entrada (S;), o que teria
pouco ou nada a ver com incerteza e com os problemas dessa tese. Mas a derivada

parcial ¢ uma medida de sensibilidade /ocal, enquanto que Saltelli et al. (2004)
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esta preocupado com medidas e técnicas globais de sensibilidade e envolvendo
incerteza nos dados de entrada e no valor de saida'**.

De acordo com Saltelli et al. (2004, preface), a literatura de andlise de
sensibilidade global (ASG) em modelagem cientifica estd preocupada com
problemas tais como: escolha de um modelo versus outro; selecao de tamanho de
malha; selecdo de diferentes conceituagdes sobre um sistema, etc. Técnicas de
ASG sdo usadas para acessar a importincia relativa dos fatores de entrada do
modelo. Por isso esses autores chamam as medidas de ASG de medidas de
importancia. A literatura sobre ASG procura responder perguntas tais como:
“qual dos fatores de entrada (inputs) é o mais importante na incerteza da variavel
de interesse (output)?”; e “se pudermos eliminar a incerteza em um dos fatores de
entrada, qual fator deveremos escolher para reduzir ao maximo a varidancia do
resultado?”. Essa ultima pergunta tem uma clara conexdo com a questdo de
medida de aprendizagem que ¢ um dos focos dessa tese.

3.2
Expectativas Condicionais e Distribuicdo de Revelagoes

3.2.1.
Expectativas Condicionais

Expectativa condicional E[X | S] ¢ uma variavel aleatoria que assume o

valor E[X | S = s] com probabilidade Pr(S = s)'*. Ela pode ser vista também como
uma funcdo, i. ¢, E[X | S] ¢ uma fun¢do de S'*. Sera mostrada a definigdo
rigorosa de E[X | S] para o caso geral de varidveis aleatdrias arbitrarias usando a
integral de Lebesgue-Stieltjes e alguns outros conceitos da teoria da medida. Mas
antes sdo mostradas abaixo as equagdes de E[X | S = s], respectivamente para os

casos de variaveis aleatorias ambas discretas e ambas continuas.

EIX|S=s] = > xp(x]|s) (78)

' Infelizmente a literatura de analise de sensibilidade global (ASG), em especial o
primeiro livro texto de Saltelli et al. (2004), s6 chegou ao conhecimento do autor em novembro de
2004, com a tese praticamente pronta. Assim, a sugestdo ¢ que no futuro seja explorado melhor a
conexao e aplicabilidade de métodos de ASG em problemas de valor da informac&o.

145 Ver o livro de Sheldon Ross (1998) para uma boa introdugdo ao conceito de expectativa
condicional sem usar teoria da medida e o livro de Williams (1991) para o caso mais geral com a
teoria da medida.

1 0 item 3.2 ¢ parcialmente baseado em Dias (2002).
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E[X|S=s] = fxp(x|s)ds (79)

s

Conforme foi visto antes (rever a discussdo sobre a Figura 28), uma
revelacdo parcial de informacdo através de um sinal S trazendo informagado
imperfeita sobre o verdadeiro estado da natureza da variavel de interesse X, gera
um conjunto (infinito no caso de sinais com distribui¢do continua) de

distribuigdes posteriores p(x | s). A média de cada distribui¢do posterior (revelada

no cendrio S = s) ¢ uma expectativa condicional E[X | S = s], que ex-ante ¢ uma

variavel aleatoria (v.a.) que depende do sinal revelado s. Foi visto que ¢ muito
mais simples trabalhar com a (Gnica) distribuicao de expectativas condicionais do
que com as (infinitas) distribuigdes posteriores. Além disso, apds receber a
informacao S, o decisor ndo sabe qual cendrio da distribuicdo posterior € o
verdadeiro, conhece apenas a distribuicdo posterior. Assim, tudo que ele pode
fazer ¢ usar alguns momentos dessa distribui¢do para tomar decisdes econdmicas
(ainda sob incerteza) adaptadas a essa informagao. O principal momento de uma
distribuicao posterior ¢ exatamente a expectativa condicional E[X | S]. Nas
aplicacdes de VOI, além de E[X | S], pode-se usar a distribui¢do de Var[E[X | S]].
Mas como ¢ um efeito de segunda ordem na otimizacdo, sera muito mais simples
usar a variancia esperada das distribui¢cdes posteriores E[Var[E[X | S]]] em
conjuncao com a distribui¢do de E[X | S].

A alternativa com métodos Bayesianos tradicionais para modelar a incerteza
técnica em problemas de VOI usando a func¢do verossimilhanga para determinar
as possiveis distribui¢des posteriores, ¢ bem mais complexa para ser inserida em
modelos dindmicos de opgdes reais e/ou apresenta computacdo muito mais
intensiva, além de outras desvantagens que serdo mostradas. Mas mesmo nessa
literatura tradicional, ¢ comum trabalhar com a expectativa condicional dentro da
equacdo de maximizagdo de valor, ver, por ex., McCardle (1985, egs.3 e 4,

Em economia é muito usada a expectativa condicional em varias aplicagoes,
especialmente em econometria. Goldberger (1991, preface) adota a funcao

expectativa condicional “as the key feature of a multivariate population for

"7 Entretanto McCardle ndo desenvolveu ou usou as propriedades da distribui¢io de
expectativas condicionais, como € feito aqui.
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economists who are interested in relations among economic variables... — a very
simple concept™*.

Em financas esse conceito ¢ fundamental, de forma que livros texto de
calculo estocastico aplicado a finangas dedicam espago significativo para discutir
o conceito de expectativa condicional (exs.. Mikosch, 1998; Shreve, 2004).
Conforme Tavella (2002, p. vii, viii, 4), esse conceito tem um lugar natural em
engenharia financeira computacional onde joga um papel chave. Isso porque o
prego de um derivativo ¢ simplesmente um valor presente esperado de um valor
futuro condicional a um conjunto de informagao.

O uso de expectativa condicional como base para decisdes tem também uma

forte base teodrica. Imagine uma variavel X com incerteza técnica e seja a nova

informagao ou sinal S uma v.a. definida no mesmo espago de probabilidades (€2,
>, P). O objetivo ¢ obter a melhor estimativa de X observando S, através do uso
de uma fun¢do g(S). A medida mais usada para a qualidade de um previsor g(S) ¢
0 seu erro quadratico médio (“mean square error”’) definido por MSE(g) = E[X —

g(S)]z. A escolha da funcdao g* que minimiza MSE(g) ¢ exatamente a funcao

expectativa condicional E[X|S]. Essa ¢ uma propriedade muito conhecida em

econometria (ver, por ex., Gallant, 1997, p.64-65). Em adicdo, o erro ¢ = X — E[X
| S] tem covariancia zero com toda fung¢do de S (ver Goldberger, 1991, p. 53).

A expectativa condicional E[Y | X = x] ¢ também o (melhor) valor da
regressao de Y versus X para X = X. A melhor regressao pode ser /inear mas em
geral é ndo-linear (ver Whittle, 2000, p.89)'*

versus X minimizarda o MSE(a, b, ¢) = E[Y — a — bX — ¢X* ]* escolhendo os

. Ex.: uma regressdo quadratica Y

parametros a*, b*, c*. Se essa fungdo quadratica for a melhor fun¢do no sentido
de minimizar o MSE, entdo para X = x tem-se g(x; a*, b*, ¢*) = E[Y | X = x].
Gallant (1997) provou que o melhor polinomio previsor (regressdo polinomial) de
ordem N ¢ a expectativa condicional quando N tende ao infinito.

Em adi¢do, conforme apontam DeGroot & Schervish (2002, p.348), a

expectativa condicional ¢ o (melhor) estimador de Bayes quando ¢ usado o

critério do erro quadratico como fungdo perda (“loss function”) na avaliagao dos

18 Além disso, os estatisticos sabem que em certos problemas estatisticos uma regressao
linear € equivalente, mas bem mais simples que os métodos Bayesianos tradicionais e os que usam
a maxima verossimilhanga. Sera vista a ligac¢ao direta entre regressdes e expectativas condicionais.

' Ver também Gallant (1997, p.109-112) para o caso ndo-linear.
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estimadores. Esses autores lembram que essa fungdo perda é de longe a mais
usada em problemas de estimacdo. Além disso, se S ¢ estatistica suficiente para X,
entdo o estimador E[X | S] domina qualquer outro estimador de X (DeGroot &
Schervish, 2002, p.385) e, assim, qualquer outro estimador ¢ chamado de
inadmissivel (DeGroot & Schervish, 2002, p.386).

Ja que a informagdo S = s revela E[X | S = s] e dado o grande uso da palavra
“revelation” e “information revelation” na literatura de economia de informacao
(exs.: Wilson, 1975, p.186; Drazen & Sakellaris, 1995; Dutta & Morris, 1997;
Chamley & Gale, 1994) e na literatura de opgdes reais (exs.: Grenadier, 1999;
Childs & Ott & Riddiough, 2001, 2002a, 2002b), se adotara a notagao “revelacao”
Rx(S) para denotar a fun¢do expectativa condicional E[ X | S], de forma que a
distribuicdo de revelagdes serd usada para caracterizar a distribuicdo da v.a. Rx.
Assim o termo “revelagdo” enfatiza a mudanca de expectativas com o novo

cenario revelado pela informacao, i. €, ressalta o processo de aprendizagem ou

processo de descoberta em direcdo ao verdadeiro valor da variavel'™". Assim, sera
usada a seguinte equacao para definir a fungdo Rx(S):
Rx(S) = E[ XS] (80)

O conceito de “revelagdo” aqui usado tem similaridades e diferencas com o
famoso principio da revelagdo (“revelation principle”) da literatura de assimetria

, . . . . . 151
de informagdo, mais especificamente da teoria de desenho de mecanismos = (

ex.,
Salanié, 1994) e de jogos Bayesianos (ex.. a vasta literatura de jogos de

sinalizagdo). Nessa tese, a revelagdo ¢ do verdadeiro valor de um pardmetro

técnico X (verdadeiro estado da natureza de X), enquanto que o conceito usado

em desenho de mecanismos € relacionado ao verdadeiro tipo de um agente.

E oportuno formalizar matematicamente o conceito de expectativa
condicional de uma variavel X dado o sinal S. Para efeito de generalidade, essa

formalizagdo usara um pouco de feoria da medida e da visdo axiomadtica da

probabilidade de Kolmogorov, mas serd dada também a interpretagdo intuitiva e

informal. Kolmogorov (1933) primeiro definiu expectativa condicional e depois

90 autor usa esse termo desde Dias (1997) e foi incentivado por uma conversa com o
Prof. Dixit em Princeton (em margo de 1997) sobre “revelation”. O autor tem usado esse termo na
Petrobras desde 1998 com o sentido que apareceu em Dias (2001b). Entretanto, somente em Dias
(2002) ¢é que foi apresentado esse conceito de forma mais formal, com proposigdes sobre as
propriedades da distribui¢do de revelagdes no contexto de OR e VOI.

131 Usa-se o principio de revelagdo para desenhar um mecanismo direto (exs.: contratos,
regras de um leildo) de forma a ser 6timo para um jogador revelar toda a verdade sobre o seu tipo.
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(usando essa defini¢do) definiu probabilidade condicional como caso particular. A
abordagem axiomatica permite trabalhar com eventos condicionantes com
probabilidade muito pequena ou zero (ver Rao, 1993, p.25-26), o que ndo ¢
possivel com a defini¢do tradicional de probabilidade condicional (teria divisdao
por zero). O livro classico de Kolmogorov (1933), trazendo os axiomas
fundamentais da teoria da probabilidade, causou uma revolugdo nessa teoria e ¢
hoje a abordagem padrio de textos avancados de probabilidade' .

Sejam as varidveis aleatérias X e S definidas no mesmo espaco de
probabilidades (QQ, X, P), onde Q é o espago amostral (conjunto de todas as
possiveis realizagdes ®), £ ¢ uma sigma-dlgebra'> e P ¢ uma medida de
probabilidade definida"* no intervalo [0, 1]. Na teoria da medida, uma v.a. ¢ vista
como uma funcdo de um espago amostral O — R (conjunto dos numeros reais).
Condicionando uma probabilidade a um conjunto A, significa uma contra¢do do
espaco amostral. Em vez de tomar o valor esperado sobre todo o espago (2, o valor
esperado ¢ tomado apenas sobre um subconjunto A < Q. Algumas defini¢des sdo
possiveis dependendo se o condicionante € um evento (conjunto) sobre uma v.a.
discreta, ou uma v.a. continua, ou mesmo uma v.a. arbitraria (discreta + continua,
ex.: distribuicdo do valor da opcdo mostrada na Figura 4). Sera apresentado
abaixo o caso mais geral. Seja X uma v.a. infegrdvel'>> mapeando o espaco de
probabilidade (Q2, %, P) em um espago mensuravel. Seja ¥ uma sub-sigma-

dlgebra de X (i. ¢, ¥ = X )"*°. A expectativa condicional de X dado P, E[X | ¥] é

uma funcdo W-mensuravel'>’ que satisfaz a equagdo abaixo (chamada de “partial

averaging” por autores como Shreve, 2004, p.68) para todo conjunto Y € V:

132 Confome Spanos (1999, p.412), a abordagem de Kolmogorov se tornou um sucesso
instantaneo por clarear toda a “bagunca” criada com o estudo do movimento Browniano.

'3 Sigma-algebra ¥ em Q ¢é uma familia de eventos E (sub-conjuntos de Q que sdo
eventos), compreendendo o conjunto vazio &, complementos de conjuntos que pertencem a X e
unides contaveis de seqiiéncias de conjuntos E, € X.

154 Mais precisamente, P é uma fungdo mapeando X em [0, 1].

133 Se X ¢ integravel, entdo X tem valor esperado finito, ou X é integravel < E[|X|] < «©
(James, 1996, p.110). Uma funcao f que ¢ p-integravel no sentido de Lebesgue, ¢ muitas vezes
escrita como f € L'(Q, 2, ) e assim X € L', onde L' é simplesmente um vetor sobre R (reais).

1% Ver Shyraiev (1996, p.212) ou Williams (1991, p.84). Uma sub-sigma-algebra
representa simplesmente “menos (ou igual) informagdo” ou um sub-conjunto de informagao.

157 Se X ¢ W-mensuravel, entdo a informacdo em ¥ determina totalmente o valor de X.
(Shreve, 2004, p.66). Ver, Williams (1991, p.29-30) para a defini¢do mais formal de fungdes V-
mensuraveis em um espago mensuravel (Q, V).
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J’ LEIX | ¥](0) dP(0) = J’ L X(©) dP(0) 81)

Onde as integrais acima sdo as de Lebesgue-Stieltjes. Em finangas, primeiro
se estabelece o espago amostral €, que ¢ o conjunto de possiveis cenarios futuros,
sobre os quais se impde uma medida (“real”) de probabilidade P . No entanto, no
calculo de opgdes se usa muito uma medida de probabilidade equivalente
chamada de medida neutra ao risco P . Duas medidas de probabilidade sdo ditas
equivalentes no espago mensuravel (€2, X) se elas concordam em quais conjuntos
em X que tém probabilidade zero (Shreve, 2004, p.34-35). Nos conjuntos de
probabilidade positiva, essas medidas irdo discordar apenas nos valores de quao
provaveis s3o cada cenario. No caso de incerteza técnica, as probabilidades ja sao
naturalmente neutras ao risco (ver item 3.1.1) e assim essas duas medidas se
confundem. Shreve (2004, p.35) ndo gosta das denominag¢des “mundo real” e
“mundo neutro ao risco”, muito mencionadas na literatura de finangas, ja que o
“mundo” ¢ o mesmo e representado por Q2.

Denota-se por o(S) a menor sigma-algebra gerada pela v.a. S com respeito
ao qual S ¢ mensuravel (Karlin & Taylor, 1975, p.300). Nesse caso tem-se E[X |
S] = E[X | o(S)] (Mikosch, 1998, p.69). A sigma-dlgebra o(S) gerada por S
contém toda a informagdo essencial sobre a estrutura da varidvel (ou vetor)
aleatoria S como funcdo de @ € . Nas aplicagdes se trabalhara apenas com
valores pertencentes ao conjunto dos ntimeros reais R, i. ¢, com a sigma-algebra
¥ com todos os conjuntos {S € B}, onde B ¢ a sigma-algebra de Borel'™.

A expectativa condicional Rx pode ser vista de forma alternativa como a
projecio de X no espaco L’ de Hilbert' sobre o subespaco linear fechado

L*(Q, ¥, P) do espago L*(Q, I, P) e assim a expectativa condicional existe (ver

%% A sigma-algebra de Borel contém sub-conjuntos gerais da reta R, i. ¢, se Q = R, entéio
B¢ gerada pelos sub-conjuntos C' = {(a, b] : —c0 <a <b <oo}. JaseS for um vetore Q = R",
usa-se os sub-conjuntos chamados de retdngulos (a, b], onde a e b sdo vetores. Qualquer sub-
conjunto razodvel de R" (bolas, esferas, curvas suaves, superficies, conjuntos abertos, fechados,
etc.) € um conjunto de Borel (Mikosch, 1998, p.64-65) ¢ pertence a 1.

13 Espago de Hilbert L é o espago de variaveis aleatorias com finitos segundos momentos,
o qual é gerado por combinagdes lineares de fungdes integraveis ao quadrado de Q — R . Uma
variavel aleatoria X ¢ dita pertencer a L* se E[X?] < oo (ver, por ex., Williams, 2001, p.65).
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Jacod & Protter, 2000, p.196). A Figura 33 ilustra essa visdo de E[X | ¥ ], como a
projecio ortogonal de X no espago L(Q, ¥, P ) de Hilbert'®.

X-E[X|¥]

Emn L*(P)

Figura 33 - E[X | ¥ ] como Projegéo no Espaco L? de Hilbert

Existem outras maneiras de definir a expectativa condicional, por ex.,

através da funcdo indicador'®' T (ver Mikosch, 1998, p.58; ou Shiryaev, 1996,

p.79). O lema a seguir (baseado em Mikosch, 1998, p.194) seguira a oOtica de
Kolmogorov (1933, p.53) no sentido que a existéncia de E[X] ¢ também suficiente
para a existéncia de Rx.

Lema 1 (existéncia da expectativa condicional Rx): Seja o espaco de

probabilidade (Q2, X, P) onde X e S sdo definidos e ¥ uma sub-sigma-algebra de
Y. Se E[|X]] < oo, entdo existe uma v.a. Rx definida pela eq. 80 tal que a sigma-
algebra gerada por Rx estd contida em W e, para todo S € ¥, essa varidvel atende
a definicdo de expectativa condicional dada pela eq. 81. Além disso, essa
expectativa condicional é quase certamente'® finita e é tinica a menos de versdes
de Rx que diferem de Rx apenas em conjuntos de medida igual a zero.

Prova: Conforme Glivenko (ver Kolmogorov, 1933, p.40), E[ [X| ] <o ¢
uma condi¢ao necessaria e suficiente para a existéncia de E[X]. A prova da
existéncia da expectativa condicional, 1. €, E[|X|] <o = E[| Rx | ] < =, ¢ baseada
no famoso teorema de Radon-Nikodym'®, ¢ ¢ mostrada em Kolmogorov (1933, p.

53). Se a eq. 81 vale tanto para Rx como para R'x e ambas geram sigma-algebras

1 Ver figura similar em Mikosch (1998, p.75) e mais detalhada em Saporta (1990, p.78).
! Fun¢do indicador I[j(®) éigualalse @ €S eigualazerose ® S .

12 Uma assertiva é vélida quase certamente (q.c.) se ela é sempre valida exceto num
conjunto de medida igual a zero. Ex.: € possivel sortear o nimero exato 1 do conjunto de niimeros
reais, mas como existem infinitos nimeros reais, Pr(X = 1 exato) = 0.

' Esse teorema (na época recente, de 1930) permite a diferenciacdo de fun¢ées-conjuntos
(“set functions”). Esse teorema ndo serd demonstrado ja que mesmo em livros avangados de
finangas, como em Shreve (2004, p.39), a prova ¢é considerada “além do escopo desse texto”.
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contidas em ¥ entdo, pelo teorema de Radon-Nikodym, Rx € tnica no sentido que
a probabilidade de Rx # R'x € zero (ver também Shreve, 2004, p.69). O
Serdo listadas sem provas'®* no Lema 2, as 5 propriedades fundamentais das

expectativas condicionais (Shreve, 2004), todas validas quase certamente.

Lema 2 (propriedades fundamentais das expectativas condicionais): Seja o

espago de probabilidade (€2, Z, P) e seja ¥ uma sub-sigma-algebra de X.
(a) Se X e Y sdo varidveis aleatorias integraveis € ¢; € ¢, sdo constantes,
entdo ¢ valida a propriedade de linearidade das expectativas condicionais:

E[c; X+ Y|¥] = qEX|¥] + QE[Y|¥] = ¢;Rx +c; Ry  (82)

(b) Se X e Y sdo variaveis aleatérias integraveis, e Y ¢ W-mensuravel, entdo
¢ valida a propriedade “tirando para fora o que é conhecido™:

E[YX|¥] =Y E[X|¥] (83)

(c) Se X ¢ uma variavel aleatoria integravel e H ¢ uma sub-sigma-algebra

da sub-sigma-algebra ‘¥, entdo ¢ valida a propriedade de condicionamento iterado:

E[EX|¥]|H] = E[X|H] (84)

Essa propriedade sera demonstrada no item 3.2.2 por ser fundamental para a
teoria dessa tese. Ela pode ser escrita com a seguinte notacao mais compacta:

E[Rx(¥) |H] = Rx(H) (85)

(d) Se X ¢ uma varidvel aleatoria integravel e independente de ‘P, entdo ¢

valida a propriedade de independéncia:
E[X|¥] = E[X] (86)
(e) Se X ¢ uma variavel aleatoria integravel e ¢(x) ¢ uma fungdo convexa

R — Rtal que E[|p(x)|] < e x € X (x ¢ uma varidvel “dummy”), entdo vale a

propriedade da desigualdade condicional de Jensen:
EleX) [¥] =2 o(EIX|¥]) 87)
Em adi¢do a essas propriedades fundamentais, outras serdo vistas no item
3.2.2. Mas ¢ util mencionar antes mais duas propriedades ¢ uma defini¢do. A

primeira propriedade (ver Lawrence, 1999, p.63) diz que a ordem de integragdo

nao importa quando se toma o valor esperado de uma funcao real @(x, s):

Ey s [0(x, )] = Ex [Egx [@(x, )] = Es [Exs [@(X, 5)]] (88)

1% Para as provas, ver Shreve, (2004, pp.69-72) e/ou Williams (1991, pp.88-90).
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Onde os subscritos de E denotam as densidades de probabilidade de onde os
valores esperados sdao tomados (distribuigdes conjuntas ou distribuicdes
condicionais ou distribui¢des marginais, dependendo dos subscritos).

A segunda propriedade diz como a densidade marginal de S, p(s), e a

densidade condicional de X dado S, p(x | s), determinam a densidade conjunta de
X e S, p(x, s), conforme James (1996, p.185):
p(x,8) = p(s) p(x|s) (89)
A qual é bem similar a eq. 65, que dizia como calcular a distribuigao
condicional dada as distribui¢des conjunta e marginal. Aqui se diz que, se p(s) é
zero, também sera zero a distribui¢ao conjunta p(x, s).
Definicdo. Variancia condicional a uma sub-sigma-algebra ¥ de X: Seja
a v.a. X, definida no espago (Q, Z, P) com expectativa condicional E[X | W] em
relacdo a sub-sigma-algebra W dos subconjuntos de 2. A variancia condicional
de X é uma v.a. definida por'®:
Var(X | ¥)=E[(X-E[X|¥])*|¥] 90)

3.2.2.
Processo de Revelacgao e Distribuicao de Revelagoes

Apos a introdugdo e formulas sobre expectativas condicionais do item 3.2.1
(que em parte serdo aqui usadas), nesse item serd estabelecido um teorema
fundamental para o tratamento da incerteza técnica em problemas dindmicos de
opgoes reais, de forma que esse item sera de grande importancia pratica, embora
ainda com algumas formalizagdes e teoria. No item 3.2.3 serd visto um exemplo
simples para ilustrar o teorema, além de figuras para refor¢ar a intuicdo. Esse
teorema serd usado nas aplicacdes do cap. 5, assim como no estabelecimento tanto
da medida de aprendizagem proposta (detalhada no item 3.3) como nos processos
de revelagdo de Bernoulli que sdo aplicados em exemplos exploratorios (item 3.4).

De forma consistente com a estrutura de informacdo flexivel definida no

item 3.1.4.2 (ver eq. 63), no Teorema 1 abaixo a distribui¢do de revelagdes sera
definida exceto por um grau de liberdade (o que da flexibilidade ao usuario do

teorema). O Teorema 1 ajudard a usar a estrutura de informacgao flexivel (eq. 63),

19 Ver, por ex., Shyraiev (1996, p.214).
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orientando na escolha do critério aberto e. Além disso, nz, a medida de
aprendizagem proposta, sera diretamente relacionada com esse teorema.
Defini¢do. Processo de revelacdo: ¢ uma seqiiéncia de variaveis aleatérias
{Rx.1, Rx2, Rx3, ...}166 geradas por uma seqiiéncia de informagdes ou sinais Sj,
Ss, Ss, ... sobre uma variavel de interesse X, que tem como principal caracteristica

a reducdo esperada de incerteza advinda da chegada de nova informagao. Processo

de revelacdo é um processo de aprendizagem probabilistico. Na literatura
matematica, ¢ as vezes chamado de “acumulando dados sobre uma variavel
aleatoria” (Williams, 1991, p.96).

Processos de revelagdo podem ser vistos como processos estocasticos, mas
geralmente os processos de revelagao devem ser indexados por eventos e ndo pelo
tempo como ocorre com a maioria dos processos estocasticos estudados. Essa tese
estd interessada especialmente nos processos com eventos sendo exercicios de
opcdes de aprendizagem, a fim de modelar a evolu¢dao (reducdo esperada) da
incerteza técnica com o processo de investimento em informagdo. Um exemplo de
processo de revelagdao indexado por eventos ¢ a perfuracao seqiiencial de pogos de
delimitagdo em uma reserva de petréleo com volume B incerto. Nesse caso, cada
poco corresponde a um evento no processo de revelacdo de B e entre esses
eventos podem decorrer meses ou até ano(s). No intervalo entre esses eventos nao

ha porque alterar as expectativas sobre B, i. ¢, ndo ha porque rever Rg.

Esses eventos geralmente sdo enddgenos no modelo, sdo ativados pelo

decisor (ou decisores em caso de interagdo estratégica), i. €, eventos sdo exercicios

de opcdes. Na literatura tradicional de VOI, ndo foi dada atengdo ou ndo foi
considerada importante a distincdo entre os processos indexados por eventos e
indexados pelo tempo. Por ex., Lawrence (1999, p.156) argumenta que uma
seqiiéncia de eventos pode ser vista como um “time-driven process with different
chronological length” porque os eventos sdo sucessivos ao longo do tempo. Mas
no contexto de opgdes reais isso nao funciona porque, nos modelos mais

importantes e realistas, os eventos sdo opcionais, ativados pela firma e em

paralelo com outro processo (incerteza de mercado representada pelos precos do

166 Poderia se definir esse processo como uma seqiiéncia de momentos das distribuigdes
posteriores, com a distribuicdo de expectativas condicionais sendo um deles. Ou até pensar numa
seqiiéncia de distribuicdes de distribuigdes posteriores. Mas dificilmente essa teoria teria a
utilidade pratica e simplicidade que sera obtida trabalhando focado em expectativas condicionais.
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petréleo) no qual a informagao chega continuamente ao longo do tempo e que nao
¢ opcional. A complexidade desses dois processos superpostos (processo de
revelacdo e processo de mercado) requer uma metodologia especifica. Uma
questdo de importancia pratica na superposi¢cdo desses processos € o tempo de
aprendizagem. E uma necessidade pratica que o modelo permita comparar
alternativas de investimento em informagdo com diferentes tempos de
aprendizagem. O modelo proposto fara isso de uma forma simples (ver cap.5).

Em alguns outros casos os eventos podem ser modelados como processos
exdgenos, por ex., um processo de Poisson com freqiiéncia A. Numa bacia
petrolifera com muitas companhias atuando, pode ser mais simples modelar a
revelagdo de informagdo exploratoria (perfuracdo de pogos pioneiros) com um
processo exdgeno de Poisson do que um modelo endogeno de equilibrio entre as
firmas petroliferas. O primeiro problema ¢ que essa informagdo ¢ mais relevante e
geral'® justamente no caso de bacias pouco exploradas, onde geralmente o
nimero de firmas é pequeno. O segundo problema é que em bacias mais
conhecidas (ex.: Golfo do México), a revelagdo de informagdo tem mais
relevancia localmente e assim novamente os decisores relevantes sdo duas ou
poucas firmas. Com poucas firmas, ¢ melhor usar o modelo endogeno para
considerar a interacdo estratégica entre as firmas, ou seja, deve-se usar a feoria
dos jogos de opg¢oes (que serd vista no cap.4) para analisar o exercicio estratégico
de opgdes que gera um processo de revelacdao de informagdes.

Um exemplo de processo de revelagdo indexado pelo tempo ¢ o que ocorre
geralmente com o retorno de agdes de novas empresas que sdo lancadas no
mercado (IPO, Initial Public Offering). A volatilidade dessas a¢des ¢ geralmente
alta (causando muitas faléncias prematuras, vide o estouro da “bolha das agdes da
internet” nos anos 2000/2001). Com o tempo as empresas que sobreviverem se
tornam mais conhecidas e assim sua volatilidade tende a cair até se estabilizar
dinamicamente, indicando um certo equilibrio numa situagdo proxima de um
mercado com informagdo completa sobre o retorno dessa acdo. Nesse caso se tem

um processo de revelagdo apenas num transiente temporal em que houve uma

7' A incerteza sobre a existéncia de rochas geradoras de petroleo numa bacia tem um
carater geral no sentido de ser relevante para blocos distantes de varios quilometros em uma bacia.
Numa bacia mais conhecida essa incerteza pode inexistir ¢ assim a informagdo revelada por um
pogo pioneiro tem mais relevancia local, i. €, revela mais sobre a migracdo do petroleo gerado e
assim é importante para prospectos localizados em blocos vizinhos.
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difusdo de informagao sobre a capacidade de essa agdo gerar retorno e sobre o seu
valor justo (ou de equilibrio dindmico no mercado). Apds esse transiente, o
processo de revelagdo deixa de existir e o mercado tem informacao completa.

Exemplos de processo que ndo sdo de revelacdo sdo o de pregos de acdes
seguindo um MGB (novas informag¢des nido reduzem a incerteza esperada) e o
modelo de “ruido acumulativo™ descrito em Childs & Ott & Riddiough (2001).
Nao hé reducido esperada de incerteza (volatilidade) nesses casos.

Antes de definir processo de revelacdo convergente, ¢ oportuno definir o

caso limite mais importante que ¢ o de revelacdo total ou aprendizagem total

sobre a variavel com incerteza técnica X. Esse ¢ o maximo beneficio que se pode
obter com um investimento em informac¢do. Um exemplo de revelacdo total com
um unico investimento em informagdo ¢ quando a varidvel de interesse X ¢ a
existéncia ou ndo de petréleo (v.a. de Bernoulli, dada pelo fator de chance) e o
investimento em informagdo ¢ a perfuragdo do pogo pioneiro, que tirard toda a
davida a respeito da existéncia de petroleo (mas existird ainda incerteza sobre o
volume B da reserva e sua qualidade). Mas na pratica, em geral, se precisa de uma
seqiiéncia (muito grande) de investimento em informacao para se atingir valores
proximos desse limite de revelacdo total da variavel com incerteza técnica X.
Definicdo. Revelacdo total da variavel X: significa a revelacdo de um
cenario c tal que Pr(X = c) = 1, onde ¢ ¢ uma constante pertencente ao suporte de
p(x). Em termos gerais, se a informag¢ao disponivel ¢ dada pela sub-sigma-algebra

Y, revelacdo total de X significa que X é WY—mensuravel e, logo, ¢ valido escrever

E[X | ¥] = X quase certamente'®®. Intuitivamente, significa que existe informagao
perfeita sobre o verdadeiro estado da natureza da varidvel X. Em termos
matematicos, “uma variavel aleatoria ¢ W-mensuravel se e somente se ela
assume valores constantes sobre os atomos de ¥’ (Shiryaev, 1996, p.80).

Sera visto que todo processo de revelagdo converge'® para uma variavel
aleatdria integravel denotada por X, quando n — co. Mas nem sempre converge
para uma revelacdo total de X, i. é, nem sempre X, = X. Intuitivamente (serdo

vistos exemplos) pode ocorrer que a seqiiéncia de informagdes S;, S,, ... , Sy

168 Além disso, operacdes algébricas ordinarias tais como soma, multiplicacdo e divisdo,
ndo destroem a mensurabilidade (Gallant, 1997, p.47).

19 Converge quase certamente (com probabilidade 1), o que implica que converge em
probabilidade, o que também implica convergéncia em distribuigdo (Karlin & Taylor, 1974, p.18).
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reduza a incerteza esperada cada vez mais com o progresso de n, mas essa redugao
pode ser cada vez menor de forma que a reducdo esperada de variancia no limite
seja, por ex., de 50%, i. é, a cada informacdo S,, a reducdo esperada de variancia
se aproxima cada vez mais de uma reducdo de 50%, mas ndo de 100%. Serdo
vistos exemplos praticos em exploragdo de petrdleo para ambos os casos
(revelacdo parcial no limite e revelagdo total no limite n — o) de forma mais
detalhada no item 3.4. Matematicamente um processo de revelacdao ¢ igual ao
chamado processo de Doob (Karlin & Taylor, 1975, p.246 e 295).

Nem toda seqiiéncia de v.a. converge no limite para uma variavel integravel
Xw. Todo processo de revelagcdo converge porque o processo {Rx 1, Rx2, ... Rxn}
¢ uniformemente integravel (definido a seguir). Serd visto na Proposi¢ao 5 abaixo
que, como o processo de revelagdo ¢ uniformemente integravel, entdo ele
converge para X, (que sob certas condi¢des pode ser X) quando n — c. Como
esse processo sempre converge para algum X, seria redundante o qualificativo
“convergente” para esse processo, de forma que se usara o adjetivo “convergente”
apenas no caso limite de revelagao total, i. €, quando X, = X.

A explanacdo da defini¢do abaixo e da Proposi¢do 5 seguira Brzezniak &
Zastawniak (1999, cap. 4) e Karlin & Taylor (1975, p.295-297 ¢ 309-312), mas de
forma menos detalhada pode ser vista em Williams (1991, p.96 [“accumulating
data about a random variable”] e o caso particular das p.166-167 [“noisy
observation of a single random variable”]), ou em Ross (1996, p.297 ¢ 318-319).

Definicdo. Seqiiéncia uniformemente integravel: Uma seqiiéncia de
variaveis aleatorias Rx 1, Rx2, ... Rxn € chamada de uniformemente integravel se

para todo € > 0 existe um M > 0 tal que paratodon=1, 2, ... :

-[{|Rx,n|>M} [Ryn | dP <g o1

Integracdo uniforme ¢ uma condicdo necessdria para uma seqiiéncia de
variaveis aleatorias {Rx,} integraveis convergir em L', i. ¢, convergir em média
para uma v.a. integravel, que aqui seria lim, -, » E[[Rxn — X/ ] = 0. Na eq. (91) a
integral ¢ a de Lebesgue-Stieltjes, ou seja, P ¢ a medida de probabilidade ou mais
simplesmente a fung¢do distribui¢do acumulada P(Rx ).

Proposiciao 5: Seja {Rx 1, Rxp, ... Rxn} um processo de revelagdo, i. &,

Rxx = E[X | 3«] sdo definidos no mesmo espaco de probabilidade (Q2, X, P),
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sendo X integravel e onde Iy ¢ uma filtracdo' "

{3k: k> 0}, com 3y sendo gerada
pela seqiiéncia de sinais {Sx}. Entdo o processo de revelacao ¢ uniformemente
integravel e assim quando n — oo, existe q.c. um limite de Rx, em L' que é uma
v.a. integravel, denotada por X.., que ¢ também uma expectativa condicional, i. é:
lim, 50 Rxn = Xo = E[X[S1,S2,...] = E[X]| 3] 92)
Prova: Primeiro tem de ser provado que qualquer processo de revelagdo ¢
um martingale. Isso sera mostrado no Teorema 1(d) abaixo. A prova de que
integrabilidade uniforme ¢ suficiente para a convergéncia de um martingale em L'
¢ dada pelo famoso Teorema da Convergéncia de Martingale de Doob'” (ver, por
ex., Brzezniak & Zastawniak, 1999, theorem 4.2, p.71-73). A prova de que o
processo de revelacdo (um “martingale de Doob”) ¢ uniformemente integravel ¢

dada por ex. em Ross (1996, p.319) ou Karlin & Taylor (1975, p.295-296) e entao

existe um limite dado por uma v.a. integravel X.,.. A prova que esse limite ¢ uma

expectativa condicional E[X | 3., ] é dada por Karlin & Taylor (1975, p.310)'7*. O

Na verdade essa proposi¢ao poderia ser ainda mais forte. Pode ser provado
que fodo martingale uniformemente integravel pode ser escrito como um processo
de revelagdo (i. €, um processo de Doob), ver Karlin & Taylor (1975, p.311-312,
em especial o Lemma 7.3) ou Brzezniak & Zastawniak (1999, theorem 4.4, p.77)
ou at¢ mesmo em Doob (1953, cap.VII). Conforme Karlin & Taylor (1975, p.247-
248), os dois principais resultados da teoria dos martingales sdo o teorema da
convergéncia de martingales e o teorema da amostragem opcional (ou parada

1 r 142 . . ~
7 Mas enquanto esse ltimo encontra freqiientes aplicagdes em problemas

otima)
de decisdo opcional (inclusive problemas de OR), o teorema de convergéncia ¢

: o 174 . . . .~ . y, .
usado mais de forma tedrica "' para determinar a distribuicdo assintdtica de

170 pode-se interpretar a filtracdo 3, gerada pela informagdo seqiiencial {S;, S,, ... S,}
como um conjunto contendo toda a informagao disponivel no estagio n. Em termos técnicos, ¢ uma
crescente familia de sub-sigma-algebras gerada pelas informagdes. Ex.: Rx » = E[X| S, S,].

'"! Esse teorema tem sido mais usado para provar teoremas tais como a lei 0-1 de
Komolgorov e do filtro de Kalman. A aplica¢do no contexto da tese ndo tem sido explorada.

2 Uma prova simples ¢ ver que Rx , ¢ uma fungdo de Sy, S,, ... S,, de forma que o limite
X, € uma fun¢@o mensuravel dessa seqiiéncia de sinais e portanto mensuravel com respeito a 3.

' Esse teorema diz que, sob condi¢des bem gerais, se {Rx ,} é um martingale, entdo
também serd uma seqiiéncia indexada por T, em vez de n, onde {T,} € uma seqiiéncia de tempos
de Markov ou tempos de parada. Tempo de Markov tem a propriedade que o evento T = n ¢
determinado apenas pela historia S, S,, ..., S, até o estagio n (Karlin & Taylor, 1975, p.247).

174 Whittle (2000, p.299) afirma que o teorema da convergéncia de martingales ndo tras
resultados muito interessantes em processos que sdo absorvidos (ex., exercicio de uma opgdo) em
algum estado e por isso o teorema de parada 6tima (ou opcional) é mais significativo.
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funcdes de processos estocasticos gerais. Aplicagdes do teorema de convergéncia
em OR como a dessa tese (por ex., no item 3.4), ndo t€m sido vistas na literatura.

Definicdo. Processo de revelacio convergente: ¢ um processo de
aprendizagem que no limite converge ao verdadeiro valor da varidvel (ou
parametro). Formalmente, se n — o entdo Var[X | Sy, Sy, ..., Sp] = 0. Em termos
da Proposicdo 5, ¢ quando X, = X. A Proposicao 5 diz que isso € possivel, mas
ndo diz sob que condig¢des ird ocorrer X, = X (sera visto depois).

Um exemplo de processo de revelagdo convergente ¢ o da perfuragdo de
pocos de delimitagio para reduzir a incerteza do volume da reserva B. E
convergente, pois se perfurar um nimero n muito grande (infinito) de pogos, se
conhecera totalmente o volume de reservas B, i. é, se n — oo entdo Var[B,] — 0.

Ja o mencionado caso do IPO, o processo de revelacdo € ndo convergente pois

mesmo que se passe um periodo muito grande de tempo, a volatilidade do retorno
ndo converge a zero. Outro exemplo de processo de revelacdo ndo convergente ¢ a
venda de um novo produto no mercado, em que existe incerteza sobre a aceitagao
do produto, 1. ¢, sobre a funcdo demanda. Com testes de mercado e ao longo da
producdo e venda do produto, a incerteza diminui mas nunca vai a zero pois existe
a incerteza sobre o nivel de crescimento da economia de um pais, regido, etc., que
influi na demanda de produtos em geral da economia.

No Teorema 1 serd mostrada a propriedade fundamental de martingale dos
processos de revelacao relacionada a distribuicdo de revelagdes. Além disso, sera
rediscutida a questdo de processos de revelagcdo no item 3.4, especificamente para
o caso de fator de chance exploratorio modelado com o processo de revelagao de
Bernoulli. O fator de chance exploratério pode ser modelado tanto com processos
de revelagao (totalmente) convergentes como nao (totalmente) convergentes.

O Teorema 1 a seguir descreve as 4 principais propriedades da distribuicao

de revelacdes (distribuicao da variavel Rx). As 4 propriedades sdo: a média de Ry,
a variancia de Rx, Rx no caso limite de revelagdo total ¢ a propriedade de
martingale dos processos de revelacdo (seqiiéncias de Rx). Ele serd formulado,

provado e depois sera discutida a intui¢do por trds e suas conseqiiéncias.
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Teorema 1 (Distribuicdo de Revelacdes): Sejam as variaveis aleatérias X e

S com média e varidncia finitas'”” definidas no espaco de probabilidade
(Q, %2, P). X ¢ a varidvel de interesse e tem probabilidade a priori p(x). S ¢
chamado de sinal ou nova informagdo e gera a sigma-algebra ¥, onde ¥ é uma
sub-sigma-algebra de Z, i.¢, ¥ = 2. Seja p(Rx) a distribui¢io' " de probabilidades
da varidvel Rx = E[X | S], denominada distribui¢do de revelagoes de X. Entdo, a
distribuicdo de revelagdes tem as seguintes propriedades que quase'’’ a definem:

(a) No caso limite de revelagdo total da variavel X, a variancia de

qualquer distribui¢do posterior € zero e a distribuicdo de revelacdes

p(Rx) ¢ igual a distribui¢do a priori p(x).

(b) A média da distribuicao de revelacdes € igual a média de X, 1. é:
E[Rx] = E[X] 93)
(©) A variancia da distribuicdo de revelagdes ¢ dada simplesmente pela

reducdo esperada da variancia de X induzida pelo sinal S, i. é:
Var[Rx] = Var[X] — E[ Var[X|S]] 94)
(d) Seja um processo seqliencial de informagao S;, S,, S;, ... e as
variaveis aleatorias Rx, = E[X | Si, Sa, ... Sp],n=1, 2, ... Entdo, o
processo de revelagdo {Rx 1, Rx2, Rx3, ...} ¢ um martingale.

Prova:

(a) A Proposicdo 5 acima garante que um limite sempre existe com
probabilidade 1. Além disso, sabe-se que Prob(X =¢) =1 & Var[X] =0
(prova: DeGroot & Schervish, 2002, theorem 4.3.1, p.198). Entdo, para cada
possivel cendrio ¢ do suporte da distribui¢do a priori que possa ser revelado, estara
associada uma distribui¢do posterior com variancia zero. O restante da prova

decorre diretamente da definicdo de distribui¢do a priori. Para ver isso, como a

distribuicao de revelacdes ¢ a distribui¢do das médias das distribui¢des posteriores

'3 Um matematico poderia preferir dizer apenas que X e S sdo duplamente integraveis, i. é,
E[| X*|]<oeE[|S?]]< o, oude forma equivalente que X e S € L pois isso automaticamente
implica que X e S € L' (Williams, 2001, p.65). Mas aqui isso ndo ¢ restritivo pois as aplicagdes
praticas do teorema sao focadas apenas em problemas em que as médias e variancias sdo finitas.

7 Quando se menciona apenas “distribui¢do” e/ou se usa letra minuscula, significa a
funcdo densidade de probabilidades (caso continuo), etc. Para a funcdo distribui¢do acumulada, se
usara letra maitscula e em geral o texto sera mais explicito.

"7 Definigéo: distribuicdo quase-definida é aquela em que se conhece pelo menos a média,
a varidncia e que pertence a um processo seqilencial de distribuicdes com origem definida e
convergente para uma distribuicdo totalmente definida. Entdo o Teorema 1 quase-define Rx(S).
Uma distribuigdo totalmente definida é simulavel e tem fungdo distribui¢do acumulada conhecida.
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e essas médias colapsam para os cendrios ¢ (pois E[c | S] = ¢, se ¢ € constante) do
suporte da distribui¢do a priori, entdo o suporte da distribuicao de revelacdes ¢
simplesmente 0 mesmo suporte da distribui¢do a priori. Que as probabilidades de
ocorréncia (massa ou densidade) desses cendrios sdo iguais as descritas pela
distribuicdo a priori decorre diretamente da defini¢dao de distribuigdo a priori (ver
item 3.1.2). Assim, em caso de revelagdo total, a distribui¢ao de revelagdes ¢ igual
a distribuicao a priori. U
(b) Essa propriedade ¢ conhecida na literatura por lei das expectativas
iteradas. Esse item pode ser formulado de forma mais geral, com a sub-sigma-
algebra W (em vez da v.a. S) e da seguinte forma: se Rx é qualquer versdo'™ de
E[X | W] entdo E[Rx] = E[X]. Para efeito intuitivo, serdo mostradas as provas sem
conceitos de teoria da medida para os casos particulares de v.a. discretas e
continuas. A prova mais geral é dada, por ex., em Williams (1991, p.89). Primeiro
0 caso em que ambas, X e S, sdo variaveis aleatorias discretas (a prova segue

Ross, 1998, p.338). Quer-se provar que:
D Ry (s) Pr(S = s) =E[X]

Pois o lado esquerdo ¢ E[Rx] por defini¢do. Pela definicdo de Rx o lado

esquerdo pode ser escrito como:

E[Rx] = ZRx(S) Pr(S = s) = ZZX Pr(X = x|S =s) Pr(S = s) =

_ Pr(X =x, S=5) 3 B B 3
E[Rx] ZZX PS5 Pr(S=s) = ZZX Pr(X =x, S=5)

= E[Rx]= ) x ) Pr(X=x,S=s) = » x Pr(X = x) = E[X] O

X

Agora a prova para o caso de X e S como varidveis aleatdrias continuas
(segue James, 1996, p.176), com densidade de probabilidade conjunta p(x, s),
densidade condicional p(x | s) = p(x, s)/f(s), e densidade de S igual a p(s) > 0.

Rx(s) = [xdF(x|S=5) = [x px|9)dx = [x PYS) G como X &
C “,  Db(s)

integravel:

178 §e R"y é uma versdo de Ry, entdo R’y = Ry quase certamente (Williams, 1991, p.84).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025039/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0025039/CA

3 Incerteza Técnica, Valor da Informacgao e Processo de Revelacao 201

E[Rx] = IRX(S) dE(s) = T[Ix % dxj f(s) ds :T +J-mxp(x, s) dx ds

— 00 — 00 — 0

E[Rx] = Tx [fo p(x, 5) ds] dx = Tx p(x)dx = E[X] O

— 00 — 00 — 00

(c) Considere a defini¢do de variancia condicional dada pela eq. (90) mas
para o caso mais intuitivo de S no lugar da sub-sigma-dlgebra ¥ como
condicionante'”. Uma propriedade bastante conhecida da variancia é:

Var[Y] = E[Y?] - (E[Y])*. Logo, como X ¢ duplamente integravel, tem-se:

Var[Rx] = Var[E[X | S]] =E[(E[X|S]] - (E[E[X|S])’ =

Var[Rx| = E[E[X|S])’] - (E[X])’ (95)

Usando a mesma equacao bastante conhecida para Var[X| S ], se obtém:

Var[X|S] =E[X?|S] - (E[X|S])*. Tomando o valor esperado, tem-se:

E[Var[X|S]] =E[E[X?|S]] - E[(E[X[S]] =

E[Var[X|S]] = E[X’] - E[(E[X|S])’] (96)

Somando as egs. (95) e (96) e rearranjando, se completa a prova:

Var[E[X | S]] = Var[Rx] = Var[X] — E[Var[X|S]] U

(d) De forma simples, martingale'® significa preservar a mesma média e
assim se pode mostrar o item (d) simplesmente aplicando de forma reiterada o
resultado do item (b) para a seqiiéncia {Rx;, Rx2, Rx3, ...}. Essa seqiiéncia ¢
conhecida como sendo um processo ou martingale de Doob. A aplicacdo reiterada
da eq. (93) ¢ conhecida por propriedade de torre que em termos simples pode ser
vista como:

E[X | informacao] = E[ E[X | mais informacio] | informacio] 97

Mas uma prova mais rigorosa com a teoria da medida ¢ 1util no item (d).
Conforme Williams (1991, p.94) um martingale tem de preencher trés condigdes.
A primeira condi¢io, Rx € L', é uma conseqiiéncia da premissa que o pardmetro

com incerteza técnica X ¢ integravel e assim, como foi visto, pelo teorema de

17 A idéia de usar essa propriedade chave ocorreu ao resolver o problema 2 de Shyraiev
(1996, p.83). A prova ¢ similar a apresentada em Ross (1998, p.348). Para uma prova com
condicionante sendo uma sub-sigma-algebra, ver, por ex., Fristedt & Gray (1997, p.454).

'8 pode-se interpretar martingale como um jogo “justo”. Seja K, o capital dum jogador
apos a aposta n e se todas as apostas sdo justas no sentido que o ganho esperado ¢é zero, entdo para
n > 0, K, sdo martingales. Ja aqui, K, seria uma expectativa condicional de um parametro técnico
X depois de n investimentos seqiienciais em informagao.
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Radon-Nikodym isso implica que E[ |[Rx| ] < o quase certamente (existéncia do
valor esperado da distribui¢io de revelagdes mencionada antes)'™'.

A segunda condicao € que o processo de revelagao seja adaptado a filtragao
{Sn: n > 0}, 1. é, Rx, deve ser 3,—mensuravel a uma crescente familia de sub-
sigma-algebras de ¥: (S = J1 = Fh < ... < I = P). A expressio™ I,_; < In
significa um aumento de informagdes com o progresso de n (ex.: uma seqiiéncia
de n investimentos em informagdo, a perfuragdo seqiiencial de n pocos de
delimitagdo, etc.). Isso decorre da definicdo de expectativa condicional, pois
conforme a eq. (80), Rx, = E[X | 3] que ¢ J,-mensuravel por defini¢cdo (ou seja,
¢ conhecido ao observador no estagio n, Williams, 2001, p.406), para todo n.

A terceira condi¢ao (a mais importante e especifica), diz que para {Rx,} ser

martingale deve-se ter E[Rx, | 3n-1] = Rxn-1 quase certamente (q.c). Ou seja, as

médias dessas seqiiéncias Ry, devem ser iguais. Para provar isso, seja a versao

mais geral da eq. 91 que foi apresentada antes com as eqs. 84 e 85, chamada (ver

Williams, 1991, p.88; ou Williams, 2001, p.405) propriedade geral de torre
(“general tower property”). Se Y ¢ uma sub-sigma-algebra de ¥, entdo q.c. se tem:

E[Rx | Y ] (= E[E[X | ¥]| Y ) =E[X|Y]

Essa propriedade ¢ imediata da definicdo de expectativa condicional
(Williams, 1991, p.90)'®* ou uma aplicagdo do item (b) desse teorema para o caso
dos condicionantes serem sub-sigma-algebras. Para ver isso de forma mais clara,
seja o exemplo de martingale chamado “acumulando dados sobre uma variavel
aleatoria” (Williams, 1991, p.96), seja a varidvel § € Ll(Q, Y, P) e defina R, =
E[& | 3.]. Entdo, pela propriedade de torre, se tem, q.c.:

E[Ry [Sn-1] = E[E[E]Sn] [ Sn-1] =E[E|Sn-1]=Rn

E assim Rx , sdo martingales. O

"1 Uma prova simples: Ry , = E[X]| Sy, Si, ... Su] = E[ [Rx.n| 1= E[| E[X| So, Si,... S]] 1<
E[E[|X]]|So, Si, ... Su] 1 = E[ |X|] < . A primeira desigualdade ¢ conseqiiéncia de |E[X]| < E[|X]]
(ver Williams, 2001, p.61 para a prova), i. ¢, 0 mddulo de uma integral < integral do moédulo.

82 Em muitos textos se usa < em vez de . Aqui segue a notagdo < de Shiryaev (1996). A
sigma-algebra trivial 3, = {&, 2} € o caso limite de ndo carregar nenhuma informagao.

'8 Brzezniak & Zastawniak (1999, p.30) apresenta esse resultado "imediato" em 4 linhas.
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3.2.3.
Discussao do Teorema e Exemplo llustrativo em Petréleo

Agora ¢ conveniente uma discussao dos 4 itens do Teorema 1 sob um ponto
de vista mais pratico. Em muitos problemas de OR, a importancia da distribui¢ao
de revelagdes ¢ que através de uma simulagcdo de Monte Carlo ela pode ser

facilmente combinada com distribuicOes neutras ao risco de variaveis com

incerteza de mercado, geradas por processos estocdsticos neutros ao risco dessas
variaveis ou em qualquer metodologia de finangas quantitativas que trabalhe com
martingales. Os valores resultantes da combinagdo desses cenarios podem ser
descontados pela taxa livre de risco e assim pode ser calculado o valor da OR, etc.
Por isso ¢ da maior relevancia pratica saber as propriedades basicas da
distribuicao de revelagoes.

O item (a) do Teorema 1 ¢ relacionado a um caso limite fundamental. O
conceito de revelagdo total (“full revelation”) tem um papel chave tanto na teoria
— como limite de um processo de aprendizagem, como na pratica — ¢ muito mais
simples otimizar quando ndo existe incerteza. Nesse caso limite, a distribuicao de
revelagoes esta totalmente definida — ¢ igual a distribuigdo a priori.

E oportuno fazer uma conexdo entre o conceito de revelacdo total e (ndo)

arbitragem: em ambos os casos hd uma eliminagdo de incerteza quando uma v.a.
¢ relacionada com outra v.a. (no caso, X e S). Mas no caso de arbitragem se monta
um portfolio livre de riscoII= a X + b S (a e b sdo constantes reais)'** — ou seja
uma relagdo aritmética de variaveis aleatérias, enquanto que no conceito de
revelacdo total, a eliminacdo de incerteza ¢ feita através de uma relacdo de
condicionamento de variaveis aleatoérias, na qual se obtém o valor verdadeiro
(deterministico) de X. O conceito de revelagdo total no entanto € estdvel no tempo
enquanto que a arbitragem ¢ instavel, pois as constantes a e/ou b da equagao IT =
a X + b S variam com o tempo para o portfélio permanecer livre de risco (o
“hedge” ¢ dinamico).

O item (b) do Teorema 1 pode ser interpretado intuitivamente como: a
média ponderada do valor esperado condicional de X dado S = s; sendo cada

termo Rx(i) = E[X | S = si] (calculado pelas eqs. 78 e 79, para os casos de v.a.

'8 0O portfélio livre de risco deve ter retorno igual a taxa livre de risco, caso contrario da
oportunidades de ganhos por arbitragem. Ver, por ex., Dixit & Pindyck (1994).
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discretas e continuas, respectivamente) ponderado pela probabilidade de
ocorréncia de cada evento s; sobre o qual X ¢ condicionado, ¢ simplesmente igual
ao valor esperado original (incondicional) de X, i. ¢, o valor esperado da
distribui¢do a priori. Ou seja, a média das médias ¢ igual a média original. Essa lei
das expectativas iteradas foi usada num exemplo do cap. 1.

O item (c) do Teorema 1, que da a variancia da distribui¢ao de revelacoes, €
um resultado que ndo ¢ dbvio, mas ¢ uma propriedade extraordindria que faz a
distribuicdo de revelagdes muito Util para propdsitos praticos, como serd visto a
seguir. Note que o lado direito da eq. (94) é simplesmente a redugdo esperada de
variancia devido ao investimento em informagao, i. é, ¢ a diferenca entre a
varidncia a priori (incondicional ou antes da informagdo) e a variancia residual
esperada depois da informacdo. Em outras palavras, ¢ a variancia da distribui¢do
a priori menos a varidncia média do conjunto de possiveis distribuicdes
posteriores' ™.

Note na eq. (94) que, se Var[Rx] for normalizada (dividida) por Var[X],
entdo o lado direito da eq. (94) ¢ uma reducdo esperada percentual de varidncia,
que ¢é a medida de aprendizagem n® mencionada antes, que pode ser chamada

também de poder de revelagdo de uma (alternativa de investimento em)

informagdo. Isso significa que, conhecendo apenas a variancia a priori (incerteza
original, Var[X]) e essa medida de aprendizagem, se obtém a varidncia da
distribuicio de revelagdes simplesmente multiplicando Var[X] por n°. Como a
média da distribuicdo de revelagdes ¢ obtida ainda mais facilmente (pelo item (b)
do teorema diz que ¢ igual a E[X]), entdo para obter a média e a variancia da
distribuicdo de revelagdes sO precisa conhecer a (média e varidncia da)
distribui¢do a priori e a medida de aprendizagem 1. Como o item (a) dé o tipo de
distribuicdo (igual a distribuicdo a priori) no limite de revelacao total (informagao
perfeita), entdo o problema de VOI ¢ totalmente definido para o caso de
informacgao perfeita e quase definido para o caso de informacgao imperfeita.

No caso de informagao imperfeita serd necessario mais um dado de entrada
(ex.: tipo de distribuicdo), representado por e na estrutura de informacao flexivel,

eq. (63). Isso sera discutido ainda nesse item.

'8 Como discutido antes, em geral “existe uma infinidade de tais distribuicées

condicionais” Goldberger (1991, p.40), uma distribuigdo posterior para cada possivel resultado do
investimento em informagao (ou seja, para cada cenario S = s;).
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O Teorema 1 permite uma maneira pratica de perguntar ao especialista
técnico as informagdes necessarias para modelar a incerteza técnica com o modelo
proposto. Bastam dois dados de entrada a serem perguntados (além de assumir
algum critério e no caso geral de informagao imperfeita):

e [Incerteza inicial (distribuigdo a priori): Qual a incerteza total de um parametro
particular de interesse (ex., o volume da reserva B)? O especialista precisa
especificar essa distribuicdo a priori, i. ¢, a média, varidncia e a classe (ou
tipo) de distribui¢do (Triangular, LogNormal, Beta, etc.).

e Poder de revelacio (n°): Qual a percentagem esperada de redugdo de
incerteza técnica (leia-se reducdo de variancia) com uma alternativa
especifica de investimento em informagao adicional?

Com essas duas respostas dos especialistas, se especificam a média e a
variancia da distribuicdo de revelagdes, sendo que a variancia serd diferente para
cada alternativa de investimento em informacdo. Quanto maior o poder de
revelacdo de uma alternativa, maior a variancia da distribuicdo de revelacoes.
Essas distribui¢des serdo usadas no modelo integrado de VOI dinamico a ser
mostrado com mais detalhe no cap. 5.

Note também a consisténcia dos itens (a) e (¢) do Teorema 1. Na eq. (94),
em caso de revelagdo total, a variancia de todas as distribuigdes posteriores vai a
zero e logo E[ Var[X | S]] = 0. Assim, Var[Rx] = Var[X] em caso de revelagdo
total, o que € consistente com o item (a).

E oportuno notar a semelhanca conceitual da varidncia da distribuigdo de
revelagoes, eq. (94), com o conceito de informag¢do mutua ou incerteza removida,
eq. (71), da teoria da informagdo de Shannon. Ambas equagdes expressam uma
reducdo esperada de incerteza, sendo a incerteza medida pela entropia (eq. 68 ou
69) no caso da eq. (71) e medida pela variancia no caso da eq. (94). Comparando
o lado direito de cada uma dessas equagdes, a variancia da distribui¢do a priori
Var[X] ¢ anéloga a entropia incondicional de X, i. ¢, H(X). Ja a variancia esperada
das distribuigdes posteriores (ou condicionais) E[Var[X | S ] ], ¢ analoga ao
conceito de entropia condicional H(X | S), j& que essa também ¢ uma entropia
posterior (a informagdo S) média em relagdo aos possiveis sinais S. Para ver isso,
rever a eq. 70 (entropia condicional), onde aparece um somatério a mais

(comparada com a eq. 68) exatamente para a variavel S. Assim, existe uma forte
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analogia entre as eqs. (71) e (94), i. ¢, entre os conceitos de varidncia da
distribuicao de revelagdes e a informagao mutua (ou incerteza removida) da teoria
da informacao.

O curioso ¢ que essa analogia nunca foi notada antes (a0 melhor do
conhecimento do autor da tese). A explicagdo ¢ que a eq. (94) ¢é usada mas num
contexto e num formato diferente (exs.: Williams, 2001, p.392; Ross, 1996, p.51),
e ¢ chamada de “formula da varidncia condicional” ou “lei da variancia total”
(Bertsekas & Tsitsiklis, 2002, p.229), mostrada a seguir:

Var[X] = Var[E[X|S]] + E[ Var[X|S]] (98)

Em livros-texto, quando essa formula ¢ mencionada, ela ¢ usada para
calcular a variancia de X de forma mais facil que outros métodos, em alguns tipos
de problemas, por ex., quando se quer computar a varidncia de X sem conhecer a
distribuicdo de X (ver, por ex., Wackerly & Mendenhall III & Scheaffer, 2002,
p-273; e Gut, 1995, p.39). Nao ¢ esse o caso dessa tese. Com o formato da eq.
(98), ela também pode ser interpretada num contexto de andlise de variancia,
como caracterizado por Goldberger (1991, p.48). A eq. (98) nesse caso pode ser
vista como uma decomposi¢do da varidncia de X em duas partes, uma variancia
do (melhor) estimador dado S, i. é, E[X | S] e uma variancia residual de X apds
observar S. Mesmo assim ¢ dificil haver mencao dessa equacao na grande maioria
dos livros de estatistica. Um motivo ¢ que a ANOVA parte de um modelo
paramétrico, mais especificamente linear, e depois se analisa a varidncia através
de varias “somas de quadrados”. Note que nessa tese ndo estd sendo imposto
modelos paramétricos para a incerteza técnica. O Teorema 1 ¢ valido para
praticamente todas as distribuigdes'™ e ¢ valido para qualquer relagdo, nio-linear
ou linear, entre as variaveis aleatorias de interesse X e a informacao S.

O formato da eq. (94) ¢ muito similar ao de uma equagao de DeGroot (1970,
p.432) para o que ele chamou de “quantidade de informag¢do que pode ser obtido
de um experimento”, usando o conceito de func¢do incerteza (rever o item 3.1.4.2
sobre comparagdo de experimentos), denotada por U(.). Essa quantidade de

informagdo J(S, U, p(x)) de DeGroot ¢ dada por (na notagao da tese):

IS, U, p(x)) = U(p(x) - E[U(p(x|s))] 99)

'8 Existem distribui¢des com média infinita, onde ndo seria valido o Teorema 1. Mas ndo
se usa esse tipo de distribuicdo em qualquer das possiveis aplicagdes imaginadas em petroleo.
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A idéia ¢é escolher um experimento que maximiza essa quantidade de
informacao. Isso € obtido escolhendo um sinal S que tenha o menor E[U(p(Xx | s))]
e dessa forma, se S ¢ estatistica suficiente para S', entdo (DeGroot, 1970, p.436):

E[U(px|s)] < E[U(p(x]s")] (100)

Note que se a funcdo incerteza U(.) for a varidncia, a eq. (99) ¢ exatamente
igual a eq. (94) e no formato usado nessa tese. Nesse caso, J (S, U, p(x)) seria
exatamente a varidncia da distribui¢do de revelacdes. Infelizmente DeGroot
menciona apenas os casos de U(.) ser a fungdo entropia (eqs. 68 ¢ 69) e a
informacao de Fisher (ver item 3.1.4.2), ndo mencionando o caso da variancia e
nem fazendo a conexao que aqui € feita com a eq. 94. Em DeGroot (1970, p.431 e
122-123) a fungdo incerteza ¢ um risco de Bayes que esta ligada a funcdo perda, a
qual ¢ vista como o negativo da fungdo utilidade. Como foi visto antes (item
3.2.1), a funcdo perda mais usada ¢ a perda de erro quadratico, e nesse caso a
funcdo perda est4 associada a variancia (idéia ¢ minimizar a variancia posterior),
conforme assinala Trottini (2001, ex. 1, p.11; 2003, ex.6, p.144). Nesse contexto,
pode-se inferir que a idéia seria escolher a informa¢ao S que maximiza a variancia
da distribuicdo de revelagdes ou, de forma equivalente, a de maior medida 1>

A propriedade de martingale do item (d) do Teorema 1 ¢ util para avaliar
planos alternativos de investimento seqiiencial em informacao, inclusive se

beneficiando da vasta literatura existente sobre martingales. Por ex., na analise de

quando parar otimamente uma seqiiéncia de investimentos em informacao, existe
uma teoria bem desenvolvida sobre o (mencionado antes) teorema de parada
Otima ou teorema de amostragem opcional de martingales.

Com o Teorema 1 pode-se reforcar as criticas, mas também reconhecer uma
concordancia com o artigo de Cortazar & Schwartz & Casassus (2001) sobre a
modelagem da incerteza técnica em OR. Deve-se reconhecer que o artigo acerta
ao modelar o processo de incerteza técnica como um martingale, consistente com
o item (d) do Teorema 1 dessa tese. Mas eles justificam isso apenas de forma
intuitiva (“(end)notes 2”) e sem o rigor matematico dessa tese. Uma outra
concordancia, mas relacionada a Proposicdo 4, é que a incerteza técnica nao
demanda prémio de risco e se pode integra-la num processo neutro ao risco de

mercado. Mas as criticas sdo agora reforgadas, ja que a variancia s6 muda com a
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chegada de uma nova informagdo dada por S (item c¢) e ndo pela simples

187 mostram

passagem de tempo como nesse artigo. Além disso, os itens (a) e (¢)
que a variancia do processo ¢ limitada (pela variancia da distribui¢do a priori) e
ndo ilimitada como no modelo que eles propde (eles usam um MGB com a = 0).

O teorema da distribuicdo de revelacdes deixa de proposito um grau de
liberdade para a determinacdo da seqiiéncia de distribuigdes de forma a dar
flexibilidade ao modelador. Exceto para os casos extremos (inicial e revelagao
total), tem-se a média e a variancia da distribui¢ao de revelagdes, mas nao o tipo
de distribuicdo (se normal, triangular, etc.). Qual a classe (ou tipo) da distribuigao
de revelagdes para o caso de revelagdo parcial (informacdo imperfeita)? A
resposta geral é que ela depende da func¢do densidade de probabilidade conjunta
de X e S, 1. &, de p(x, s). Ver, por ex., Goldberger, (1991, p.49). Ou seja, no caso
geral o item e na estrutura de informacao flexivel, eq. (63), serd p(x, s). Para obter
essa distribui¢do, o método geral usa a simula¢do de Monte Carlo.

Embora os textos com capitulos sobre expectativa condicional sejam muito
comuns, o estudo da distribuicdo de expectativas condicionais (distribuicdo de
revelagdes), mesmo quando o condicionante ¢ v.a. discreta, ¢ muito dificil de
achar (Steckley & Henderson, 2003, p.383). Algumas excegdes sdo: Lee & Glynn
(1999), que estimam a distribuicdo acumulada; e Steckley & Henderson (2003),
que estimam a funcdo densidade dessa distribuicao.

Claro que ¢ possivel usar uma abordagem mais precisa para determinar a
classe dessa distribuigdo, mas existem os custos adicionais de complexidade e
tempo computacional. A abordagem usada nas aplicacdes dessa tese ¢ mais
simplificada, mas ¢ bem mais pratica e flexivel, como sera visto.

A abordagem mais pratica usa uma premissa adicional razodvel para e,

convenientemente escolhida pelo modelador, que definird totalmente a

distribuicao de revelagdes e solucionard o problema. E conveniente, pois essa

premissa adicional ird depender do problema. Por ex., no caso exploratério (item
3.4), sera assumido que as variaveis de Bernoulli sdo intercambiaveis. Em muitos
outros casos pode-se, numa aproximagdo pratica, considerar que o tipo da

distribui¢do de revelagdo é do mesmo tipo da distribui¢cdo a priori. Isso sera

187 Como o valor esperado de uma variavel que assume apenas valores nio-negativos (caso
da variancia) é sempre nao negativo, pelo item (c) a maxima variancia de Rx ¢ Var[X].
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assumido num exemplo de investimento em informagao (Cap.5), mas a rigor sé ¢é
verdade no limite de revelagao total, em que as duas distribuigdes ndao apenas sao
do mesmo tipo como sdo iguais. Note que distribui¢do de revelagdes comega com
um ponto'™® (a média da distribuigdo a priori) e depois evolui com distribui¢des
intermediarias até virar distribuicdo a priori. A Figura 34 a seguir ilustra isso e
também resolve o aparente paradoxo apontado em Martzoukos & Trigeorgis
(2001): Se o valor de uma OR aumenta com a volatilidade e se investir em

informagdo reduz a incerteza, entdo por que aprender? Com o conceito de

distribuicdo de revelagdes essa questao ¢ facilmente respondida.

Sem Revelacdo Kevelacio Parcial Revelacio Total
Dist. a Priori Exemplos de Distribuicies a Posteriori Por queaprender?
[
*,
: s " Reducao de
ol : N :* 1, . Tl incerteza
‘\ ¥ L4 -
| ," b temica
L.ﬂ IV"
Redugdode | 50,  6poo 800 100%% U
Variancia
Distribuigies de Revelacies A enta a
L en
N AN variancia da
Distribuiges I I~ I~ distribuicio de
de expeciativas . N I > | ” Gﬁ ~
condcionais [ | /"’ I - revela(;oes
be L,_/ (e, logo, o
. verior da opeito)
Variincia | 02505 0665 0805 g

Figura 34 - Exemplo llustrando o Teorema 1 sobre Distribuicdo de Revelagdes

Na Figura 34, suponha que existe incerteza técnica sobre o volume de
reserva B, sendo que os especialistas indicaram uma distribuicdo a priori
triangular para B, com varidncia og”. Analises de geologia e reservatorios indicam
que as perfuragdes seqiienciais de trés pogos de delimitacdo podem reduzir essa
variancia inicial em 25%, 60% e 80%. Essas percentagens sdo as medidas de
aprendizagem, i. &, N°(B | S1), n°(B | S1, S2) ¢ n*(B | S1, Sa, S3), respectivamente.
Essas perfuragdes reduzem a variancia esperada das distribui¢des posteriores (a
parte de cima da Figura 34 mostra exemplos delas, ja que existe uma infinidade de
distribui¢des posteriores a cada S,), mas aumenta a variancia da distribuicdo dos

momentos das distribuigdes posteriores, particularmente da distribuicdo de

'8 Na eq.(94), em caso de ndo haver redugdo de variancia, E[Var[X | S] ] = Var[X] e assim
Var[Rx] = 0. Logo, a distribuicdo de revelagdes é um ponto nesse caso trivial sem informacao.
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expectativas condicionais (ou de revelagdes), mostrada na parte de baixo da
Figura 34. Note que, para cada nova informacao ou sinal (S;), a distribuicdo de
revelagdes € Unica (ao contrdrio das distribuigdes posteriores). Os 4 itens do
Teorema 1 estdo ilustrados na Figura 34: se fosse perfurado um niimero infinito de
pocos (revelacdo total), o item (a) do teorema indica que as (inumeras)
distribuicdes posteriores colapsam para pontos (varidncia zero) enquanto que a
(Gnica) distribuicdo de revelagcdes se transforma na distribuicdo a priori
(consisténcia ex-ante). O item (b) do teorema indica que (cada) distribuicdo de
revelagdes terd valor esperado igual ao valor esperado original de X (da
distribuicao a priori), ver parte de baixo da Figura 34. O item (c) do teorema diz
que as variancias das distribui¢des de revelacdes sdo dadas pelas reducdes
esperadas de varidncias que, conforme discutido acima, ¢ obtido simplesmente
pela multiplicagio da medida de aprendizagem pela varidncia a priori op”. Isso
estd mostrado na parte de baixo da Figura 34. Finalmente, o item (d) do teorema
diz que a seqiliéncia das distribui¢des de revelagdes € um processo martingale, o
que também pode ser visto na parte de baixo da Figura 34: as distribuigdes de
revelagdes (ex-ante sempre) t€ém a mesma média e assim visualmente estdo
centralizadas num mesmo “eixo” mostrada na Figura 34.

O paradoxo de Martzoukos & Trigeorgis (2001) é facilmente respondido

com a Figura 34, pois nos modelos de OR se ira trabalhar com a distribui¢do de

revelagdes e ndo com uma particular distribuicdo posterior. Dessa forma, quanto

maior a redugdo esperada de incerteza, maior a variancia da distribuicdo de
revelagdes e maior o valor da op¢do. Dessa forma, a varidncia (ou a sua raiz
quadrada, o desvio-padrao) da distribuicdo de revelagdes joga um papel parecido
com a volatilidade nos modelos de OR tradicionais. Ou seja, a volatilidade esta
para a incerteza de mercado como a (raiz) da variancia da distribuicdo de
revelagdes esta para a incerteza técnica no modelo proposto nessa tese. De forma
consistente com a teoria tradicional de VOI, o maior valor de informacao (antes
de computar os custos de adquiri-la) ¢ obtido para o caso de informacdo perfeita
(revelacdo total), que € justamente o caso em que a distribuicao de revelagdes tem
maxima variancia.

Na Figura 34 é mostrado que, nos casos de revelagdo parcial, o tipo de
distribuicao de revelacao ¢ igual ao da distribuicdo a priori (todas sdo triangular),

mas isso s6 € absoluta verdade no caso de revelagao total. Por isso foram usadas
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linhas tracejadas para caracterizar essas distribui¢des de revelacao intermediarias.
Essa aproximagdo ¢ tdo melhor quanto mais proximo o problema estiver do caso
limite de revelagao total. Além disso, no caso de S ser v.a. continua, essa
aproximagdo ¢ melhor do que se S for discreta. Um exemplo numérico tornara
isso mais claro.

O exemplo numérico estilizado a seguir'™

sobre a delimitagdo de um
campo de petréleo permitira “enxergar” melhor os 4 itens do Teorema 1 e dara
também uma intui¢do maior da medida de aprendizagem proposta. Considere um
campo de petréleo da Figura 35 a seguir, em que um pogo descobriu € provou a
existéncia e um volume de petroleo de 100 milhdes de barris (bbl) na area a, mas

existe incerteza sobre esse volume B nas demais areas desse campo (areas b, c, d).

: Areah: possivel
Area a: provada a b 50% de chances de
_ -—
E, = 100 MM hhl - o ——> B, = 100 MM hbl
e 50% de nada ter
Area c: possivel C d Area d: possivel
50% de chances de 50% de chances de
B, =100 MMbh = [ o @ - B; = 100 MM bbl
e 50% de nada ter e 50% de nada ter

Figura 35 — Exemplo Estilizado de Delimitagdo de um Campo (Teorema 1)

Cada um dos trés pocos de delimitacdo (4reas b, c, d) revelam toda a
verdade sobre esse volume na sua area especifica. Por ex., na area b existem 50%
de chances de ter 100 MM bbl e 50% de nada ter, e essa incerteza (na area b) sera
totalmente resolvida perfurando o pogo no centro dessa area. Por simplicidade,
todas as outras areas com incerteza t€ém as mesmas caracteristicas numéricas.
Além disso, S;, Sy, S; sdo independentes, ou seja, s6 revelam informagao
relevante nas suas areas especificas e nada sobre as outras areas.

Nesse exemplo se pode tanto imaginar um processo seqiiencial de
investimento em informacgao (perfuragdo seqiiencial dos trés pocos — a ordem ¢
irrelevante devido a simetria) ou trés planos mutuamente exclusivos de
delimitacdo do campo: alternativa 1 consiste em perfurar um pogo; alternativa 2

consiste em perfurar dois pocos; e a alternativa 3 consiste em perfurar trés pocos.

'8 Na verdade foi analisando esse exemplo conceitual e algumas “coincidéncias”
numéricas obtidas, que fez o autor investigar a generalidade das suas conclusdes, resultando nos 4
itens do Teorema 1.
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Sempre existe também a alternativa trivial (ou base) que ¢ a alternativa zero de
ndo investir em informacgao, que sempre deve ser considerada ja que a informagao
em geral ndo ¢ gratis. Note que, por constru¢do do exemplo, a alternativa 3 ¢ a de
revelacao total, pois perfurando os trés pocos se revela toda a verdade sobre B.

Note que a distribuicdo a priori (ou incondicional ou incerteza inicial) ¢

representada pelos seguintes cenarios discretos:
e 100 MM bbl com 12,5 % chances;
e 200 MM bbl com 37,5 % chances;
e 300 MM bbl com 37,5 % chances; e
e 400 MM bbl com 12,5 % chances.

Logo, o valor esperado da distribui¢ao a priori ¢ E[B] = 250 milhdes bbl e a
variancia é Var[B] = 7500 (MM bbl)>.

Agora sera visto o que ocorre com as distribuicdes posteriores € com as
distribuicdes de revelacoes em decorréncia das diferentes alternativas de
investimento em informacdo. A distribuicdo de revelagdes gerada por uma
alternativa tem como cenarios as médias das distribui¢cdes posteriores. Essas sdo
distribuicdes condicionais a informacgao S, gerada pela alternativa A,

No caso da alternativa A, a perfuracdo de um poco (ex.: area b) gera que
distribuicdo de revelagdes? A alternativa 1 revela um de dois cenarios, cada um
com 50% de chances: o pogo b pode resultar em sucesso (S; = boas noticias),
provando mais 100 MM bbl ou num pogo seco (S; = mas noticias), provando zero
barril (inexisténcia de petrdleo nessa area). Esses dois cenarios geram os seguintes
cenarios de médias da incerteza remanescente em B, i. é, cenarios da distribui¢ao
de revelagdes (aqui uma distribuigdo discreta, de dois cenarios) dados abaixo:

e E(B | S; =boas noticias) = 100 + 100 + (0,5 x 100) + (0,5 x 100) =
300 MM bbl com 50% chances;

e E(B | S| = mas noticias) = 100 + 0 + (0,5 x 100) + (0,5 x 100) =
200 MM bbl com 50% chances.

Note que, com a alternativa 1 (apenas um pogo) ¢ impossivel alcangar
cenarios mais extremos tais como o de 100 milhdes de bbl ou 400 milhdes de bbl.

Isso ocorre porque o poder de revelagcdo da alternativa 1 ndo ¢ suficiente para
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mudar de forma tio radical a expectativa do volume de toda a reserva. Os limites
também podem ser caracterizados de maneira mais formal'®".

A alternativa 1 alcanga apenas uma revelagdo parcial sobre a v.a. B e assim
existe incerteza residual dado pelas variancias estritamente positivas das
distribuigdes posteriores p(x | s). Qual € a variancia esperada das distribui¢des
posteriores no caso da alternativa 1? No caso de revelagdo positiva, a distribuicdo
posterior ¢ {200 MM bbl com 25 % chances; 300 MM bbl com 50 % chances; e
400 MM bbl com 25 % chances}. No caso de revelacdo negativa, a outra
distribui¢do posterior ¢ {100 MM bbl com 25% chances; 200 MM bbl com 50%
chances; e 300 MM bbl com 25% chances}. E facil calcular e concluir que as
variancias das distribui¢des posteriores ambos os cenarios sdo 5000 (MM bbl)%, e
assim a variancia esperada das distribuigdes posteriores também ¢ 5000 (MM
bbl)”. Logo, em média a alternativa 1 reduz a incerteza (varidncia) em 33% (de
7500 para 5000), ou seja, n°(B | S1) = 33%. Isso d4 uma intui¢do para m° nesse
exemplo simples (simétrico), ja que a relagdo entre o volume revelado e o volume
total também ¢ igual a 1/3.

Agora, com a distribuicdo de revelagcdes da alternativa 1 e as suas
correspondentes distribui¢des posteriores, se podera checar os itens (b) e (¢) do
Teorema 1. O valor esperado da distribui¢do de revelagcdes com a alternativa 1 ¢é:

E[Rg(S1)] = 50% x E(B | S; = boas noticias) + 50% x E(B | S; = mas
noticias) = 250 MM bbl

Igual a média a priori de B, como esperado pelo item (b) do Teorema 1!

A variancia da distribui¢do de revelacdes com a alternativa 1 ¢é:

Var[Rg(S1)] = 50% x (300 — 250)* + 50% x (200 — 250)* = 2500 (MM bbl)

Como esperado pelo item (c) do Teorema 1! A variancia da distribuicao de
revelagdes ¢ igual a reducdo esperada de variancia (= 7500 — 5000) causada pelo
investimento em informagao na alternativa 1.

De forma similar pode-se checar os itens (b) e (c) do Teorema 1 para os
casos das alternativas 2 e 3, assim como checar o item (a) do Teorema 1 para o

caso da alternativa 3 (revelacdo total). Pode-se verificar também que a redugdo

% Por ex., pela desigualdade de Markov (ver, por ex., James, 1996, p.125) para o caso de
uma v.a. qualquer ou pela versdo analoga para o caso de um processo martingale, a desigualdade
de Komolgorov-Doob (ver, por ex., Motwani & Raghavan, 1995, p.92).
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esperada de variancia da alternativa 2 é 66% (de 7500 para 2500), enquanto que a
reducdo esperada de variancia da alternativa 3 € 100% (de 7500 para zero).
A Figura 36 mostra as distribuicdes de revelagdes para as trés alternativas

(ou se preferir, para a seqiliéncia de trés investimento em informagao).

o = 50 w
Informacéo (1 poco) % © %
l fa 4
t=0 m EBS;h=300 |= 20 )
Alternativa 1 - B 210 B
E(B) = 250 m EBS;=200 | o B
(MM bhI) 200 300 g
Reserva Revelada EXB|S,) MR bbl E‘
Informacéo (2 pocos) = 50 s
= 40 ;_
l l m EEB5,H=350 |3 a0
t=0 E 20 4 %
Alternativa? | @ " EBIS) =250 |3 ] g,
E(E) = 250 s pEso-1s0 | 0 g,
)= =5 a 1}
(MM LIy (B|5;7) 150 250 50 3
Reserva Revelada EXB|S;) MR bhl ;
a0
Informacéo (3 pocos) T oas
l l l " E(B|S;)=400 | g 20
t=0 m E(B|S;") =300 § 2 s
Alternativa 3 - : E 15 g
({revelacfo total) | E(B) =250 m E(B|5;7) =200 ; 12 =
(MM bb1) u EGBS,—)- 100 gl B B N s
3 ud W 20 300 40 | 2
Essa é exatamente a distribuiciio a priori de B (item a OK!) 4 Reserva Revelada E(B|S;) MM bbl

Figura 36 — Distribuicbes de Revelagbes para o Exemplo do Teorema 1

Note na Figura 36 que quanto maior o poder de revelagao (aqui nimero de
pogos), maior a variancia da distribuicdo de revelagdes. Note também que a
distribuicdo de revelagdes para a alternativa 3 (revelacdo total) ¢ exatamente a
distribui¢do a priori, como esperado pelo item (a) do Teorema 1. Em adigdo, a
seqliéncia vertical de distribui¢cdes de revelagdes tem a mesma média e assim sao
martingales, como esperado pelo item (d) do Teorema 1. Essas médias sdo todas
iguais a média original da distribui¢d@o a priori (250 MM bbl), como esperado pelo
item (a) do Teorema 1. Todas as distribuigdes de revelagdes sao do tipo discreto,
embora o numero de cenarios seja diferente: o intervalo do suporte da distribuicao
de revelagdes vai se alargando quanto mais se aproxima do caso de revelagdo
total. Compare também a evolucdo das distribui¢cdes de revelagdes da Figura 36
com a da Figura 35.

A seqiiéncia de investimentos em informacdes, com suas distribuicdes
posteriores e de revelagdes, também podem ser vistas em diagramas de drvore.

Para efeito de visualizagdo, serdo mostrados na arvore apenas dois investimentos


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025039/CA


PUC-RiIo - Certificacé@o Digital N° 0025039/CA

3 Incerteza Técnica, Valor da Informacgao e Processo de Revelacao 215

seqiienciais em informacao (dois pocos do exemplo estilizado anterior). Para ficar
mais compacto, se suprimird os nds de decisdo que tém numa arvore de decisdo
tradicional, assumindo que serdo feitos os dois investimentos em informagdes. A
Figura 37 ilustra esse diagrama de arvore com os cendrios das distribui¢des

posteriores e de revelagdo, apds a perfuragdo de dois pogos.

Investir Investir Cenarios Cenarios Revelados
pogco “h pogo en Posteriores E[B | S:]
400 o
{ 300 350 {com 25% chances)
300
o,
{ 2m 250 {com 50% chances)
200 o
{ 100 150 {com 25% chances)

Figura 37 — Diagrama de Arvore para o Exemplo do Teorema 1

Essas distribuigdes de revelagdes irdo ser aplicadas em problemas mais
complexos, mas sua utilidade em OR pode ser vista de forma intuitiva, através da
equacdo visual de opgoes reais (rever a Figura 4), pois ao ser combinado com
distribui¢cdes neutras ao risco (provenientes de processos estocdsticos neutros ao
risco), ele aumenta a variancia dos possiveis valores do ativo basico (projeto) no
futuro e assim aumenta o valor da OR. Como foi discutido antes, quanto maior a
variancia da distribui¢cdo de revelagdes, maior deve ser o VOI (antes de considerar
o custo da informag¢ado). Apesar das excelentes propriedades tedricas, o modelo de
distribuicdo de revelacdes serd ainda mais importante na pratica de OR.

O mérito do Teorema 1 ndo ¢ relacionado as demonstragdes, ja que
individualmente cada um dos 4 itens desse teorema ja existia na literatura de
teoria da probabilidade. O mérito (ou inovacdo) principal foi seleciona-los e reuni-
los para dar suporte ao modelo proposto, assim como o tipo de aplicagdao (VOI e
OR) em que os mesmos foram usados. Ao melhor do conhecimento do autor da
tese, isso nunca foi feito antes.

A abordagem proposta poderia ser chamada de opg¢des reais bayesianas, ja
que a distribuicdo a priori joga um papel fundamental no modelo (dai se tira a

média das distribuicdes de revelagdes, o limite, etc.). No entanto, ndo ¢ uma
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combinag¢do automatica, ja que algumas ferramentas sdo diferentes: na tese nao se
usard a funcao verossimilhanga, muito usada na abordagem bayesiana tradicional.
O item 3.3 a seguir reforcard esses argumentos com a defesa da medida de
aprendizagem proposta nessa tese.

3.3.
Medidas de Dependéncia e Medidas de Aprendizagem

3.3.1.
Medidas de Dependéncia de Variaveis Aleatorias

3.3.1.1.
Introducgéao e Limites de Hoeffding-Fréchet para Dependéncia

Como foi visto no item 3.1, no caso geral ¢ necessario conhecer a
distribuicao conjunta para definir a estrutura de informa¢do do problema de
decisdo. Além disso, o estudo desse item 3.3 ird reforcar bastante a importancia da
medida de aprendizagem 1’ proposta, j4 comentada anteriormente e diretamente
ligada ao item (c) do Teorema 1. As excelentes propriedades dessa medida para
problemas de investimento em informagao serdao bastante analisadas aqui.

Sejam duas varidveis aleatorias X e S. A estrutura de dependéncia entre

essas varidveis ¢ definida pela distribuicdo conjunta bivariada J(X, S). Esse

conceito pode ser estendido para o caso de multiplas variaveis aleatdrias, com a
estrutura de dependéncia sendo definida pela distribuicdo conjunta multivariada.

Na pratica, geralmente sdo dadas as distribui¢des marginais univariadas e se
deseja um parametro (ou medida) para estabelecer o grau de dependéncia entre
essas variaveis. No entanto, como sera visto, a medida de dependéncia “ideal” ira
depender do tipo de aplicagdo. Por exemplo, em algumas aplicagdes medidas
simétricas sdo mais Uteis, enquanto que em outras aplicacdes (como em aplicagdes
de valor da informagdo) serdo mais uteis as medidas assimétricas.

Estudos de dependéncia usando o popular coeficiente de correlagdo p datam
de 1885, com F. Galton, medida essa que dominou a estatistica praticamente
sozinha durante os primeiros 70 anos do século XX (Mari & Kotz, 2001, preface).
O primeiro livro texto sobre conceitos de dependéncia s6 foi aparecer na segunda
metade dos anos 90 (Joe, em 1997). Devido as contribui¢des de Pearson, no inicio

do século XX, p ¢ conhecido por coeficiente de correlagdo de Pearson. Mas sera

visto que p s6 tem significado como medida de dependéncia em relagées lineares
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elou distribui¢ées normais"'. Por isso, um erro comum em andlise de risco e
outras aplicagdes ¢ o uso desse coeficiente em situagdes em que ele ndo se aplica.

A teoria de medidas de dependéncia ¢ estudada na teoria da probabilidade
principalmente no ramo chamado de distribuicoes conjuntas dada as marginais
(“distributions with given marginals”), ramo também conhecido como classes de
Fréchet (Kotz, 1991). Tem raizes nos trabalhos do matematico alemao Hoeffding
(1940, 1941) e do matematico francés Fréchet no inicio dos anos 50. Na década de
50 ocorreram as principais inovagdes dessa teoria, com o estabelecimento dos
limites de Fréchet-Hoeffding para distribuigdes bivariadas dada as marginais (que
serd visto a seguir) por Fréchet em 1950/51 e Hoeffding (1940, 1941, que so6 se
tornou conhecido nos anos 50)'°%; a teoria dos espagos métricos probabilisticos
por Schweizer & Sklar em 1957/58, e a teoria das copulas em 1959 por Sklar
(respondendo uma questdo colocada por Fréchet, ver Schweizer, 1991, ou Nelsen,
1999, p.2). Esse desenvolvimento despertou grande interesse na comunidade
académica, ja que combinava desenvolvimentos da matematica pura (espagos
métricos) com a teoria aplicada de probabilidade.

A funcdo copula serd vista no proximo subitem como uma medida de
dependéncia, sendo que seu sucesso ¢ em parte devido a propriedade de ser uma
fungdo de varidveis aleatorias invariante sob transformagoes monotonicas. Por
isso Nelsen (1999, p.2) considera os artigos de Hoeffding (1940 e 1941) como
precursores da teoria de copulas de Sklar.

Espaco métrico consiste de um conjunto C e de uma métrica d que mede

distancias entre pontos do conjunto C (ex.: entre a € b). No caso do espago métrico

probabilistico, a distdncia d(a, b) ¢ substituida por uma fun¢do distribuicdo Gyp
cujo valor G,(x) para qualquer nimero real x ¢ a probabilidade que a distancia
entre a ¢ b seja menor que x (Nelsen, 1999, p.3). Note que quando se usa o termo
“distancia” se tem uma métrica necessariamente simétrica, 1.¢, d(a, b) = d(b, a).

Sera visto que a métrica copula é simétrica, o que ¢ uma vantagem em algumas

P! De forma mais geral para distribuicées elipticas (a distribui¢do normal multivariada ¢
um caso particular). Outras distribui¢des elipticas conhecidas s@o a de Student t, a logistica e a de
Laplace. Um fato pouco conhecido ¢ que o CAPM e a andlise de média-varidncia em geral sdo
validos ndo s6 para retornos normais como para outros retornos elipticos (Ingersoll, 1987, p.104).

192 Muitos livros, no entanto, usam apenas o qualificativo “Fréchet”. A tese seguira Nelsen
(1999, p.3), que prefere os termos “limites de Fréchet-Hoeffding” e “classes de Fréchet-
Hoeffding”, ja& que ambos desenvolveram esses conceitos de forma independente do outro.
Hoeffding (1940, 1941) publicou artigos durante a guerra em revistas alemas pouco conhecidas.
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aplicacdes — por ex. para distdncias entre distribui¢ées "> de probabilidade para
variaveis dependentes, mas ¢ uma desvantagem em aplicacdes dessa tese em que
as variaveis aleatorias tém uma relagao de condicionamento.

A formula que estabelece os chamados limites de Fréchet-Hoeffding para o
caso bivariado ¢ dada abaixo. Seja a distribui¢do (acumulada) conjunta bivariada
G com duas distribui¢cdes marginais (acumuladas) G; e G,. Fréchet e Hoeffding
provaram que:

Lix,y) £ G(xy) < U, y) (101)

Sendo L(x, y) denominado limite inferior de Fréchet-Hoeffding e U(x, y)

chamado de limite superior de Fréchet-Hoeffding, os quais (a prova ¢ simples, ver
por ex., Mari & Kotz, 2001, p.68-69) sdo dados por:
L(x,y) = Max{0, Gi(x) + Ga(y) — 1} (102)
U(x,y) = Min{ Gi(x), Ga(y) } (103)

Uma utilidade desses limites ¢ que se pode construir uma familia de

distribuigdes bivariadas dada as distribui¢cdes marginais (ou, de forma equivalente,
dado os limites L e U) através da combinagao convexa (wi, wp > 0; w1+ wy = 1):
G(x,y) = wiLx,y) + w2 U(x, y)

Para o caso geral de distribui¢do multivariada com n varidveis aleatorias de
distribui¢cdes marginais Gi(X1), Ga2(X2), ... Gn(Xy), 0s limites de Fréchet-Hoeftding
inferior e superior sdo, respectivamente (Miiller & Stoyan, 2002, p.86):

L(x1, X2, oo » Xp) = Max{0, G1(x1) + G2(xz) + ... + Gu(Xn) —(n—1)}  (104)
U(X1y X2, «o.Xp) = Min{ G1(x1), G2(X2), «.. » Gn(Xn) } (105)

Essas equacdes sdo bem gerais e impde limites na estrutura de dependéncia,
qualquer que seja a maneira que a mesma seja medida. Com essas equagdes, ou
seja, dados os limites de Fréchet-Hoeffding, e com as distribuicdes marginais,
podem-se calcular os limites para cada medida de dependéncia nesse contexto.

Uma aplicagdo desses limites serd vista na discussdo de processos de Bernoulli.

193 A idéia é que a medida de dependéncia meca a distancia em relagdo a independéncia, ou
seja, dada uma distribui¢dao conjunta com dependéncia entre as marginais, qual ¢ a distancia em
relag¢@o a outra distribuigdo conjunta com as mesmas marginais mas expressando independéncia?
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3.3.1.2.
Principais Medidas de Dependéncia

Existem dezenas (talvez centenas) de medidas de dependéncia entre v.a.
analisadas na literatura. Aqui serdo mostradas apenas algumas mais importantes.
E de se notar que os livros textos de dependéncia probabilistica mal mencionam

(se tanto) a medida defendida nessa tese (nz)194

, mas da grande espaco para
funcdes copulas e algumas medidas de correlagdo de ordem (“rank correlation”),
tais como Spearman-p e Kendall-t. No entanto, grandes matematicos do passado
deram atengio a 1°, como Pearson, Kolmogorov, Fréchet e Rényi. Essa medida é
util em muitas aplicacdes, especialmente as dessa tese. Algumas medidas de
dependéncia sdo uteis em outras aplicagdes especificas, por ex., medidas de
dependéncia de caudas (“tail-dependence”) de distribui¢des, sdo uteis em
aplicagOes da area de seguros (onde se esta interessado em eventos extremos), mas
ndo no contexto dessa tese.

A seguir serdo definidas algumas medidas de dependéncia, iniciando pela
medida defendida nessa tese, a redugio (percentual) esperada de varidncia n° em
uma variavel de interesse X causada pelo conhecimento do sinal (informagao) S.
Definicdo: Sejam duas variaveis aleatérias X e S com médias e variancias finitas,
definidas no espaco de probabilidade (€2, X, P). Define-se a redu¢do percentual

esperada de variancia de X dado S como:

Var[X] — E[ Var[ X |S]]
Var[X]

VXS = (106)

A notagio 1’ é adotada por duas razdes: (a) para facilitar a conexdo com sua
interpretacdo estatistica, a razdo de correlagdo (‘“correlation ratio”), também
chamada de razdo de correlagoes e também conhecida por “eta-squared” em
alguns livros de estatistica; e (b) em algumas situagdes (ex.: processos de
Bernoulli) é mais intuitivo (para efeito da interpretacio) usar a raiz positiva de n°,
ou seja, simplesmente 1. Isso sera discutido em detalhes ainda no topico 3.3.
Muitos autores denotam 1 “correlation ratio”, em vez de n* adotado nessa tese.

Aqui se segue a nomenclatura adotada por Kolmogorov (1933, p.60) ¢ Stuart &

%% Joe (1997) e Nelsen, (1999) nem mencionam; Mari & Kotz (2001) dedicam menos de
meia pagina. O principal motivo parece ser a indesejavel (para esses autores) falta de simetria de
n°. Mas aqui assimetria sera uma vantagem e uma qualidade duma boa medida de aprendizagem.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025039/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0025039/CA

3 Incerteza Técnica, Valor da Informacgao e Processo de Revelacao 220

Ord & Arnold (1999, p.501). A razio de correlagio ” foi introduzida por Pearson
em 1903, conforme reporta Sampson (1984).

Aplicando o item (c¢) do Teorema 1 sobre a variancia da distribuicdo de
revelagdes na equacio que define n*(X | S), se obtém:

2 _Var[E[X|[S]] _ Var[R(]
XIS = Var[X] ~ var[X] (107

Ou seja, a medida de aprendizagem proposta ¢ a varidncia normalizada da

distribuicdo de revelacdes, sendo normalizada pela variancia inicial, i. ¢, pela
variancia da distribui¢o a priori.

De maneira analoga, pode-se definir a redugdo percentual esperada de
varidncia de S dado X como:

2 _Var[S] — E[Var[S |X]]
neIX) = Var[S| (108)

No caso geral, n*(X | S) # n*(S | X) Logo essa é uma medida assimétrica de
dependéncia entre variaveis aleatorias. Assim, em geral a medida n* ndo exibe a
propriedade de mutualidade de informagdo que ocorre com a métrica da entropia.
Isso ¢ uma desvantagem? Nao! No contexto da tese de aplicagdes de valor da
informacao, aprendizagem, etc., isso ¢ uma vantagem! Isso serd mostrado no
proximo subitem sobre as propriedades desejadas para medidas de aprendizagem.
Em outros contextos, no entanto, a assimetria de uma medida é considerada uma
desvantagem: para alguns autores (ex.: Rényi, 1959), a propriedade de simetria é
desejavel para medidas de dependéncia. Essa tese ira discordar da generalizacao
desses autores, dizendo que isso depende da classe de aplicacao.

Uma medida relacionada que ¢ sempre simétrica ¢ a média aritmética entre
nN%(X|S) e n*(S|X). Essa medida simétrica serd aqui chamada de reducdo média
percentual esperada mutua de variancia das variaveis X e S, definida como:

"'(X| S)+n’(S|X)
2

(X8 = (109)

J& a média geométrica ndo ¢ tao interessante pois se apenas um dos dois
valores de n“(.|.) for zero, a média geométrica também sera igual a zero (i. &,
poderia ser igual a zero em casos de clara relacdo de dependéncia). Lembrar que a

média geométrica ¢ sempre menor ou igual que a média aritmética.
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No préoximo sub-item serdo vistas vdarias propriedades para nz. Mas ¢
oportuno mencionar que as propriedades de n*(X|S) para o caso que S é um vetor
de variaveis aleatorias (em vez de uma variavel) sao basicamente as mesmas do
caso mais simples (ver Hall, 1970, ou Sampson, 1984). No entanto, quando ambos
X e S s@o vetores de v.a. € necessario trabalhar com uma extensdo do conceito de
n’ chamada de razdo de correlagido multivariada (um indicador agregado do
impacto da informacdo num conjunto de variaveis de interesse). Essas extensdes
sdo discutidas em Sampson (1984), em Kabe & Gupta (1990) e em Shaffer &
Gillo (1974). Mas aqui se trabalhard com um n” para cada variavel de interesse
(com o condicionante S podendo ou ndo ser um vetor). Dessa forma, se terd
simulagdes e distribuicdes de revelagdes separadas para cada varidvel de interesse,
ndo necessitando trabalhar com a versdo multivariada de 1.

Agora sera definido o cléssico coeficiente de correlagdo de Pearson. Para
1850, € necessario primeiro escrever a equacao da covaridncia entre X e S:

Cov[X,S] = EfX-E[X])(S-E[S]D ] (110)

Note que Var[X] ¢ simplesmente Cov[X, X]. Desenvolvendo o produto

interno da eq. (110), chega-se facilmente a conhecida equagao para a covariancia:
Cov[X,S] = E[XS] - E[X] E[S] (111)

O popular coeficiente de correlagdo de Pearson € a covaridncia normalizada

pela média geométrica das variancias de X e S, 1. ¢, o coeficiente de correlacdo ¢
uma covariancia adimensional dada por:
Cov[X, S]

X, S) =
P ) JVar[X] Var[S]

(112)

O coeficiente de correlacdo ndo depende das origens e das unidades de
medida (Feller, 1968, p.236), 1. ¢, ¢ invariante em relacdo a transformacdes
lineares monotodnicas. Ou seja, dadas as constantes a, b, ¢, d,coma>0e¢ec > 0:

p(aX+b,eS+d) = pX,S) (113)

Sera visto que o coeficiente de correlagdo ndo ¢ uma boa medida geral de
dependéncia, mas ¢ uma boa medida de dependéncia linear entre X e S.

Lema 3: Sejam X e S v.a. definidas no mesmo espago de probabilidades. O
coeficiente de correlagao exibe quase certamente as propriedades:

A -1<pXS) <+1 (114)

b) pX,S)=+1 & X=aS+b,a>0 (115)
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(c) pX,S8) =-1 < X=aS+b,a<0 (116)

Prova: Feller (1968, p.236-237)

Para relacoes lineares entre as variaveis aleatdrias ou se as mesmas tiverem
distribui¢do normal (ou de forma mais geral, distribuicao eliptica), o popular
coeficiente de correlagao de Pearson p pode ser aplicado/interpretado como uma
medida de dependéncia de variaveis aleatdrias. A métrica 1 tem a vantagem
pratica de ser interpretada como sendo igual ao moédulo de p apenas quando p tem
realmente significado enquanto medida de dependéncia e pode ser corretamente
aplicado/interpretado. Esse conhecido resultado ¢ resumido no seguinte lema que
reforca a métrica defendida nessa tese.

Lema 4: Sejam duas v.a. X e S definidas no espaco de probabilidade
(Q, 2, P), sendo que X tem média e variancia finitas. Entao,

(a) N°(X|S) pode ser visto como o supremo do coeficiente de correlagio ao
quadrado, sendo o supremo tomado em relacdo a todas as possiveis fungdes reais
g(S), 1. é:

W(X|9) = sup p*(2(S), X) (117)

(b) Em particular, se a funcdo entre X e S for linear, X =a + b E[X | S], com

b # 0, e/lou se X e S tem distribui¢do conjunta p(X, s) bivariada normal (logo as

marginais tém distribuicdes normais)'”’, entdo n(X | S) ¢ igual ao modulo do
coeficiente de correlagao:
nX|S) = [pX,8)| (118)
(¢) N*(X|S) ¢ igual ao quadrado do coeficiente de correlago entre X e o
valor esperado condicional E[X | S] = Rx(S):
n*(X|S) =p’(X, Rx(S)) (119)
Prova: (a) A prova da eq.(117) pode ser vista em Rényi (1970, p.278-279),
que usa a desigualdade de Cauchy-Schwarz, (E[X S]?* < E[X*] E[$%].
(b) Hall (1970, p.364) demonstra a eq. (118).
(c) Pode ser visto como um caso particular da eq. (117). Segundo Kruskal

(1958, p.817), foi provado por Fréchet na década de 30. A prova nao aparece nos

195 Mas o inverso ndo é verdade, por isso se especifica p(x, s). Kowalski (1973) mostra que
¢ possivel ter as distribuicdes marginais X e S normais, mas a bivariada ndo-normal. Por ex., a
soma de duas bivariadas normais escritas nas mesmas varidveis normais X e S, mas cada bivariada
com diferentes coeficientes de correlagdo, ¢ uma nova distribui¢@o bivariada ndo-normal de X e S.
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textos talvez por ser muito simples. Como sera usada numa proposicao, ela sera
aqui demonstrada. Por definicao de variancia e usando o Teorema 1 (b), tem-se:
Var[Rx(S)] = Var[E[X | S]] = E[(E[X | S] — E[X])’]
Elevando ao quadrado e dividindo por Var[Rx(S)] .Var[X], vem:

Var[R,(S)] _ (Cov[R,(S), X])*
var[X]  Var[R,(S)] Var[X]

Mas o lado esquerdo da equagio acima é n*(X|S), enquanto que o lado

direito é p*(X, Rx(S)), provando a eq. (119). U

A eq. (118) permite uma ligacao pratica importante entre a medida proposta
n* e o popular coeficiente de correlagdo p. Isso ¢ uma vantagem pratica, pois
existem diversos modelos lineares que sdo populares em diversas aplicagdes.

Mas o mundo ¢ muitas vezes nao-linear. Um mundo ndo-linear significa que
uma variagdo infinitesimal num dado de entrada S (“inpuf”) pode produzir um
efeito macroscopico na varidvel de saida X (“output”). Ou vice-versa. A métrica
defendida nessa tese tem as vantagens de ndo ser igual a p no mundo nao-linear,
quando se sabe que p ndo se aplica como medida de dependéncia, e de ser igual a
essa métrica popular, quando ela se aplica como medida de dependéncia.

Segundo Kruskal (1958, p.817), também foi provado por Fréchet na década
de 30 que:

P’ (X, 8) = n*(X|S) p’(S,E[X|S]) = n*(S|X) p*(X, E[S|X])  (120)

Uma generalizagdo tedrica importante da razio de correlagio m° é
apresentada por Hall (1970) se as varidveis X ¢ S forem complexas (reais como
caso particular). Varias propriedades de m® para varidveis reais valem para
variaveis complexas, em particular a média e a variancia de Rx(S) se X e S sdo
v.a. complexas sdo as dadas nos itens (b) e (¢) do Teorema 1. Hall (1970) define o

indice de dependéncia caracteristica n’(t) como a razdo de correlacdo de uma

fungdo complexa f(X, t) = exp(i t X) dado S, onde i ¢ o nimero imaginario (raiz
de — 1) e t ¢ um numero real positivo. Essa funcdo complexa tende para X (e logo
n’(t) tende para o n? tradicional) quando t tende a zero, de forma que n*(0+) ¢
uma generalizagdo de n’ que sempre existe (mesmo com varidncias infinitas) e
tem outras propriedades favoraveis.

Existe uma familia de medidas de dependéncia advindas da teoria da

informagdo e do conceito de entropia (ver item 3.1.4.3). Aqui ndo serdo repetidas
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as defini¢des/equagdes, mas serdo destacadas as duas principais medidas de

dependéncia derivadas da entropia: a informacdao mutua (ou incerteza removida)
dada pela eq. (71) (ver também as eqs. 72, 73 e 74), que como foi visto acima ¢

muito similar & medida proposta n’, ¢ a distincia de Kullback-Leibler entre duas

distribui¢des (eqs. 75 e 76) e sua variante chamada divergéncia (eq. 77).

Duas medidas de dependéncia bivariadas e ndo-paramétricas muito
conhecidas sdo o Kendall-t € o Spearman-p (conhecida como “rank correlation”
de Spearman). Elas sdo classificadas como medidas de correlagdo de ordem
(Kendall, 1962) e medem uma forma de dependéncia chamada de concorddncia
(Nelsen, 1999, p.125). Intuitivamente, um par de v.a. (X, S) é concordante se os
valores elevados de uma v.a. tende a serem associados com os valores elevados da
outra v.a. (e vice-versa, baixos com baixos). No caso oposto (elevados com
baixos), o par ¢ denominado discordante. Enquanto o Kendall-t usa apenas a
ordem relativa, o Spearman-p usa a diferenca numérica entre as ordens (“ranks”).

A medida Kendall-t (“Kendall’s tau”) das v.a. X e S, denotada por txs, ¢
definida como a probabilidade de concordancia menos a probabilidade de
discordancia dessas duas v.a. Sejam (X;, S;) e (Xz, S;) dois vetores aleatorios
independentes e identicamente distribuidos, entdo a medida Kendall-t ¢ dada por:

s = Pr{(Xi =X3) (S1=S2) > 0] —Pr[(X; = X3) (81 =S2) <0]

Na pratica da estimativa estatistica, em vez da definicdo acima (versdo de

“populacdo”), usa-se a defini¢do chamada de versdo de amostra do Kendall-t:

o numero de pares concordantes — nimero de pares discordantes (121)
T —
X, S ,
numero total de pares

Note na eq. (121) que a medida txs ¢ ndo-paramétrica (independe da
distribui¢do), simétrica e o intervalo & [—1, +1]"°.

A medida Spearman-p (“rank correlation”), denotada por ps(X, S), proposta
pelo psicologo inglés Spearman em 1904 (Kruskal, 1958, p.854), tem
caracteristicas similares ao txs, i. ¢, ¢ ndo-paramétrica, simétrica, o intervalo ¢

[-1, +1] e € uma medida de concordancia. O procedimento de calculo ¢ dado a

seguir. Sejam duas amostras de dados X e S, cada uma com N dados. Em cada

1% No caso de distribui¢des conjuntas descontinuas, a presenca de empates (“ties”) no
ordenamento demanda uma adaptacdo nas equagdes de t. Kendall criou o “tau-b” em 1945 para
esses casos. O leitor interessado nesses detalhes pode consultar, por ex., Liebetrau (1983, p.68-72).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025039/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0025039/CA

3 Incerteza Técnica, Valor da Informacgao e Processo de Revelacao 225

vetor, atribua o nimero 1 ao menor valor e continue atribuindo o numero de
ordem para cada valor até atribuir N ao maior valor. Para cada par de dados (X, si)
desses vetores, calcule as diferencas quadradas diz = (xj — si)z. Calcule a soma
dessas diferencas e use a formula abaixo (caso sem “empates”, ver Press et al,

2002, p.645-646 para todos os casos):

N
6>.d;
i=1

ps(X,9)=1 - NN — 1)

(122)

Pela eq. (122), d4 para ver que ps s6 ¢ igual a 1 se todos os pares tiverem o
mesmo ordenamento (todos os d; iguais a zero).

Muitas medidas acima ndo valem para as v.a. categéricas197, 1. &, variaveis
ordinais (ex.: v.a. pode assumir os valores excelente, bom, regular, ruim, péssimo)
e variaveis nominais (exs.: sexo: masculino ou feminino; doenga X: tem ou nao
tem, etc.). Essa ltima ¢ a mais restrita em termos de medidas de dependéncia ja
que, além de ndo ser numérica, ndo pode ser ordenada. No entanto, se vera que a
medida de dependéncia proposta nessa tese pode e é usada para v.a. nominais.

No caso de varidveis ordinais se pode comparar se um valor ¢ maior ou

menor que outro, mas ndo tem muito significado se falar em distancias entre v.a.
Algumas medidas de concordancia podem ser usadas para v.a. ordinais, ja que o
conceito de monotonicidade faz sentido (medir se uma variavel tende a aumentar
quando uma outra varidvel aumenta, etc.). Varias medidas de dependéncia entre
v.a. ordinais, inclusive o classico (data de 1900) coeficiente Q de Yule, sdo

mostradas em Spanos (1999, p.284-286).

No caso de varidveis nominais o conceito de monotonicidade nio faz

sentido. Mas se quer uma medida de dependéncia para responder perguntas do
tipo: “como o conhecimento da classificagdo da v.a. S pode ajudar na conjectura
da classifica¢do da v.a. X?”. A distribuicdo de probabilidades de v.a. nominais ¢

feita normalmente através de tabelas de contingéncia, que contém as

probabilidades de ocorréncia conjunta de v.a. nominais. No caso bivariado (X, S),
a tabela de contingéncia ¢ uma matriz m x n contendo as probabilidades conjuntas

m;; dos pares (X;, sj) parai=1,2,...mej=1, 2, ... n. Uma conhecida medida de

7 As v.a. discretas podem ser divididas em trés sub-classes (escalar, ordinal e nominal, ver
Liebetrau, 1983, p.7) ou em duas sub-classes, escalar e categorica (ver Spanos, 1999, p.25).
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dependéncia para v.a. nominais é devido a Theil que em 1950 usou o conceito de

entropia para calcular o coeficiente de incerteza U (ver Spanos, 1999, p.287-288).

Uma classe importante de medidas de dependéncia para v.a. nominais foi
desenvolvida em uma série de artigos por Goodman & Kruskal, especialmente o
primeiro artigo (Goodman & Kruskal, 1954). Um dos indices que eles propuseram

foi o chamado coeficiente de concentragdo ou “tau de Goodman & Kruskal”,

denotado por tgk. Margolin & Light (1974, p.757) aponta que essa medida tem
boas propriedades, em particular ela ¢ invariante a permutacdes de linhas ou
colunas na tabela de contingéncia, e assim tgk “fem sido amplamente adotado na
literatura de ciéncias sociais”. Spanos (1999, p.287) mostra que se pode calcular
as variancias (marginais, condicionais, etc.) numa tabela de contingéncia através
de somatérios de © (1 — m). Curiosamente, levou cerca de 20 anos'”® para se

reconhecer que o coeficiente de concentracdo tgx de Goodman & Kruskal em

termos computacionais ¢ exatamente a reducdo percentual esperada de

variancia'”® n?! Isso ¢ mais um indicador da forca e da abrangéncia da medida de
dependéncia m* que, infelizmente, ndo tem sido notado nos livros textos de
medidas de dependéncia dos ultimos 10 anos (Joe, Nelsen, Mari & Kotz).
Apontando essas conexdes (além de 6timas propriedades e outras vantagens), essa
tese procura corrigir essa injustificavel e grave omissao da literatura recente de
medidas de dependéncia probabilistica.

Cépula ¢ uma funcao que descreve a dependéncia entre variaveis aleatorias
e que vem se tornando muito popular na literatura de financas. Ver, por ex., o
recente livro-texto de Cherubini & Luciano & Vecchiato (2004), dedicado a
aplicagdes de copulas em finangas. Uma fungdo coépula C ¢ uma fungdo
distribuigdo de probabilidade conjunta de N varidveis aleatorias (multivariada),
definida no hipercubo unitario [0, 1]V, isto &, C: [0, 17N — [0, 1]. Ela é obtida da
transformagdo das distribuicdes marginais através de suas fungdes distribuigdes.
Isso significa que todas as distribuigdes marginais unidimensionais de C sdo

distribuicdes uniforme [0, 1]. No caso bivariado, a distribui¢ao conjunta J das v.a.

"% Margolin & Light (1974) mostra que tgx é computacionalmente equivalente ao R?,
coeficiente de ajuste duma regressdo, que serd visto ¢ também equivalente a 1.

199 Spanos (1999, p.287) mostra que Tgx ¢ a reducio esperada percentual de varidncia, mas
ndo faz nenhuma conexdo com espectativa condicional ou que Tk ¢ a razdo de correlagdo 1.
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com distribui¢des (acumuladas) marginais G ¢ H, pode ser representada por uma
funcdo distribui¢ao chamada copula C (marginais uniformes), através da equacao:
J = C(G, H) (123)

O teorema principal para aplicabilidade de copulas, chamado teorema de
Sklar, estabelece que qualquer fungao distribuicdo conjunta que tem distribuigdes
marginais (Gj, Gz, ... Gn) de qualquer tipo, pode ser obtida por uma escolha
adequada da fungdo copula C. Isso significa que, dadas as distribui¢gdes marginais,
pode-se obter qualquer estrutura de dependéncia através das copulas. No entanto,

0 mesmo teorema estabelece que a fun¢do cépula é inica apenas se a distribui¢do

conjunta for continua. Isso porque a fun¢do copula trabalha com a fungao inversa

G™! da funcdo distribuicdo G. Para v.a. discretas, a funcdo G teria degraus e nao

. . . ’ ~ s -1 £
poderia ser invertida. Como se sabe, para v.a. continuas essa funcao inversa G~ ¢
uma distribuicao uniforme sobre o intervalo [0, 1], mas 0 mesmo ndo ocorre para
v.a. discretas. Isso limita a aplicabilidade desse conceito em casos importantes

onde se precisa trabalhar com distribuicdes discretas. Assim, para o caso de

distribui¢des discretas, o conceito de copula ¢ insuficiente para definir

dependéncia entre varidveis aleatorias. O uso de copulas para distribui¢des
discretas necessita de um critério complementar (tal como a interpolagdo bilinear,
ver Nelsen, 1999, p.16-18) e por isso ¢ usado quase exclusivamente em aplicacdes
com distribuigdes continuas.

Mais precisamente, se a0 menos uma distribuicdo marginal for descontinua,
entdo a copula ndo € unica. Conforme mostra o artigo critico de Marshall (1996),
isso significa que a mesma medida de copula pode indicar casos opostos de
dependéncia, i. €, indicar o caso extremo de limite inferior de Fréchet-Hoeffding
(eq.102) para um par de marginais G;, H; e indicar o limite superior de Fréchet-
Hoeftding (eq.103) para outro par de marginais G, H,. Assim, ¢ muito dificil se
interpretar essa medida. Marshall (1996) comenta ainda que, embora Nelsen tenha
conseguido expressar as medidas de Spearman-p e Kendall-t em termos s6 de
copulas, em caso de descontinuidade de um dos marginais, ndo se pode obter
essas medidas através da copula. Em geral, ndo existe medida de dependéncia de
v.a. que dependa so6 da copula. Isso inclui o popular coeficiente de correlagao, que
também ndo pode ser obtido através da copula. Marshall (1996, p.217-218) mostra

que dado uma copula C, o coeficiente de correlacdo em geral ndo ¢ tnico, ¢ todo
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um intervalo: se p > 0, entdo a copula determina o intervalo (0, p]; e se p < 0,
entdo a copula determina o intervalo [p, 0). Ou seja, a copula ndo diz muita coisa
sobre o coeficiente de correlagdo, o que ¢ uma limitacdo pratica importante.
Marshall (1996) ainda mostra outros problemas, inclusive problemas de ndo-
convergéncia de seqiiéncias de copulas de seqiiéncias de marginais, mesmo
quando as distribuigdes conjuntas convergem e todas as suas marginais siao
continuas. Ou seja, apesar da popularidade, as copulas tém muitos problemas.

O fato do conceito de copula ser insuficiente no caso de v.a. discretas (e, é
obvio, se aplica menos ainda a v.a. ordinais ou nominais) ¢ uma limita¢ao pratica
muito importante para aplicacdes de VOI e assim, apesar de toda a popularidade
que vem adquirindo nos ultimos 10 anos, o conceito de copula ndo ¢ adequado
para as aplicagdes dessa tese. Por ex., nas avaliagdes de projetos de exploragdo de
petroleo, a varidvel mais basica ¢ uma v.a. discreta de Bernoulli: o fator de chance
FC, que fornece a probabilidade de existéncia de petroleo.

Uma tentativa de usar o conceito de copula para varidveis de Bernoulli
associado a um critério adicional de defini¢do (ja4 que a copula ndo ¢ Unica para
v.a. discretas), foi feita por Tajar & Denuit & Lambert (2001). Como ndo da para
trabalhar com a distribui¢dao uniforme continua no intervalo [0, 1], foi usada uma
distribuicdo uniforme discreta com dois cendrios (zero e um), cada cenario com
probabilidade 2 (uniforme pois todos os cenarios t€m mesma probabilidade), i. ¢,
uma distribuicdo de Bernoulli de pardmetro p = Y%, que também pode ser vista
como distribui¢ao uniforme discreta, servindo como referéncia da copula. No
entanto, isso gerou uma medida de dependéncia bem questionavel, por ex., a
medida ndo ¢ zero para o caso de independéncia e sim igual a 4 o que faz a
medida ndo ser intuitiva e nem pratica.

Medidas baseadas em conceitos de dependéncia positiva, tais como PQD
(“positive quadrant dependence’), sdo muito analisadas em livros texto (ex.: Mari
& Kotz, 2001, p.33-36), mas em geral ndo tem interesse para essa tese pois nao
tem significado em termos de medida de aprendizagem. Mari & Kotz (2001,
p.171) mostram um exemplo em que p = + 0,53, mas que ndo ¢ PQD. O mesmo
exemplo pode ser usado para mostrar que se aprende muito conhecendo uma das

variaveis para prever a outra, apesar de ndo ser PQD.
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Medidas como a informagdo de Fisher (ver item 3.1.4.2), apesar da grande
popularidade em estatistica, nao tem sido considerada como medida de
dependéncia. Ela ¢ paramétrica (depende da distribuicdo), ndo ¢ normalizada, etc.
Mas no limite ela pode ser vista como a medida de Kullback-Leibler, item 3.1.4.3.

3.3.2.
Propriedades Desejadas para Medidas de Aprendizagem

Para motivar e ilustrar o estudo das propriedades desejadas (axiomas) para
medidas de aprendizagem, considere o seguinte exemplo numérico simples. Esse
exemplo foi usado num livro-texto de teoria da informagdo (McEliece, 2002,
p.23-24 e 45) para mostrar a superioridade da medida de informacdao mutua (ver
eqgs. 71 a 74) sobre o popular coeficiente de correlagdo p (eq. 112). Aqui nessa
tese 0 mesmo exemplo ¢ usado mas para mostrar a superioridade da medida aqui
defendida (n”) sobre a medida de informagio mutua! Em geral, esse exemplo
ilustrara a superioridade de medidas assimétricas sobre medidas simétricas
(informagdo mutua ¢ simétrica), quando o foco de aplicagao ¢ valor da informacao
ou processos de aprendizagem.

Sejam duas variaveis aleatdrias A e B, sendo que A pode assumir os valores
—1,+1, - 2, + 2, cada cenério com probabilidade de 4, enquanto que B = A% A

Figura 38 ilustra esse exemplo®”’.

B A
250
500 " 250;
50% = L“ 20
250
B = A?

Figura 38 — Exemplo Sobre Medidas de Dependéncia

Embora claramente as v.a. A e B ndo sejam independentes — ao contrario,
sao bastante dependentes pois existe uma dependéncia funcional — pode-se

verificar que A e B tem correlacdo p = zero. McEliece (2002) aponta entdo a

20 ver a planilha dependéncia_Vol.xls com esse exemplo no CD-Rom.
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superioridade da métrica baseada em entropia, ja que a informagdo mutua I(A, B)
¢ diferente de zero, no caso I(A, B) = 1 bit.

Pode-se ver também que embora n*(A|B) = 0, tem-se que n*(B|A) = 100 %,

ou seja, revelacao total de B dado A: se for informado o valor de A (por exemplo,

= —2) a incerteza (variancia) em B colapsa para zero (B =4, com certeza). Esse

exemplo mostra a importancia da medida de aprendizagem poder ser assimétrica:

claramente o conhecimento de A para prever B é muito maior (pois é o limite
superior do conhecimento, ja que revela toda a verdade sobre A) do que o
conhecimento de B para prever A (cuja redugdo esperada de variancia € zero,

apesar de reduzir o nimero de cenarios). Assim, métricas simétricas ndo servem

como medidas de aprendizagem para casos gerais, embora muito simples, como

no exemplo acima.

Assim, essa tese descarta como medida de aprendizagem todas as medidas
simétricas tais como a informacgdo mutua, o coeficiente de correlagdo, medidas
baseadas em copulas, correlagdes de ordem (Spearman-p e Kendall-t), etc. No
caso de medidas baseadas em entropia, a medida assimétrica chamada entropia
condicional (ver eq. 70), poderia ser usada como medida de aprendizagem. No
exemplo acima, pode-se verificar que as entropias condicionais sao HB | A)=0¢
H(A | B) = 1. Ou seja, distingue a assimetria da relagdo de A e B, mas de forma
oposta & medida 1?, (quando um ¢ zero o outro é 1 e vice-versa). Poderia se
pensar entdo em usar 1 — H(X | S) como medida de aprendizagem, mas enquanto a
medida 1 é sempre normalizada entre 0 e 1, a entropia condicional em geral néo
¢ (embora dependa da base do logaritmo). O livro de Cover & Thomas (1991,
p.17) mostra um exemplo que tanto H(X|Y) como H(Y|X) sdo maiores que 1
(logaritmo na base 2). Assim, fica dificil também trabalhar com a entropia
condicional como medida de aprendizagem.

E a funcdo verossimilhanca®', que tanto sucesso faz na teoria estatistica,

tanto cldssica como Bayesiana, seria uma boa medida de aprendizagem? Ela ¢
assimétrica, ja que ¢ derivado de probabilidades condicionais inversas. Como foi

visto, a verossimilhan¢a d4 a confiabilidade da informacdo S para prever X,

enquanto a fun¢do verossimilhanga mapeia essa confiabilidade, i. €, fixando S =s;

e vendo p(s | x) como uma fung¢do de X. Para ver que a confiabilidade ndo é uma

21 Sobre a fungdo verossimilhanga, rever itens 3.1.2 ¢ 3.1.4 ¢ a discusséo da eq. (66).
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boa base para medidas de aprendizagem, considere dois “expert infaliveis” que
podem ser consultados para saber se a agdo da companhia X subird ou nao no
pregdo do dia seguinte da Bolsa de Valores de Sdo Paulo. Suponha que um dos
“expert infaliveis” sempre diz a verdade e o outro sempre diz uma mentira, i. €, as
confiabilidades sdo pi(s | x) = 100% e pa(s | x) = 0%. Do ponto de vista do
aprendizado de X, os conselhos sdo equivalentes pois se aprendera tudo sobre X
(se o “expert infalivel 2 dizer que a acdo ndo vai subir, entdo se sabera que a acao
vai subir com probabilidade 1) em ambos os casos. Assim essa medida atribuiria

dois valores diferentes para uma mesma aprendizagem (no caso, a aprendizagem

maxima), € o que € pior, usando até o valor zero para o caso de aprendizagem

maxima. Ou seja, a confiabilidade da informagdo (verossimilhanga) igual a zero
pode significar revelagdo total, que ¢ a maxima aprendizagem possivel! Assim,
medidas baseadas na confiabilidade da informagdo (verossimilhanga) p(s | X) ndo
poderdo atender aos axiomas mais elementares sobre medidas de aprendizagem,
que serdo vistas ainda nesse sub-item.

Voltando ao exemplo da Figura 38, no caso da informagao ser A e se querer
prever B, a confiabilidade de A ¢ 50% ou zero a depender do valor de B, por ex.,
se A=2,entdo p(A=2|B=4)=50%, p(2|1)=0. De forma similar, se obteria
os valores de 0 e 50% para A = 1, — 1 ¢ — 2. Um valor médio dessa fungdo
verossimilhanga para A como sinal seria 25%, contrastando com n*(B | A) que é
de 100%. Ja no caso do sinal ser B e a variavel de interesse ser A, as
probabilidades inversas sao 100% ou zero, por ex., se B=1,entdlop(B=1| A =
2)=0,p(1|1)=100%, p(1|—1)=100% e p(1|—2)=0.0O caso de B =4 seria
similar (100% ou 0) e o valor médio dessa funcao seria de 50%, contrastando com
a medida n*(A | B) que ¢ de 0%. Assim a verossimilhanga ndo serve como escala
de aprendizagem, j4 que esse exemplo mostrou que ela atribuiu um valor menor
para um sinal claramente mais informativo que um outro menos informativo.

Uma critica baseada na teoria da informagdo para a medida n2 seria que ela
foi igual a zero no exemplo anterior, n*(A|B) = 0, apesar do conhecimento de B,
tanto no caso de B = 1 como B = 4, reduzir o nimero de cenérios de 4 para 2. Ou
seja, para N°(A | B), ndo ¢ relevante a informagdo dada pelo conhecimento do
conjunto B. A resposta a essa critica ¢ que esse conhecimento ¢ irrelevante no

sentido de que ndo reduz a incerteza (medida pela varidncia) esperada. Na teoria
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da informacao a incerteza ¢ medida pela entropia, que se reduz com a reducdo do
numero de cendrios: H(A) = 2 e reduz para H(A | B) = 1 com o conhecimento de
B, enquanto que H(B) = 1 e reduz para H(B | A) = 0 com o conhecimento de A.
Em ambos os casos essa reducdo (que € igual a informagdo mutua) ¢ igual a 1 (o
que ndo ¢é surpresa, ja que a informagdo mutua ¢ simétrica). Um exemplo de VOI
ird indicar que a critica da teoria da informacao nao € pertinente.

Seja um problema simples de VOI, em que o valor de um prospecto ¢é
baseado no valor esperado do beneficio E[Vi] e no investimento Iy. O valor da
informagao a priori (VDP, ver eq. 52) ¢ dado por:

VDP = Max|0, E[V\] — Lk] (124)

O beneficio é incerto mas o investimento é conhecido. Se k = A, entdo os
possiveis beneficios sdo dados pelos cenarios do conjunto A da Figura 38, e assim
E[Va] = 0. Se k = B, entdo os possiveis beneficios sdo dados pelos cenarios do
conjunto B da Figura 38, e assim E[Vg] = 2,5. Para efeito de clareza, considere os
problemas simétricos em que, sem a informacao, o valor da informagao a priori é
zero em ambos os casos. Para tal, considere I, = 0 e Ig = 2,5. Também considere
que em ambos os casos o custo de aquisicdo da informacdo € zero (j4 que o
interesse ¢ comparar a informatividade dos sinais). Qual seria o VOI nos dois
casos (conhecendo A para k = B e conhecendo B para k = A)? Como o VDP nos
dois casos ¢ zero, pela eq. (54) o VOI ¢ o proprio VDI (valor da decisdao
informada, eq. 53). Esses sdo dados pelas equagdes:

VDI(B | A) = E[Max|0, E[Vg] —I3] | A] (125)
VDI(A | B) = E[Max]|0, E[VA] —14] | B] (126)

Calculando as expectativas condicionais, vem:

VDI(B | A) =0,25(4-2,5)+0,25 (0) + 0,25 (0) + 0,25 (4 —2,5)=0,75

VDI(A | B) =0,5 [Max[0, 0 —0]] + 0,5 [Max[0,0—-0]]=0

Assim, de forma consistente com a medida n?, mas ndo com medidas
simétricas tais como as derivadas da entropia e outras, a informacao
proporcionada por A para aprender sobre B ¢ relevante, VOI > 0, enquanto que a
informagdo proporcionada por B para aprender sobre A ¢ irrelevante, VOI = 0.
Medidas simétricas ndo notariam a diferenca entre esses dois problemas. Note que

nesse exemplo simples ndo foi nem necessario penalizar a decisdo baseada em B,
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pelo fato de estar calculando um VOI ainda com incerteza residual®”

(enquanto
que a decisdo baseada na informacao A nao tem incerteza residual, ¢ informacao
perfeita). Assim, esse exemplo mostrou que a simetria ¢ indesejavel como
propriedade de medidas de informatividade em problemas de VOI.

Embora véarios autores de livros texto (Joe, Nelsen, ¢ de forma mais
comedida em Mari & Kotz) coloquem a simetria como uma propriedade desejavel
de uma medida de dependéncia, além dessa tese, existem alguns autores que
discordam. Como ressalta Liebetrau (1983, p.18-19), “se o objetivo é usar uma
variavel para aumentar a previsibilidade de outra, entdo medidas assimétricas ...
sdo melhores”. Ele ainda refor¢a essa conclusao na p. 87. Duas das medidas
propostas por Goodman & Kruskal (1954) sdo assimétricas, propriedade desejavel
para eles (p.736). Uma delas, o coeficiente de concentragdo, foi comentada no
item 3.3.1.2. Somers (1962) propds uma medida assimétrica para associagdo de
v.a. ordinais, destacando a “virtude da assimetria” (p.803), que distingue a
variavel “independente” da “dependente” (linguagem usada em regressao).

Lancaster (1963) também defende medidas assimétricas de dependéncia,

mas vai mais longe. Ele destaca que o conceito de dependéncia é assimétrico por

natureza (semantica)™”. Isso significa que ndo s6 a medida de aprendizagem, mas
também uma medida de dependéncia, deveria ser assimétrica como pré-requisito,
contrariando varias listas de “propriedades desejadas para medidas de
dependéncia”. Ele mostra, dentre outros, o seguinte exemplo em que uma variavel
Y ¢é completamente dependente duma varidvel X, mas ndo vice-versa: seja Y = — 1
quando X < %2 e Y = + 1 quando X > '. Assim, conhecer X determina
completamente Y, mas o oposto ndo vale. O conceito completamente dependente
de Lancaster é similar ao conceito de revelacdo total obtido quando n* = 1.

Outra questao ¢ saber se ¢ desejavel para medidas de aprendizagem o sinal
(ou a dire¢do) da dependéncia entre as variaveis aleatorias A e B, se positiva ou

negativa (se concordante ou discordante). Por exemplo, para a teoria de portfélio,

introduzir um ativo que tem correlagdo negativa com o resto da carteira ¢
preferivel do que um ativo de correlagdo positiva (com o mesmo retorno) para

efeito de diversificacdo. Assim, para aplicacdes de portfolio ¢ necessario

22 1 embrar do fator gama da eq. (61), usado na Tabela 8, que penalisa o VPL e/ou o VDI,
em caso de se tomar decisdes baseados no valor esperado quando ainda existe incerteza residual.
293 Exemplo: uma filha pode ser dependente financeiramente do pai, mas niio o contrario.
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distinguir o sinal da correlagdo para a correta tomada de decisdo de gestdo da
carteira, pois o efeito da diversificagdo ¢ bem diferente. Quando essa propriedade
¢ fundamental, se busca um tipo especial de medida de dependéncia chamada de
medida de concorddncia entre variaveis aleatérias’™. Conforme Kruskal (1958,
p.818), enquanto p ¢ uma medida de concordancia, | € uma medida de conexdo.

Seria a distin¢do do sinal da dependéncia importante também para medidas
de aprendizagem? Nao! Para ver isso considere um exemplo estilizado simples do
mercado financeiro. Sejam dois consultores infaliveis, que sempre acertam o
percentual de variacdo da bolsa de valores para o dia seguinte (a informacdo que
revela toda a verdade). Um investidor compra o conselho do consultor A e um
outro investidor compra o conselho do consultor B. O primeiro diz que a bolsa ird
subir 2 %, pois a taxa de juros caiu 0,25% e as demais noticias se anulam. O
segundo consultor também diz que a bolsa ird subir 2 %, mas porque o indice de
satisfacdo do consumidor subiu 3% e as demais noticias se anulam. Do ponto de
vista do investidor, os dois conselhos sdo equivalentes (eles aprendem que a bolsa
vai subir 2%) embora os sinais das correlagdes da performance da bolsa com
indicadores econdmicos usados pelos consultores para inferir isso sejam opostos.

Ou seja, para efeito de aprendizagem ndo importa o sinal de dependéncia e
sim o quanto se pode aprender a respeito da variavel de interesse X observando o
sinal S. Ou seja, o que interessa ¢ a reducao de incerteza (ou quao proximo se esta
da verdade) e ndo o sinal da dependéncia. O caso de portfolio, onde se detém os
ativos de risco A e B (diversificacdo), ¢ uma situagao bastante diferente do caso
de valor da informacdo, onde se usa uma v.a. B para aprender e tomar decisdes
Otimas a respeito de outra varidvel A (inferéncia e alavancagem). No caso
portfolio tem-se uma relagdo aritmética entre variaveis aleatorias, por ex., Il =
wa . A + wg . B, enquanto que em aprendizagem tem-se uma relacdo de
condicionamento entre variaveis aleatorias, por ex., se quer conhecer sobre A,
dado o conhecimento de B, obtendo-se o valor esperado E[A | B].

Apesar do estudo das medidas de relacionamento entre varidveis aleatorias

expressa em distribui¢des conjuntas se chamar estudo de medidas de dependéncia,

essa tese ird preferir introduzir o nome mais geral de medida de relacionamento

24 Ver item anterior na discussdo de correlagio de ordem. Para uma defini¢io mais
rigorosa de medidas de concordancia, ver Scarsini (1984) ou Cherubini et al (2004, p. 95-96).
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entre variaveis aleatorias para caracterizar essa classe mais geral. Isso porque,
apesar dos argumentos de Lancaster (1963), o nome medida de dependéncia tem
sido usado para um tipo particular de relacionamento entre essas variaveis,
relativo a uma referéncia de v.a. independentes. Ou seja, se deseja medir distdncia

da independéncia ou distdncia entre distribuicdes, no sentido da distdncia entre

uma distribuicdo conjunta qualquer e a distribuicdo conjunta que denota
independéncia entre as mesmas variaveis. Nesse caso, o valor zero ¢ atribuido
apenas ao caso extremo de independéncia e o valor 1 ¢ atribuido apenas ao caso
extremo de dependéncia total, i.é, relacdo funcional. Dentro dessa visdo, muitas

vezes essas medidas sdo usadas para testes estatisticos de independéncia e assim

se deseja que a hipdtese nula (medida de dependéncia igual a zero) use uma
medida de dependéncia que seja zero se e somente se as v.a. forem independentes.

Ver, por ex., Tjgsthein (1996). No entanto, como ressalta Goodman & Kruskal

(1954, p.740), o fato de uma medida permitir fazer um excelente teste estatistico
de independéncia, ndo quer dizer que seja uma medida adequada de grau de
associagdo entre v.a.

Para medir aprendizagem, em vez da usar como referéncia a independéncia,
¢ em geral preferivel que o valor zero seja atribuido ao caso de nenhuma
aprendizagem, o que pode ocorrer mesmo se as varidveis ndo sejam
independentes. O exemplo anterior (Figura 38, eqs. 125 e 126) mostrou isso
claramente: o VOI pode ser zero mesmo com as v.a. ndo sendo independentes.
Goodman & Kruskal (1954, p.742) também ressalta esse ponto, discordando que a
medida de associacdo seja zero apenas no caso de independéncia. Kruskal (1958)
analisou as principais medidas de associagdo e todas elas podem ser zero mesmo
se as v.a. ndo forem independentes (p.856).

Revendo a literatura das areas de finangas, economia, ¢ de diversos ramos
das teorias de probabilidade e estatistica, do ponto de vista de classe de aplicacdo

podem ser identificados pelo menos os seguintes tipos de medidas de

relacionamento (ou medidas de dependéncia) entre variaveis aleatorias:

e Medidas de distancias entre distribuigoes;
e Medidas de concordancia; e

e Medidas de aprendizagem.
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Por isso ¢ muito dificil se fazer uma lista suficientemente geral de
propriedades desejadas de medidas de relacionamento entre variaveis aleatorias se
essas variaveis se relacionam de forma tdo distintas (ex.: aritmético versus
condicionamento), ou em aplicagdes tdo distintas como testes de independéncia
(onde a medida tem de ser simétrica, i. ¢, uma medida de distdncia entre
distribuicdes) e problemas de predicdo ou de VOI (medida tem de ser em geral
assimétrica, i. ¢, medida de condicionamento entre distribuigoes).

Olhando de forma critica para as listas de propriedades desejadas de

medidas de dependéncia, pode-se ter uma idéia do que seriam as propriedades

desejadas para medidas de aprendizagem entre varidveis aleatérias. As listas
conhecidas sdo fortemente influenciadas por certos tipos de aplicagdo. Os
exemplos simples acima serdo usados para mostrar que as listas encontradas na
literatura sobre as propriedades desejaveis de medidas de dependéncia entre
variaveis aleatorias (ex., simetria), s3o aplicaveis mais para o caso de distidncias
entre distribuigdes e aplicagdes relacionadas, nao para os casos de aprendizagem
probabilistica. Para que a lista seja geral (valida para varios tipos de aplicagdes) o
numero de propriedades desejadas listadas teria de ser o menor possivel.
Hoeffding (1942) propds uma lista bem curta para que uma quantidade o sirva
como medida do grau da relagdo entre duas varidveis aleatérias X e Y. Claramente
tendo em mente as aplicagdes de distancia entre distribui¢des, ele considerou
apenas as trés propriedades listadas a seguir:
1. o deve estar entre dois limites finitos e fixos (ex.: 0 e 1);
2. o deve ser igual ao limite inferior se ¢ somente se X ¢ Y sdo
independentes.
3. o deve ser igual ao limite superior se e somente se X ¢ Y sdo
funcionalmente dependentes.
A primeira propriedade tem grande importancia pratica especialmente com
a € [0, 1], quando essa medida pode ser interpretada em termos percentuais. As
duas outras propriedades parecem também muito atrativas, mas do jeito que estdo
formuladas implica que o autor imaginava uma medida simétrica para a.
Independéncia ¢ um conceito simétrico (X ¢ independente de Y < Y ¢
independente de X). Ja a terceira propriedade, para ser valida no contexto de

medida simétrica, tera de existir tanto a funcao Y = f(X), quanto a funcao inversa
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£f7(X) = X = g(Y), ou seja, tem de ser uma fungdo que admita inversa (fungdo 1-
1), tal como uma fungao estritamente crescente (ou uma estritamente decrescente).
Isso ¢ mais uma restri¢ao pratica gerada pelo “desejo de simetria”.

Hoeffding (1942) ainda fez a exigéncia adicional que as medidas de
dependéncia fossem suavemente em dire¢do dos dois limites, por ex., se o valor
de a for s6 um pouco diferente do limite inferior isso deve implicar que a
distribuicdo de (X, Y) deve diferir s6 ligeiramente do caso de independéncia.

Hoeffding (1942) foi modesto ao nao colocar na sua lista a principal
propriedade da medida de dependéncia que ele propds em 1940: ser invariante em

relacdo a mudanca de escala. Em geral a invariincia ¢ uma propriedade desejavel

mesmo se o efeito econdmico de escala for importante, desde que se use de forma
consistente um fator de escala separadamente da medida invariante de
dependéncia em problemas de valor da informagao.

Agora serd apresentada a lista classica de sete axiomas de Rényi (1959) para

medidas de dependéncia de v.a., que ¢ similar a outras listas encontradas na
literatura, como Nelsen (1999, p.170), Schweizer & Wolff (1981) e Bell (1962).
Bell (1962) analisou a informagao mutua (eqs. 71-74) a luz dos axiomas de Rényi.
Em seguida serdo apresentadas algumas alternativas desses axiomas que foram
propostas por Hall (1970) e pelo interessante, embora irregular, livro-texto de
Mari & Kotz (2001). Todas essas referéncias mencionam a lista cldssica de Rényi

(1959). Rényi mostra que apenas o chamado mdximo coeficiente de correlagdo p

atende os sete axiomas da sua lista. Hall (1970, p.340-341, 360, 363-364) critica a

medida de dependéncia p indicando que ela s6 € aplicavel sob certas condi¢des

de regularidade e mostra exemplos em que ela ndo pode ser calculada, além de
outros exemplos em que ela ¢ igual a 1 com muita facilidade, inclusive quando X
e S sdo condicionalmente independentes™ .

Lista de axiomas de Rényi (1959) e alternativas para uma medida de

dependéncia entre as v.a. X e S, denotada por m(X, S):
A) m(X, S) é definida para qualquer par de v.a. ndo triviais (i. €, com
variancias estritamente positivas);

B) m(X, S) =m(S, X);

25 X ¢ S sdo condicionalmente independentes dado Z, se Pr(X | S, Z) = Pr(X | Z). Ou seja,
caso se conheca Z, entdo S ndo prové informacdo adicional para X (pois S se torna irrelevante).
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C)m(X, S) € [0, 1];

D) m(X, S) =0 < X e S sdo independentes;

E) m(X, S) = 1 = existe uma dependéncia estrita entre X e S, i. &, ou X =
f(S) ou S = {(X), onde f(.) e g(.) sdo fung¢des reais (Borel) mensuraveis;

F) Se as fungdes do axioma anterior sdo 1-1 (admitem inversas) = a medida
¢ invariante, 1. ¢, m(X, S) = m(f(S), g(X)); e

G) Se a distribuicdo conjunta de X e S for bivariada normal = m(X, S) =
p(X, S).

Conforme apontado por Rényi (1959, p.444) ¢ bem conhecido o fato de que
n* atende o axioma G. Mas ele aponta também que n” ndo atende os axiomas A
(por causa dos casos de variancia infinita); B (n2 ¢ assimétrica); D (so vale a volta
para 1, i. ¢, X e S sdo independentes = n*(X | S) = 0 e n*(S | X) = 0; ¢ F (mas
serd visto que 1° ¢ invariante num sentido mais interessante, inclusive no caso
mais geral de fungdo que ndo é 1-1). A medida n* atende aos axiomas C, E ¢ G.

As alteragdes dessa lista em Nelsen (1999, p.170) e em Schweizer & Wolff
(1981), por defenderem medidas baseadas em copulas, restringem para v.a.
continuas. No contexto dessa tese, essa ¢ uma restricdo inaceitavel.

Ja o livro de Mari & Kotz (2001, p.150-151) apresenta sua lista de axiomas
para medidas de dependéncia, que parece bem mais razoavel que a de Rényi. Eles
ndo mencionam o axioma A; no axioma B eles indicam a como desejavel a

propriedade de simetria, mas apenas para varidveis intercambidveis (ver item 3.4

para a defini¢do e discussdo); concordam com a normaliza¢do do axioma C;
relaxam o axioma D ao dizer que, em caso de independéncia = medida deve ser
zero (e ndo <>, como em Rényi); concordam com o axioma E; relaxam o axioma
F ao desejar invariancia apenas em relacdo a transformagoes lineares (e nao para
fungdes 1-1 em geral); e nao consideram o axioma G. Ou seja, as modificacdes de
Mari & Kotz melhoram a classificacdo de n° como medida de dependéncia.

Além disso, Mari & Kotz acrescentam os axiomas: H) medida tem de ter a
propriedade de aumentar com o aumento da dependéncia; I) relagdo com v.a.
ordinais (se a medida ¢ definida tanto para v.a. continuas como ordinais, as
medidas devem ter uma forte relacdo entre si); e J) as medidas devem ser
interpretaveis, 1. ¢, o valor numérico da medida deve ter um significado

qualitativo. Claramente medidas baseadas em copulas ndo possuem as
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propriedades dos axiomas “extras” I e J de Mari & Kotz, enquanto que a medida
n” atende aos mesmos, assim como ao axioma H.

Hall (1970) propds algumas modificagdes nos axiomas de Rényi, a maioria
mais favoravel para n°. No axioma A, no entanto, ele ¢ mais rigoroso que Rényi
propondo que seja valido também para X e S deterministicos (a tese ndo concorda,
pois ndo teria interesse pratico uma medida de dependéncia probabilistica num
caso deterministico). No axioma E, Hall propde uma versao mais forte, a medida ¢é
1 se X = f(S), enquanto que em Rényi pode ser também S = g(X). Sera visto que
n” atende a uma condi¢io mais forte que em Hall ¢ Rényi (vale o “se e somente
se”). No caso do axioma F, Hall propde uma condigdo em parte mais forte do que
a de Rényi. Esse axioma alternativo é atendido por n” e corresponde aos itens (f) e
(g) da Proposicao 6 abaixo. Hall também substitui o axioma G de Rényi por um
outro axioma que também faz (mas de forma bem indireta) uma relagdo com o
coeficiente de correlagdo. Assim como o axioma original, esse axioma alternativo
também ¢ atendido por n°. Ele corresponde ao item (h) da Proposi¢do 6 abaixo.

A Proposi¢do 6 a seguir tera os seus itens seguindo a seqiiéncia (e as letras,
mas minusculas) dos axiomas de Rényi, para facilitar a comparagdo, exceto o
axioma F, aqui dividido nos itens (f) e (g); € o axioma G, que corresponde ao (h).

206
X e S com

Proposicio 6: Sejam duas varidveis aleatdrias ndo triviais
médias e variancias finitas, definidas no espago de probabilidade (Q2, Z, P ). Seja
a medida de aprendizagem n*(X | S) definida pela equagdo (106). Entdo, essa
medida de aprendizagem tem seguintes propriedades:

(a) A medida n*(X | S) existe sempre que a varidncia de X for estritamente

positiva (i. €, o problema for ndo-trivial) e finita;

(b) A medida n® é em geral assimétrica, i. &, n*(X | S) # nz(S | X)

. 2, . . o] - 207
(c) A medida n” ¢ normalizada no intervalo unitério, ou seja™ ',

0<n’<1 (127)

(d) Se X e S sdo v.a. independentes, entio a medida n* é zero:
X e S independentes = (X |S) = (S| X) = 0 (128)

296 por “v.a. ndo-triviais”, se assume que as varidncias sdo estritamente positivas. O caso
trivial sé interessa na analise de limites de processos. Assim, quando se refere a v.a. em geral elas
sdo ndo-triviais. Como sempre, a proposi¢do ¢ valida com probabilidade 1 (i. é, quase certamente).

27 poderia se acrescentar que 1° é realmente uma medida, pois n° > 0.
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Além disso, n°é zero se e somente se a varidncia da distribuigio de
revelagdes for zero também:
(X |S) = 0 < Var[Rx(S)] =0 (129)

(e) Se n*(X|S) =1 < existe uma funcio real, a v.a. g(S), em que X = g(S);

(f) A medida nz(X | S) ¢ invariante sob transformagdes lineares de X, 1. €,

para quaisquer nimeros reais a e b, com a # 0, tem-se:
N’@X+b|S) = n(X|S) (130)

(g) A medida n’(X | S) ¢ invariante sob transformacdes lineares e nio-

lineares de S se a transformagdo g(S) for uma fun¢do 1-1 (injetiva ou com funcao
inversa). Em geral, se g(S) ¢ uma funcdo mensuravel pela sigma-algebra gerada
por S, entdo vale a desigualdade:

nZ(X | g(S)) < nZ(X | S), com igualdade se g(s) for uma funcgao 1-1 (131)

(h) Se as v.a. Z, Z,, ... s3o independentes e identicamente distribuidas (iid)

eseS=7Z1+Z,+...+tZje X=27Z,+ 72+ ... + Zj+ para quaisquer inteiros nio-

negativos j e k, com j + k > 0, a medida n*(X | S) proposta ¢ dada diretamente por:

X 1§ ]
T8 = (132)

Prova:
(a) Essa propriedade ¢ trivial, considerando a premissa de Var[X] > 0 mas

finita e a premissa de Var[S] finita. U

. 2, .
(b) A medida n” € em geral assimétrica se pelo menos um exemplo mostrar

assimetria. Isso foi mostrado em um exemplo nesse sub-item (Figura 38). 0J

(c) As egs. (106) e (107) mostram isso: pela eq. (107) n2 ¢ uma razao de
variancias e assim nao pode ser menor que zero devido a defini¢do de variancia. A
eq. (106) mostra que o valor méximo ¢ igual a 1, pois ° é maximizado
minimizando E[Var[X | S]], cujo minimo ocorre para Var[X | S] =0 para todo s €
S, i. é, para E[Var[X | S]] =0 = n*(X|S)=1. O

(d) Se X e S sdo v.a. independentes, entdo E[X | S] = E[X] e E[S | X] = E[S]

(Lema 2(d), eq. (86), propriedade elementar da independéncia, ver, por ex.,
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Williams, 1991, p.88)*”. Além disso, a varidncia duma variavel Y qualquer é
definida por Var[Y] = E[ (Y — E[Y])? ]. Logo, as varidncias das distribuicdes de
revelagdes Rx(S) e Rg(X) sdo ambas iguais a zero, pois:

Var[Rx(S)] = E[(E[X | S] - E[ E[X | S] )*] = E[(E[X | S] - E[X])* ] =0

Var[Rs(X)] = E[(E[S | X] - E[ E[$ | X]1)*1=E[(E[S | X] - E[S])* ] = 0

Onde foram usados o item (b) do Teorema 1 e a propriedade elementar da
independéncia mencionada acima. Se as variancias das distribui¢des de revelacdes
sd0 iguais a zero, entdo também o serdo as medidas (X | S) e n(S | X), pois
essas medidas de aprendizagem sdo varidncias normalizadas das distribui¢des de
revelagdes (ver eq. 107). Assim fica provado a eq. (128) e a volta (<) da eq.
(129). Para provar a ida (=) da eq. (129), note na eq. (107) que nz(X |S)=0=>
Var[Rx(S)] = n*(X|S) Var[X] = 0 se Var[X] > 0. U

(e) Se n*(X|S) =1, a eq.(106) = E[Var[X|S]] = 0 = E[(X — E[X|S])*] =0
e assim com probabilidade 1 = X = E[X | S] = X ¢ mensuravel pela sigma-
algebra de S e portanto pode ser escrito X = g(S).

Em Hall (1970, p.342), usa-se o axioma que se uma medida de dependéncia
¢ igual a 1 = X = g(S), mas sem a volta («<). Em Hall, a volta X = g(S) =
medida de dependéncia igual a 1, ndo ¢ considerada necessdria. A explicacdo ¢
que nesses estudos mais teoricos se quer incluir o caso de variancia de X igual a
infinito (o que nao ¢ o caso dessa tese). Aqui, assumindo que Var[X] ¢ finito,
entdo vale a volta para a medida n°. A prova da volta (<) ¢ ainda mais simples:
se S ¢ revelado entdo, pela definicdo de funcao, X = f(S) € unicamente
determinado. Assim E[Var[X | S]] = 0 e logo n*(X | S) = 1 pela eq. (106).
Conforme Hall (1970, p.342), no caso de varidncia infinita de X, quando o
conhecimento de S reduz a varidncia de infinito para um valor finito, isso poderia
ser considerado um completo estado de dependéncia de maneira analoga ao caso
de variancia de X finita, em que S reduz a variancia de X de um valor finito para

um valor igual a zero. Nas aplicacdes da tese em que Var[X] é sempre finito,

escrever a propriedade mais forte (<) ¢ muito mais conveniente. U

(f) A prova ¢ simples. Aplicando a eq. (106) para a variavel Y =aX + b:

2% Mas se E[X | S] = E[X] e E[S | X] = E[S] no implica que X e S sio independentes
(embora sejam na grande maioria dos casos). Por ex., se X ¢ Y tem distribuigdo uniforme sobre um
circulo centrado na origem, claramente sdo dependentes, mas E[X | Y] = E[X] ¢ E[Y | X] = E[Y].
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+b] - +
n@X+b|S)= Var[a X +b] — E[Var[aX +b|S] .
Var[a X + b]
2 2
n@X+b|s)= & YarX] - a E[Var[X | S]]
a” Var[X]
Como a # 0, pode-se simplificar (cortar a®) e obter n*(X | S). 0

(g) O caso de igualdade se a fungdo Y = g(S) for 1-1 é porque a inversa S =
g™'(S) existe, ou seja, g ' é uma fun¢do que por definigio determina S de forma
unica se for conhecido Y = g(S). Assim, conhecer g(S) equivale a conhecer S.

Se g(S) ndo fosse 1-1, o conhecimento de g(S) seria menor do que o
conhecimento de S, por ex., se Y = S? ento o valor Y = 1 poderia ser tanto devido
aS=1comoas$=-—1.Por isso, a intuicdo diz que n*(X | g(S)) deve ser menor
que n*(X | S). Para provar formalmente essa desigualdade, considere a eq. (117)
do Lema 4, onde n*(X | S) ¢ o supremo de p*(X, f(S)) para qualquer fungio real
f(S). Isso implica que n*(X | S) > pz(X, f(S)) para qualquer fungao real f(S). Se
essa fungdo é qualquer, entdo isso inclui a funcao f(S) = E[X | g(S)]. Logo:

n*(X|8) = p*(X, E[X | g(S)])

Mas o Lema 4(c), eq. (119), diz que nz(X |Y)= pz(X, E[X|Y]). Fazendo Y
= g(S) obtém-se nz(X | 2(S)) = p*(X, E[X | g(S)]). Substituindo na desigualdade
anterior, vem:

n’(X[8) =1’ (X, g(S)) O

Essa propriedade vale também para o caso de X e S serem v.a. complexas,
conforme mostrou Hall (1970, p.353-354 e 349), numa demonstragao similar®®.

(h) Essa propriedade foi sugerida por Hall (1970) como um dos axiomas que
uma medida de dependéncia deveria ter para se relacionar com o coeficiente de
correlagio, indicando que a razdo de correlagio n° atende esse axioma®'’, mas
sem apresentar a prova. Assim, ¢ conveniente apresentar uma demonstragdo, a
qual é bem simples se usar a eq. (107), i. é, n* como a varidncia normalizada da
distribuicdo de revelagdes. Como Z;, Z,, ... tem as mesmas distribui¢des, suas

médias e variancias sdo iguais e conhecidas com a informacgao corrente, ou seja:

29 Existe uma propriedade para v.a. complexas que ¢ parecida com a mostrada no Lema 4.

219 Na verdade tem uma pequena imprecisdo em Hall (1970) que menciona que 1 (e ndo 1)
atende a esse axioma. Como ¢ mostrado aqui, n° é que atende ao seu axioma. O curioso é que
Kruskal (1958, p.818) comete a mesma imprecisdo para p (o correto é que a eq. 132 vale para p).
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E[Z|]=E[Z,] = ... = E[Z]
Var[Z,] = Var[Z,] = ... = Var[Z]
Como as v.a. Z; sdo independentes, a variancia da soma ¢ igual a soma das
variancias. Assim, a variancia de X (soma de j + k v.a. Z;) é:
Var[X] = Var[Z,] + Var[Z,] + ... + Var[Z;+«] = (j + k) Var[Z] (133)
Além disso, o Lema 2(a) (eq. 82) permite decompor E[X | S] como:
E[X|S]=E[Zi+Z,+ ..+ Z;| S|+ E[Zj+1+ ...+ Zj+« | S]
Como as v.a. Zj + 1, ... Zj+ sdo independentes das v.a. Z;i <+ 1, entdo pelo
Lema 2(d) (eq. 86), pode-se escrever:
E[X|S]=E[Zi+Z,+ ..+ Z;|S]+E[Zj+1+ .. 7 Zj+ ]
Além disso, Z| + Z, + ...+ Z;j ¢ S-mensuravel (pois S=Z7Z,+Z, + ...+ Zj) e
assim pelo Lema 2(b) (eq. 83), pode-se tirar para fora do operador E[. | S], 1. é:
EIX|S|=Z+Z,+...+Z; +KE[Z] (134)
Logo, a variancia da distribui¢ao de revelagdes ¢ dada por:
Var[E[X | S]] = Var[Z, + Z, + ...+ Z]] + k* Var[E[Z]]
Mas como as v.a. Z; sdo independentes e E[Z] ¢ uma constante (variancia
igual a zero), pode-se escrever a variancia da distribui¢do de revelagdes como:
Var[E[X | S]] = Var[Z] (135)
Dividindo a eq. (135) pela eq.(133) se obtém a medida de aprendizagem n’:

jVar[Z] _ ]
(G+k)Var[Z] j+k

n’(X|8)= 0

Agora serdo apresentados os axiomas ou propriedades desejaveis em uma
medida de aprendizagem probabilistica. Elas sdo adequadas em especial para
problemas de analise econdmica, mas possivelmente ndo apenas (medicina?).

Axiomas para Medidas de Aprendizagem Probabilistica: As seguintes

propriedades sdao desejaveis para uma medida de aprendizagem M(X | S):
A)  M(X | S) existe pelo menos para todas as v.a. X e S com incerteza
ndo-trivial (estritamente positiva) e todas as v.a. com incerteza finita;
B) M(X | S) deve em geral ser assimétrica para poder medir os casos em
que se aprende mais sobre X conhecendo S, do que se aprende sobre S
conhecendo X, e vice versa;
C) M(X | S) deve ser normalizada no intervalo unitario para facilitar a

interpretagdo, 1. €,
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0<MX|S)<1 (136)
D) Se X e S forem independentes = M(X | S) = M(S | X) =0, pois ndo ha
aprendizagem probabilistica. Além disso,

M(X'|S)=0 = nio haver aprendizagem (137)

Onde ndo aprender pode ocorrer ndo apenas por casos de independéncia. O
conceito aprender ¢ definido na medida, mas o seu sentido tem de ser
invariavel (ex.: medida de incerteza igual a zero para todas as aplicacdes);

E) Em caso de dependéncia funcional a medida ¢ méaxima, i. €, para toda

funcdo real f(.):
X =f(S)=>M(X[S)=1 (138)
Além disso, se a medida ¢ maxima, M(X | S) = 1, entdo:

M(X|S) =1 = aprendizagem é maxima (139)

Onde aprendizagem maxima significa ndo ser possivel aprender mais sobre
X e aprender ¢ definido na medida, desde que o seu sentido seja invariavel,
F)  M(X|S) deve ser invariante a transformacdes lineares (mudanga de
escala) dav.a. X oudav.a. S, 1. é, para a e b constantes reais, a # 0:
M@X+b|S) = MX]|S) (140)
M(X|S) =M (X|aS+Db) (141)
G) M(X | S) deve ser pratica no sentido de ser de fdcil interpretacdo
(intuitivo) e facil de ser quantificada e estimada.
H) M(X|S) deve ser aditiva no sentido de, caso a informagao S possa ser
decomposta numa soma de n fatores independentes S; + S, +... + S,
de forma que o conhecimento de todos esses fatores proporcione uma

aprendizagem mdaxima (aprender definida na medida, mas invariavel),

entdo a soma das medidas de aprendizagem deve ser unitéria, i. é:
MX|S)+ MX|S)+...+t MX|Sy) =1 (142)

Teorema 2 (Medida de Aprendizagem n?): A medida n* atende a todos os

axiomas de medidas de aprendizagem acima.

Prova: Note que n° tem a varidncia como medida de incerteza. Assim,
aprender significa que ¢ esperada uma reducdo de incerteza medida pela
variancia. Aprendizagem mdaxima significa reduzir para zero a variancia posterior
(revelacdo total) e ndo aprender é ndo se esperar uma reducdo de variancia. A

Proposi¢do 6 prova todos os itens do Teorema 2, sendo que em alguns casos a
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medida n* atende condi¢des até mais fortes do que os axiomas acima. Os axiomas
A, B e C sdo provados pela Proposi¢ao 6 (a), (b) e (c). O Axioma D ¢ provado
pela Proposicao 6 (d) e pelo fato da eq. (129) implicar em E[Var[X | S]] = Var[X],
logo provando a eq. (137) pela defini¢do de “ndo aprender” dessa medida. O
Axioma E ¢ provado pela Proposicdo 6 (e) e pela defini¢do de “aprendizagem
méxima”, que implica em E[Var[X | S]] = 0, que implica em n*(X | S) = 1. O
Axioma F é provado pela Proposigdo 6 (f) e (g), sendo que 0’ atende condigdes
mais restritas: g(S) pode ser uma funcdo 1-1 qualquer (ndo apenas linear). O
Axioma G ¢ o mais subjetivo, mas a medida n* atende amplamente no sentido que
tem uma interpretacao intuitiva de reducdo de incerteza, e serd visto no item 3.3.4
que ele é facilmente estimado com métodos estatisticos populares tais como a
regressao ¢ ANOVA. O Axioma H sera provado numa versdo mais forte (mais
geral) no Teorema 3 (ver item 3.3.3 a seguir), em que ndo apenas a soma de sinais
independentes, mas a soma de qualquer fungdo (ndo necessariamente 1-1) real de

variaveis independentes, tem a propriedade de aditividade igual a 1 em caso de

aprendizagem méxima. O

3.3.3.
Outras Aplicagoes de 112 e Decomposigao do Aprendizado

A medida de aprendizagem 1® sera usada como elemento da estrutura de
informagdo nas aplicagdes de opgdes reais hibridas ainda nesse capitulo e também
no capitulo 5. Nessas aplicagdes sempre haverd a presenga de n*(X | S) e da
distribuicdo a priori da varidvel de interesse X, ja que a variancia da distribuigdo
de revelagdes ¢ o produto de n” pela varidncia a priori. A presenca constante e
particularmente importante da distribui¢do a priori, sugere caracterizar o método
como sendo de opg¢oes reais Bayesianas. Mas os elementos adicionais da
modelagem da incerteza técnica dependerdo do problema. Em alguns casos, ndo
sera necessario conhecer a distribuigdo ou os momentos do sinal S, mas assumir
que as distribui¢des sao do mesmo tipo da distribuicao limite (ver parte de baixo
da Figura 34 e discussdo). Ja nos problemas com v.a. discretas como o fator de
chance (Bernoulli), isso ndo ¢ assumido, mas se conhece a distribui¢cdo do sinal S
(outra v.a. de Bernoulli) e mais uma premissa, por ex., que as v.a. X € S sdo

intercambiaveis, de forma a definir totalmente o problema.
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Mas nesse item serdo citadas algumas aplicagdes fora do contexto de opgdes
reais para a medida de aprendizagem n% assim como sera apresentado um
teorema de decomposi¢cdo do aprendizagem que usa a medida proposta na tese.
Isso servira para reforgar o carater pratico e intuitivo da medida.

A Tabela 9 mostra os principais nomes da medida de aprendizagem n’

encontrados em diversas literaturas, assim como 0 seu uso.

Tabela 9 — Nomes e Usos da Medida de Aprendizagem Proposta

Nome de 1> Principal Uso Principal Literatura

Reducdo esperada Econoémica (essa

n Decisdo economica: VOI, OR
percentual de variancia tese)

Razao de correlacio Predi¢do, teste de hipotese Estatistica

Associaciio, poder estatistico de| Ciéncias sociais ¢

Eta-squared explicacfio de fator ou modelo | comportamentais

O que Tabela 9 resume é que em alguns contextos 1* ¢ usada para predigdo
(regressdo) ou teste de hipdtese de linearidade (ANOVA). Na literatura de
ciéncias comportamentais (principalmente psicologia) e sociais, ela ¢ denominada
“eta-squared” (o nome “correlation ratio” nao ¢ usado) e serve como indicador de
medida de associacdo para mostrar os fatores mais importantes para explicar um
comportamento ou um indicador social. E usado também para verificar o poder
explicativo de um modelo (exs.: uma regressdo simples ou multipla). No caso
dessa tese, ela ¢ usada como indicador de poder de revelagdo de um sinal em
problemas de decisdo econémica de VOL Mas as aplicagdes de n® sio mais
amplas do que a Tabela 9 sugere, conforme sera visto a seguir.

E interessante observar que essa métrica (n°) é aplicada de forma intuitiva
na literatura econdmica sem mencionar nenhum dos nomes conhecidos, o que

mostra o seu apelo pratico e intuitivo. Por ex., no contexto econdomico da teoria

dos jogos, Medin & Rodriguez & Rodriguez (2003, p.195-196) analisam um
duopolio de Cournot com informacao incompleta a respeito da demanda, em que
se estuda a atratividade dos duopolistas trocarem informagdes privadas sobre a
demanda. Eles usam um “indice G” para medir a fragdo da variancia do erro de
previsdo da demanda que pode ser eliminada através da informacdo que o seu
competidor pode fornecer. Esse indice G nada mais é do que o 1%, mas os autores
nao mencionaram nenhum dos nomes mais conhecidos desse indice, que foi visto

apenas como uma medida natural para “mostrar quando as firmas poderiam ter
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incentivos para compartilhar suas informagoes”. Esse tipo de aplicagdo,
modelagem do valor da informagdo para decisdes estratégicas no contexto da
teoria dos jogos, sera desenvolvida no cap. 5 dessa tese, usando as equagdes
proposicdes e teoremas desse cap. 3, proporcionando uma abordagem mais
detalhada sobre o VOI do que geralmente se vé na literatura de jogos.

A idéia intuitiva de reducdo de variancia encontra aplicagdes em ciéncias do

gerenciamento, especialmente na area de gerenciamento da qualidade de produtos,

servigos e processos. Em 1951, Deming provocou uma revolugdo nessa area ao
introduzir métodos para melhorar a qualidade do produto através justamente da

reducdo da variancia do processo. Os métodos de Deming t€ém sido usados

amplamente pelas industrias e assim parece interessante usar a medida n® para
planejamento ou para analisar investimentos na melhoria da qualidade.

A medida 1’ tem sido usada nas mais diferentes areas de conhecimento. O
mais antigo uso € na estatistica (onde nasceu), por ex., para testar a linearidade
dos dados num modelo de regressdo, pois se a diferenca entre n°> e p° for
significativa em termos estatisticos, se rejeitaria a hipotese nula da linearidade
(ver Lema 4 (a) e (b), para entender o motivo). A discussdo e as referéncias dessa
visdo estatistica serdo analisadas no proximo sub-item (3.3.4).

Na area biomédica, tem sido recentemente usada na analise de imagens 3D

de ultra-som, que sdo ferramentas de cirurgias assistidas por computador, ver
Pennec et al (2005). Nessa aplicagdo, se busca uma transformagdo espacial T,
sendo dada a imagem J, chamada de imagem gabarito (“template image”, que
corresponde ao sinal S), através da imagem transformada J o T que deve ser a
mais similar possivel da imagem “verdadeira” I. A medida 1’ serve para
quantificar a similaridade de imagens, explorando suas caracteristicas intuitivas e
também pelo fato de ser valido no mundo ndo-linear e ser ndo-paramétrica.
Aplicagdes biomédicas similares usando 1 pode ser vista em Roche et al (2001).
Além disso, j& foram mencionadas (e serdo dadas mais referéncias dessas
literaturas no item 3.3.4) que 1* tem sido muito usado como medida de associagdo

em psicologia e sociologia, assim como tem sido usado recentemente em fisica

computacional no ramo denominado andlise de sensibilidade global (item 3.1.4.4).
Existe potencial para outras aplicagdes, que aparentemente ainda nao foi

usada. Por ex., n° poderia ser usada como indicador de causacdo, se valendo da
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assimetria para ver qual variavel ¢ mais provavel causar a outra. Mas devem-se ter
alguns cuidados. Embora seja clara a ligacdo entre correlagdo e causagdo, a
primeira ndo implica na segunda, embora possa aumentar as chances de haver
alguma causacdo. Por ex., lama e chuva tem uma forte correlagdo, mas lama nao
causa chuva e sim a chuva é que causa a lama. No entanto, a freqiiéncia em que
ocorrem juntas (lama e chuva) sugere que existe uma boa chance de haver alguma
causagdo entre essas variaveis. Mas a inferéncia em estudos de causagao deve ter
alguns cuidados. Como aponta Pearl (2000, p. 342), “correlagées podem ser
estimadas diretamente em um estudo simples sem controle, enquanto que
conclusdes sobre causacdo requerem experimentos controlados”. Embora n* ndo
possa provar uma dire¢do causal, ela pode medir o nivel de causag¢do dada uma
premissa do analista de existir uma certa dire¢ao causal.

A seguir serd apresentada uma propriedade surpreendente e pratica quando a
varidvel de interesse pode ser escrita como uma soma de fungdes reais de n
variaveis aleatdrias independentes. Se essas n varidveis explicam totalmente a
variavel de interesse X, entdo a aprendizagem pode ser decomposta como a soma
das medidas n*(X | Si), i=1, 2, ... n, soma essa que sera sempre igual a 1. Essa
propriedade sera vélida para a medida n”, mas ndo para medidas concorrentes tais
como medidas de copulas, correlacdo, informagdo mutua, etc. A surpresa ¢ que,
apds uma pesquisa exaustiva na literatura de probabilidade e estatistica, essa
propriedade nio foi reportada anteriormente®' .

O conceito chave a ser usado aqui € a independéncia. Seguindo Breiman
(1969, cap. 4), independéncia de varidveis aleatorias € uma condicao forte e tem a
propriedade de familia ou propriedade hereditaria. Isso € ilustrado com o seguinte
resultado conhecido (ver, por ex., Breiman, 1969, p.91), o qual sera usado para

demonstrar o teorema da decomposi¢do do aprendizado para sinais independentes.

Lema 5 (independéncia ¢ uma familia): Sejam os sinais S;, Sy, ... , S,, variaveis
aleatorias independentes. Entao:

(a) Qualquer grupo menor dessas varidveis também ¢ independente;

2T Apesar do titulo, o livro de Vind (2002) nio trata desse tipo de assunto e sim de uma
visdo teodrica da incerteza usando topologia — espagos de fungdes com relagdes de pré-ordem, onde
as medidas de probabilidades sdo substituidas por um conceito de incerteza na forma de conjuntos
CONVexos.
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(b) Para quaisquer fungoes reais f, g, ... , h, as variaveis f(S)), g(Sz2), . . .,
h(S,), sao independentes; e
(c) Fungdes de grupos disjuntos dessas variaveis sao independentes (ex., f(S;)

e g(S,, S3) sdo independentes).

O teorema da decomposi¢do do aprendizado para sinais independentes ¢
apresentado a seguir. Ele mostra diretamente a participacdo de cada variavel no
processo de revelagdo total da variavel de interesse X, desde que seja usada como
medida de aprendizagem a redugio esperada de varidncia n”. Sera visto com um
exemplo simples que outras métricas ndo exibem essa propriedade.

Teorema 3 (Decomposicdo do Aprendizado): Sejam os sinais S, Sy, ... , S,

variaveis aleatorias independentes. Seja X a v.a. de interesse para a aprendizagem,
com Var[X] > 0 (ndo-trivial) e finita®'?, assim como todas as varidncias dos sinais.
Seja X igual a uma soma de fungdes desses sinais, isto é:
X=1(S;)+g(Sz)+...+h(Sy) (143)
Ondef, g, ..., h, sdo quaisquer fungdes reais de v.a., constituindo novas v.a. com

variancias finitas. Entdo:
XS . Sn) = MX S+’ X[S)+ ... +2X[Sn) = 1  (144)

Prova: Por defini¢do, n*(X | S;) = Var[E(X | S;) ]/ Var[X],i=1, 2, ... n.
Entdo, a soma dos n*(X | S;) da eq. (144) pode ser escrita como:
(X[ S) + (X |82 + ... + (X[ Sa) =

Var[ E(XS,)] N Var[ E(X|S,)] . Var[ E(X[S,)] _
Var[X] Var[X] o Var[X]

Var[ E[f(S,) + g(S,) +... + h(S.) |S,]] +... + Var[ E[f(S,) + g(S,) +... + h(S,)|S.]

Var[f(S,) + g(S,) +... + h(S,)]

Mas E[f(S;) | Si] = (Sj). Além disso, devido a independéncia entre S; e S;,
tem-se E[f(S;) | S;] = E[f(Si)] e Var[f(S;) + g(S;)] = Var[f(S;)] + Var[g(S;)], pois
funcdes de v.a. independentes também sdo independentes (Lema 5). Logo, a

expressdo anterior pode ser escrita como:

212 Com a premissa razoavel de que a variancia da distribuicdo a priori Var[X] é finita, a
variancia da distribuicdo de revelagdo é também finita e limitada por Var[X], mesmo se n — oo.
Logo, ndo € necessario trabalhar com varidncia infinita no limite n — co. Isso contrasta com o
movimento geométrico Browniano, cuja variancia ¢é ilimitada: ela tende a infinito quando t — oo.
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Var[ (S,) + E[g(S,)] +... + E[h(S,)]] +...+ Var[ h(S,)+ E[f(S,)]+ E[g(S,)]+..

-+ B[k, D]]

Var[f(S,)] + Var[g(S,)] + ... + Var[h(S,)]

Entretanto, embora a fungdo f(S;) seja uma varidvel aleatoria, o seu valor
esperado ¢ conhecido (e finito) no momento inicial. Logo o valor esperado ndo-

condicional E[f(S;)] ndo é uma variavel aleatoria, ¢ um niimero conhecido (i. €,

ele ¢ S;-mensuravel). Logo, Var[E[f(S;)]] = 0. Com isso, varios termos da equacao
anterior desaparecem:
(X[ S)+ (XS + ... +1*(X| Sn) =

Var[ f(S,)] + Var[ g(S,)]+... + Var[ h(S,)]
Var[f(S,)] + Var[g(S,)] +... + Var[h(S, )]

= WX[S)+N(X|S) +.. £ (X[ S) =1 0

Essa propriedade d4 uma interpretacao intuitiva em termos de decomposi¢ao

do aprendizado, mostrando a importancia relativa de cada varidvel no processo de

aprendizagem. Uma aplica¢do pratica imediata ¢ a indicacdo de vantagens de

algumas alternativas de investimento em informacao sobre outras, por reduzirem a
incerteza em varidveis mais importantes na decomposi¢ao do aprendizado.

A demonstragdo acima serve também para complementar a prova do

Teorema 2 em relagdo ao ltimo axioma para medidas de aprendizagem (ver eq.
142). Note que a eq. (144) ¢ bem mais forte que o exigido pelo axioma. No
axioma H (aditividade da medida de aprendizagem), se requer a aditividade igual
a 1 apenas se X for a soma de sinais independentes. Isso ¢ um caso particular do
Teorema 3, ja que para n° vale para a soma de funcdes de sinais e ndo apenas
quando f(S;) = S;. Essas fun¢des ndo precisam nem mesmo ser 1-1 (ter inversas).
O Teorema 3 pode ter outras conseqiiéncias particulares em outros contextos,
como a decomposicdo da variancia em modelos tedricos “exatos” (sem erro
residual) de ANOVA para v.a. independentes. No entanto, a literatura de ANOVA
ndo especifica nada similar (talvez por ter predominantemente a visdo “amostra” e
ndo a de “populacdo”, ver item 3.3.4).

Comentario: Métodos que usam probabilidades inversas p(s | x), como os de
verossimilhanga, ndo podem ter propriedades similares as da eq. (144), ja que nem

todas as fungdes admitem a inversa (a menos que se restrinja a fungdes 1-1).
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Corolério do Teorema 3: O Teorema 3 vale também para o caso de X ser a

soma de fung¢des de grupos disjuntos dessas variaveis independentes. Um exemplo
seria: X = f(Sy, Sz) + g(S3) + h(S4, Ss, Se).
Prova: similar ao do Teorema 3, mas usando também o item (c¢) do Lema 5.
A seguir, ¢ mostrado um exemplo simples que ilustra o Teorema 3 e mostra
que outras medidas/métricas de dependéncia ndo exibem essa propriedade.
Considere um campo de petréleo ja descoberto, mas com incerteza no verdadeiro

volume de reserva, conforme a esquematica Figura 39 abaixo.

Reservatério Volume = B,
sem incerteza (incerto)
Volume = B
Volume = B'z
{incerto)

Figura 39 - Exemplo do Teorema da Decomposi¢cao do Aprendizado

Denote B o numero de barris (ou volume) dessa reserva, onde B ¢ uma v.a..
Nesse campo existe um reservatorio com By milhdes de barris de reservas
provadas, sem incerteza, e dois reservatorios independentes (diferentes idades
geoldgicas) com incertezas, tendo reservas B; e B, se esses reservatorios
estiverem preenchidos com petroleo e zero caso contrario. Embora ndo existam
davidas do tamanho dos reservatérios, existem dividas se eles estdo preenchidos
com agua ou com Oleo. O primeiro reservatorio tem probabilidades q de ter
petroleo e (I — q) de ter agua, enquanto que o segundo reservatorio tem
probabilidades p e (1 — p) para petréleo e dgua, respectivamente. Perfurando um
poco em cada area com incerteza se pode revelar toda a verdade a respeito da
variavel de interesse B. Ou seja, o volume total da reserva B ¢ uma fun¢do de
apenas duas varidveis aleatdrias independentes S; e S,:

B(S1,S2) = B+ (B xS)) +(B2xSy) (145)

Onde os sinais S; sdo v.a. independentes”” de Bernoulli de pardmetros q ¢ p,
1.6, S| ~ Be(q) e S» ~ Be(p). Aqui se esta interessado em nz(B |Si)e nz(B | S,), ou

seja, na relevancia dos sinais S; e S, para prever a variavel de interesse B.

23 Independéncia significa (para variaveis de Bernoulli vale até “se e somente se”) que

ambas (S, | S1) e n*(S1 | S) sdo iguais a zero.
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Para facilitar a intuicdo, considere os valores numéricos: By = 100; B; = 50;
B, =50; q = p = 50%. O valor esperado de B antes de qualquer nova informagao
¢: E[B] = Bo + (B; x q) + (B2 x p) = 150. A variancia incondicional ¢ Var[B] =
1250. Também ¢ facil ver/calcular que a revelacdo do sinal S; (perfurando o
primeiro pog¢o) reduz Var[B] pela metade, i.e., nz(B | S1) = 50%. Analogamente,
nz(B | S2) = 50%. Pode-se verificar que o processo obedece ao Teorema 3, i. &,
(X | S)+n*(X|S2) = n’(f(S1, S2) | S1) + n*(f(S1,S2) [ S2) = 0,5+0,5 = 1.

Pode-se com esse exemplo verificar que essa propriedade da medida n* néo
se verifica para métricas “competidoras” tais como o coeficiente de correlacio

(0,71 + 0,71 > 1)*"* ¢ a mutua informagdo (1 + 1 > 1)*"

. Adicionalmente, devido
a insensibilidade do valor do cenario, mutua informa¢ao nao muda se o volume B;
for o dobro de B, quando claramente o sinal S; tornar-se-ia mais relevante que o
sinal S; em termos de reducdo de incerteza do volume B para aplicagdes de valor
da informacdo. Ou seja, se B; = 100 (permanecendo B, = 50, etc.), a propriedade
de n? (teorema acima) mostra que o sinal S; tem maior peso, i.e., n(X | Si) +
(X |S2) = 0.8+0,2=1.

Esse exemplo simples pode ser estendido para aplicagcdes mais complexas
devido a flexibilidade da wvariavel de Bernoulli gerar outras distribui¢des
(Binomial, Normal, etc.) e/ou descrever a incerteza em situagdes complexas.

Esse tipo de propriedade pode ser util também quando a variavel de

interesse ¢ uma fun¢do de um produto ou de um quociente de (funcdes de)

variaveis aleatdrias independentes, pois através de uma transformacao logaritmica

¢ possivel usar o teorema anterior. Por exemplo, nas companhias de petréleo e na

literatura profissional o volume da reserva B ¢ estimado considerando B como

uma funcdo de vdrias variaveis independentes. A fun¢do mais usada para estimar
o volume de reservas ¢ a funcdo B = f(FR, GV, NTG, ¢, Sw, Bo) dada por:

B = FRx[GVx NTGx¢x(1-Sw)]/Bo (146)

Onde FR = fator de recuperacdao (% do volume total que ¢ recuperavel

economicamente); GV = volume de rocha reservatorio (“gross volume”); NTG =

% da espessura do reservatorio com oOleo (“net to gross thickness”); ¢ =

21 Nesse exemplo simples, devido a fungdo B(S;, S,) ser linear, o quadrado da correlago
(coeficiente de determinagio) é igual ao n? (Lema 4). Isso é uma vantagem pratica de 1>

215 Considerando a base 2 nos logaritmos da equagio entropia. Outras bases ndo terdo
melhor performance no caso geral.
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porosidade da rocha reservatdrio; Sw = saturagdo de dgua; e Bo = fator volume da
formacdo para o 6leo*'®
reservas ¢ B(FR, A, h, ¢, Sw, Bo) dada por:

B=FRx(Axhx¢x(l—Sw)]/Bo (147)

. Uma outra fun¢do usada na literatura para volume de

Onde A = area; h = espessura com 6leo (“net pay”) e as outras variaveis sao
como antes. Com a transformacdo logaritmica X = In(B), pode-se escrever X
como a soma de funcdes de varidveis independentes e logo ira obedecer o teorema
da decomposigdo do aprendizado se for usado 1> como medida de aprendizagem.

3.3.4.
Métodos Estatisticos Populares: Outra Vantagem de n?

Uma das vérias vantagens da medida de aprendizagem proposta ¢ que ela
pode ser estimada com os métodos estatisticos mais populares. Em particular, 1’
pode ser obtida através dos métodos paramétricos de estimagdo mais populares:
regressoes (lineares ou nao-lineares) — ja que ela pode ser interpretada como o
fator de ajuste R? da regressio, e a andlise de varidncia (ANOVA), pois &
diretamente relacionada com duas somas de quadrados usadas nesse método. Esse
item ir4 discutir sucintamente essas estimativas de 1.

Nenhuma outra medida de dependéncia ¢ tao facil de ser obtida através de
métodos estatisticos populares. Além disso, como o conceito de m°> é ndo-
paramétrico, pode-se estimar 1> sem assumir uma distribui¢io para X ou S, e
também sem assumir uma fungao especifica (ou modelo) para X = f(S). Com isso,
pode-se estimar 11* também com métodos ndo-paramétricos.

Os estatisticos costumam separar os conceitos de populagdo e amostra na
definicao das estimativas de parametros. Uma populagdo pode ser vista como uma
amostra de tamanho infinito. Como em Kruskal (1958), a énfase aqui ¢ visao de
populagdo (visdo mais probabilistica, que permite interpretacdo), mas sera
mostrada sucintamente a visdo de amostra (visdo mais estatistica), sendo dadas
referéncias para trabalhos empiricos (que nao € o foco da tese).

A discussio de estimadores (visdo amostra) para n° é bem antiga, por ex.,

Pearson (1911) aponta que a estimativa comum de n” ¢ tendenciosa para cima®'’

218 Devido 4 menor pressio na superficie, o volume de 6leo do reservatorio se expande.
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(maior que o verdadeiro n’), em geral quanto menor for o tamanho da amostra.
Assim, Pearson introduz um fator de correcdo que assintoticamente tende para
zero tanto quando o tamanho da amostra tende a infinito, como quando nz tende
para 1. Outra discussdo estatistica classica, ainda mais detalhada, é de Wishart
(1932). Também Kelley (1935) propds uma formula para estimar 1* usando uma
amostra, a fim de corrigir o seu erro sistematico.

A eq. (107) de 0’ pode ser interpretada no contexto estatistico de uma
regressdo (linear ou ndo-linear) como o coeficiente R?, que dé o ajuste do modelo
em relagdo aos dados. O modelo de regressdo ¢ uma fungdo X = {(S), onde f(S) ¢
chamado de preditor de X baseado em S. Assim, a eq. (107) ¢ interpretada como a
razdo entre a variagdo explicada pelo modelo e a variagdo total de X. Na versao
“populacao”, isso significa que (ver, por ex., Pedhazur, 1997, p.355):

variancia explicada

n'(X|8)= R*(X=1(S)) = (148)

variancia total

No caso da regressdo linear ser o modelo que d4 a melhor previsdo de X

baseada em S, como foi visto, n° ¢ igual ao quadrado do coeficiente de correlagio
p. Dada a regressao linear que explica X, 1. ¢, X =a S + b, dada a regressao total
que incluio erro g,1. ¢, X =a S + b + ¢, e se realmente o modelo linear ¢ o melhor
modelo, entdo pode-se escrever a eq. (148) como (ex.: Kruskal, 1958, p.817):

Var[aS+b] a’ Var[S]

2XIS) = p(X = =
N (X[S)=p (X, S) Var[aS+b+¢] a’ Var[S] + Var[g]

(149)

Caso a amostra mostre uma divergéncia significativa entre n° e p?, entdo é
uma indicag¢do que a regressao linear ndo ¢ um bom modelo para explicar X. Esse
teste de linearidade usando n” ¢ p” ¢ discutido em Stuart & Ord & Arnold (1999,
p.501-502). Serdo mostradas as equagdes para estimar 1° a partir de amostras de
dados S. O valor de amostra de R* duma regressio ¢ mostrada rotineiramente em
software populares (ex.: Excel), dada a regressdo que, se for linear, entdo p” = R”.

No caso da versio amostra, serd usado um acento circunflexo em 1° para

caracterizar que ¢ uma medida baseada numa amostra. Nessa versdo, devem ser

27 Uma maneira intuitiva de ver isso ¢ que n” é uma razdo de varidncias, sendo que a
variancia maior fica no denominador. Como se sabe, na estimativa de varidncia de uma amostra de
tamanho N, se divide a soma (x; — E[x])? por N — 1 (em vez de N) para corrigir a tendenciosidade
(ao custo de erro esperado maior). Se dividisse por N, o estimador seria tendencioso para baixo.
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analisados alguns detalhes tipicos da literatura estatistica tais como a questdo dos
graus de liberdade a serem usados para estimar as variancias da eq. (148).

Uma regressdo também pode ser interpretada num contexto mais geral de
analise de variancia (ANOVA), desenvolvida pelo estatistico inglés R.A. Fisher
na década de 20 do século XX. No entanto, Fisher atacou o uso estatistico de n* e
assim teve divergéncias famosas com Pearson. Conforme reporta Levine & Hullet
(2002, p.620 e n.5), a implicAncia de Fisher era devido a estimativa de n* ser
tendenciosa para cima especialmente para pequenas amostras ¢ devido a ele nao
conhecer a distribuicdo de n* (Fisher s6 sabia que tinha a desvantagem de ndo ser
uma distribui¢do normal) e assim nao poder calcular o intervalo de confianga da
estimativa. Mas existem métodos para corrigir a tendenciosidade (como visto, o

218

proprio Pearson apresentou um)” "~ e hoje em dia se sabe que a distribui¢do

empirica de > ¢ uma distribuico beta (isso foi mostrado por Hotelling em 1931,

ver Keeping, 1962, p.345-346), tornando datadas as criticas de Fisher.

Maxwell & Camp & Arvey (1981, p. 526) aponta que a ANOVA pode ser
conceituada como um caso especial de analise de regressdao. Miles & Shevlin
(2001, p.33) ressalta que, embora a ANOVA seja mais usada para examinar as
diferencas entre médias de grupos (grupos de fatores expressando diferentes
modelos para explicar a variavel X), a ANOVA examina variabilidade e assim
pode ser aplicada para ver quanto da variancia total de X ¢ explicada pelos fatores
Si (por cada um ou por grupos de fatores). Em geral, a resposta (dos dados) de
qualquer modelo pode ser escrita como a predi¢cdo do modelo mais um erro, i. €:

Resposta = Modelo + Erro (150)

Dessa forma, a variagao total da resposta dos dados pode ser decomposta em
termos de variacao devido ao modelo mais a variagdo nao explicada pelo modelo.
Nessas analises estatisticas, a variacdo ¢ dada pela soma de quadrados (“sum of
squares”, SS). Essas somas de quadrados estdo diretamente relacionadas as
respectivas variancias (ja que a variancia ¢ uma média de soma de quadrados, por
defini¢dao). No contexto de regressao, a variagao da equacao anterior ¢ dada por:

Sstotal = Ssregressﬁo + Sserro (151)

218 Além disso, como reporta Levine & Hullet (2002, p.620), as pesquisas geralmente usam
um tamanho suficientemente grande de amostra, de forma que o problema de tendenciosidade “é
de pequena importancia na pratica”.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025039/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0025039/CA

3 Incerteza Técnica, Valor da Informacgao e Processo de Revelacao 256

Onde SSiota1 € a soma dos quadrados dos desvios de cada resposta observada
(cada dado) x; em relacao a (grande) média das respostas X. De forma similar,
SSregressio € @ soma dos quadrados dos desvios de cada resposta prevista (pelo

modelo de regressdo) X, em relagdo a média das respostas X . Finalmente, SSero,

também chamada de soma dos quadrados dos residuos®'’, é a soma dos quadrados
dos desvios de cada resposta observada (cada dado) x; em relagdo a sua respectiva

resposta prevista (ou explicada) pelo modelo de regressao X, .

No contexto mais comum em que a ANOVA ¢ usada para comparar médias
entre grupos, a soma total dos quadrados ¢ decomposta na soma dos quadrados
entre os grupos (modelo) mais a soma dos quadrados dentro dos grupos (erro):

SStotat = SSentre + SSdentro (152)

As trés ultimas equagdes sdo equacles estatisticas andlogas a lei da
varidncia total (ou formula da variancia condicional), eq. (98), onde a variancia a
priori ¢ a média do SSi, a variancia de E[X | S] pode ser vista como uma média
do SSregressio (s€¢ 0 modelo € uma regressdo) e E[Var[X | S]] pode ser vista como
uma média do SSerro. No caso de grupos de dados, do ponto de vista de populagao,
a medida 1” pode ser vista como:

Var[total] — Var|[dentro Var[entre
Var]|total] Var|total]

No caso do modelo ser uma regressao, na eq. (153) a razdo seria a variancia
da regressao em relagao a variancia total (regressao + erro), comparar a eq. (153)
com a eq. (148). No caso de uma regressdo, com uma amostra de N dados i.i.d.,

as somas dos quadrados sao dadas por:

N

SStotal = Z(Xi - i)2 (154)
i=1
N
Ssregressﬁo = Z(il - i)2 (155)
i=1
N
SSerro = Z(Xi - ﬁi)z (156)
i=1

219 Em ANOVA, esse erro quadratico é também chamado de variagdo “dentro dos grupos”.
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Uma tabela de (um-fator) ANOVA tipicamente mostra®’ essas somas de
quadrados e o teste estatistico baseado na distribuicao-F, dado pela estatistica fg,
definido por uma razdo de médias quadradas (que sdo variancias). No caso de

uma regressao:

f _ SSregressio / dfregressio (1 57)
- SS..., / df

erro | Qlerro

Onde df (“degree of freedom”) significa os graus de liberdade, os quais sdo
fungdes do tamanho da amostra e do namero de fatores®'. Ex., numa regressio
linear, os fatores ou parametros a estimar sdo dois, o coeficiente angular ¢ o
coeficiente de intersecdo. Nesse caso, dfiegressio =2 — 1 =1 € dfero = N — 2. No
caso mais comum de comparacdo de médias entre grupos, a razao fy, ¢ similar,
bastando trocar os subscritos “regressdo” por “entre” (os grupos) e “erro” por

“dentro” (dos grupos). Note que varidncia entre as médias dos grupos ¢ uma
média dos quadrados (X, — X)°, andloga a varidncia das médias condicionais (i.
¢, variancia da distribui¢do de revelagoes).

A estatistica fy, ¢ diretamente relacionada com a razdo de correlagao nz.
Essa termos de populacdo, a relagio entre n° e a razdo f ¢ dada por (ver, por ex.,
Cohen, 1988, p.281):

fz
N = T (158)

O valor de amostra de 7> pode ser estimado de uma tabela tipica de

ANOVA usando diretamente a razao das somas quadradas entre os grupos (ou da

regressao) e a total, ou seja, o estimador ¢ dado por (Pedhazur, 1997, p.355):

SS SS .
A2 — entre ou A2 — regressio 1 5 9
T ss T = Tss (159

total total

O valor R? (eq. 148, geralmente reportado na tabela de ANOVA) é outro
estimador de n” equivalente ao da eq. (159), ver, por ex., Maxwell & Camp &

Arvey (1981, p. 529). Nas analises tradicionais de ANOVA, apesar da facilidade

220 Mostra outros indicadores também, por ex., o p-valor: se o p-valor for menor que um
certo nivel de significancia, entdo a hipotese nula (ex.: de ndo ter relagdo linear) pode ser rejeitada.

210 ntimero de graus de liberdade total é N — 1, o do modelo (ou “entre grupos”) ék — 1 e
0 do erro (ou “dentro do grupo”) é N — k, de forma que se tem N — 1 = (k — 1) + (N — k). Ver
qualquer texto popular de estatistica, por ex., Levine & Berenson & Stephan (1999, p.604-610).
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A ~ 7 222 :
de calcular 1y°, esse valor geralmente nio é reportado™, uma vez que o interesse

¢ fazer um teste de hipotese para rejeitar ou ndo um determinado modelo. Nesse
3

contexto, basta calcular fy,, com isso determinar o p-Valor22 , € em seguida
comparar o p-valor com o nivel de significancia desejado no teste de hipotese. Em
alguns textos, em vez do p-valor se compara a estatistica obtida fs, com um feitico
(também tirado de tabela). Nesses testes de hipotese, o calculo de n® ndo é
necessario.

No entanto, ndo apenas as aplicacdes dessa tese podem se beneficiar da
estimativa 1|°, como também existem aplica¢des tradicionais em estatistica que se
beneficiam desse indicador. E o caso da literatura de “poder estatistico” que usa
n? como um indice de efeito de tamanho (“effect size index™), ver, por ex., Cohen
(1988) ou Pedhazur (1997). Essas analises sdo usadas especialmente em ciéncias
humanas comportamentais (como psicologia) e ciéncias sociais. A idéia ¢
determinar se um fator (ou grupo de fatores) ¢ importante para prever a realidade.
Exemplos: (a) pode-se querer saber a importancia dos fatores “renda” e “idade” na
demanda de um produto a fim de desenhar uma campanha de marketing; (b) pode-
se querer saber a relevancia dos fatores “classe social” e “educagdo” nos indices
de criminalidade, para desenhar politicas sociais.

Aqui ¢ oportuno apontar as diferencas de estimativa de n° quando existe
apenas um sinal S (um fator A na linguagem de ANOVA) e quando existe um

vetor de sinais S = (Sy, Sy, ... Sn)T, por ex., os fatores A, B, C influenciando a

variavel dependente X, na linguagem de ANOVA. No caso de vetor, existem duas
estimativas de n” na literatura, o 1° como aqui apresentado e o parcial-n (“partial
eta squared”). E importante fazer essa distingdo j4 que existem software que
fazem confusdo e usam o parcial-n’ como se fosse 0 M’ por ex., o pacote
estatistico SPSS, conforme reportado por Levine & Hullet (2002, abstract).
Dentro do contexto de ANOVA para trés fatores A, B, C, a estimativa de n2 e
parcial-n® para um dos fatores (por ex., A) para uma amostra grande, sio

respectivamente dados em Cohen (1973, eq.1 = eq.6 e eq. 3) por:

222 Ex., na ferramenta de analise de dados do Excel, a tabela ANOVA mostra também o
valor de R? e R*-ajustado (ambos sdo estimadores de n’), mas ndo menciona diretamente o 1.
233 0 p-valor ¢ obtido em tabelas de ANOVA que usa a distribuigéo F (F de Fisher).
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RX|A) = D 55, (160)
Sstotal SSA + SSB + SSC + SSerro
SS
arcial-n*(X |A) = ——A 161
p N (X[A) SS. +SS.__ (161)

Como ressalta Cohen (1973), o parcial-n* é maior que o 1’ (a ndo ser para o
caso de apenas um fator, em que as duas medidas s3o iguais), o que pode levar a
uma posi¢cdo muito otimista do efeito do fator A para predizer X. Tanto Kennedy
(1970) quanto Levine & Hullet (2002, p.620) criticam®* o uso do parcial-n” por
ndo ter a interpretacao intuitiva de ser a percentagem da soma total dos quadrados,
ndo ser aditivo ¢ ndo ser equivalente aos conceitos familiares de R* (regressio
geral, ver a seguir) e p* (regressdo linear), como ocorre com o (ndo-parcial) n’.
Por isso, essa tese recomenda trabalhar com n?” e ter cuidado com software que
pode estar reportando parcial-n” em vez de n°.

A ligagdo de #° com o coeficiente R* de uma regressdo ¢ reportada em
varios textos e artigos (por ex., em Levine & Hullet, 2002, p.619; Pedhazur, 1997,
etc.). O coeficiente R*(X = f(S)) no caso da regressdo linear ¢ o quadrado do
coeficiente de correlacdo de Pearson, ou seja, a versdo amostra da eq. (149) é:

SS .
Dregresio _ 1 SSermy. (162)
SS

total total

(X |S) = RX(X =£(S) linear) = p*(X, S) =

~ ~ . AD J .
No caso de regressdo ndo-linear, 1n° também pode ser visto como o

coeficiente R* da amostra, que no caso ndo-linear ¢ diferente de p”. A versio
amostra da eq. (148) ¢ dada por:

A2 2 ~ . SSregressﬁo
N (X |S) = R*(X=1(S) ndo-linear) = ET (163)

total
No caso de regressdoes multiplas (varios Si), a interagdo entre os fatores faz
. . . e 2
com que o valor de R” seja tendencioso para cima (como esperado, ja que n° €
tendencioso para cima, como foi visto). Essa tendenciosidade ¢ maior, quanto
menor for o tamanho da amostra N e maior for o nimero k de fatores interagindo.
2 . 2 . , ~
Nesse caso, se usa o R™-ajustado, denotado por R°-adj, que ¢ dado pela equagao

(exs.: Miles & Shevlin, 2001, p.33; ou Maxwell & Camp & Arvey, 1981, p. 528):

22 No entanto, como mostra Cohen (1973) e citado por Levine & Hullet (2002, p.620-621)
como “notéavel excegdo”, o parcial-n? pode ser mais interessante que o n° sob certas condigdes.
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N-1
Radj=1-(1-R*») — 164
j ( )N_k_1 (164)

E facil ver que (dado k finito) quando N — o = R*-adj — R% Quando n* é
estimado dessa forma, essa estimativa ¢ chamada muitas vezes de “epsilon-
squared”, £°. Por ex., Maxwell & Camp & Arvey (1981, p. 527-528) e outros na
literatura de psicologia, associam “epsilon-squared” ao R*-adj (eq. 164) e “eta-
squared” ao R? da eq. (163). Outros, como o artigo classico de Kelley (1935),
associam o uso da eq. (164) combinado com a eq. (163) a estimativa “ndo
tendenciosa da razdo de correlagdo”. Maxwell & Camp & Arvey (1981, p. 532)
concluem que “eta-squared” (como medido pela eq. 163) ¢ um bom indice
descritivo de grau de associacdo entre a v.a. “dependente” (X) e a v.a.
“independente” (S) em uma amostra, enquanto que “epsilon-squared” (e uma
outra chamada “omega-squared”) s3o melhores em termos de inferéncia desse
grau de associagdo. Mas eles mesmos indicam (p.526) que ndo existe consenso
entre os autores sobre o melhor estimador para medida de associagdo, por ex.,
Friedman recomenda o uso do “eta-squared”, Cohen recomenda ambos “eta-
squared” e “epsilon-squared”, dependendo da situagdo, etc™.

Esses estudos de ANOVA ou de multipla regressdao consideram que o vetor
de sinais sdo varidveis estatisticamente independentes™®. E para o caso do vetor
de sinais com variaveis dependentes entre si? McKay & Morrison & Upton (1999)
analisam esse caso no contexto de andlise de sensibilidade global (item 3.1.4.4),
ou seja, o vetor de sinais sdo as varidveis de “input” e a variavel de interesse ¢ a
variavel de “output”. Eles usam uma foérmula de varidncia total para varidveis
dependentes conhecida como formula de Panjer (ver Panjer, 1973) para justificar
o método de estimativa de n>. Em seguida eles usam métodos computacionais
iterativos para estimar o valor de n° da amostra com sinais dependentes, incluindo
a conhecida amostragem “Latin hypercubic”, muito usada em simula¢do de Monte

Carlo (co-desenvolvida pelo proprio McKay no final da década de 70). O livro de

223 Até na simples estimativa de uma variancia ndo ha consenso. Embora a maioria divida a
soma de quadrados por N — 1, para o estimador ser ndo tendencioso, ha quem prefira dividir pelo
tamanho da amostra N, pois dessa forma o estimador tera menor variancia (menor erro). Sao dois
critérios razoaveis que levam a diferentes estimadores. Se N for grande, a discussao € irrelevante.

26 Em estimativa Bayesiana, se assume que as v.a. sdo condicionalmente independentes ou
intercambidveis, relaxando um pouco a hipotese de independéncia.
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Saltelli et al (2004), também discute métodos para estimar 1’ com sinais
(“inputs”) dependentes.

O objetivo desse item foi principalmente mostrar a facilidade de obter
estimativas de > com métodos populares como regressio ¢ ANOVA. Mas foram
apresentadas também algumas equacdes de estimativa assim como 0s conceitos
(populacionais) por tras dessas equagdes. Diversas referéncias foram mostradas
para o leitor interessado em trabalho empirico nessa area. Agora sera apresentado
um tema mais aplicado, de fundamental importancia em exploracao de petrdleo.

3.4.
Processo de Revelagao de Bernoulli

3.4.1.
Distribuicao de Bernoulli e Fator de Chance Exploratério

A incerteza técnica mais elementar e basica em exploracao de petrdleo € a

incerteza na existéncia de petréleo num prospecto exploratorio. Essa incerteza ¢é

expressa pela variavel denominada fator de chance (FC), que da a probabilidade

R r 22 J R r
de existir petroleo em um prospecto®’. O fator de chance exploratdrio é uma v.a.

discreta definida por uma distribui¢do de Bernoulli com parametro p (onde p ¢

chamado de probabilidade de sucesso), ou seja, em termos de notagao:
FC ~ Be(p) (165)
Pela sua importancia pratica no contexto de exploracdo de petrdleo,
inclusive na aplicagdo do cap. 5 de jogo de opg¢des reais, a distribuicdo de
Bernoulli serd estudada em detalhes, assim como a distribuicdo bivariada de
Bernoulli, em que a v.a. fator de chance FC interage com a v.a. sinal S, que
também ¢ uma distribuicdo de Bernoulli. Ainda no item 3.4 serdo estudados os
processos de revelagdo de Bernoulli, que pertencem a uma categoria especifica de
processos dependentes de Bernoulli que ainda ndo foi estudada na literatura®®.

A distribuicao de Bernoulli ¢ a distribuicdo mais simples que existe: ¢ uma

distribuicdo discreta com apenas um pardmetro e apenas dois cenarios. Um dos

227 Egsa parte ¢ baseada parcioalmente em notas de aulas de cursos ministrados pelo autor
na Petrobras e em Dias (2003).

228 Ao melhor do conhecimento do autor da tese. O processo dependente de Bernoulli dado
pela distribui¢do hipergeométrica (sorteios sem reposigdo) é totalmente diferente do tipo de
dependéncia que sera aqui analisado. Para outros detalhes, ver item 3.4.3.
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cenarios tem valor’> 1 (com probabilidade p), chamado “sucesso”, e o outro tem
valor zero (com probabilidade 1 — p), chamado “falha” (ou insucesso). Nas
aplicagdes essas duas possiveis realizagdes de FC sdo fatores multiplicativos do
VPL na equacao do valor monetario esperado (VME), eq. (3). A Figura 40 mostra
a distribuicdo de Bernoulli, sendo que o lado esquerdo mostra a funcdo
probabilidade (massa) com pardmetro p = 30% e o lado direito mostra a fungao

distribuicdo acumulada G(x) com parametro genérico p.

80% -

70% |
60%
50%
40%
30%
20%
10%
0% T 1
0 1

Fator de Chance {fator multiplicativo)

Pr(FC < x)
v
L=

G

Prebabilidade de Ocorréncia

[ TR

X

Figura 40 — Distribuicao de Bernoulli: Massa (esquerda) e Acumulada (direita)

Formalmente, a fun¢do probabilidade (massa) de Bernoulli pode ser escrita
como uma das duas equagdes abaixo:

1-p para x=0

Be(x) = (166)
p para x=1
Be(x) = p*(1-p)' ™ ,sendox=0o0ul (167)
A distribuicao acumulada G(x) da Figura 40 ¢ formalmente escrita como:
0 para x <0
G(x)=41 — p para 0 <x<1 (168)
1 para x 21

A distribuigdo de Bernoulli ¢ também de grande importancia teorica, tanto
por razdes histéricas™° como por poder gerar outras distribuicdes conhecidas tais
como as distribui¢des binomial, hipergeométrica, Pascal, geométrica, e no limite
até distribui¢des continuas como a normal (através da binomial). Discussdes sobre

a distribuicdo de Bernoulli, assim como as suas propriedades podem ser

22 Existem distribui¢des de Bernoulli com pequenas variagdes: (a) cenarios nominais, ex:
sucesso ¢ x = sim e falha € x = ndo; (b) cendrios numéricos mas ndo 0-1, ex: — 1 e+ 1.
230 . . . R , . . . ~ .
Foi uma das primeiras distribuigdes estudadas. Além disso, a primeira versdo da lei dos
grandes numeros, o classico teorema Bayesiano sobre seqiiéncias de v.a. intercambidveis de De
Finetti, dentre outros, usaram a distribui¢do de Bernoulli, tomando vantagem de sua simplicidade.
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encontradas especialmente em Balakrishnan & Nevzorov (2003, cap. 4) e alguma

discussao também em Evans & Hastings & Peacock (2000, cap.4). Aqui serdo

mostradas algumas das propriedades da distribui¢do de Bernoulli. As propriedades
mais importantes sdo o valor esperado e variancia de FC ~ Be(p):

E[FC] = p (169)

Var[FC] = p(1-p) (170)

A Tabela 10 resume as principais propriedades da distribuicdo de Bernoulli

com parametro p.

Tabela 10 — Propriedades da Distribuigdo de Bernoulli (Univariada)

Propriedade/ Fungio Equacio
Média E[Be(p)] = p
Variancia Var[Be(p)] = p (1 —p)
1 -2p
Assimetria v3[Be(p)] = ————
p(l - p
1
Curtose vaBe(p)] = ——— -3
p(l - p)
Fungdo Caracteristica ot) = 1+pe'=1)
Funcao Geradora de Momentos M) = (1-p)+pe'
Estimador de p (n sucessos na amostra p= n
N) N

Quando a medida de incerteza ¢ a entropia H (eq. 68), entdo a entropia da
distribuicao de Bernoulli ¢ dada por:
H[Be(p)] = — p log(p) — (1 - p) log(1 - p) (171)
Note que tanto a variancia (eq. 170) como a entropia (eq. 171) sdo méximas
quando p = 2 e minimas (iguais a zero) para os casos de p =0 e p = 1. Ou seja,
em certos aspectos a variancia e a entropia tém comportamentos similares no caso
da distribui¢ao de Bernoulli, o que pode levar a solugdes similares.

Assim como ocorre com a distribuicdo Normal, a informagdo de Fisher I(p)

para a distribui¢do de Bernoulli ¢ simplesmente o inverso da variancia (prova: ver

DeGroot & Schervish, 2002, p.437). Ou seja, a informagao de Fisher é:
I(p) = 1/[p-p)l (172)
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Assim a informac¢do de Fisher ¢ minima para p = 50% (mas ndo ¢ zero, é
inclusive maior que 1) e vai a infinito nos casos de revelacao total, 1. &, I(p) =+
para os casos de p = 0% e p = 100%. Assim, claramente a informagdo de Fisher
nao serve como medida de aprendizagem, pois ndo atende ao axiomas mais
elementares das medidas de aprendizagem, ver item 3.3.2.

Para outras propriedades, ver Balakrishnan & Nevzorov (2003, cap. 4). Por
ex., todos os momentos ndo centrais sdo iguais a p, i. €, E[X"]=p,n=1,2, ... A
varidncia é igual a E[X'] — (E[X?])?, etc.

No caso de p =0 ou de p = 1, a distribuicao de Bernoulli ¢ dita degenerada.
Nesse caso se tem a revelacdo total do verdadeiro cenario da distribuigao de
Bernoulli, pois se p = 0 entdo a varidvel de Bernoulli FC = 0 com probabilidade 1
e se p =1 entdo FC = 1 com probabilidade 1. Como esse também ¢ o caso limite
de uma distribuicdo de revelagdes de uma v.a. de Bernoulli, ver Teorema 1(a),
sera a seguir discutido esse caso no contexto de exploragdo de petréleo.

O que significa revelagdo total para o fator de chance exploratorio? Existe

algum investimento em informacdo que revele toda a verdade sobre uma locagao

especifica? Sim, a propria perfura¢do do pogo pioneiro! Essa perfuragdo revelaria
ou o cenario FC" = 1 ou o cenario FC~ = 0. Por consisténcia, ex-ante esses
cenarios revelados teriam probabilidade de ocorréncia iguais a p e (1 — p),
respectivamente. Ou seja, a distribuicdo de revelagdes no caso de revelacao total €
exatamente igual a distribuicdo a priori de FC. Isso ¢ exatamente o Teorema 1 (a),
que diz que a distribuicao de revelagdes ¢ igual a distribuicdo a priori, no caso
limite de revelagao total!

Outra maneira de ver ¢ através de um sinal S que proporcione uma
aprendizagem maxima. O caso limite de revelacdo total através de um sinal
poderia ser idealizado através de um “expert infalivel” (ou “profeta”) que saberia
toda a verdade sobre uma bacia. Isso significaria que toda vez que alguém
apresentasse um prospecto de um bloco exploratdrio, esse “expert infalivel” diria
que ou a locagdo tem FC = 100% ou a locacdo tem FC = 0%. Se um geo6logo
estima que um certo prospecto tem uma probabilidade de sucesso p entdo, por
consisténcia, ele espera que se o “expert infalivel” for convocado a se pronunciar
em relagdo a esse prospecto, ex-ante a probabilidade de ele(a) revelar que FC =1
¢ igual a p ¢ a probabilidade de ele(a) revelar que FC = 0 é (1 — p). Ou seja, a

distribuicao de revelagdes ¢ exatamente a distribui¢ao a priori, consistente com o
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Teorema 1 (a). Se o gedlogo achar que o “expert infalivel” dirda FC = 1 com uma
probabilidade diferente (ex.: q), entdo ele deve revisar sua distribui¢do a priori de
FC e usar q como probabilidade de sucesso.

Note que a mé noticia ¢ também muito valiosa para uma companhia de
petréleo, pois evita um gasto inatil em um pogo “seco” (petréleo inexistente) com
probabilidade 1, i. €, evita o exercicio sub-6timo da opg¢do de perfurar um pogo
pioneiro naquela locacdo. Lembrar do exemplo simples do cap. 2 (Figura 3).

Bacias muito conhecidas (ex.: aguas rasas do Golfo do México) tem
locagdes ou com FC muito alto (> 40%) ou muito baixo. Embora a propria
perfuracdo do pogo pioneiro seja a Unica maneira conhecida de revelar toda a
verdade sobre a existéncia de petroleo em um prospecto (pois infelizmente nao
existe o “expert infalivel”), isso ndo seria vantagem ja que se deseja obter uma
informagdo mais barata sobre a chance de sucesso, antes de gastar algumas
dezenas de milhdes de dolares na perfuragdo do pogo pioneiro. Pesquisa sismica e
os resultados das perfuragdes de pogos vizinhos (inclusive de outras firmas —
agindo como “‘free rider”) proporcionam revelagdo parcial sobre FC que permite
revisar as expectativas em relagdo ao FC de um prospecto especifico. Isso serad
estudado no item 3.4.2 sobre distribuicdo bivariada de Bernoulli, pois ¢ necessario
descrever a distribui¢ao conjunta do FC do prospecto de interesse com o sinal S,
geralmente também uma v.a. de Bernoulli.

E oportuno estabelecer a seguinte defini¢io sobre “play geoldgico”, muito
util tanto para desenho da seqiiéncia 6tima de perfuracdo de prospectos, como

para andlise de interacdo estratégica entre companhias de petroleo atuando numa

mesma bacia. Essa defini¢do ¢ baseada em Rose (2001, p. 3 e 57) e ¢ similar, mas
mais detalhada do que a usada em McCray (1975, p.222).

Definicdo. Play geoldgico: ¢ uma familia de campos, descobertas,
prospectos e caminhos/regides (“leads”) que tem similaridade geoldgica, i. &,
compartilham a mesma origem geologica. A similaridade se d4 principalmente em
termos de tipo de rocha reservatério, geometria da trapa (para aprisionar o
petréleo no reservatério) e rocha geradora de petroleo.

A andlise de play geoldgico (chamada de “play analysis”) utiliza estudos de
geologia regional (que estuda uma determinada éarea de uma bacia), de
geoquimica (que da indicacdes principalmente sobre migracdo de petrdleo) e

geofisica (especialmente a sismica, que da indicagdes sobre a existéncia e o
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tamanho de rochas e falhas geoldgicas). Prospectos no mesmo play geologico sdo

correlacionados, i. €, por compartilharem as mesmas caracteristicas geoldgicas a

informagdo resultante da perfuragdo de um prospecto afeta (para cima ou para
baixo) os fatores de chance de todos os prospectos situados no mesmo play
geologico. Por isso esse conceito ¢ fundamental para a andlise da interagdo
estratégica entre companhias de petroleo em aplicacdes de jogos de opgdes reais.
Para aprofundar a questdo de correlacdo entre prospectos € necessario
detalhar o significado do fator de chance de existéncia de petroleo, decompondo-o
em outros fatores. Desde o ponto de vista da exploragdo de petroleo™’, o fator de
chance de existéncia de uma reserva de petréleo em um prospecto pode ser visto
como uma fung¢do de 6 fatores de chance (que individualmente também sdo v.a. de
Bernoulli). O FC total ¢ o produto dos seis fatores abaixo, ja que esses fatores
geralmente sdo considerados independentes ou condicionalmente independentes:
1) Probabilidade de existéncia da rocha geradora (“source rock”) de
petroleo;
2) Probabilidade de existéncia de migragdo, 1. €, uma falha geoldgica ou
outro caminho ligando a rocha geradora com a rocha reservatorio;
3) Probabilidade de existéncia de rocha reservatorio;
4) Probabilidade de existéncia da trapa geométrica’’ (“closure chance”)
que dé a geometria da relacdo entre rocha reservatério e rocha selante;
5) Probabilidade de retencdo, i. €, uma rocha selante cercando o
reservatorio e preservagdo do petréleo retido (“containment chance”); e
6) Probabilidade de existéncia do sincronismo geologico (“timing”),
condicional a ocorréncia dos fatores anteriores. Ou seja, coincidéncia
temporal da seqiiéncia geologica: geracdo, migracdo, enchimento do
reservatorio, aprisionamento e preservacao do petroleo.
Se qualquer desses fatores ndo ocorrer, nao haverd reserva de petroleo. Ou
seja, a existéncia de petrdleo ¢ uma grande coincidéncia. A lista acima pode variar
um pouco, a depender do autor. Uma das referéncias mais citadas por gedlogos-

economista ¢ Rose (2001, p.34-36), que recomenda os 5 primeiros fatores de

»l Agradeco ao Consultor Sénior da Petrobras, Geofisico Paulo Johann, pelas discussdes
sobre a decomposic¢do do fator de chance e sobre a comparagao entre as revelagdes de informagdes
obtidas com um sinal sismico e com o resultado da perfuragdo de um pogo exploratorio vizinho.

32 Existem diversos tipos de trapas geoldgicas: estruturais, estratigrafica, diagenéticas,
hidrodindmicas e em centro de bacias. Ver Rose (2001, p.35).
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r

chance da lista acima®’. Em Rose (2001) a probabilidade de sincronismo é
considerada dentro do fator de chance de migracao principalmente. Mas aqui sera
interessante destacar o fator de sincronismo geoldgico, pois pode haver um
caminho claro de migra¢do (indicado pela sismica, ex.: técnica de “ray tracing”),
mas nao ter havido sincronismo para alguns objetivos geologicos numa bacia e ter
havido sincronismo em outras (o sexto fator pode facilitar a analise desses casos,
para separar o que a sismica ndo v€). Além disso, esse fator ¢ importante para
analise estratégica de prospectos vizinhos correlacionados (ver discussao abaixo).
Alias, o proprio Rose (2001, p.80-82) destaca que na analise de play

J4

geoldgico ¢ conveniente distinguir entre os fatores de chance que sao

compartilhados (“shared”) por todos os prospectos do mesmo play, dos fatores de
chance especificos do prospecto (fatores de chance locais ou independentes). Os
fatores de chance compartilhados aqui serdo referidos como fatores de chance

globais ou regionais. Rose mostra como exemplos de fatores “shared”, os fatores

relativos a rocha geradora, migracdo em direcdo a area do play geoldgico e o
sincronismo (!), fator esse que antes ele ndo tinha destacado da migracdo. Isso
reforca a decisdo dessa tese de adicionar o fator sincronismo a lista de Rose.

Agora serdo discutidos os cinco primeiros fatores da lista acima. Conforme
destaca Rose (2001, p.35), a probabilidade na geracdo de petroleo ¢ muito alta em
bacias produtivas (bacias relativamente conhecidas), mas pode ser baixa em
bacias de fronteira (bacias pouco exploradas). Assim, esse ¢ um fator global, pois
afeta praticamente todos os prospectos de uma bacia. Em bacias de fronteira,
mesmo um sucesso num pogo distante afeta bastante o prospecto, pois confirma a
existéncia de rochas geradoras na bacia. Mas se tiver muito distante dessas rochas
geradoras, o petroleo pode nao ter chegado até a area do prospecto.

O segundo fator, a migracdo, ¢ um fator regional, pois pode afetar diversos
prospectos, mas menos globalmente que o caso da rocha geradora. Por ex., pode
ter havido migragdo em direcdo a plays geoldgicos da area norte de uma bacia,
mas ndo na area sul da mesma. No caso de uma bacia bem explorada, com pocos
relativamente pertos (vizinhos) confirmando a existéncia de petrdleo, esse indice
pode ser bastante alto. Caso contrario, ele pode ser muito baixo. Esse fator ¢ de

grande relevancia em prospectos vizinhos e assim pode levar a interagdo

33 Mas, conforme reporta o Gedlogo Luciano Costa, a Petrobras usa 6 fatores desde 1984.
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estratégica de firmas diferente que possuem prospectos correlacionados (no
mesmo play geologico) em areas (blocos) vizinhos. Ou seja, a revelagao de
informagao do resultado do poco vizinho afeta bastante esse fator de migracao.

Os outros fatores 3, 4 e 5 s3o mais locais, mas um sucesso num pogo
vizinho correlacionado também pode melhorar um pouco a chance de ocorréncia
desses fatores. Ou seja, tem alguma dependéncia para prospectos do mesmo play,
mas menos do que os fatores anteriores. Para esses fatores, os registros de sismica
dao uma boa indicacdo de sua ocorréncia. Os registros sismicos (especialmente a
sismica 3D) ddo boas indicagdes sobre a existéncia de rochas e aspectos
estruturais em geral, mas virtualmente nenhuma (ou muito fraca) indicacao sobre
os fluidos na rocha reservatorio (especialmente se 6leo ou dgua) ou sincronismo.

Em geral, a sismica pode dar razoaveis ou boas indicagcdes para os 5
primeiros fatores listados acima, mas ndo dd quase nenhuma indicagdo sobre o

sexto fator (sincronismo). J4 o resultado da perfuragdo de pocos vizinhos

correlacionados revela principalmente (e fortemente) o sexto fator. Visto dessa
forma, o resultado de pocgos adjacentes complementa bem a sismica. Entretanto,
mesmo com ambas as fontes de informagdo alguma incerteza permanece no
prospecto de interesse (apenas a sua propria perfuragdo revelaria toda a verdade
sobre esse prospecto). A andlise matematica de sinais imperfeitos (revelacao
parcial) serd desenvolvida no item 3.4.2.

Embora tenham casos em que se reporta alguma dependéncia entre esses
fatores (por ex., entre reservatorio e geometria de trapa e entre rocha selante e
geometria de trapa), a grande maioria dos analistas concorda em assumir a
premissa da independéncia entre esses 5 fatores num mesmo prospecto (Rose,
2001, p.41). Mas pode ser mais preciso considerar como Delfiner (2000, p.2), que
alguns fatores sdo condicionalmente independentes e ai sim eles podem ser
multiplicados. Ele da como exemplo que s6 ha migracdo se houver geracdo e
assim o fator migra¢do deve ser estimado como Pr(migragdo | existe a rocha
geradora), para poder multiplicar pelos outros fatores. Delfiner (2000) considera
migragdo e sincronismo no mesmo fator, como Rose. Mas a dependéncia mais
forte ¢ com o sincronismo: s6 tem sentido falar em sincronismo de eventos caso
esses eventos tenham ocorrido (sincronizados ou nao). Por isso esse fator foi
listado como condicional & ocorréncia das rochas, geometrias, etc. A diferenca em

relacdo a Delfiner ¢ que em alguns casos a sismica pode indicar um caminho/falha
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da possivel migracdo (com o fator refletindo a chance dessa existéncia), mesmo
que nao exista a rocha geradora.

Mas em muitos casos, considerar os fatores condicionais pode ser mais
interessante quando se decompde os mesmos em outros fatores, onde alguns sub-

fatores sdo comuns e outros sdo independentes (Delfiner, 2000). Dessa forma,

quais os fatores destacar como principais € quais os sub-fatores que compdem
cada fator principal, depende da aplicagdo. Aqui (analise econdmica) vale a pena
destacar o sincronismo, ja que o poder de revelacdo da perfuracdo de pocos
correlacionados € bem maior que a da sismica 3D para esse fator especifico.

Assim, em geral se calcula o fator de chance total FC simplesmente
multiplicando esses fatores de chance especificos. Aqui estd sendo assumido que
existe apenas um objetivo num prospecto. Em caso de multiplos objetivos
(multiplas zonas de interesse sendo atravessadas pelo mesmo poco pioneiro),
entdo deve ser considerada a dependéncia no sentido que a revelagao de
informacao do resultado da perfuracdo no objetivo mais raso irda mudar a
probabilidade de sucesso nos objetivos mais profundos do poco. Isso pode sugerir
a interrupcdo da perfuracdo (exercicio da op¢ao de abandono), caso os objetivos
mais rasos revelem noticias negativas.

Para determinar o fator de chance FC, cada um dos seis fatores deve ser
determinado por estudos de especialistas™*. Rose (2001, p.34-36) recomenda
decompor cada um desses fatores principais em sub-fatores de chance, i. €,
elementos mais basicos dentro de cada tdpico, aprofundando a andlise de cada
item com estudos qualitativos e/ou quantitativos. No item 3.4.4 sera mostrada a
metodologia de inferéncia Bayesiana (assim como as suas limitagdes) para
estimar a probabilidade de sucesso de uma distribuicdo de Bernoulli que, em tese,
poderia ser aplicada para sub-fatores de um mesmo play geoldgico desde que

existam dados. Pode-se usar a seguinte escala subjetiva de probabilidade, seja para

fatores principais, seja para sub-fatores, que associa frases a cada uma das
diversas faixas de valores de probabilidade de sucesso. A idéia € os especialistas

se guiarem por essa escala para atribuir probabilidades para cada fator que ird

2% Em alguns casos sdo usadas estimativas baseadas na taxa de sucesso média de uma bacia
ou area. Mas elas sdo indicadores pobres do fator de chance especifico de um prospecto. Assim, na
maioria dos casos, ¢ preferivel fazer uma analise especifica dos varios fatores (Rose, 2001, p.46).
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compor o fator de chance total FC. Essa escala subjetiva de probabilidade ¢

mostrada na Figura 41 (baseada em Rose, 2001, p.37).

. Ocorrera
1 ] i -
© 09+ 3 Virtual certeza
=
-g 0.8 . )
= g7 Mais provavel de estar presente que ausente
= ] Razoavel confianga geologica.
=] 0,6 -
=
E 0,5 Significante incerteza
2 0.4 —
m 03 IMenos provavel de estar presente que ausente
E 02 ]
B 0,1 Fator de alto risco geologico
u - .
- N0 ocorrera

Figura 41 — Escala de Probabilidade Subjetiva para Fator de Chance

Na estimativa dessas probabilidades, o caso mais complicado (ou mais

tendencioso) ¢ a analise de prospectos de alto risco, i. ¢, quando FC < 10%.
Conforme Rose (2001, p.47), um resultado “perturbador” tem sido reportado por
grandes companhias tais como a Shell, Amoco e Mobil nos anos 80, onde os
prospectos com FC < 10% (ex-ante) resultaram em sucessos ex-post em menos de
1% dos casos. Essa tendenciosidade (para cima) de avaliacdo de prospectos de
alto risco ¢ explicada de varias maneiras por Rose, duas delas sdo: (a) gerentes
tém a tendéncia de querer “desesperadamente” achar grandes campos que esses
prospectos podem conter”>, confundindo a necessidade de adicionar valor com a
necessidade (?) de perfurar pogos; e (b) em geral os gedlogos (e as pessoas) sao
melhores em julgar a diferenca entre FC de 50% e FC de 25% do que entre FCs de
5% e 10%. Essa ultima razao ¢ consistente com a chamada teoria dos prospectos
(ver item 6.3.4), que explica porque as pessoas investem em jogos de loterias que
tém baixissimas chances de sucesso ¢ VME claramente negativo desde um ponto
de vista “racional” (i. ¢, VME < 0 para os verdadeiros FCs desses jogos, que
podem ser calculados com precisdo no caso de jogos lotéricos).

Porém, parte dos prospectos de alto risco pode ter valores de opgdes reais

elevados devido ao poder de revelacdo maior de um prospecto que tem como

objetivo um novo play geologico e/ou usa um modelo geologico totalmente

diferente do que vem sendo usado. A revelagdo de um novo play geoldgico

33 Se 0 FC ¢ baixo, o0 VME s6 sera maior que zero se o volume B esperado for grande.
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produtivo numa bacia tem efeito global ou regional, pois afeta positivamente
iniimeros prospectos em diferentes graus. Assim, uma ou mais companhias de
petrdleo com prospectos naquela regido tem o valor do seu portfélio alavancado.
Um exemplo simples disso ¢ apresentado em Smith & Thompson (2004, p.2-3 e
6n), de um portfélio com trés prospectos dependentes (eles usaram 8
probabilidades condicionais, além das 3 probabilidades marginais)>*® e mesmos
prémios. O de menor chance de sucesso foi escolhido ser perfurado primeiro por
ter maior grau de dependéncia com os outros (maior poder de revelacao).
Prospectos de alto risco podem gerar um valor agregado de OR maior, mas
a distribui¢do de valor dessa externalidade positiva (em caso de sucesso) pode ser
desigual. Nesse caso, pode ser necessdria a andlise estratégica dos “jogadores”
com maior beneficio de uma revelagdo positiva num certo play ou bacia, a fim de

estimar que firma deve perfurar primeiro os prospectos de alto risco.

E o comportamento dos FCs de uma bacia ao longo do tempo? Rose (2001,

p-46) mostra um grafico tipico de uma area dos EUA (norte de Michigan) onde o
FC realizado (ex-post) tem um grande crescimento durante um periodo de trés
anos e depois uma clara tendéncia de declinio (entremeados com breves periodos
de crescimento). Jones & Smith (1983, Fig. 4) mostram um grafico similar em
outra area dos EUA (sul de Louisiana), onde o FC ex-post cresce durante trés anos
atingindo um valor de 80% de sucesso, seguindo-se um longo periodo de declinio.
O periodo de grande crescimento em geral estd associado a revelagdo de um novo
play geologico produtivo numa bacia, fazendo revisar para cima ndo s6 os FCs
previstos (ex-ante), como sendo confirmado ex-post com um aumento da taxa de
descoberta nesse play. Esse ¢ o grande foco de andlises como as que serdo
efetuadas nessa tese, devido ao potencial de alavancagem com opg¢des reais
exploratdrias. A fase de declinio ocorre depois que as estruturas maiores ¢ mais
evidentes nesse play ja foram encontradas e assim os prospectos remanescentes
tém tanto ex-ante como ex-post FCs menores, pois sdo menores e/ou mais dificeis
de serem encontrados (Rose, 2001, p.47). Isso ¢ razoavelmente consistente com o
método chamado de modelagem de processo de descoberta (ver o item 3.4.3 e
White, 1992, p.88, para referéncias e discussdo), que assume que a existéncia de

pequenos campos ¢ mais freqiiente do que a de grandes campos, sendo que estes

36 Embora a distribui¢do Bernoulli trivariada s6 precise de 8 parimetros para ser definida.
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sdo geralmente descobertos antes do que os pequenos campos. Esse método
também assume que as descobertas posteriores (menores) tendem a preencher os
vazios da distribuicdo de volumes descobertos de uma distribuicao de
probabilidades conhecida (geralmente lognormal).

Um aspecto pratico sobre o FC. Geralmente se considera como descoberta
(FC =1 ex-post) apenas se o volume da acumulacao (ou da reserva B) for maior
que um certo valor minimo. Isso pode ser conveniente para se trabalhar com
distribui¢cdes conhecidas (ex.: triangular) para o volume de reservas B, pois se
incluir volumes muito pequenos a distribuicdo poderia ser bi-modal (Delfiner,
2000, Fig.7), dificultando a analise. O importante € a consisténcia entre o FC e a
distribuicdo a ser usada para o volume. Mas colocar um volume minimo muito
alto (apenas os que sdo hoje econdmicos) ¢ inconveniente, pois esquece a natureza
dinamica dos pregos do petroleo e da evolugao da tecnologia (que pode viabilizar
pequenas descobertas inicialmente taxadas de invidveis). A industria de petréleo
esta cheia de exemplos de campos considerados inviaveis que se tornaram
atrativos™’. Por isso ¢ preferivel considerar no FC apenas o sucesso geologico (de
um volume ndo desprezivel, por ex., a partir de 5 milhdes de barris) e ndo o
sucesso comercial (que poderia demandar volumes minimos de algumas centenas
de milhdes de barris, no caso de campos maritimos).

Mas quem usa estatisticas de sucessos para estimar o FC de uma bacia ou
para outros estudos, deve considerar que geralmente ¢ reportado o sucesso
comercial (na época) e nido o sucesso geologico™'. Assim, a taxa de sucesso
exploratorio comercial, ao contrario da geologica, deve ser correlacionada com o
preco do petroleo. Isso ¢ exatamente o que demonstra o conhecido artigo de
Forbes & Zampelli (2000), que usa testes econométricos (regressao logistica) para

mostrar a correlagdo entre os FC reportados e o preco do petroleo, com dados de

27 Um exemplo é o campo de Mars em aguas profundas do Golfo do México, reportado em
Chen & Conover & Kensinger (2001). O bloco foi ganho em leildao pela Shell em 1985, mas com a
queda do prego do dleo e a falta de tecnologia a baixo custo s6 foi perfurado e descoberto em
janeiro de 1989. Mas foi considerado invidvel economicamente devido ao alto custo. Com o passar
do tempo voltou a ser vidvel e os investimentos iniciaram no segundo semestre de 1993. Outro
exemplo ocorreu no campo de Jubarte na Bacia do Espirito Santo, que no ano 2000 era
considerado inviavel economicamente. Investimentos em VOI ¢ a melhora no pre¢o do petroleo o
tornaram viavel e estimulou a exploragdo naquela area. Hoje, as reservas descobertas nesse play
geologico (conjunto de campos chamado de “parque das baleias™) superam os 2 billhdes de barris.

3% Para 0 American Petroleum Institute, um pogo pioneiro é classificado como sucesso se
houver a completacdo de um pogo para producdo nesse campo (Forbes & Zampelli, 2000, p.115).
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1978 a 1995. Eles mostram que a tecnologia so teve impacto (positivo) nos FCs
reportados no periodo apds 1986 (particularmente nos anos 90 com o uso de
sismica 3D, como serd visto), sendo que antes o aumento no sucesso reportado foi
devido principalmente ao aumento do preco do petroleo™’.

3.4.2.
Distribuigcdo Bivariada de Bernoulli: Fator de Chance e Sinal

Esse topico ira analisar matematicamente o modelo probabilistico para um
importante caso pratico: como um sinal S altera o fator de chance FC de um
prospecto de interesse? O sinal S aqui € especialmente a informagdo gerada pela
perfuracdo de um pogo pioneiro vizinho ou de um registro sismico. O exemplo
discutido no cap. 2 (ver Fig. 3) d4 uma idéia da utilidade pratica de se aprofundar
nessa analise. L4 foram assumidos valores revisados (com o sinal) do fator de
chance de um prospecto, sem discuti-los. Isso sera feito nesse item.

A abordagem aqui serd baseada no uso da medida de aprendizagem n? (ou a
sua raiz positiva 1), que tornard esse calculo mais simples e intuitivo do que o
método tradicional Bayesiano, que usa probabilidades inversas (verossimilhanga).
A discussdo dessas probabilidades inversas na arvore de decisdo da Fig. 30 deu
uma idéia do método Bayesiano e mostrou que ¢ muito trabalhoso calcular e
verificar a consisténcia dessas probabilidades inversas, além de ndo ser muito
intuitivo. Além disso, a estimativa de probabilidades condicionais ndo permite
comparar diferentes sinais em termos de aprendizagem ou poder de revelagdo.
Isso ¢ importante até para a geréncia da exploracdo ter uma métrica que possa
comparar o efeito de uma sismica 3D sobre diferentes prospectos de uma mesma
area. Intuitivamente, o poder de revelagdo da sismica 3D sobre esses prospectos
deve ser mais ou menos o mesmo, mesmo que os FC sejam diferentes. Ou seja, a
informatividade deve independer da distribuicdo a priori da v.a. de interesse, ver
discussdo sobre a comparagdo de experimentos (Blackwell). Uma medida de
aprendizagem como 1> resolve o problema de comparagdo, ja as diferentes
probabilidades inversas sao dificeis de comparar. As métricas de verossimilhanca
ndo resolvem, pois foi visto que uma confiabilidade igual a zero, p(s | x) = 0, pode

significar um aprendizado maximo igual ao obtido com p(s | x) = 100%.

39 Com o colapso (“jump-down”) do preco do petroleo em 1986, o percentual de campos
com menos de 2 milhdes de barris caiu de 30% para 11% (Forbes & Zampelli, 2000, p.112 n2).
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Ha muito tempo que a literatura de exploragdo de petroleo reconhece o fato
probabilistico que a revelacdo de um sinal positivo (ex.: descoberta feita em um
bloco vizinho) aumenta a chance de sucesso de encontrar petréleo em prospectos
correlacionados e vice-versa (sinal negativo diminui o FC). Isso motivou estudos
de comportamento estratégico de firmas numa bacia (exs.: Hendricks &
Kovenock, 1989; Hendricks & Porter, 1996), problema a ser analisado no cap.5.

A andlise da relagdo entre as v.a. de Bernoulli FC e S ¢ importante ndo s6
em aplicacdes de jogos de opgdes reais, como também no caso sem interagdo

estratégica da analise de portfolio de exploracdo de uma companhia de petréleo, a

fim de priorizar e determinar a segiiéncia otima de investimentos em informacao,
1. é, em sismica 3D e perfuracdo de pogos pioneiros. Dentro da visdo da tese,
deve-se fazer uma andlise integrada por grupos de prospectos correlacionados.
Para revisar o valor do fator de chance, em vez de usar diretamente uma
medida de aprendizagem como nessa tese, geralmente s3o usados os métodos

tradicionais Bayesianos (nem mesmo ¢ usado o popular coeficiente de correlagao

p) que em geral demandam uma posterior verificacao de consisténcia e/ou calculo
preliminar de probabilidades inversas, além de ter de estimar valores para algumas
probabilidades condicionais. Isso ¢ ilustrado no livro texto de Lerche & MacKay
(1999, p.287-291) através de um exemplo para calcular o FC apdés um ou mais
sinais, que ¢ bem mais trabalhoso do que o método aqui proposto. Aqui so sera
necessario estimar a medida de aprendizagem e as probabilidades a priori do FC e
do sinal (que ainda podera ser simplificado se assumir v.a. intercambiaveis). Além
disso, se for facil estimar apenas uma dessas probabilidades condicionais, por ex.,
o valor de FC" = Pr(FC = 1 | Sinal = 1), entfio podera ser diretamente obtida (uma
formula simples) a medida de aprendizagem 1”. Isso tudo sera visto nesse topico.
O artigo de Wang et al (2000) usa métodos de consisténcia, mais simples do
que o Bayesiano tradicional, para estimar os FC revisados com a revelagdo do
sinal. Além disso, eles também se preocuparam em introduzir uma medida de
dependéncia para estabelecer um processo de revelagao (ndo foi usado esse nome)
para um fator de chance. Por isso, serd dada uma atengdo especial a esse artigo.
Wang et al (2000) estabelecem o valor do fator de chance condicional a um
sinal positivo, FC", e o valor de FC condicional a um sinal negativo, FC™, e depois

verificam se esses valores sdo consistentes com o valor inicial. Nesse teste de
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consisténcia, ¢ usado o que eles chamam de “conservagdo de risco” (nome pouco
adequado), que nada mais ¢ do que a lei das expectativas iteradas aqui mostrada
no Teorema 1 (b) (ou eq. 93). Eles ndo mencionam o nome mais conhecido, mas a
aplicam corretamente. Wang et al (2000, p.3) também assumem outra premissa,

embora de forma implicita, i. ¢, sem menciona-la: que o fator de chance e o sinal

tém a mesma probabilidade de sucesso, 1. €, sdo v.a. intercambiaveis. Isso ¢ um

indicador que a premissa de v.a. intercambidveis ¢ considerada intuitiva pela
industria. Aqui serd estudado tanto esse caso (intercambiavel) como casos em que
isso ndo ¢ assumido. Enquanto a lei das expectativas iteradas ¢ necessdria para a
consisténcia probabilistica, a premissa de v.a. intercambiaveis ¢ razoavel mas ndo
¢ necessaria, a ndo ser em casos extremos que serdo vistos’*’. No exemplo de
Wang et al (2000, p.3) um o fator de chance inicial (incondicional) FCy = 60% e
um sinal pode fazer ele subir para FC™ = 76% ou FC™ = 36%. Sera visto que isso
implica que o sinal também ¢ uma v.a. Be(60%). Se o sinal fosse Be(50%), entdo
se FC" = 76% seria consistente ter FC™ = 44% (pois 0,6 = 0,5 x 0,76 + 0,5 x 0,44).
Mas Wang et al (2000, p.4) sentem a necessidade de estabelecer alguma
medida de dependéncia para determinar ou o cenario FC', ou o cenéario FC™. No
caso eles escolhem esse ultimo e criam uma medida de dependéncia que varia de
0 (independéncia) a 5 (total dependéncia) para calcular FC . Essa medida entra
numa equacgao simples para o caso de n sinais:
(FC)"=FCy (1 — dep/5)" (173)
Ou seja, em caso de n sinais negativos, o fator de chance inicial decai do
fator (1 — dep/5)". Ele ndo se altera em caso de independéncia e vai a zero se um
sinal negativo for totalmente dependente em relagcdo ao FC. Essa ¢ uma tentativa
interessante que vai ser analisado no item 3.4.3, onde serd visto que essa equagao
induz um processo de revelacio convergente, recombinante, além de
intercambidvel, mas com algum problema de consisténcia do modelo de sinais.
Outra tentativa de modelar a revelacdo de informacdo por meio de sinal
correlacionado com o FC foi Delfiner (2000). Ele modela a dependéncia através
de uma decomposicao de cada fator que compde o FC total. Essa decomposicao ¢
tal que os sub-fatores ou sdo independentes ou sdo comuns (totalmente

dependentes) e dessa forma se estabelece a estrutura de dependéncia. A critica ¢é

0 Um sinal S s6 consegue reduzir 100% da variancia do FC se for intercambiavel com FC.
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que nem sempre se pode decompor em fatores extremos como ele faz. Muitas
vezes o fator € correlacionado, mas nao totalmente dependente. Outra critica ao
artigo de Delfiner foi feita por Smith & Thompson (2004, p. 6), pois ele ao invés
de enxergar a oportunidade (valor da flexibilidade de alterar as decisdes
subseqiientes), conclui apenas que a “dependéncia aumenta o risco exploratorio”.

Para avaliar o efeito de um sinal binario**' S correlacionado (informagio

relevante) no fator de chance exploratorio FC, ¢ necessario estudar a relacdo de

dependéncia entre duas distribui¢cdes de Bernoulli: o sinal binario S e o FC do
prospecto de interesse. A maneira geral de estudar essa dependéncia ¢ através da
especificagdo da distribui¢do de probabilidade conjunta entre sinal e fator de

chance. No caso, a distribuicdo bivariada de Bernoulli, sera estudada a seguir.

Essa secdo serd importante para entender a construgdo de processos de revelagdo
de Bernoulli, uma classe especial de experimentos dependentes de Bernoulli.
Uma distribuicdo multivariada de Bernoulli com k distribuicdes marginais

de Bernoulli, tem 2* — 1 pardmetros (Marshall & Olkin, 1985). No caso de

interesse da tese, k = 2, e assim a distribuicdo bivariada de Bernoulli ¢ totalmente
definida com trés pardmetros, que serdo discutidos a seguir. Distribui¢des
trivariadas de Bernoulli ou com k > 2 em geral, ndo sdo do interesse da tese, pois
a evolugdo do fator de chance (processo de revelagdo de Bernoulli) se dara com

sequéncias de distribuicOes bivariadas de Bernoulli.

Os trés parametros usados para definir a distribuig¢do bivariada de Bernoulli
sdo os dois parametros das distribuicdes marginais ou incondicionais
(probabilidades de sucesso p e q) € um terceiro parametro, que estabelecera a
correlagdo entre as distribuicdes marginais. Esse ultimo pode ser, por ex., a
probabilidade de sucesso conjunto p;; = Pr(X = 1 e S = 1). Posteriormente, pi;
sera substituido por m. A Tabela 11 apresenta a distribuicdo bivariada de

Bernoulli, assim como as suas distribui¢des univariadas marginais.

1 Exs.: pogo vizinho pode revelar sucesso (encontrou petréleo) ou insucesso; sismica 3D
pode indicar sucesso (indicagdo de presenga de rocha selante) ou insucesso.
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Tabela 11 — Distribuicdo Bivariada de Bernoulli e Distribuicdes Marginais

Sinal S (ex.: sismica) Distribuicao
Marginal de X
S=1 S=0 (FC)
Variavel X X=1 P11 P1o p
(ex.: fator de chance) X=0 Poi Poo 1-p
Distribuigdo Marginal de S q 1-q

Conforme Spanos (1999, p.288), a densidade (massa) de probabilidade
bivariada de Bernoulli pode ser escrita analiticamente como:
px,8) = o) V7Y o) Y (@)Y (i) Y xes=0,1 (174)
Por conveniéncia de notacdo, especialmente no item sobre processos de
revelagdo de Bernoulli, em vez de trabalhar com p serd adotada a notacdo FCy
para a probabilidade de sucesso do FC inicial (antes da informagao), i. é:
FCy=p 175)

A distribuicdo de revelagdes (distribuicdo de expectativas condicionais)

nesse caso tem dois cenarios, por conveniéncia chamados de FC* e FC™:
FC'= Pr[FC=1|S=1] = E[FC|S=1] (176)
FC = Pr[FC=1|S=0] = E[FC|S=0] a77

Assim, FCy evolui para FC* ou FC ™, a depender do sinal S. Esses cendrios
da distribuicdo de revelagdes tém probabilidades de ocorréncia de q e (1 — q),
respectivamente. A Figura 42 mostra a distribuicdo de revelagdes para um sinal,
sendo a esquerda como um processo de evolucdo dependente de um sinal e a

direita a funcao probabilidade (massa) da distribuicao de revelagdes de Bernoulli.

ailnal+ FC* : l—q-
I
I
FCy q
I
1-4q |
sinal - FC - I

Figura 42 — Distribuicao de Revelagdes de Bernoulli com Um Sinal

A variancia da distribui¢do de revelagdes Var[Rgc(S)] é, por defini¢do de

variancia, igual a:
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Var[Rec(S)] = q (FC"~FCy)*+ (1-q) (FC™ - FCy)’ (178)
A variancia da distribui¢do de revelagdes também pode ser escrita em
fungdo da medida de aprendizagem n® usando a eq. (107), lembrando que
variancia da distribuigao a priori é Var[FC] = FC, (1 — FCy). Logo,
Var[Rec(S)] = n*(FC|S) FC,y(1-FCy) (179)
A teoria elementar de probabilidade sobre distribui¢do marginais e
conjuntas, permite escrever as seguintes equagdes para as probabilidades de
sucesso marginais (ver Tabela 11), as quais serdo usadas em demonstracdes:
FCy = p = pu + puo (180)
q = Pu t+ poi (181)
Para a distribuicao conjunta p(x, s) ser uma distribui¢ao de probabilidade, os
seus quatro cenarios tem de ter probabilidades somando 1, ou seja:
Puu + Pro + por + poo = 1 (182)
Os valores dos cendrios da distribuicdo de revelagdes (eqs. 176 e 177)

podem ser escritos em termos das variaveis mais basicas FCy, q e p;;. Para isso,

basta usar a definicao de probabilidade condicional, P(A | B) = P(A N B) / P(B):

FCt=Pu (183)
q
HT=1T;::F?C§" (184)

Onde foi usada a eq. (180) na eq. (184). Combinando as eqs. (180) e (181)
na eq. (182), pode-se tirar o valor da probabilidade pyy em termos das varidveis
mais bésicas FCy, q € p11, 0 que sera util em seguida:

Poo = 1+pu — FCy —q (185)

Agora serdo apresentadas as equagdes de confiabilidade (verossimilhanca)
da informacdo S, chamadas de L(S = 1) e L(S = 0). Como antes, serdo usadas

ambas, a defini¢dao de probabilidade condicional e a Tabela 11:

LS=1)=Pr(S=1|FC=1)= 21 (186)
FC,
+ —_ —_
LS=0)=Prs=0|FC=0)= _Po_ _ 7P, =FC7a ¢,
1-FC, 1- FC,

Onde foi usada a eq. (185) na eq. (187), a fim de expressa-la em termos das

variaveis mais bésicas FCy, q € pi1.
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Agora sera estabelecida a condi¢do de independéncia entre as v.a. de
Bernoulli FC e S. Da literatura elementar de probabilidade (ex. DeGroot &

Schervish, 2002, p.56), sabe-se que FC e S sdo independentes se e somente se
ocorrer P(A | B) =P(A) e P(B | A) = P(B). Como P(A | B) =P(A N B)/P(B), ¢

facil provar (ou ver Kocherlakota & Kocherlakota, 1992, p.57) que FC ¢ S sdo v.a.

independentes de Bernoulli se e somente se a probabilidade conjunta de sucesso

Pr(FCNS) = p1; for igual ao produto das probabilidades marginais de sucesso, i.¢:

FC e S independentes < pi;; = FCyq (188)
A covariancia entre FC e S (ver eq. 111) pode ser facilmente deduzida (ou
ver Kocherlakota & Kocherlakota, 1992, p.57) para essas v.a. de Bernoulli como:
Cov(FC,S) = pu — FCyq (189)
Como Cov(FC, S) = 0 se e somente se p;; = FCy g, entdo no caso de
distribui¢do bivariada de Bernoulli, covariancia igual a zero implica em
independéncia, o que ndo ocorre em casos mais gerais de outras distribuigdes.
O coeficiente de correlagdo p(FC, S), que € a covariancia normalizada, para
o caso de v.a. de Bernoulli, ¢ dada por (usar eq. 112 ou ver Kocherlakota &

Kocherlakota, 1992, p.57):

P, — FCO q
p(FC,S) = (190)
JFC, 1-FC,) q(1-q)

De forma andloga a covariancia, para a distribui¢do bivariada de Bernoulli,
ao contrario da regra geral, v.a. ndo-correlacionadas implicam em v.a.
independentes (prova: egs. 188 e 190):
p(FC,S) =0 < FC e S independentes (191)
Assim, dependéncia implica em |p(X, S)| > 0 e os termos “correlacdo” e
“dependéncia” se equivalem no caso de distribuicdo bivariada de Bernoulli. Por
1sso ¢ correto dizer “prospectos correlacionados” para expressar dependéncia.

Lema 6 (sinal da correlacdo na distribuicdo bivariada de Bernoulli): Sejam

as v.a. ndo-triviais FC ~ Be(FCy) e S ~ Be(q). Entdo os casos ndo-correlacionados,

com correlacdo positiva e com correlagdo negativa sao, respectivamente:
p(FC,8)=0 < pu = FCoq (192)
p(FC,S)>0 < pu > FCyq (193)
p(FC,S) <0 < pn < FCyq (194)
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Prova: Direto da eq. (190).

Em adicdo, a menos que seja especificado em contrario, o interesse das
aplicacdes dessa tese € para o caso de correlagdo positiva entre FC e S, de forma
que FC" ndo sera menor que FCy e FC™ ndo sera maior que FCy. Ou seja:

FC' > FCy e FC < FCy (195)

O caso da correlagdo negativa ¢ um problema analogo ao caso aqui
analisado, com a notagdo trocada, ja que FC" passaria a ser menor do que FCy, etc.
As raizes da medida de aprendizagem n’ sdo flexiveis para indicar correlagdo
positiva (+ m) ou negativa (—m). Mas em geral o que importa ¢ o poder de
revelagdo do sinal para revisar os valores de FC, e ndo o sentido (positivo ou
negativo) da correlagdo, ja que ambos os sentidos geram ganhos de aprendizagem.

Os limites de Fréchet-Hoeffding (ver item 3.3.1.1 e egs. 101 a 103) para a

probabilidade de duplo sucesso p;; e para o coeficiente de correlagdo sdo dadas
pelas equagdes abaixo (prova: Joe, 1997, p.210):
Max{0, FCy + q -1} < p11 < Min{ FC,, q} (196)

Max{_\/ FC, q , _\/(I—FCO)(I—q)}S 5 <
(1-FC)) 1-q) FC, q

< Min{FC, , q} (1-Max{FC, , q})
~ \Max{FC, , q} (1-Min{FC, , q})

(197)

A prova da eq. (196) é simples tanto pelas egs. (101) a (103) como
observando a Tabela 11 e notando que as probabilidades tem de ser ndo-negativas
(ex.: poo = 0 na eq. 185). Note que seria valida a eq. (196) também para pgo no
lugar de p;;. Ja a prova da eq. (197) precisa de colocar p;; em funcao de p e
substituir na eq. (196), além de algebra cuidadosa.

Note na eq. (197) que ¢ sempre possivel o caso de p = 0, que aqui significa
independéncia, pois p fica entre um nimero positivo € outro negativo. Agora sera
apresentado o Teorema 4 para a medida de aprendizagem n°.

Teorema 4 (medida de aprendizagem n° para distribuicdo bivariada de

Bernoulli): Sejam as distribui¢des marginais FC ~ Be(FCy) ¢ S ~ Be(q) nao-
triviais de uma distribuicdo bivariada de Bernoulli e seja a medida de

aprendizagem 1° definida pela eq. (106) ou pela eq.(107), entdo:
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(a) As probabilidades de sucesso reveladas por S, i. ¢, FC" e FC~, em caso

de correlagdo ndo-negativa, sdo:

FC*= FC, + /1_—‘1 JFC, (1-FC,) \n’(FC|S) (198)
q

FC = FC, — /IL JFC, (1-FC,) \n’(FC|S) (199)
-q

Em caso de correlagdo ndo-positiva, vale as egs. (198) e (199), mas com o

sinal ap6s FC invertido.

(b) A medida de aprendizagem n’ é igual ao quadrado do coeficiente de

correlacdo p:

2
TFC|S) = p*(FC,$) = P~ o D) (200)
FC, 1-FC)) q(1-9q)
(¢) A medida de aprendizagem n? é simétrica:
X eS~Bernoulli = n*(FC|S) = nXS|FC) (201)

(d) A medida n” é igual a zero se e somente se FC e S sdo independentes:
NA(FC |S) = 0 < FC e S independentes (202)

(e) Os limites de Fréchet-Hoeffding, expressos em termos de m°, para

existéncia da distribui¢do bivariada de Bernoulli, sendo possiveis
aprendizados tanto com correlagdo positiva como com negativa, sao:

FC, q (1-FC) d-q

0< 1 < Max (1-FC) (1-9q FC, q

} (203)
Min{FC, , q} (1-Max{FC, , q})

’ Max{FC, , q} (1—Min{FC, , q})

Prova: (a) Pelo Teorema 1 (b), a média da distribui¢do de revelagdes ¢ igual
a média da distribui¢do a priori, que no caso ¢ FCy. Logo:
FCy=qFC" + (1-q)FC™ =
FC, —qFC*

I-q

FC™ = (204)

Substituindo na eq. (178) que da a variancia da distribui¢do de revelacdes:

. 2
VarRre(S)] = q(FC* — FCy + (1 -q) (Fcf—ch - Fcoj

Apos alguma algebra, a equacdo acima se reduz para:
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Var[Rec(S)] = ﬁ (FC* —FC, )’ (205)

Mas a variancia da distribuicdo de revelacdes, baseada no Teorema 1 (c),

também pode ser escrita como na eq. (179). Combinando as egs. (179) e (205):

n3(FC|S) FCy(1—FCo) = IL (FC* - FC,)’
-q

Tirando o valor de FC”, existem duas possibilidades (a depender do sinal +):

FC'=FC, + /I_Tq \/FCO (1-FC,) \n’(FC|S) (206)

Como o segundo termo da eq. (206) ¢ sempre positivo ou zero, a condi¢do

de correlagdo positiva (ou melhor, ndo-negativa) ¢ dada pela eq. (195) e assim o
sinal da eq. (206) ¢ positivo em caso de correlagdo positiva, e € negativo em caso

de correlagdo negativa. A prova da eq. (199) é analoga a essa prova. OJ

(b) Substituindo a eq. (206) na eq. (183) e elevando ao quadrado para

explicitar n? (note que tanto faz usar o sinal positivo ou negativo da eq. 206), se

obtém a eq. (200). OJ

(c) Pode-se provar através dos mesmos passos usados para obter a eq. (200)
mas partindo de n*(S | FC) em vez de n*(FC | S). Mas bem mais simples é notar
que se permutar as v.a. q € FCy na eq. (200), a eq.(200) permanece exatamente a

mesma. Outra maneira ¢, ja que foi provado que para v.a. de Bernoulli n° ¢ igual a

2 142 R ~ ’ ;e g 2
p°, e esse ultimo € simétrico, entdo também serd simétrico n°. U

(d) Basta usar a €q.(200) na eq. (191). Ou seja, o que vale para p?, vale para

n” no caso de distribuicio bivariada de Bernoulli. U

(e) Primeiro note que o limite inferior de n* foi dado pela Proposicdo 6 (c),
eq. (127). Ele ¢ sempre viavel pois no comentario a eq. (127) foi visto que o caso
de independéncia ¢ sempre vidvel (¢ sempre possivel construir a distribuicdo
bivariada de Bernoulli). Assim, apenas o limite superior é que pode ndo ser igual
ao seu maximo, i. ¢, 1. Para deduzi-lo, um caminho ¢ tirar a probabilidade p;; em

funcdo de n?, usando a eq. (206) e substituindo na eq. (183):
pu = FCyq + |[FC, (1-FC,) \Jq (1-q) {n'(FC|S) (207)
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A seguir, substituir a eq. (207) na eq. (196) e apds uma algebra cuidadosa se
obtém o lado direito da eq. (203). Note que a eq. (207) tem de ser substituida para
os dois casos de sinais. Como sdo possiveis aprendizados tanto com correlagdao
positiva como com negativa, vale o0 méximo dos dois casos. Se fosse permitido
aprendizado apenas com correlagdo positiva, na eq. (203), em vez do maximo
externo, teria de verificar qual das suas duas parcelas tem correlagao positiva, que
passaria a ser o limite restrito de Fréchet-Hoeffding para n’.

Outra maneira ¢ usar diretamente a eq. (197), notando que foi provado pela

eq. (200) que n* é o quadrado de p para v.a. de Bernoulli**. U

A eq. (207) serve também para substituir a varidvel basica p;; por n°, que
tem um significado mais intuitivo de redu¢do de incerteza, além das outras
vantagens ja discutidas. O limite superior de Fréchet-Hoeffding para n* da eq.
(203) muitas vezes ¢ igual a 1, o seu limite natural. Isso sera visto em breve.

As egs. (198) e (199) sdo nao-lineares em nz, mas sdo lineares em 1, a raiz

positiva. As egs. (198) e (199) também podem ser vistas do ponto de vista da

variancia da distribuicao de revelagdes, eq. (179), ou seja:

FC*= FCy + 129 NVar[R,.(S)] (208)
q

FC = FC, - /IL JVarR,.(S)] (209)
-q

As egs. (198) e (199) serao usadas em aplicagdes, mas com uma premissa a
ser vista, elas ficardo ainda mais simples. Isso ¢ discutido a seguir.

Um caso particular importante ¢ quando as v.a. de Bernoulli FC e S sdo
intercambidveis. Nesse tipo de problema (fator de chance exploratorio), a
intercambialidade ¢ considerada intuitiva, como por exemplo foi assumido de
forma implicita em Wang et al (2000), comentado no item 3.4.1.

Definicdo. Variaveis aleatdrias intercambiaveis: Duas ou mais v.a. sdo
ditas intercambiaveis (“exchangeable” ou “interchangeable” em inglés) se sua
distribui¢do conjunta ¢ a mesma nao importa a ordem em que as variaveis sao

observadas (Ross, 1998, p.288). Ou seja, as v.a. discretas X, X, ... , X, sdo

2 A planilha joint-dist Bernoulli.xls do CD-Rom permite verificar experimentalmente a
eq. (203), 1. é, os limites de Fréchet-Hoeffding, ¢ também as condi¢des de correlagdes positivas.
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intercambiaveis se para toda permutagao iy, ..., i, dos inteiros 1, ..., n, a igualdade
abaixo permanece valida:
Pr{Xi; = x1, Xiz = X2, «o0py Xip = X5} = Pr{Xj; =x3, X2 = X2, ..., Xy =X} (210)

Variaveis intercambiaveis, também chamadas de v.a. simetricamente
dependentes (Rotar, 1997, p.231), ocorrem naturalmente em muitas situagdes
praticas de interesse e por isso tem sido focado na literatura de distribuicdo
multivariada e principalmente na estatistica Bayesiana. Alguns exemplos: Fréchet
(1943, p.107-121), O’Hagan (1994, p. 112-118, 156 e 290), Joe (1997, p. 211,
216-217, 222, 227-229), Jaynes (2003, p. 62, 620), Rotar (1997, p.231-232). O
conhecido modelo de urna de Polya ¢ outro exemplo de modelo com variaveis
intercambidveis (Ross, 1998, p.289-290). O sorteio sem reposicdo de bolas de
uma urna finita faz os sorteios seqiienciais ndo serem independentes, mas os
sorteios sdo condicionalmente independentes, i. ¢, s30 intercambidveis (nesse caso
sem reposi¢ao, o numero de sucessos € dado pela distribui¢do hipergeométrica).

O conceito de intercambialidade é atribuido a De Finetti, com um famoso
teorema publicado em 1937 justamente para seqiiéncias de Bernoulli. Na visdo
Bayesiana, esse ¢ um dos mais importantes conceitos para modelos probabilisticos
pois "evita conceitos fortes de independéncia ... justifica a ado¢do de modelos
paramétricos com base em condigoes fracas de simetria" (French & Insua, 2000,
p.70). Além disso, "...prové uma ligacdo entre as idéias frequentistas e Bayesiana
...sugere que os limites de freqiiéncias sdo probabilidades condicionais, dada a
informagdo ainda ndo disponivel" (French & Insua, 2000, p.71).

No caso da distribui¢ao bivariada de Bernoulli, as variaveis “sinal” e “fator
de chance” sdo intercambidveis se e somente se as suas probabilidades de sucesso
incondicionais (marginais) sdo iguais. Isso € expresso na proposicao abaixo.

Proposiciao 7: Sejam FC e S v.a. ndo triviais de Bernoulli intercambidveis e

a distribui¢do bivariada de Bernoulli definida por suas probabilidades de sucesso
FC, e q e pela medida de aprendizagem n?°. Entio:

(a) As distribuicdes marginais sdo iguais. Também, se as distribui¢des

marginais sao iguais, entdo as v.a. sdo intercambidvesis, 1. é:

FC e S intercambiaveis <& FCy=q (211)
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(b) E possivel a revelagio total, n* = 1, para qualquer valor ndo trivial de

FCy e q. Ou seja, os limites de Fréchet-Hoeffding nao restringem o uso
de n*:
Limites de Fréchet-Hoeffding: 0 < n*> < 1 (212)

(c) As probabilidades de sucesso reveladas por S, i. &, FC" e FC~, em caso

de correlagdo ndo-negativa, sdo:
FC' = FC) + (1-FCy) 1 (213)
FC™ = FCy, - FCy n (214)

Em caso de correlagdo ndo-positiva, vale as eqgs. (213) e (214), mas com o

sinal ap6s FCy invertido.

Prova: (a) Se S e FC sdo varidveis intercambidveis entdo po; = pio por
defini¢dao. Logo, ¢ possivel igualar as eqgs. (180) e (181) e obter o sentido = da eq.

(211). A volta ¢ similar, se FCy = q entdo pode-se igualar as eqgs. (180) e (181) e

concluir que po,; = p1,0- Nesse caso, as v.a. sdo intercambiaveis por definicao. [J

(b) Como o limite superior de n* é 1, dado pela Proposicio 6 (c), eq. (127),
se uma das parcelas do lado direito da desigualdade da eq. (203) for igual a 1 ele
sera também o maximo. Como FCy = q, basta substituir isso na segunda parcela

do maximo externo (parcela da linha de baixo) da eq. (207), que se obtém o valor

de 1. O limite inferior ja tinha sido provado no Teorema 4. OJ

(c) Basta substituir FCy = q nas eqs. (198) e (199), que se obtém as egs.
(213) e (214). 0

Note nas eqs. (213) e (214) que se esta usando a raiz positiva da medida n’.
Assim se obtém equacdes lineares bem simples em n. Essas duas equagdes serdao
as mais usadas em aplicagdes. Além disso, note que a diferenca de probabilidades
de sucessos reveladas FC" e FC™ é exatamente n:

FC" — FC™ = n (215)

Assim, no caso de v.a. de Bernoulli, a raiz positiva mn parece ser mais
intuitiva que n”. Isso ndo foi verdade por exemplo quando se analisou exemplo do
item 3.2.3 (Figuras 35 e 36), onde 1° teve mais apelo intuitivo (cada um dos trés
pogos com incerteza reduziam 1/3 da incerteza). Ja aqui, a raiz positiva n ¢ mais

intuitiva pois d4 o “spread” percentual entre os cenarios FC™ e FC ™. Na literatura
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de psicologia também existem aplicagcdes em que se reporta que o “eta” ¢ mais
intuitivo ou melhor, e outras em que o “eta squared” ¢ melhor.

Para ilustrar as eqgs. (213) e (214), seja o caso de um sinal de um poco
vizinho intercambiavel com o fator de chance do prospecto de interesse. Seja a
probabilidade de sucesso (para ambas as v.a.) FCy = 30%. Entdo, a depender do
poder de revelagao do sinal do pogo vizinho, podem ser reveladas as seguintes

probabilidades de sucesso FC" e FC~, mostradas na Figura 43.

10 00
, 0,93

o9 || ——FC+ 086
’ —-FC- 0,79 :

08 0,72 * /V

0.7

06
05
04
03
0.2
0,1
0,0

Fatores de Chance Revelados

0% 10% 20% 30%  40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%
RAIZ da Redugdo % Esperada da Varidncia

Figura 43 - Fatores de Chance Revelados x Raiz da Reducao Esperada da Variancia

Note que qualquer valor de n € possivel, conforme a Proposi¢ao 7 (b). Em
caso de revelacdo total, entdo se saberd com certeza se existe ou nao petréleo na
jazida, 1. &, se o FC revelado ¢ igual a 1 ou a zero. Note também a equacdo do
“spread” (eq. 215) na diferenca entre as linhas da Figura 43. Esse grafico ¢
representativo da simplicidade do método e seu apelo intuitivo.

Lema 7 (condicao necessdria para haver revelacdo total): Sejam FC e S v.a.

ndo triviais de Bernoulli e seja a distribuicdo bivariada de Bernoulli definida por

suas probabilidades de sucesso FCy e q e pela medida de aprendizagem n’. A

condicdo necessaria para haver revelacdo total de uma varidvel de interesse FC ¢
que o sinal S seja intercambiavel com FC, i. é:

nz(FC |S)=1 = FC eS v.a. intercambiaveis (216)

Prova: Se n*(FC | S) = 1 entfio as varidncias posteriores sdo iguais a zero, i.

¢, FC" =1 e FC” = 0 se a correlagdo é positiva ou FC"' = 0 e FC" =1 se a

correlagdo ¢ negativa. Suponha o primeiro caso. Substituindo FC"' =1, FC"=0e

n® = 1 nas egs. (198) e (199) e depois fazendo a diferenca entre essas duas

equagdes, 1. ¢, eq. (198) — eq. (199), se obtém que FCO = q. A suposi¢dao de
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correlacdo negativa leva a mesma conclusdo com os mesmos passos. Logo, FC e S

sdo v.a. intercambiaveis. O

Assim, apenas um sinal intercambidvel ¢ forte o suficiente para poder ser

candidato a um sinal que revele toda a verdade sobre FC. Ou seja, se ele for

intercambiavel ¢ viavel que n*(FC | S) = 1, caso contrério ¢ inviavel. Isso pode ser
visto como uma conseqiiéncia dos limites de Fréchet-Hoeffding.

Um exemplo classico de VOI em que se pode aplicar a teoria acima ¢ o de
Marschak (1959, p. 90). Marschak usa o critério de confiabilidade
(verossimilhanga) para determinar as probabilidades de sucesso apos o sinal. Esse
sinal é o parecer de um consultor que tem uma confiabilidade igual a p° valida
para os dois cendrios revelados FC © e FC ~. Por ex., se a confiabilidade do
consultor ¢ de 70 % e ele diz que vai haver sucesso, entdo o comprador do
conselho revisa a sua probabilidade de sucesso para FC" = 70%, e se ele diz que
vai haver insucesso, entdo o comprador do conselho revisa a sua probabilidade de
sucesso no cendrio revelado (mas noticias) para FC~ = 30% (pois existe 70% de
chances do consultor estar certo e a chance de fracasso ser 70% =1 — FC"). Sem o
conselho do consultor, ele usa a sua probabilidade de sucesso a priori igual a FCy.
O comprador decide se vai investir usando uma probabilidade de sucesso e quer
saber se o valor do conselho desse consultor, i. €, 0 VOI.

Nesse esquema de Marschak que usa a confiabilidade para estipular as
probabilidades reveladas de sucesso, para existir a distribui¢ao conjunta FC e S de
Bernoulli, ou seja, ser consistente em termos de probabilidade (atender aos limites
de Fréchet-Hoeffding), ¢ necessario ajustar a probabilidade de revelacdo dos
sinais q (boas noticias do consultor) e 1 — q (mds noticias). Apesar do atrativo da
simplicidade, pode-se mostrar facilmente que o intervalo valido para p°, i. é, que
permite uma probabilidade valida q € [0, 1] é muito mais restrito do que o caso
em que se usa uma medida de aprendizagem (n”> ou m) para estabelecer essas
probabilidades de sucesso reveladas. Isso porque a lei das expectativas iteradas
(ou o Teorema 1 b) diz que para haver consisténcia a equacao abaixo deve ser
obedecida (o lado esquerdo usa o esquema de confiabilidade de Marschak):

FCy = qFC" +(1-q) FC™ = qp* +(1-q)(1-p9) (17

Tirando o valor de q, vem:
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Por ex., se FCyp = 40% e p° = 70%, entdo a eq. (218) indica que q tem de ser
igual a 25% para existir consisténcia. Mas se p° = 60%, entdo q = 0, indicando que
com certeza ele dara uma ma noticia nesse modelo. Ja se p° = 55%, entdo q d4 um
valor negativo (— 50%), i. é, uma inconsisténcia. Ou seja, ¢ muito mais facil
trabalhar com uma medida de aprendizado n* do que com a confiabilidade. Para
ilustrar, em cima desse exemplo de Marschak (1959, p.90), foi adaptado um
problema de VOI para fator de chance exploratério, usando o VME (eq. 3),
considerando o VOI como a diferenca do VME com a informagdo ¢ sem a
informagio®*. A Figura 44 mostra o VOI para o esquema de confiabilidade de
Marschak, considerando apenas consultores ndo mentirosos (i. €, apenas

confiabilidades iguais ou superiores a 50%), para diversos probabilidades de

sucesso a priori FCy. Como antes, esse VOI € bruto (sem o custo do conselho).

VOI (milhGes $)

B
B
=

0%
95%

10022

Confiabilidade

Figura 44 — VOI versus Confiabilidade para Diversos FC

Para o mesmo problema, a Figura 45 mostra o VOI usando a medida de

. 2 .- .
aprendizagem 1~ em vez da confiabilidade, para diversos.

* Ver planilhas do CD-Rom Marschak inf Bernoulli.xls e Marschak inf Bernoulli-
controle_eta.xls, com os detalhes numéricos ¢ demais formulas.
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VOI (milh&es $)

Figura 45 - VOI versus Medida 112 para Diversos FCy

Note que o intervalo de aplicabilidade da medida n? é bem maior do que a
confiabilidade. Mesmo assim, se a aprendizagem for muito pequena, o VOI pode
ser zero, por ex., um prospecto com VME ex-ante negativo, pode continuar a ser
negativo ap6s a informacao e assim o prospecto continuaria a ndo ser perfurado
em nenhum dos dois possiveis cendrios revelados. Uma figura parecida ¢
apresentada em Lawrence (1999, p.218) para um certo indice de informatividade
0. Em Lawrence (1999, ver p.209) esse indice pode ser o quadrado do coeficiente
de correlagdo, para o caso de distribuigio bivariada normal (devido a p° ser
suficiente no sentido de Blackwell no caso de distribui¢do normal). Nesse caso

especifico, a abordagem recomendada pela tese coincide com a de Lawrence”**.

3.4.3.
Alguns Processos de Revelagao de Bernoulli

3.4.3.1. Processos de Descoberta e Processos de Revelagao de
Bernoulli

Em termos de analise econdmica de projetos de valor da informag¢ado, e em
particular de projetos de exploragdo de petrdleo, pode-se caracterizar pelo menos

dois tipos de processos interligados:

% Pena que Lawrence ndo tenha desenvolvido mais esse ponto, entrando nas complicagdes
de matrizes de verossimilhanga para os outros casos. Lawrence também ndo discutiu a questdo de
consisténcia da distribui¢do conjunta do ponto de vista dos limites de Fréchet-Hoeffding.
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1)  processo de descoberta, que consiste numa seqiiéncia de exercicios de
opg¢odes de aprendizagem até ocorrer uma descoberta; e

2)  processo de revelagdo que modela o efeito probabilistico na variavel

de interesse de um processo de descoberta (exercicios de opgdes).

A seguinte definicao detalhada de processo de descoberta ¢ aplicada ao caso
de exploracao de petroleo e ¢ baseada no artigo classico dos professores do MIT e
Harvard, Kaufman & Balcer & Kruyt (1975). Aqui a defini¢do ¢ adaptada para o
contexto de opgdes reais e de valor dindmico da informacao na exploragao.

Defini¢do. Processo de Descoberta Exploratoria: ¢ uma seqiiéncia de
exercicios de opgoes reais de aprendizagem com diferentes custos e tempos de
aprendizagem e diferentes poderes de revelacdo que culminam na descoberta de
depositos de petroleo. Essa seqiiéncia de atividades pode ser: reconhecimento de
superficie (afloramento geoldgico, etc.), pesquisas magnéticas, graviométricas,
sismicas e perfuracdo de um ou mais pogos pioneiros.

Para operacionalizar o seu modelo, Kaufman & Balcer & Kruyt (1975)
dividem o processo de descoberta em quatro mddulos ou principais componentes:
(a) submodelo de volumes descobertos por ordem de descoberta; (b) submodelo de
sucessos e falhas (realizagdes da v.a. fator de chance); (¢) submodelo economico
de um simples prospecto; e (d) submodelo de mercado. Assim, o modelo desses
autores resulta em volumes de reservas em funcdo de precos e caracteristicas
técnicas das reservas.

Nessa tese o processo de descoberta serd modelado nas aplicagdes (ver
cap.5) considerando o exercicio 6timo de opgdes de aprendizagem, cujas
conseqiliéncias sdo modeladas com processos de revelagdao. Além disso, no
processo de descoberta serd considerada a natureza dinamica dos precos do
petroleo e outros fatores, inclusive a interacdo estratégica entre firmas de petroleo.

Como o conceito de processo de revelagao foi estabelecido no item 3.2.2, o
objetivo principal desse topico ¢ mais especifico. O objetivo € descrever um
processo de revelagdo em termos do impacto de uma seqiiéncia de sinais em um

fator de chance especifico de um prospecto. Essa analise pode ser estendida para

se estimar o nimero de descobertas esperadas num intervalo de tempo ou para um
dado esfor¢o (investimento) exploratério acumulado.
Nesse aspecto, McCray (1975, p.223-224) aponta quatro métodos para

estimar a quantidade de descobertas: (1) volume de sedimentos, calcula-se esse
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volume em uma bacia ou regido e multiplica-se por um fator de chance unitdrio
(por m® de sedimentos); (2) binomial (FC Constant), onde se assume um fator de
chance médio e usa-se a distribui¢do binomial, i. €, considera n experimentos
independentes de Bernoulli com a mesma probabilidade de sucesso; (3)
quantidade fixa de campos numa regido, com o numero de descobertas sendo
modelada com uma distribuicao hipergeométrica (experimentos de Bernoulli sem
reposi¢do), i. €, assumindo uma forma fraca de dependéncia; e (4) predicoes de
tendéncias (“trend predictions”), através da identificacdo de fatores os quais as
descobertas estdo correlacionadas, de forma a gerar tendéncias baseadas na
extrapolagdo do passado de outras bacias para a bacia em estudo™®.

O método sugerido nessa tese apresenta uma alternativa aos quatro métodos
descritos por McCray (1975, p.223-224), embora possa ser integrado com o
quarto método. O método proposto foi testado em um projeto PUC-Petrobras>*,
usando a simulacdo de Monte Carlo e a teoria de processos de revelagdo para
modelar e avaliar o exercicio 6timo de opgdes reais numa bacia ao longo de um
periodo de 20 anos. Em alguns caminhos simulados ocorrem boas noticias
(descobertas) que produzem revelagdes positivas de informacdes, elevando os
fatores de chance de outros prospectos de um bloco ou regido que estejam no
mesmo play geoldgico. Nos casos de insucesso, os fatores de chance de
prospectos do mesmo play geoldgico sdo reduzidos, o que por sua vez reduz a
probabilidade de novos exercicios 6timos de opg¢des nesse play. Ou seja, €
assumida uma dependéncia bem mais forte e realista do que a mencionada por
McCray com a distribuicao hipergeométrica.

O processo de revelagdo é em geral dependente do caminho (“path-

dependent”) e por isso € geralmente necessario usar a simulacdo de Monte Carlo.

Isso significa que, em geral, um processo de revelacdo ndo ¢ Markoviano. Por

isso, em geral ndo podem ser usados métodos tais como as cadeias de Markov.
Em casos especificos, nem sempre convenientes, um processo de revelagdo de um

fator de chance pode ser Markoviano.

25 Ex.: assume que o nimero de campos descobertos é proporcional ao niimero de pogos
perfurados vezes a area alvo (McCray, 1975, p.227). Calibra-se o modelo com dados passados.

2 Do Pravap-14, usado para avaliar uma regido petrolifera maritima na Africa num
horizonte de 20 a 30 anos de exercicios de opgodes reais de aprendizagem (sismica e perfura¢do
principalmente) e de desenvolvimento. Os detalhes sdo omitidos por razdes de confidencialidade.
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Embora o uso de simulacdo seja mais trabalhoso do que os métodos
analiticos que usam foérmulas das distribuigdes binomiais e hipergeométricos, essa
tese considera que as simplificacdes que permitem usar essas distribui¢des sdo em
geral inaceitdveis por ndo ter a menor representatividade de fatos estilizados de
exploragio de petréleo””’ ¢ com a teoria probabilistica de fatores de chance
correlacionados desenvolvidas no item 3.4.2. No entanto, pode-se pensar em
combinar o método desenvolvido nessa tese com o método de predicoes de
tendéncias, usado por McCray (1975, p.224-239), a fim de calibrar melhor as
condi¢des de contorno dos processos de descoberta e conseqiientemente os
processos de revelacdo, com correlacdes baseadas em dados de outras bacias. Isso
¢ deixado como sugestao de pesquisa futura.

Uma outra abordagem de interesse, mas para o processo de revelacdo, foi
mencionado no item 3.4.2 e agora serd analisado. O artigo de Wang et al (2000)
analisou o processo de dependéncia entre um fator de chance e sinal e apresentou
um processo de revelagdo do fator de chance com dois sinais seqiienciais. A eq.
(173) de Wang et al sugeriu que, em caso de n sinais negativos, o fator de chance
inicial decai do fator (1 — dep/5)". No exemplo, foi usado dep = 2. E curioso notar
que, no caso particular de v.a. intercambiaveis, a raiz positiva 1 da medida de
dependéncia proposta na tese ¢ exatamente igual ao dep/5 de Wang et al, basta
comparar as eqs. (173) e (214). No caso, para dep = 2 tem-se 1 = 40%.

Os valores do processo de revelagdo construido por Wang et al (2000, Fig.4)
sao mostrados na Figura 46, incluindo algumas informacgdes adicionais tais como
as probabilidades assumidas de forma implicita para os sinais e as probabilidades

de ocorréncia dos cenarios finais da distribui¢ao de revelagoes.

1° Sinal  2° Sinal

7B.0%
BO% 0,806 |45,a% Fc™
0,76
FCo=| 0,60 0,616 |[oas FC'"=FC*
0,36

40%, 0,216 |25,a% FG -

64,0%

Figura 46 — Processo de Revelagao em Wang et al

#7 Lembrar a discussdo no item 3.4.1 sobre a evolugdo do fator de chance ao longo do
tempo, comentando os graficos tipicos de Rose (2001, p.46) e de Jones & Smith (1983, Fig. 4),
com periodos cerca de trés anos de grande aumento do FC e depois um longo periodo de declinio.
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Dentro das células da Figura 46 estdo os fatores de chance inicial (FCy =
0,6) e os FC revelados. As probabilidades azuis mostram as probabilidades
condicionais de ocorréncia dos cendrios (probabilidades do sinal ser positivo ou
negativo) assumindo implicitamente v.a. intercambidveis. As probabilidades
terminais (vermelhas) sdo as probabilidades de ocorréncia dos cendrios, apos dois
sinais (essas tém de somar 1, pois ndo sdo condicionais). Note na Figura 46 que

apods dois sinais, a distribuicdo de revelagdes tem trés cenarios discretos, cada

cenario pode ocorrer segundo as probabilidades terminais mencionadas.
Aproveitando o exemplo, sdo introduzidas as notagdes para os FC revelados

ap6s dois sinais: FC™", FC"™ (que ¢ igual ao FC™" no caso recombinante) ¢ FC™ .

Pode-se verificar que o processo de revelagdo sugerido pela eq. (173) tende a ser

convergente para o caso de revelacao total, pois em caso de dependéncia (dep > 0)

entdo se n — o = (FC)" — 0. J4 o calculo dos outros cenarios (FC")" e os FC’s
para as combinagdes de sinais positivos e negativos ¢ feita com a equagdo de
consisténcia mencionada no item 3.4.2 (que ¢ nada mais ¢ do que a lei das
expectativas iteradas, também usada na tese).

No exemplo de Wang et al (Fig. 4 deles), além da intercambialidade, pode
ser visto que eles assumiram uma outra premissa, mas novamente sem explicita-
la: o processo de revelagdo ¢ recombinante, 1. ¢, se houver um sinal positivo e
outro negativo, o novo FC ¢ igual ao caso do primeiro sinal ser negativo e o
segundo sinal positivo. Uma vantagem pratica do processo recombinante € que
reduz de forma significativa o numero de cendrios da distribuicdo de revelagdes:
apods k sinais o nimero de cendrios no caso da arvore recombinate ¢ de k + 1,
enquanto que no caso da arvore nio-recombinate esse numero de cenarios ¢é de 2%,
e & facil ver que 2 >k + 1 se k > 1. Embora tenha sua logica (e aqui serdo
estudados o0s processos recombinantes), em geral ndo ¢ necessario ser
recombinante para ser consistente e pode ser ndo realista. Isso porque os sinais
intercambidveis terdo diferentes probabilidades em cada cenario. Nesse exemplo,
caso tenha ocorrido FC" = 76% com o primeiro sinal, o segundo sinal tera 76% de
chances de ser uma nova boa noticia (devido a intercambialidade), enquanto que

caso tenha ocorrido FC™ = 36%, a chance do segundo sinal ser uma nova ma

noticia € de 64%.
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Em Wang et al (2000), para que ao mesmo tempo possam haver

intercambialidade entre FC e sinal S, recombinacao de cenarios e convergéncia do

processo de revelacdo para a revelacdo total (indicada pela eq. 173), eles
implicitamente assumiram que o impacto em termos de aprendizagem (reducdo
esperada de variancia) do segundo sinal ¢ variavel com FC. No exemplo deles,
esse impacto é 1> = 3,6% (ou n = 18,9%) se for sobre o cenario FC" =76% ¢ de
n? = 16% (ou 1 = 40%) se for sobre o cenario FC™ = 36%. Ou seja, 0 mesmo sinal
S, provocaria um impacto (reducdo de varidncia) no mesmo prospecto, apos ter
sido revelado o mesmo sinal S;, de forma muito diferente (mais de 4 vezes) a
depender da correcdo feita com o primeiro sinal (a depender do caminho). Isso
ndo parece ser muito consistente, apesar de todos os atrativos da conjugacdo de
premissas simplificadoras (intercambialidade, recombinagdo e convergéncia).

O relaxamento de uma das premissas implicitas (ex.: recombinagao),

poderia ter levado a um resultado mais consistente em Wang et al (2000). Um

processo de revelagdo ndo-recombinante intercambidvel ¢ mostrado na Figura 47
a seguir, em que foram usadas as premissas de Wang et al (2000) para o cendrio
FC 7, mas considerando que o poder de revelacdo do segundo sinal ¢ o mesmo,

quer o primeiro sinal tenha sido positivo ou negativo.

1° Sinal 2° sinal Distribui¢do de Revelagbes
{apos 2 sinais)

8% 0,856 [455% FC™

FCD =

Raiz positiva da reducao
esperada de variancia n,. Ty = 40% Nz = 40%

Figura 47 — Processo de Revelacdo Nao-Recombinante

Algumas questdes importantes podem ser discutidas observando a Figura
47. Primeiro, seguindo a premissa de Wang et al para determinar FC™ ", o sinal S,
tem o mesmo poder de revelacao do sinal S, (1; = 12 = 40%), o que nem sempre €
realista (em muitos casos pode ocorrer uma redu¢ao do poder de revelagdo ou
mesmo um aumento). Segundo, o FC em caso do caminho sinal positivo + sinal
negativo (FC = 0,456) ¢ menor que em caso do caminho sinal negativo + sinal

positivo (FC = 0,616), i. ¢, ndo-recombina. Essas duas questdes estdo ligadas. Para
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recombinar é necessario que n; < 1; em pelo menos um cendrio apds o 1° sinal.
Na maioria dos casos existe correlacdo (positiva) entre os sinais S; e S, € assim,
parte da informagdo que S, iria revelar para o FC do prospecto ja foi revelada por
S,. E mais facil ver isso com um caso limite: se n*(S, | S;) = 100%, entdo a
informacao proveniente de S; tornaria S, deterministico e dessa forma o segundo
sinal ndo traria nenhuma informagdo adicional para o FC do prospecto de
interesse apds a revelagdo de S;. Mas se o sinal S, fosse revelado primeiro ele
seria relevante para FC e S; € que passaria a ser irrelevante. Esse raciocinio pode
sugerir uma seqiiéncia n, com valores decrescentes. No entanto, a medida n; ¢
sobre um FC com uma variincia esperada menor devido a agio do 1° sinal e assim
pode ocorrer que 1, seja até maior que 1. Por ex., se a correlacdo entre S; e S;
nao for perfeita e o conhecimento de ambos S; e S, prover a revelagdo total sobre
FC, entdio pode ocorrer, por ex., N°(FC | Si) = 66,6% e n*(FC | Si | S2) = 100%,
apesar de, ex-ante, S; poder ser mais forte do que S,**, ver exemplo da Figura 35.
Assim, a especificagdo mais adequada do poder de revelacdo de sucessivos sinais
depende do tipo de problema e varias alternativas sdo possiveis.

Serd estudado em especial o caso de sinais com 1y decrescentes, i. ¢, uma

queda no poder de revelagdo dos sucessivos sinais, pois apenas nesse caso pode

haver uma seqiiéncia infinita de sinais que ndo converge para o limite de
revelagdo total (a ser visto). Além disso, no caso de se querer a recombinagdo na
arvore de cendrios, € necessario especificar ny decrescentes. O valor dessa queda
em M depende do tipo de sinal. Por ex., foi comentado que o sinal de uma sismica
¢ complementar em muitos aspectos ao sinal da perfuragio de um pogo vizinho**
Dessa forma, se a sismica for o primeiro sinal, o poder de revelacdo de um pogo
vizinho ndo deve diminuir muito comparado ao caso do pogo vizinho ser o
primeiro sinal. J& no caso de dois pocos vizinhos (no mesmo play geoldgico do
prospecto), esses sinais sdo em certo grau sinais substitutos, ou seja, a revelagao
do primeiro sinal diminui a relevancia absoluta do segundo sinal.

Para ilustrar esse ponto, no caso do exemplo modificado (ndo-recombinante)

de Wang et al, suponha que n> = 20% < m; = 40%. O processo de revelagdo da

248 nz(FC | Sy)> nz(FC | S;), mas, uma vez conhecido S, o sinal S, passa a ter n2 =100%.
2 Ver item 3.4.1: a sismica revela muito da estrutura, geometria, rochas, mas quase nada
de sincronismo, enquanto que um pogo vizinho revela o sincronismo e pouco da geometria local.
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Figura 47, mas com esse valor menor para a segunda revelagdo ¢ mostrada na

Figura 48 a seguir.

1° Sinal 2° Sinal DistribuicBio de Revelagdes
[apos 2 sinais)

V8% 0,808 |455% FC™

1444 FC*~

144% FC 7

256% FC ™

Raiz positiva da redugao
esperada de variancia n,. T = 40% e = 20%

Figura 48 — Processo de Revelacao Decrescente Nado-Recombinante

Note que, comparado com a Figura 47, a Figura 48 mostra uma inversao: o
FC em caso do caminho sinal positivo + sinal negativo (FC = 0,608) passa a ser
maior que em caso do caminho sinal negativo + sinal positivo (FC = 0,488). Isso
reflete o fato do segundo sinal ter sido bemn menos informativo que o primeiro.
Esse raciocinio e o exemplo também sugerem que ¢ possivel um processo
intercambiavel ser também recombinante, sem ter de variar o poder de revelagdo
com o caminho (como implicitamente fizeram Wang et al)*’: basta variar 1

(reduzir) ao longo da seqiiéncia, de forma adequada, assumindo a ldgica que esses

sinais compartilham uma parte da informagdo relevante para o prospecto de
interesse. Essa forma mais adequada/consistente de recombinagdo serd analisada
no sub-item 3.4.3.2, onde sera visto que no limite implicara em uma convergéncia
parcial (que ndo serd a revelagdo total). A convergéncia apenas parcial pode ser
ndo ser inconveniente na pratica: mesmo em bacias muito exploradas, ndo se sabe
toda a verdade sobre um novo prospecto, mesmo num play geoldgico conhecido.
Um outro processo de revelacao de fator de chance foi estudado por Jaynes
(2003, p. 75-82), mas num contexto de critica a teoria da amostragem, em especial
ao esquema de urnas (binomial, hipergeométrico) para estimativa de um
parametro. A pergunta dele é: o que ocorre se, ao retirar ¢ repor uma bola
vermelha numa urna, a sua probabilidade para o proximo sorteio aumentar de um

valor ¢ > 0? Ele assume também que, caso no primeiro sorteio saia uma bola

2% Note que Wang et al assumiram que S, permanece com o mesmo poder de revelagdo,
apesar de ja ter sido revelado S;, desde que a primeira revelagdo fosse negativa. Mas o poder de
revelagdo cairia muito se a primeira revelagdo fosse positiva. Parece mais 16gico que haja uma
queda do poder de revelag@o dos sinais s6 devido aos mesmos serem correlacionados entre si.
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branca, a probabilidade de tirar uma bola vermelha no préximo sorteio diminui de
um valor & > 0. Ou seja, existe um processo de revelagdo do fator de chance de
sair bola vermelha em que os sinais sdo sorteios sucessivos. Assim, o processo de
revelacao de Jaynes (2003) pode ser visto com as equagdes:
FC'—FCy = >0 (219)
FCy—-FC™ = 6>0 (220)
Com as eqgs. (183) e (184) ¢ facil mostrar que esse esquema ¢ viavel se:

€ = pll _qFCO (221)

q

5 = Pu—4aFGC, (222)
I-q
Dai pode-se concluir que € = & somente se q = 50% (Jaynes, p.76, chega a
essa conclusio de uma forma totalmente diferente). Mas isso eliminaria a
possibilidade geral de intercambialidade. Com as egs. (221) e (222) pode-se obter
a seguinte equagao (Jaynes, p.81, usando outra abordagem):

qe = (1-q)3 (223)
Jaynes (2003, p.81), comentando a eq. (223), reconhece que “a distribui¢do
ainda ndo ¢ intercambiavel”, mas aponta outras vantagens. A idéia dele foi fazer
uma aproximacao Markoviana para estimar um parametro. Embora o processo de
Jaynes seja uma alternativa, ela ndo parece ser a melhor ao ndo permitir, no caso
geral, v.a. intercambiaveis (o que implica na impossibilidade de revelagao total ou
informagdo perfeita, conforme visto no item 3.4.2) e também por ndo trabalhar
com uma medida de aprendizagem que tivesse uma interpretacdo mais intuitiva e
permitisse comparar sinais de diferentes problemas relacionados, mas com

diferentes distribui¢des a priori (i. €, diferentes probabilidades de sucesso FCy).
Um caso similar a medida de dependéncia de Jaynes (2003), particularmente
a eq. (219), foi feita por Smith (2004), justamente para o caso de exploracdo de
petroleo. Ele, no entanto, usa uma versao percentual da eq. (219) ao dividir a

diferenca por FCy. Dessa forma, ap6s o k-ésimo poco perfurado seco, ¢ revelado o

fator FC,, |, a medida de dependéncia (na notagdo da tese) ¢é:

FC, - FC;

di = — 224
Kk FC- (224)
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Esse modelo tem, em geral, os mesmos problemas do modelo de Jaynes.
Smith (2004) analisa um caso que ele considera realista de aumento da
dependéncia com o niimero de fracassos. Conforme visto antes, isso pode ndo ser
o mais realista, dada a correlacdo entre sinais e dada a premissa razodvel de que a
probabilidade de receber sinais positivos (qx) deve variar com o caminho (ex.: ser

intercambiavel)®"

. Smith também analisa os casos limites de independéncia e
dependéncia total (que equivale ao conceito de revelagdo total) e o impacto no
valor da op¢ao “de perfurar de novo”, que ¢ o foco do artigo dele. Assim como
Wang et al (2000), Smith focaliza a seqiiéncia de falhas (uma aplicagdo ¢ quando
parar). Embora seja uma aplicagdo relevante, parece mais interessante analisar
também (e principalmente) os caminhos de revelagdo positiva que, mesmo com
menor probabilidade, levam a uma seqiiéncia de elevadas chances de sucesso
(efeito cascata da dependéncia), onde se pode alavancar muito o valor de OR de
uma firma se ela deter prospectos opcionais e puder se aproveitar dos sinais. Esse
foi, por ex., o foco do projeto PUC-Petrobras mencionado antes. Seqiiéncias de
sucesso da historia da exploracdo (tem varios exemplos na Bacia do Espirito
Santo, Bacia de Santos e Bacia de Campos) ¢ que permitem alavancagens de valor
das OR de companhias de petrdleo que tem atuagdo importante no E&P.

Wang et al (2000) foram quem chegaram mais perto da formulagdo
adequada de um processo de revelacdo de um fator de chance exploratério, usando
quase que apenas a intui¢do e a loégica. Para melhorar esse resultado ¢ necessario
detalhar a discussao da relag@o probabilistica entre FC e sinais, como foi feita aqui
no item 3.4.2. De qualquer modo, Wang et al, Smith e Jaynes sdo exceg¢des na
literatura, ao abordar o problema de processos dependentes de Bernoulli sem
recorrer a esquemas conhecidos do tipo hipergeométrico (sorteio sem reposicao),
que daria apenas uma dependéncia muito fraca e ndo representativa. Como esse ¢
um tema praticamente inexplorado, a tese ficara bem longe de esgotar esse
assunto, mas tem a intencao de dar algumas contribuigdes relevantes.

A discussdo de propriedades tais como intercambialidade, recombinagdo e

convergéncia em processos de revelacdo de Bernoulli, sera feita no proximo item

2! Smith (2004) assume uma premissa de uma probabilidade condicional inversa constante.
Isso leva o processo a ndo ser intercambiavel o que pode levar a problemas de consisténcia (limite
de Fréchet-Hoeffding) a depender da medida dy usada. Smith focou num ramo da arvore
(sucessivas falhas). Aqui se olha a toda a arvore, o que da uma visdo mais global de consisténcia.
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(3.4.3.2), onde serdo feitas mais comparagdes sobre as alternativas de processos
de revelagdo para fatores de chance.

3.4.3.2.
Processos Convergentes, Recombinantes e Outros

O objetivo da andlise de processos de revelagdo ¢ estudar seqiiéncias de
distribuicdes de revelagdes. Cada sinal gera uma distribuicdo de revelagdes. As
distribuicdes de revelagdes de Bernoulli permitem resolver problemas de opgdes
reais de uma maneira direta. O valor ex-ante do prospecto de interesse, onde se
espera a revelagdo (positiva ou negativa) de dois sinais, como na Figura 48, deve
considerar o problema de exercicio 6timo da op¢do de perfurar o prospecto, em
cada um dos 4 cenarios revelados (4 fatores de chance diferentes) da distribuigao
de revelagdes. O fator de chance de cada cenario ¢ usado como parametro de
equagdes de valor do prospecto (ativo basico) tais como a eq. (3). O valor da OR
para cada cendrio, deve ser ponderado pelas probabilidades dos cenérios da
distribuicdo de revelagdes (percentuais em vermelho na Figura 48)

Dessa forma, a seqiiéncia de distribuicdes de revelagdes ajuda a avaliar ex-
ante problemas de sinais seqiienciais, 1. ¢, decidir por um plano de avaliacao
exploratoria. Exs.: investir em sismica e depois perfurar um pogo pioneiro
correlacionado a um outro; ou, apds a sismica, calcular o valor da alternativa de
esperar por um sinal (comportamento estratégico) em um jogo de opgdes reais
exploratorias; ou a andlise do valor de um bloco exploratéorio com varios
prospectos correlacionados; ou o valor de entrar numa nova bacia de alto risco,
mas que se espera haver perfuracdes que podem alavancar portfolio de prospectos
na bacia, etc. Assim, processos de revelagao tém grande importancia pratica.

No item 3.4.2 foi analisado com detalhes (Proposi¢ao 7) o caso intuitivo de

intercambialidade entre FC e sinal S, que permite uma grande simplicidade de

tratamento. Normalmente essa premissa sera adotada por essas razdes, além do
que permite um tratamento mais uniforme e consistente para todo um processo de
revelagcdo. A idéia intuitiva € que se houver uma revelagdo positiva numa area,
aumenta ndo s6 a chance de sucesso FC" do prospecto de interesse, como também
aumenta a chance de um novo sinal positivo. Esse novo sinal pode ser a
perfuragdo de um novo pogo na area ou até a reinterpretacdo da sismica e de

modelos geologicos, incluindo mapas. De forma analoga, em caso de fracasso
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(sinais negativos), além de reduzir a probabilidade de exercicios de novas opg¢des
exploratorias, quando isso voltar a ocorrer ¢ de se esperar que o novo sinal tenha
menor probabilidade de ser positivo do que tinha antes da mé noticia.

A intercambialidade ¢ a maneira natural de capturar esse processo de
mudanga de probabilidades de sinal positivo qx(c) no k-ésimo sinal e no caminho

c. Deve-se lembrar que, em geral, o processo de revelacio de Bernoulli ¢

o~

dependente do caminho (ndo-Markoviano). Além disso, a intercambialidade
uma condi¢do necessaria para se poder garantir a convergéncia de um processo de
revelagdo de Bernoulli em direcdo do caso limite de revelagao total.

No tépico anterior foram comentadas algumas outras caracteristicas de
processos de revelagdo, em especial ao se referir ao artigo de Wang et al (2000).
Duas dessas caracteristicas sdo recombinag¢do de cendrios e convergéncia do
processo de revelacdo para a revelagdo total num critério de limite apds um
nimero muito grande de sinais.

A recombinacdo de cendrios permite que o processo de revelagdo seja
Markoviano, i. ¢, independente do caminho. Nesse caso, o valor do fator de
chance revelado FCy(p, n), apds k sinais, sendo p sinais positivos € n sinais
negativos (logo k = p + n) ¢ determinado apenas por p ¢ n (ou p ¢ k ou n e k), dada
a condicdao inicial (FCy) e dada a estrutura de informag¢do do processo de
revelagdo. A Figura 46 mostrou um exemplo do caso mais simples (dois sinais) de
um processo de revelagdo recombinante que, em adi¢do, era intercambidvel.

Como foi comentado antes, nem sempre ¢ adequado ou consistente usar a
recombinagdo, pois o impacto do mesmo sinal no mesmo prospecto (poder de
revelagdo do sinal sobre um prospecto) pode variar muito para poder forgar a
recombina¢do. A comparag¢do dos exemplos das Figuras 47 e 48, mostra que ¢
possivel manter uma estrutura de informagdo com certas caracteristicas
consistentes (mesmo poder de revelacdo do k-ésimo sinal, naqueles exemplos
seria um valor de 1 entre 20 e 40%) mas isso ird impedir o processo de convergir,
apesar da intercambialidade. A intercambialidade ¢ condi¢do necessaria (Lema 7),
mas ndo suficiente para a revelacdo total ser alcangada. A vantagem da
recombinagdo em qualquer caso ¢ a simplicidade de independer do caminho.

Nesse aspecto, ele lembra o modelo binomial de Cox & Ross & Rubinstein

(1979), mas suas probabilidades sdao diferentes (no binomial das opgdes

financeiras, o valor descontado dos cendrios € que se comporta como martingale).
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A estrutura de informagdo (ver eq. 57 e a versdo mais flexivel, eq. 63) de um

processo de revelacdo de Bernoulli ¢ dada pela medida de aprendizagem (n” ou 1)
e pelas probabilidades marginais FCi(c) e pi(c), no k-ésimo sinal, caminho c.
Como foi visto, com apenas trés parametros ¢ possivel definir a distribuicao
bivariada, desde que ela seja vidvel. E essa viabilidade ¢ dada pelo critério

adicional dos limites de Fréchet-Hoeffding. Em suma, a estrutura de informacao ¢é

definida por 4 elementos, as probabilidades FCi(c) e pk(c), n, € o limite superior

de Fréchet-Hoeffding (ja que o inferior ¢ sempre zero).

A estrutura de informag¢do intercambidvel proposta para varias aplicacdes, €

tremendamente simplificada, pois em vez de 4 elementos, sdo necessarios apenas

dois elementos: a probabilidade FCy(c) e a medida de aprendizagem m. Isso

porque sendo v.a. intercambiaveis, pela Proposi¢ao 7 (a) e (b), FCy(c) = pk(c) e o
limite de Fréchet-Hoeffding ¢ irrelevante pois ndo restringe a medida de
aprendizagem 1, que pode ser qualquer valor em que ela ¢ valida (intervalo
unitario). Assim, assumindo apenas dois elementos (FCy e 1), se pode construir
todo um processo de revelagdo, obtendo todos os valores de FCy(c) que, para
varios casos tais como m constante (independente de k), serd mostrado que
converge para o limite tedrico de revelagao total.

Em relagdo a convergéncia de um processo de revelagao de Bernoulli, deve
ser lembrado que revelagdo total significa que o prospecto de interesse terd o seu
FC convergindo para zero ou para um. Wang et al (2000) apresentaram um
processo que converge pois tem a condi¢do necessaria de intercambialidade, e
porque o cenario extremo analisado (seqiiéncia de insucessos) converge para zero.
Isso deve induzir cenarios de revelacdo positiva a convergir para 1. No entanto,
sera apresentado um critério mais claro de convergéncia para revelacdo total que
ndo olha uma probabilidade especifica (k fracassos ou k sucessos) e sim na
variancia esperada das distribui¢des posteriores, que deve convergir para zero.

A Figura 46 mostrou que apds 2 sinais, a distribui¢ao de revelagdes tinha 3

cenarios. No caso recombinante, ¢ facil ver apds k sinais a distribuicdo de

revelagdes terd k + 1 cendrios. Isso parece ser inconsistente com o Teorema 1 (a)

que diz que no limite a distribuicdo de revelagdes ¢ igual a distribui¢do a priori
(que tem s6 dois cendrios, ja que ¢ uma distribuicao de Bernoulli), se o processo

for convergente. Mas essa contradi¢do ¢ s6 aparente. O que ocorre na verdade
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(simulagdes e a discussdo abaixo) ¢ se k for um ntimero relativamente grande, dos
k + 1 cenarios, se terd um grupo de cendrios com valores muito perto de FC = 0
(massa de probabilidade se concentrando em cendrios proximos de zero) e outro
grupo de cenarios com valor muito perto de FC = 1. Os cenarios intermediarios
(ex., FC préximo de 0,5) terdo cada vez menor probabilidade, até que, no limite,
se terd apenas dois cenarios FC = 1 e FC = 0, com a massa de probabilidade
concentrada nesses dois cenarios. Essas massas de probabilidade serdo exatamente
iguais a FCy e (1 — FCy), respectivamente, como prevé o Teorema 1 (a)!

Seja um processo de revelagdo com valor inicial FCy ndo trivial. Seja o
poder de revelagio (qualidade) do sinal k, n*(FC | S), denotado por simplicidade

por M, que depende da quantidade e qualidade dos sinais anteriores, mas que

independe do caminho (se foram reveladas boas ou mas noticias), de forma a ser o
mesmo para todos os possiveis FC revelados apds o sinal k — 1 (i. é, 0 mesmo para

todos os cendrios da distribuicdo de revelagcdes apds o sinal k — 1). A seguinte

condicdo geral garante a convergéncia de um processo de revelagdo de Bernoulli:
lim [Ja-u;) = 0 (225)
n— o k=1

E facil ver porque o processo converge, caso a eq. (225) seja satisfeita: se o
valor inicial do FC ¢ FCy € (0, 1), entdo a sua variancia a priori ¢ nao nula e igual

a FCy (1 — FCyp). A cada revelagdo do sinal Sy, a variancia esperada do FC ¢

reduzida em m; %, ou seja, a variancia esperada decai por um fator multiplicativo
(1 — m;) < 1. Logo, a variancia média do FC posterior a n sinais, cada um com

poder de revelagdo m; , dado que a variancia inicial (a priori) ¢ FCo (1 — FCy), é:
E[Var[FC|S,,S,,... S, ]l = FC, 1-FC,) H (1-7m2) (226)
k=1
Assim, ap0s n sinais, a variancia inicial de FC foi reduzida pelo produtério
de (1 — m;). Se esse produtério tende a zero, entdo o seu produto pela variancia
inicial (finita) também ird a zero. Se a variancia esperada no limite tende a zero,
entdo se tem a revelagdo total por definigao.

Note que ¢ muito fdcil obter o limite de revelagdo total. Em particular, se os

2 . . . . .
valores 7, forem iguais (sinais do mesmo tipo ou com o mesmo poder de

revelagio), entdo é trivial ver que (1 — )" tende a zero se n tende a infinito, pois
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como (1 —n?) é um namero positivo menor que 1, o produtdrio converge. Por ex.,
se n° = 10%, ap6s 50 sinais a variancia esperada (posterior) é apenas 0,5 % do
valor inicial. Com 100 sinais, a variancia média das distribui¢cdes posteriores ¢ de
apenas 0,00265 % do valor inicial (ou praticamente zero).

A eq. (225) também se verifica para o caso de sinais com poderes de

~ 2 2 7 A -
revelagdo crescentes m,,, > m,. De forma geral, se obtém convergéncia para

qualquer seqiiéncia infinita de m; ndo decrescentes. E se a seqiiéncia m; for

decrescente? Nesse caso o processo pode se estabilizar (ter um limite) num

patamar de varidncia média posterior maior ou bem maior que zero, ndo
convergindo para a revelagio total. Na eq. (226), se para k grande o fator (1 — 1;)

convergir para 1, o produtorio ndo converge para zero € 0 processo nao converge
para a revelagdo total.

Para analisar a convergéncia do produtorio usado nas eqs. (225) e (226),
pode ser conveniente lembrar que o logaritmo do produto ¢ igual & soma dos

logaritmos, reduzindo o problema para a analise da soma infinita de uma série:
[Ia-m) = exp| > In(1-n5) (227)
k=1 k=1

O produtério acima converge para zero se o somatério dentro do

exponencial divergir para — o, lembrando que In(1 — n;) é um ntimero negativo.

Assim, para haver revelacdo total (produtorio convergir para zero), deve-se ter:

lim ) —In(1-7n;) = +oo (228)
k=1

n— o

Se o limite dessa soma for menor que infinito (i. €, a eq. 228 convergir),
entdo ndo haverd convergéncia do processo de revelagcdo para a revelagdo total.
Mas o processo de revelagdo ird se estabilizar convergindo para uma variancia
esperada intermediaria entre o valor da distribuicdo a priori FCy (1 — FCp) e o
valor zero (revelacdo total). Note que ndo existe a possibilidade do processo de
revelagdo oscilar em termos de variancia esperada (i. €, a média das distribuicdes
posteriores ap6s infinitos sinais), pois a cada sinal a varincia posterior esperada
nunca aumenta (conseqiiéncia do Teorema 1 c). Ou seja, com infinitos sinais, um

processo de revelacdo sempre converge ou para a revelagdo total (varidncia
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posterior esperada igual a zero) ou para a revelagdo parcial (variancia posterior
esperada converge para um valor entre a variancia da distribuigdo a priori € zero).
Principalmente para mostrar que um processo de revelacdo de Bernoulli ndo

converge para a revelagdo total, ¢ util a seguinte desigualdade (Lima, 1996, p.84):

2

n < -In(l-n}) < o " (229)

_m?
k

Se um somatorio infinito das fragdes do lado direito da eq. (229) convergir
para um niimero menor que infinito, entio o somatério infinito de — In(1 — 1),

um numero menor (eq. 229), também ird convergir para um nimero menor que

infinito. Assim, como condi¢do suficiente, o critério para um processo de

revelacdo de Bernoulli ndo convergir para a revelacao total (e sim para parcial) ¢é:

n 2
lim ) % < o (230)
n—)ook=11_nk

A eq. (230) pode ser usada para provar a ndo convergéncia total usando
critérios de convergéncia de somas infinitas tais como o feste da razdo (“ratio
test”) ou o teste da integral, ver, por ex., Sydsaeter & Strom & Berck (2000,
p.43). Para ilustrar o teste da razdo para convergéncia, seja 0 seguinte esquema

simples de decaimento constante (= < 1) dos poderes de revelagao sucessivos:
o=, ve@) (231)
Ou seja, m; é menor que 1. por um fator v, etc. Para provar que o processo
de revelacdo da eq. (231) ndo converge, basta provar que a eq. (230) converge.

Para isso, o teste da razdo diz que uma soma infinita de {a,} converge se:

an+]

a

n

<1 = Zan converge (232)

n=1

lim

n— o

Substituindo os termos m;,, e 1. dados pela eq. (231) na eq. (232),
simplificando e chamando a razdo obtida de R, vem:
1 -9

1 _ k+1 2

v n,

R = y (233)

Na eq. (233) pode-se observar que a fracdo ¢ sempre menor que 1 e, no
limite para k — oo, a fragdo tende a 1. Como o valor de y (constante que multiplica
a fragdo da eq. 233) ¢ menor que 1, entdo o limite de R quando k — o ¢ menor

que 1 (igual a y) e, portanto, o limite da eq. (230) converge se usar o esquema de
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decaimento de poderes de revelacdo da eq. (231). Ou seja, o esquema da eq. (231)
converge apenas para revelacdo parcial, ndo para a revelagdo total. Muitos outros
esquemas de decaimento podem ser sugeridos e analisados dentro dessa

metodologia de andlise de convergéncia. Isso ¢ deixado para futuros trabalhos.

Agora serdo apresentadas as equacgdes de um processo recombinante. Para

analisar a recombinagdo dos cendrios da distribuicao de revelagdes apos um sinal

~ 2 roor ;. . .
Sk, 0 qual tem um poder de revelagdo m,, s6 é necessario analisar o conjunto

relevante de cenarios mostrado na Figura 49 abaixo.

Si_1 Sy
2
ﬂi—l M

FCH*

FC} |

) ]

FC,_,

FC}~ =FC.*

FeNFeg

1= % “NFC; -

Figura 49 — Processo de Revelagdo Recombinante para um Sinal S

A Figura 49 mostra um cenario da distribuicdo de revelagdes apos k — 2
sinais, dois cendrios da distribui¢do de revelagdes apos k — 1 sinais e trés cenarios
da distribuicdo de revelagdes apds o sinal k. A notacdo ¢ similar as figuras
anteriores. Para permitir a recombinagao, i. ¢, que FC™~ = FC™ ", primeiro deve-se
escrever as equacdes para esses cenarios no caso geral, baseada nas egs. (199) e

(198) do Teorema 4 (a), que podem ser usadas recursivamente:

FC;™= FCp, - [ ill:f JFCr, a-Fc ) n (234)
k
. _ 1-q, - -
FC,* = FC,_, + |—X [FC. , 1-FC__,) \n} (235)

k
Essas equagdes sdo gerais, valem para processos recombinantes ou nao,
intercambidveis ou ndo. Se forem recombinantes, entdo as eqs. (234) e (235) terdo
de ser iguais. Como discutido quando se comparou a Figura 48 com a Figura 47,

se for assumida a intercambialidade entre FC e S, para recombinar os cendrios tera

de ser ajustado o poder de revelagdo do sinal Sy para um valor n; menor que o
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poder de revelagdo do sinal anterior m; _,. A alternativa seria relaxar a premissa
de intercambialidade € escolher as probabilidades do sinal k ser positivo, q, € q;
combinado ou ndo com uma escolha do poder de revelagio m; (que nesse caso

pode ser igual ao anterior). Ou seja, existem infinitas combinagdes 1;, q, € q;

que fariam as eqs. (231) e (232) serem iguais € 0 processo recombinar. A mais

razoavel, por tudo que foi discutido antes’™’, parece ser a premissa de

intercambialidade que dessa forma reduziria as equagdes anteriores para equacdes
similares as eqs. (214) e (213) da Proposi¢ao 7, que nesse caso ficariam:

FC, = FC;_, - FC;_, mMx (236)

FC,"= FC,_, + (1-FC,_,)) nk (237)

Para recombinar basta igualar as egs. (236) e (237) e lembrar que, pela eq.

(215), para processos intercambidveis vale a equagdo simples:
FC, , - FC,_, = Mk-1 (238)

Logo, igualando as eqgs. (236) e (237) e substituindo a eq. (238), obtém-se a

relacdo entre poderes de revelacdo ou condi¢do de recombinagao intercambiavel:

N = -t (239)

I+n,_,
Que ¢ uma equacdo bastante simples. Para o caso nao trivial, nx - > 0,
pode-se ver facilmente que Nk < Mg 1. Além disso, pode-se tirar o valor de ny em
funcdo da medida de aprendizagem inicial m;. Para isso, basta substituir

repetidamente a eq. (239), que se obtém a equagao (parak =1, 2, ...):

n,
I B 240
Tl 1+(k-1)7, (240)

No exemplo baseado em Wang et al (2000), que foi discutido comparando a
Figura 48 com a Figura 47, pode agora ser concluido usando a eq. (239) ou a eq.
(240) para mostrar que a medida de aprendizagem que faz o processo recombinar
¢ M2 = 28,6%. Assim, o processo recombinante intercambiavel modificado (mais

consistente) de Wang et at (2000) ¢ apresentado na Figura 50.

32 pode ser interessante estudar processos que violem essa condicdo, mas de forma
controlada (fugindo pouco da intercambialidade) e que tenham alguma vantagem. Nesse caso,
sugere-se ter uma boa teoria ou importantes eventuais vantagens que justifiquem o abandono da
simplicidade da intercambialidade e suas grandes vantagens matematicas e intuitivas.
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1° Sinal 2° sinal Distribuicéo de Revelagdes
{apds 2 sinais)

8% 0,829 [456% FC™

144% FC'~

M = 40% o = 286%

Figura 50 — Processo de Revelagdo Decrescente Recombinante

Note que as probabilidades dos cendrios revelados e dos sinais sdo as
mesmas nas trés figuras (47, 48 e 50), apenas os valores dos cenarios revelados
(ap6s o segundo sinal) é que sdo diferentes, a depender do poder de revelagdo do
segundo sinal.

Com o esquema da eq. (240), os fatores de reducdo da variancia média

posterior ao sinal k (fatores do produtério da eq. 226), (I — m;), rapidamente

tendem a 1, pois esse fator é:

2

2 n,
1 - = 1 - 5 241
" [1+k-1)n,] 240

Assim, o denominador da fragdo da eq. (241) rapidamente (ao quadrado) vai
a infinito quando k vai a infinito e, portanto, a fracdo vai a zero e o fator vai a 1.
Assim, a variancia média posterior ndo converge a zero. Para ilustrar, a Figura 51
mostra o percentual acumulado de redugdo da variancia média posterior (i. &, o

produtorio da eq. 225) apos k sinais que decaem conforme a eq. (240).

10022

a5

a0z

853«

B0z

79

T0x

653 L
N

60

Varifincia meédia posterior
como % da varifincia a priori

Ei

o0

1} 50 100 150 200 250 300 350 400 450 S00

Himero de Sinais 5,

Figura 51 — Fator Redutor da Variancia Esperada no Processo Recombinante
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Na Figura 51 foi usada n; = 40%, como em Wang et al (2000). Assim,
existe uma grande redu¢do de variancia no inicio, mas depois de um numero
razoavelmente grande de sinais (~50), a reducdo adicional de incerteza esperada ¢
muito pequena e converge de forma assintdtica para um valor de cerca de 60% da
variancia inicial (variancia da distribui¢do a priori), i. €, uma redugdo de 40%. Em
outro angulo, a variancia da distribui¢do de revelagcdes converge para 40% da
variancia da distribui¢do a priori, i. €, 40% de FCy (1 — FCy) .

Nao foi coincidéncia que, para n; = 40%, o limite do produtdrio da eq. (226)
foi 1 —m; = 60%. Uma algebra tediosa mostra que esse limite ¢ simplesmente:

o 0 o
Jim H(l [1+(k—1)n1]2} = - (242)

k=1

A Figura 52 ilustra o caso recombinante e intercambiavel para 5 sinais
seqiienciais, mostrando as 5 distribui¢cdes de revelagdes, tanto os valores dos
cenarios (FC revelados, dentro das células amarelas) como as probabilidades de

ocorréncia desses cendrios (em azul, debaixo de cada cenario), que somam 1.

t=0 17 Sinal  2° Sinal 3" Sinal 4" Sinal 5" Sinal
0.789 |
0.754 5.3%
0.707 7.0% 0.649 |
0.636 10.0% 0.592 B.E%
Estimativa Inicial do FC 0.5214 15.6% 0.513 1.7% 0.509 |
[ 0.3000 30% 0.396 17.1% 0.430 11.8%
100% 0.2051 28.7% 0.319 16.6% 0.370 |
70% 0.156 26.0% 0.268 16.8%
55.6% 0.126 23.6% 0.230 |
probabilidade do 47.0% 0.105 21.6%
irio da célul
cendrio da célula 1% 03;30?%: |

Figura 52 — Processo de Revelacao de Bernoulli Recombinante com 5 Sinais

Nesse processo, a medida de aprendizagem inicial foi relativamente
pequena, 17 = 10%. Um valor inicial maior para a medida de aprendizagem pode
fazer o processo ficar proximo da revelagdo total e dessa forma pode-se observar o
que ocorre com a distribui¢ao de revelagdes perto desse limite. A Figura 53 ilustra
isso mostrando o histograma da distribui¢do de revelagdes, apds 10 sinais (logo, a

distribuicao de revelagdes tem 11 cenarios), mas com um valor maior para a

. . e e 2
medida de aprendizagem inicial, no caso com n; = 80%, mas mantendo o mesmo

fator de chance inicial (FCy = 30%).
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1)

0,003

6022 4

5032 1

407 4

307 -
0,992

20%: 4

102 A

Probabilidade do Cenario Revelado

0,102 9201 300 0,399 o498 0.597 0,695 0,794 0.893

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Fator de Chance Revelado Apés o Décimo Sinal

Figura 53 — Distribuicao de Revelagdes de Bernoulli Apos 10 Sinais

A Figura 53 ¢ instrutiva no sentido de ilustrar o Teorema 1 (a), i. ¢, como

uma distribuicdo de revelacdes converge no limite para a distribuicdo a priori, ho

caso para uma distribui¢do de Bernoulli (dois cenarios apenas). E possivel intuir
isso, apesar do processo acima sO ficar perto, ndo convergindo totalmente, e
apesar de usar apenas 10 sinais. Para ver isso, note que os cenarios de FC
intermediarios t€ém baixas probabilidades de ocorréncia (no limite de revelagdo
total teriam probabilidades iguais a zero), enquanto que os cendrios extremos de
revelacdo total (perto de FC = 0 e perto de FC = 1) tem elevadas probabilidades.
Além disso, note que as probabilidades de ocorréncia desses cenarios extremos se
aproximam, respectivamente, de (1 — FCy) = 70% e de FCy = 30%. Ou seja, apesar
da distribuicao de revelagdes ter k + 1 cenarios, no limite haverao k — 1 cenarios
com probabilidade zero e apenas dois cenarios (FC = 0 e FC = 1) com
probabilidades positivas, que sdo exatamente os cenarios da distribugdo a priori,
uma Bernoulli com pardmetro FCy = 30%. E o que prevé o Teorema 1 (a)*>>.

E oportuno apresentar as equagdes recursivas para obter as probabilidades
dos cenarios da distribuicdo de revelagdes (mostradas em azul na Figura 52). O
caso de processo ndo-recombinante ¢ muito simples, pois basta multiplicar as

probabilidades dos caminhos. Por ex., na Figura 47, a probabilidade do cenario

FC'™ = 14,4% (em vermelho) é obtida pela multiplicagdo das probabilidades dos

3 Esses exemplos e um codigo VBA para gerar cenarios e probabilidades da distribuigio
de revelagdes recombinante, podem ser simulados com a planilha proc_Bernoulli_recombina.xls
do CD-Rom (numero de sinais possiveis ¢ limitado apenas pelo nimero de colunas do Excel).
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caminhos (= probabilidade dos sinais) que chegam até esse cenario, i. €, as
probabilidades (em azul) 60% e 24%.

O caso recombinante ¢ que ¢ um pouco mais complicado, pois na maioria
dos cenarios, existem varios caminhos que levam a um cendrio especifico (efeito
da recombinacdo). Mas, tendo apenas as probabilidades dos dois cendrios
imediatamente anteriores que levam ao cenario de interesse, pode ser calculada a
probabilidade desse cendrio da forma simples a seguir. Seja “1” o indexador que
da a posicao vertical da célula de cima para baixo, por ex., na Figura 50 o cendrio
FC™temi=1,FCT =FC "temi=2e FC ~temi= 3. Como antes, a posi¢io
horizontal ¢ dada simplesmente pelo indexador “k” (cendrios apds o k-ésimo
sinal). Com a ajuda da Figura 49, ¢ facil concluir que as probabilidades dos
cenarios da distribuicdo de revelacdes pix sdo obtidas recursivamente com a
seguinte equacgdo, sendo i — 1 o cendrio mais acima, i o cendrio mais abaixo e
quando ndo existir a probabilidade ¢ zero:

Pixk = Pi-1,k-1 (1 -FCi_,k-1) + pi,k-1 FCi k-1 243)

Um ponto importante em um processo de revelacdo de Bernoulli, pelo
menos em aplicagdes de exploragdo de petrdleo, ¢ que a escala de indexacao por
eventos (sinais) ¢ muito diferente da escala de tempo. Observando um processo de
difusdo de eventos como o da Figura 52, em caso de ocorréncia de um resultado
positivo proveniente de um sinal qualquer, aumenta aumenta a chance de haver
logo um novo sinal, um efeito cascata. Isso porque a revisdo proporcionada no FC
de prospectos de uma bacia, aumenta a chance de exercicio da opc¢ao de perfurar
prospectos exploratorios na area, que serdo novos sinais para os prospectos
restantes correlacionados na bacia. No entanto, em caso de fracasso, além dessa
aceleracdo de investimentos exploratorios ndo ocorrer, ainda reduz as chances de
novos exercicios de op¢des naquela area e/ou bacia. Assim, o tempo corre mais
rapido na parte de cima do processo de difusdo da Figura 52 do que na parte de
baixo. Isso ¢ mais um motivo para classificar de grosseiros os modelos de
incerteza técnica que substituem o indice de eventos por indice de tempo.

Processos de revelagdo de Bernoulli ¢ um tema fascinante do ponto de vista
teorico e de grande importancia pratica. Aqui foi apresentado apenas um pouco
mais do que o necessario para as aplicagdes que serdo vistas no cap. 5. Esse é um

campo aberto para futuras pesquisas, que aqui foram apenas iniciadas.
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3.4.4.
Inferéncia para Distribuicao de Bernoulli e Suas Limitagées

No item 3.4.1 foi recomendado que o fator de chance exploratorio fosse
estimado decompondo o mesmo em novos fatores, também v.a. de Bernoulli, e
depois eventualmente em novos sub-fatores. Dessa forma, os fatores de chance
podem ser ligados mais facilmente a hipoteses geologicas que contribuem para
estimar a chance da descoberta. Dentro dessa abordagem, sdo usados programas
estatisticos para estimar esses fatores usando abordagens populares tais como
regressoes, etc. Isso ¢ feito rotineiramente por companhias de petroleo. Foi visto
que os mesmos métodos (e dados) podem ser usados para estimar estatisticamente
a medida n2 proposta.

O propdsito desse item € analisar métodos mais diretos de estimar o fator de
chance exploratorio FC e o poder de revelagio 1* de um sinal como sismica 3D
ou poco vizinho. No caso do FC, uma alternativa é observar dados bindrios, i. €,
amostras da distribuicdo empirica do parametro 0, o estimador da probabilidade
de sucesso p da distribui¢do teérica de Bernoulli Be(p). Isso ¢é feito de uma forma
critica a essas abordagens. Além disso, serd dado um exemplo de estimativa de n’
com dados reais™”.

Nesse item serd mostrado o método quantitativo de inferéncia Bayesiana
para estimar a probabilidade de sucesso de um fator de chance (distribuicdo de
Bernoulli), assim como serd discutida a limitagdo dos métodos tradicionais de
inferéncia estatistica. O caso real que serd analisado ¢ uma estimativa de poder de
revelagdo de um sinal de sismica 3D, i. ¢, uma estimativa de nz, a medida de
aprendizagem proposta. Para tal, serdo usados dados ex-ante e ex-post de fatores
de chance de prospectos reais, estimados antes e depois de uma sismica 3D.

Na inferéncia estatistica Bayesiana ¢ muito usado o conceito de
distribui¢oes conjugadas (mencionada no item 3.1.4.2), o qual simplifica bastante
o trabalho de estimativa da distribuicdo a posteriori. Quando as distribuicdes a
priori e a posteriori pertencem a mesma familia de distribui¢oes, essas
distribui¢cdes s@o chamadas de conjugadas. No caso da distribui¢cao de Bernoulli

de parametro p, se a estimativa a priori desse parametro ¢ 6p e a estimativa a

4 Esse item é empirico e pode ser pulado se o interesse for apenas na metodologia.
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posteriori ¢ 0, i. ¢, o novo fator de chance (posterior) serd também uma
distribui¢do de Bernoulli mas com parametro p = 6,. No entanto, sendo o foco da
inferéncia a estimativa do valor desse parametro p, considerado fixo mas incerto
(ex., a probabilidade p de dar "cara" numa moeda ndo-confidvel), normalmente se
usa o conceito de distribuigdes conjugadas para relacionar a distribuigdo a priori

desse pardmetro p com a distribuicdo posterior desse pardmetro apds o

aprendizado com a incorpora¢do de novos dados (atualizagao Bayesiana).
No caso da distribui¢ao de Bernoulli de parametro p, ¢ usada a distribui¢do

conjugada Beta para modelar a incerteza sobre o verdadeiro valor de p. A

distribuicao Beta (B) tem dois parametros B(y, ) € ¢ muito flexivel. Dada uma
distribuicao Beta que reflita a incerteza a priori do verdadeiro pardmetro p de uma
distribuicdo de Bernoulli, apds um novo dado, a distribui¢do posterior da incerteza
desse parametro ¢ também uma distribui¢cdo Beta com novos parametros y; € 1y,
isto ¢, B(y1, m1) que tem menor variancia (refletindo o aprendizado sobre p com o
novo dado). As distribuicdes de Bernoulli e Beta sdo ditas conjugadas pois a
distribui¢do Beta — que tem intervalo [0, 1] e assim ¢ apropriada para representar a
incerteza do pardmetro p duma distribui¢do de Bernoulli, permite uma atualizacio
Bayesiana que gera uma distribuicdo posterior que também ¢ uma distribuicao
Beta, mas com novos pardmetros (prova: DeGroot & Schervish, 2002, p.336,
teorema 6.3.1).

Note que, nesse contexto de estimagao, existem duas distribuigdes a priori e
duas posteriores: a distribui¢cdo a priori da incerteza técnica — no caso o fator de
chance que ¢ uma distribuicdo de Bernoulli, e a distribui¢do a priori que descreve
a incerteza do pardmetro da distribui¢do de Bernoulli — no caso uma distribuicao
Beta. As distribuigdes posteriores dessas duas distribui¢des sdo respectivamente
uma outra distribui¢ao de Bernoulli e uma outra distribuicao Beta. A Tabela 12 a
seguir (adaptada de Jammernegg, 1988, p.22) resume as distribuicdes a priori e
posteriores da incerteza técnica e da incerteza do parametro p, sendo que a
atualizacdo Bayesiana ¢ feita com a informagdo de uma amostra com n
observagoes, das quais y sdo sucesso (observagdes de y iguais a 1) e em

conseqiiéncia (n — y) observacdes sao falhas (observagdes de y iguais a zero).
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Tabela 12 — Distribuicbes a Priori e Posterior Conjugadas (Bernoulli e Beta)

Distribuigéo a Bernoulli: Be(p)
Priori da Incerteza e
Técnica (FC) Média =p
Variancia=p (1 — p)
Distribuigao a Beta: B(y, 1)
Priori do Parametro ’
P Meédia=vy/(y +n)
Varidncia=yn/[(y+ n)2 (y+n+D)]
Distri‘t?uic;éo Beta: B(y +y,n+n—-y)
Posterior do .
Parimetro p Media = (y +y) /(y + n+n)
Varidncia=(y+y).M+n-y)/[(y+n+n)’ . (y+n+n+1)]
Distribuicao Bernoulli: Be(E[p]post) = Be(E[B(y +y, n +n—y)])
Posterior da o
Incerteza Técnica |Média=(y+y)/(y+n+n)
(FO) Variancia=(y+y).(m+n-y)/(y+n+ n)2

Na Tabela 12, pode-se mostrar que a variancia da distribuicao Beta posterior
¢ sempre igual ou menor que a da distribuicdo Beta a priori. Isso nem sempre ira
ocorrer com a variancia da distribuicdo de Bernoulli posterior se a nova estimativa
de p for um valor mais préximo de 0,5 do que o valor de p da distribuicao de
Bernoulli a priori®>’.

No problema de inferéncia Bayesiana muitas vezes o objetivo ¢ obter uma
estimativa do parametro p tal que a variancia da distribui¢do posterior seja menor
que um certo valor. Para isso, vai se obtendo dados (observagdes) até que a essa
varidncia seja menor ou igual a certo valor. Por ex., no caso do pardmetro da
distribui¢do de Bernoulli, DeGroot & Schervish (2002, p. 337) assinalam que para
reduzir a variancia da distribui¢do Beta posterior do parametro p para 0,01 ou
menos, ndo € necessario selecionar mais que n = 22 itens de amostra.

No entanto, pode-se estar interessado na melhor estimativa (um valor unico)
sem especificar toda a distribui¢do que representa a incerteza desse parametro. Ou
seja, para o nivel de informacdo atual, qual o melhor estimador de Bayes? O
estimador Bayesiano 6timo ¢é escolhido de forma a minimizar o erro entre a
estimativa e o valor verdadeiro desse parametro. Para isso tera de ser usado o

conceito de funcdo perda (mencionada nos itens 3.2.1 e 3.2.3) que mede esse erro

3 No entanto, foi visto que no processo de revelagio sobre o fator de chance é resgatada a
propriedade de redugdo de varidncia para a varidncia meédia das distribuigdes posteriores de
Bernoulli, refletindo a aprendizagem em diregdo a verdade.
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de estimativa. Conforme foi visto, a fungdo perda mais usada ¢é a fungdo perda de
erro quadratico™®. Essa fungdo ¢ definida por L(0, a) = (0 — a), onde 0 ¢é o
verdadeiro valor do pardmetro e “a” € o estimador desse parametro.

Sendo o objetivo minimizar o valor esperado dessa funcao perda, conforme
mencionado antes, prova-se (DeGroot & Schervish, 2002, p.224) que o valor de a
que minimiza E[L(.)] ¢ exatamente a média da distribui¢cdo posterior, i. €,
cenarios da distribuicdo de expectativas condicionais E[0 | S]. Ja no processo de
revelagdo, como foi visto, para avaliar ex-ante um investimento em informagao se
trabalha também com uma distribui¢dao de expectativas condicionais, mas a de
revelagdes E[FC | S] e ndo a distribui¢do do pardmetro p da distribuigao
original”’. E importante lembrar que as decisdes de investimento exploratorio
(célculo do VME) usam a distribui¢ao de Bernoulli e ndo a Beta.

O exemplo a seguir ira ilustrar a inferéncia Bayesiana do parametro p da
distribuicdo de Bernoulli usando distribuigdes conjugadas Beta para estimar esse
parametro (baseado em DeGroot & Schervish, 2002, pp.336-337). Suponha que
ndo haja qualquer informacdo a priori sobre o valor desse pardmetro p de uma
distribuicdo de Bernoulli sobre um problema qualquer (exs.: propor¢do de pegas
defeituosas num lote, sub-fator de um FC dum prospecto exploratorio, etc.).
Assim, como distribui¢do a priori desse parametro foi adotada uma distribui¢ao
ndo-informativa, a distribui¢do uniforme U(0, 1), que ¢ também uma distribui¢ao
Beta com parametros y=1en = 1, isto ¢, B(1,1), o que mostra a versatilidade da
distribuicdo Beta. Suponha que se obteve uma amostra com n observagdes (n
pecas inspecionadas, n pogos perfurados, etc.), das quais se contabilizou y
“sucessos” (e logo n — y falhas). Qual ¢ o estimador de Bayes atualizado do
parametro p da distribuicdo de Bernoulli usando essas n observagdes? Utilizando a

Tabela 12 ¢ facil ver que a estimativa de p dado essas n observacdes ¢ a média da

distribuic¢do Beta posterior, 1. &, E[plyost = (1 +y) /(2 + n).

6 A alternativa de fungdo perda igual ao erro absoluto (em vez de erro quadrético) levaria
a usar um estimador Bayesiano igual a mediana da distribuicdo posterior. Além de ser bem menos
usada em estimagdo, a mediana ndo ¢ linear como o operador valor esperado E[.] e ¢ inutil no
contexto de finangas que trabalha com valores esperados de fluxos de caixa.

37 Por ex., distribui¢do das médias de distribuigdes de Bernoulli posteriores e nio da
distribuigdo Beta do pardmetro p. No entanto, como as médias das possiveis distribuigdes
posteriores Beta sdo usadas como estimadores para as médias das possiveis distribuicdes de
Bernoulli, entdo as distribuigdes das médias das duas distribui¢des posteriores sdo iguais (ja a
variancia média das distribui¢des a posteriori de Bernoulli e Beta sdo em geral diferentes).
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Qual seria a estimativa estatistica cldssica (ndo-Bayesiana) desse exemplo?
Na escola frequentista classica ndo se usa a distribuicao a priori para o parametro,
apenas as observagdes da amostra. O método classico mais usado € o estimador de
maxima verossimilhanga, 1isto €, o estimador que maximiza a fun¢do
verossimilhanga. Para a distribui¢do de Bernoulli o estimador de méxima

r

verossimilhanca ¢ simplesmente a média da amostra (prova: ver DeGroot &

Schervish, 2002, p.357). No caso do exemplo do paragrafo anterior, essa
estimativa seria simplesmente y / n. Note que, quando o tamanho da amostra n
cresce, o estimador Bayesiano tende ao estimador de maxima verossimilhanga, o

que ¢ um resultado tipico e geral.

Apesar da larga aplicabilidade desses métodos em diferentes problemas
praticos, existem importantes aplicagdes em que os mesmos deixam a desejar. Em
geral se assume que na amostra as observagoes sao independentes e identicamente
distribuidas (iid). Assim, se existe dependéncia entre as observacdes ou se as
distribuigdes de Bernoulli da amostra tem diferentes parametros p, a amostra teria
de ser reduzida para uma quantidade de observagdes realmente iid, sendo que
nessa reducdo de amostra pode-se estar jogando fora informacdo relevante™”.
Outro problema é como estimar um parametro (ex.: fator de chance exploratdrio)
através de uma observagao indireta, por ex., uma sismica 3D na area do prospecto
de interesse em vez do resultado de um pogo exploratdrio vizinho. Nao se pode
simplesmente somar a observagdo da sismica como sendo mais uma observacao
de uma amostra que inclui resultados de pocos exploratorios e aplicar as
metodologias de inferéncias acima descritas. Para esses problemas sera necessario

considerar os diferentes poderes de revelagdo de cada informagao (ou observagao)

adicional. Esse poder de revelagdo ¢ definido como a capacidade de reduzir a

varidncia esperada das possiveis distribui¢des posteriores, i. &, 1.

% Ex: quer se avaliar o FC de um prospecto de idade do Eoceno numa bacia em que 25
pogos foram perfurados com 5 sucessos (20% de sucesso). Se desses 5 sucessos, 2 ocorreram em
prospectos do Eoceno e se 6 prospectos foram perfurados com objetivo no Eoceno, entdo o FC do
prospecto aumenta. Se em adicdo um dos sucessos se deu numa area proxima (ex., a 5 km) do
prospecto, e foi o tnico pogo do Eoceno perfurado num raio de 5 km, entdo o FC do prospecto
aumenta ainda mais. Usar apenas essa Ultima informagdo poderia ser uma saida, mas se estaria
jogando fora a informag@o de outros pogos mais distantes do Eoceno que sdo relevantes, embora
menos do que o do pogo mais proximo. O poder de revelagdo de cada observagdo ndo ¢ bem
capturado nem com a metodologia classica de inferéncia e nem com a metodologia tradicional
Bayesiana. Com a medida n%, pode-se modular as diferengas de relevancia dos vérios sinais.
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O exemplo real a seguir, da literatura profissional de petrdleo, permite fazer

. . . . 2 , .
uma estimativa da medida de aprendizagem n~ no caso da sismica 3D. Esse

exemplo também mostrarad a insuficiéncia dos métodos estatisticos de inferéncia
para avaliar o impacto econdomico duma nova informacao no valor de um projeto
com incerteza técnica.

Aylor Jr. (1999) reporta um progresso substancial, em termos de sucesso
exploratério, da firma Amoco a partir de 1994 com o uso da entdo nova
tecnologia®’ de sismica 3D. Ele relaciona o beneficio da sismica 3D diretamente
a capacidade de separar bons prospectos de maus prospectos, reportando o efeito
da sismica 3D na probabilidade de sucesso de existéncia de rocha selante (ou selo,

ver item 3.4.1) em 8 prospectos num bloco do Mar do Norte:

"Uma ilustragdo muito boa da habilidade da pesquisa 3D em separar bons
prospectos exploratorios de maus prospectos ... um bloco exploratorio no Mar do
Norte mostra 8 prospectos com probabilidade de falha de 'selo’ geralmente entre
20% e 50% antes de adquirir dados 3D. Depois do 3D, dois dos prospectos tem
sido convincentemente confirmados com 10% de probabilidade de falha (P(f)), e
seis tem sido condenados com P(f) de 80-90%. ... Os prospectos condenados tém
economizado caros pogos secos. Os (prospectos) confirmados podem ser

perfurados com baixo risco de falha."

Aylor Jr. reporta a probabilidade p de sucesso na existéncia de rocha selante
avaliada por uma equipe de técnicos da exploragdo da Amoco antes e depois da

sismica 3D. Esses dados reais sdo mostrados na Tabela 13.

Tabela 13 - Probabilidades de Sucesso dos Prospectos Terem Selo

Prospecto 1 2 3 4 5 6 7 8

Probabilidade de
Sucesso de Selo

701 500 | 50% | 50% | 80% | 90% | 50% | 75%

Antes da Sismica 3D %o
Probabilidade de
Sucesso de Selo 10% | 10% | 10% | 20% | 90% | 10% | 20% | 90%

Depois da Sismica 3D

Note que o impacto da informagdo proveniente da sismica 3D ndo foi ter

uma melhor avaliagdo do pardmetro p da distribuicdo de Bernoulli, ou seja, ndo

259 A sismica tradicional de reflexdo 2D é usada ha varias décadas, mas a sismica 3D s6
comegou a ser usada nos anos 90.
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foi reduzir a variancia da distribuicdo Beta a priori da incerteza desse parametro.
O impacto foi “separar o joio do trigo”, isto ¢, fazer com que cada prospecto
ficasse ou com alta chance de sucesso (p mais proximo de 100%, o que ocorreu
com dois prospectos, veja tabela) ou com alta chance de falha (p mais préximo de
0%). Em outras palavras, o processo de aprendizagem caminhou no sentido da
revelagdo total (embora tenha ficado longe disso, pois precisaria que parte dos
prospectos ficasse com FC = 0 e a outra parte com FC = 1). Ou seja, o parametro

p da distribuicdo de Bernoulli ndo € fixo e sim evolui (aumenta ou diminui) com o

aprendizado trazido com a nova informagdo. Assim o estimador Bayesiano
tradicional com o uso da distribuicdo Beta para estimar o parametro p da

e . R 260
distribuicao de Bernoulli, etc., € inutil nesse caso™ .

Ainda ¢ possivel usar a Lei de Bayes para estimar a revisdao de
probabilidades de sucesso dada as informagdes da sismica, como fazem alguns
autores. No entanto, deve-se notar um fato importante com os dados da Tabela 13
que ¢ o processo de redugcdo da incerteza (variancia) com a informagao
proveniente da sismica 3D. Aplicando a formula da variancia da distribuicao de
Bernoulli, pode-se verificar que a variancia meédia das distribui¢cdes de Bernoulli a
priori (antes da sismica 3D) era de 0,20594 %, enquanto que a varidncia média
das distribuigdes de Bernoulli posteriores (depois da sismica 3D) caiu para
0,10750 %", uma reducdo de quase 50% na varidncia a priori’®’. Ou seja, a
estimativa da medida de aprendizagem n* = 47,8% ou 1 = 69,1%. Note que esse
valor ndo ¢ para o fator de chance total e sim para um dos fatores que compde esse
FC. O impacto no FC total em termos de n2 deve ser menor que 47,8%, a menos

que os outros fatores sejam iguais a 1 (haja certeza nos outros fatores).

O exemplo real mostrou que a sismica 3D proporciona uma revelagao
parcial sobre o FC nos prospectos, que estd associada a um processo de reducao
de incerteza em dire¢do a verdade sobre cada prospecto (p = 100% ou p = 0%). O
valor obtido para a da medida de aprendizagem 1’ deve ser olhado com cuidado ja

que foi apenas um caso em que dados reais foram reportados (o que € raro).

2% No caso do problema de exploragdo de petréleo o parametro de Bernoulli muda com a
informacio. E um caso diferente do problema mais simples de estimar a percentagem de produtos
defeituosos num lote através de amostras aleatorias desse lote. Se a retirada de amostras for com
reposi¢do (ou se o lote for muito grande) a probabilidade de Bernoulli ndo muda.

26! Lembrar que nem sempre a variancia ¢ reduzida com a informagdo, mas é um resultado
tipico, pois em média a variancia se reduz (no minimo nunca aumenta) com a nova informagao.
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Outras estimativas podem e devem ser feitas por companhias de petroleo baseadas
nos seus proprios bancos de dados, ndo s6 para o fator de existéncia da rocha

selante, como para os outros fatores discutidos no item 3.4.1.
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