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2
Nocoes sobre Martingais em tempo discreto e continuo

Comecamos recordando algumas nocoes basicas da Teoria de Proba-
bilidade.

Definigao 2.1 Um Espago de Probabilidade € uma tripla (Q, F,P), onde:
1. Q # (0 € um conjunto arbitrdrio (dito “espago amostral”);
2. F € uma o-dlgebra de subconjuntos de Q (os “eventos”), isto é:
(a) Ve F

(b) Ac F= A e F
(C) {An}nzl C.,IE.:>Un21 An e F

3. P € uma funcao de conjunto

P:F —0,1]
A— P(A),

tal que,

(i) P(0) =0, P(Q) =1
(ii) {An}n>1 C F, disjuntos dois a dois (A; N A; = 0,1 # 7)
= ]P(U A,) = Z P(A,,) (o — aditividade).

n>1 n>1

Obs: P(A) é a probabilidade do evento A. Em teoria da medida, o
par (€2, F) chama-se espago mensuravel, sendo os elementos de F chamados

conjuntos mensuraveis.
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Propriedades Basicas:
1. Ac F=P(A°) =1-P(A);
2. A, Be FeAC B=P(A) <P(B) (Monotonicidade);

3. P(U,>1 An) < 22,51 P(A,) (0—sub aditividade).

Exemplo: Seja Q = {wq,...,w,} um espago amostral finito, F = P(Q)

(conjunto das partes de ) e suponha que existam nimeros reais p; > 0,7 =
N

1,...N com Zpi = 1. Entao, se definirmos VA € F : P(A) = Z D;, segue
=1 wiGA
que (92, F,P) e espaco de probabilidade.

Para lidar com o caso extremamente importante em que €2 = R, é

conveniente a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.2 A o-algebra gerada por uma colecao de subconjuntos de €2
¢ € a menor o-dlgebra contendo esta colecao, isto €, a intersecao de todas

as o-dlgebras contendo C.

Exemplo: Se 2 = R, a o-dlgebra de borel é

B(R) = o({intervalos semi-abertos (a, b]})
=o ({intervalos (a,b)}), isto ¢, a o-dlgebra gerada pelos abertos de R
=0 ({intervalos fechados [a, b]})

= o({(—o0,al})

Para construir medidas de probabilidade em (R, B(R)), usa-se a nogao
de funcdo de distribuicdo. Note que dada uma medida de probabilidade
P:B(R) — [0,1] em (R, B(R)) e definindo a fungao:

F:R—R
x+— F(x) =P(—00, 2],
entao tem-se que :

1. F' é mono6tona nao-decrescente;

2. F é continua a direita com limites a esquerda;

3. lim F(z)=1, lim F(z)=0.

r—-+00 T——00
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Definicao 2.3 Uma funcio F' : R — R satisfazendo 1 — 3 é dita uma

funcao de distribuicao.

Reciprocamente, o teorema seguinte afirma que uma fungao de dis-

tribuicao determinha univocamente uma medida de probabilidade em

(R, B(R)).

Teorema 2.4 Dada uma funcao de distribuicao F' : R — R existe uma
unica medida de probabilidade P em (R, B(R)) tal que P(—o0,z] = F(x)
(ver [18]).

Exemplo: F(z) = [ f(t)dt onde f : R — R, ndo negativa com

[ f(t)dt =1, dita fun¢ao densidade de probabilidade.

1 —(t=m)?
e 22 ¢ uma densidade de probabili-
V2mro?

dade, dita normal/Gaussiana com parametros m € R, o > 0.

Por exemplo, f(z) =

Definigao 2.5 Dizemos que uma propriedade S em (€2, F,P) vale P quase-
certamente (P — qc ou com P probabilidade wm) se existe um conjunto

Qg € F com P(Qy) =1 tal que a propriedade S ¢é satisfeita Yw € Q.

Obs: Em geral, o conjunto {w € Q : w satisfaz S} C Qp nado é
necessariamente mensuravel. Porém, se (2, F,P) for completo (ou seja, se
F contém todo subconjunto de conjuntos de probabilidade zero), isto é
verdade. Como todo espaco de probabilidade pode ser completado, supomos

sempre que trabalhamos com (2, F,P) completo (ver [18]).

Definigao 2.6 Dado um espago de probabilidade (2, F,P), uma varidvel
aleatoria (va) € uma fungao

X:Q—R

wr— X(w),

tal que VB € B(R),{w € Q: X(w) € B} = X !(B) € F.

Obs:Isto garante que faz sentido calcular P((X~'(B)) = Px(B); nao
é dificil checar que Px(.) ¢ uma medida de probabilidade em B(R) chamada
de distribuicao da va X.

Em teoria da medida, uma va nada mais ¢ que uma funcao F/B(R)

mensuravel.

A nocao de independeéncia é crucial em teoria da probabilidade.
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Definicao 2.7 :

1. Eventos A, B € F sao independentes se P(AN B) = P(A)P(B); uma
cole¢ao {A;}icr de eventos € independente se, para todo subconjunto
finito J C I:

P (MiesAi) = [ ;e ,P(As).

2. Uma cole¢ao {Q; }ier, onde cada Q; € uma colegio de eventos, é inde-
pendente se, para todo J C I finito tem-se P (MicsAs) = [],c,P(A),
onde A; € Q;.

3. Uma colecao {X;}icr de va’s € independente quando {o(X;)}ier €

independente.

Obs: 0(X;) é a o-dlgebra gerada por todos os conjuntos da forma
XY(B), B € B(R).

2.1
Esperanca/Valor médio/Valor esperado

Lembramos o processo de construcao da esperanca de uma variavel
aleatoria.
Seja X uma va simples, isto é, X(w) = > 1", a;ls,(w), A, € F,Q =
> Ai(unido disjunta), onde os a;s sdo todos distintos (pense A; = {w €
1, sewe€ A, ~
Q: X(w) = a;}), e Iy, (w) = , chamada a funcao
0, caso contrario.
indicadora de A;.

Se X é simples definimos a esperanga de X por: E[X] =" | a;,P(4;).

Em seguida, se X > 0, existe sequéncia nao-decrescente { X, },>1 de
va’s simples, nao negativas, tal que Vw € €2:

X(w) = lim X,,(w). Entao define-se nesse caso:

E[X] = Ti;rioE[Xn] (podendo ser +00).

Finalmeﬁt—(;ose X é uma va qualquer, como X = Xt —X"~ onde X* =
max(X,0) e X~ = max(—X,0), define-se: E[X] = E[XT] — E[X ], desde
que E[X ] < 0o ou E[X 7] < 0.

Obs: Se E[|X]] < 0o, X ¢é dita integravel.

Notagao: E[X] = [, X(w)P(dw) = [, XdP (integral de Lebesgue
com respeito a P). Note também que:

E[XHA] = fQ X]IAdIP) = fAXdP


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310359/CB


PUC-RIo - Certificacéo Digital N° 0310359/CB

O Teorema de Cramér-Lundberg via martingais 19

Propriedades basicas(ver [5]):

. Se XY sao integraveis, entao aX + Y é integravel e

ElaX + Y| = aE[X]| + BEY], o, 8 € R (linearidade);

- |EX]] < EIX];

. Se XY sao integraveis e independentes, entao XY é integravel e

E[XY] = EX]|E[Y];

.S5e X é uma va e ¢ : R — R uma fungdao mensuravel tal que

Elg(X)| < 400, entao,

Elg(X)] = Jo 9(X(w)P(dw) = [ 9(z)Px (dz);
(Se X tem densidade f, entao E[g(X)] = f_Jr;o g(x)f(x)dz).

. Se X(w) =0,Yw € N¢, onde N € F,P(N) = 0, entao X ¢ integravel

e E[X] =0 (Em particular, se X,Y sao integraveis e X =Y P — ¢c,
entdo E[X]| = E[Y]);

.Se g : R — [0,00] é B(R)-mensurdvel e nao-decrescente, entao:

g(c)P(X > ¢) < E[g(X)], ¢ € R (Desigualdade de Markov).

Observacoes:

X=YP-qgc—=Pwe: X(w)=Y(w)) =1

. X éva, E[X?] < oo = E|[|X]] < oo e definimos a varidncia de X

Var(X) = E[(X — E[X])?] = E[X? — (E[X])? e /Var(X) chama-se

desvio padrao.

Exemplo: Se X é uma va normal com parametros m € R,o0 > 0,

temos:
B[X] /—1 / e
— Te 20 J}:m,
2102 J -
e

1 T em?
Var(X) = E[X? — (E[X])* = ze 22 dx —m?=o’
V2mo? J-

o0

Notagdo: X < N(m,o?).

. Definimos L'(Q, F,P) como sendo o espaco das va’s integraveis (iden-

tificadas a menos de um conjunto de probabilidade zero), que é um
espacgo vetorial normado completo, isto é, um espago de Banach (ver

[5]) com norma:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310359/CB


PUC-RIo - Certificacéo Digital N° 0310359/CB

O Teorema de Cramér-Lundberg via martingais 20

X1l = E[|X]]
(mais geralmente L(Q, F,P) ||| X||, = (E[|X|])7,p > 1)

Definicao 2.8 (Nogoes de convergéncia de va’s) Seja { X, },>1 sequéncia

de va’s e X va. Entao dizemos que {X,,}n>1 converge a X:

1. P — qc quando
Pwe Q: X, (w) 225 X(w)) = 1.

2. Em probabilidade, se Ye > 0

nToo

PlweQ: | X,(w) — X(w)| =€) — 0.

3. Em LP(Q, F,P) se

nfoo

X = Xa[[p = E[[X — Xo[7] = 0.

2.2
Esperanca Condicional

A nocao de dependéncia pode ser formalizada pela nogao de condici-
onamento.

Dado (2, F,P), B € F tal que P(B) > 0, definimos a probabilidade
condicional de A € F dado B por
P(AN B)

Se A e B sao independentes entao Pg(A) = P(A).
Note que Pp(.) é uma medida de probabilidade em (92,F) com
Pg(B) =1 e Pp(B°) = 0. Dada uma va integréavel X, definimos a esperanca

E[XI
condicional de X dado B por: E[X|B] = [ B].
P(B)
+o0o
Obs: Nao é dificil checar que se ) = Z Ap(unido disjunta), A,, € F,
n=1

P(A,) > 0, entdo E[X] = 372 E[X|A,|P(A,).

A seguir, suponha que Q = Y"" | B;, P(B;) > 0. Seja D = o({ B; }I,),
entao definimos a esperanca condicional com respeito a o-algebra D deno-

tada por E[X|D], como a va simples dada por:
E[X|D](w) =1, E[X|Bj]lp(w), Yw € Q.

Note que E[X|D] é D-mensuravel e E[E[X|D]lp| = E[X1p|,VD €D.

Estas duas propriedades motivam a defini¢ao geral de esperanca condicional.
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Definicao 2.9 Dado um espago de probabilidade (2, F,P), X uma varidvel
aleatoria tal que E[|X|] < oo, e G C F uma sub-o-dlgebra de F, entio a
esperanga condicional de X com respeito a G € aquela varidvel aleatoria,
denotada por E[X|G], tal que

a) E[X|G] é G-mensurdvel;

b) E[E[X|G]Ip] = E[XIp),VD € G.

Obs: Pode-se mostrar que tal va existe (ver [18]).
Note que E[X|G] ¢ definida a menos de um conjunto de probabilidade

zero e qualquer va Z que satisfaz a definicao acima chama-se uma wversao

de E[X|G].

Algumas propriedades da esperanca condicional:
(i) Se Z é qualquer versao de E[X|G], entao E[X]| = E[Z];

(ii) E[aX + BY|G] = oE[X|G] + BE[Y|G]
P —qc, a, € R (linearidade);

(iii) Se X é G-mensurdvel, entao E[X|G] = X P — qc.
(iv) Se X > 0 P — gc, entao E[X|G] > 0 P — gc (positividade);
(v) Se X ¢ independente de G, entao E[X|G] = E[X]| P — qc.

(vi) Se X é G-mensurdvel, Y e XY integraveis, entdo E[XY|G] =
XE[Y|G] P—qc;

(vii) Se A, G sao sub-o-dlgebras com A C G C F, entao E[E[X|A]|G] =
E[E[X|G]|A] = E[X|A] P — gc (propriedade de iteragao ou da torre);

(viii) Se ¢ : R — R é convexa e E[|¢(X)|] < oo, entdo E[p(X)|G] <
©(E[X]G]) P — gc.(desigualdade de Jensen condicional)
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2.3
Martingais em tempo discreto

Estamos agora em condigoes de definir o conceito fundamental de

martingal. Precisamos da nocao de filtracao:

Definicao 2.10 Um espago com filtragao (2, F,P,F) consiste em um
espago de probabilidade (2, F,P) munido de uma filtracdo F = {F,}n>1,
1sto €, uma colegcao crescente de sub-o-dlgebras de F, isto €,

FiCF, CFC..CF

Intuicdo: Em diversos modelos (por exemplo, em finangas), F re-
presenta a “estrutura informacional”’ou como a informagao é disponibili-
zada no tempo. Usualmente F é o filtro natural associado a uma sequéncia
X = {X,}n>o0, isto é, F,, = 0(Xo, X1, ..., Xpn), que é a “histéria”’do processo
até o instante n. A monotonicidade indica que a informacao é acumulada

sem ser perdida ao longo do tempo.

Obs: Uma sequéncia { X, },>1 de va’s é chamada processo estocdstico

em tempo discreto.

Definicao 2.11 Um processo X = {X,, },>0 € dito F-adaptado se para todo

n >0, X, é€F, - mensurdvel.

Intuigao: Se X é F-adaptado, X, (w) é “conhecido”no instante n.

Obs: Se F,, = o(Yy,Y1,...,Y,) para algum processo Y = {Y,,},>o0,
entao nesse caso X, é F,, - mensuravel se, e somente se, X,,=f,(Yo,Y1,...,Y})
para alguma fungao f,, : R"™ — R que ¢ B(R™!) - mensuravel (ver [18]).

Note que um processo X ¢é automaticamente adaptado ao seu filtro natural.

Definicao 2.12 Um processo X = { X, }n>0 em (2, F,P,F) é um martingal

(ou um (P, F)—martingal) quando,
1. X ¢ F -adaptado;
2. E[| X, |] <ooVn>0;

3. E[Xui1 | Fu) = X P-q.c, Vn > 0.

X € um sub (respectivamente super) - martingal se em 3. a igualdade €

trocada por > (resp. <).
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Observacoes:

(1) Martingais sdo processos “constantes em média”, no sentido de que
E[X,] = E[X,] = E[X3] = ..., enquanto que sub ( resp. super)

martingais sao “crescentes (resp. decrescentes) em média”;
(ii) X é super-martingal <= —X ={—X,,: n > 0} é submartingal;
(iii) X é martingal <= X é sub e super martingal (simultaneamente);

(iv) X com X, € L'(Q,Fy,P) é martingal (sub/super) <= X — X, =
{X, — Xo : n > 1} é martingal (sub/super); Logo podemos supor
XOEO,

(v) Usando a propriedade da iteracdo da esperanca condicional mostra-se
que a propriedade 3. na defini¢ao 2.12 equivale a E[X,, | F,] = X,

n>m.

Exemplos:

1. Se {X, }n>1 sdo v.a’s i.id com E[|X,|] < oo e E[X,] =0, n > 1,
Fo = 0(Xo, X4,...Xp), Fo = {¢,Q} e S, = ZZ:1Xka entao
S={S,:n >0} ¢é (P,F)- martingal.

Intuigao: O exemplo acima pode ser generalizado. Considere o se-
guinte jogo bastante simples. Uma moeda, nao necessariamente ho-
nesta, é langada sucessivamente e observa-se a face resultante. Se der
cara, o jogador ganha a aposta (que é, digamos, paga pela banca de

um cassino) e se der coroa ele perde (e paga & banca).

Supondo que os lancamentos sucessivos da mesma moeda sejam
completamente independentes, podemos modelar a evolugao do jogo
através de uma sequéncia de varidveis aleatérias { X, },,>0 independen-

tes e com distribuicao de Bernoulli:

P(X,=1)=1eP(X, =-1) =g,

onde p + ¢ = 1 e associamos o valor 1 (respectivamente —1) quando
der cara (respectivamente coroa). Isto é, {X,},>0 ¢ um processo
estocastico em tempo discreto. Seja F,, = o(Xo,..., X;,) um filtro

natural.
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No instante n — 1 (j4 feito o langamento correspondente) ndao sabemos
o resultado do langamento seguinte. Portanto, se H, é o valor apostado
sobre o resultado do instante n, H, deve depender somente da
informacao disponivel até o instante imediatamente anterior, n — 1.

Isto é,

Hn - Hn(X()v X17 sy Xn—l)

¢ uma fungao mensuravel com respeito a F,_;, para todo n > 1.
Um processo {H, },>1 tal que H, € F,_1 é dito predizivel. No nosso

exemplo {H, },>1 pode se pensado como uma estratégia de aposta.

Ora, se V,,_1 é o montante que o apostador possui no instante n — 1,

entao, seguindo sua estratégia, o saldo no instante n sera dado por:

Vo=V + H, X, = Vo+ Y Hp X,
k=1

e o seu ganho esperado na n-ésima jogada é

E[Vn - Vn—l | :/tn_l] = E[Han | O'(Xo,Xl, ---an—l)]

= HnE[Xn | X07X17"';Xn—1] = Hn(p_ q)

Note que parap = g = %, correspondendo a um jogo “honesto”, tem-se

E[Vn ‘ Fn—l] = Vn—l>

e o processo {V,, },>0 ¢ um martingal. Quando p < ¢ (respectivamente
p > q), correspondendo a um jogo “desfavoravel”(respectivamente
“favoravel”) tem-se EI[V, | F.-1] < V,_1, (respectivamente
E[V,|F.-1] = Vu_1) o processo é chamado supermartingal (res-

pectivamente submartingal).

2. Seja F filtracao e X € L'(Q, F,P), entao se M,, = E[X|F,], {M,}n>1
é (P,F)- martingal.

A seguinte nocao é extremamente importante para o Teorema de Doob:

Definigao 2.13 Seja (2, F,P,F) espaco com filtragao. Uma fungdo T :
Q2 — NJ{oo} é um Tempo de Parada (TP) quando ¥Vn € N =1{0,1,2,...},

{r=n}={we:7(w)=n} €F,
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Observacoes:

1. 7 pode tomar valor 400, por exemplo, modelando o tempo de espera

de um evento que nunca ocorre.

2. Note que {7 = +o0} = {7 < +OO}CZ(U{7' = n})czﬂ{T =n} e

Foo. Assim, {r =n}e F,,Vn € N J{o0};

Exemplo: O primeiro instante que um conjunto ¢ atingido: Seja
{Xn}n>0 processo F-adaptado e A € B(R), entdo 7 = inf{n e N: X,, € A}
(onde inf ) = 0) é um tempo de parada pois, Vn € N :

{T=n}={Xoe A% X, € A%, .., X,,_1 € A°} € F,..
Definicao 2.14 Seja 7 um TP entao definimos
F.={AeFo:An{r=n} € F,,Vn e N} C F

chamada o-dlgebra da “informacao disponivel até o instante 77,

Alguns fatos basicos (ver [5]):
1. F. é o-dalgebra;
2. Set=keN,entao 7 ¢ TP e F, = Fy;

3.Se 7 é TP e B € F,, entao BN {r = oo} € F, e portanto
Bn{r=n}eF, ¥n e N{J{oo} ;

4. 1é TP <= {r<n} e F,, VneN<—= {r >n} € F,,Vn e N;
5. Se B € Fentao Be F, < BN{r<n}eF,VneN;
6. Se 11 e T sao tempos de parada, entao 7 + 75 é tempo de parada;

7. Se {7 }r>1 sdo tempos de parada, entdo supy 7 e inf 7 s@o tempos

de parada ( exemplo, 7,, = min(r,n) = 7 A n);

8. Se {m}k>1 € sequéncia mondtona de tempos de parada entdo

limk_m Tk ¢ TP.

9- 7—1§7-2:>le gFTQ;
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10. Se { X, }nen € F-adaptado e 7 é TP | P(7 < +00) = 1, definimos

“+o00
X (w) =) XIremy ().
m=0
Entao X, é v.a e além disso é F,- mensuravel;

11. Em particular se {X,, }nen é martingal (super/sub) entao o “processo
truncado em 7 7, { X7 = X, 1, }nen € um (super/sub) F—martingal.
De fato,
Xonn = XT/\TLH{Tgn—l} + XT/\nH{TZn}

= XT]I{TSn—l} + XnI[{TZn}
n—1

m=0

Logo X, A, é F,,- mensuravel e integravel Assim:
X;—i-l - X; = (Xn-i-l - Xn)H{TZnJrl}-

Lembrando que {7 > n+ 1} = {r < n}° € F, e das propriedades da

esperanca condicional, temos:
E[X;-I—l - X;z—l"rn] = E[(Xn—i-l - XH)H{TZn+1}|-’Tn]

= I[{TZn+1}E[Xn+1 — Xn|fn] - O

Na ultima parte da tese precisaremos do seguinte resultado, uma
versao do Teorema da Parada Otima de Doob (ou Teorema da Amostragem
Opcional). Este resultado afirma que sob certas condigoes a propriedade de

(super) martingal é preservada entre instantes dados por tempos de parada.
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Teorema 2.15 Seja X = { X, }nen um supermartingal em (0, F,P,F) e
sejam T e Ty tempos de parada limitados P - qc com P(m; < 75) = 1. Entao

X, e X;, sao integrdveis e
E[X.,|F,] < X, P—qc.

Demonstracao: Seja k € N um majorante de 75. Entao

k
X <) 1Xl,
j=1

e portanto X,,, ¢« = 1,2 é integravel. Agora, suponha que fosse » =k € N.
Seja A € F,,. Como An{n = j} € F; temos para j < k, usando a

propriedade de supermartingal, que:

/ X, dP = / X,dP > / X, dP
An{r1=j} An{r1=j5} An{r1=j}

Entao, somando em j =0,1,.... k,

k k
/XTldIP’: Z/ X;dP > Z/ X dP = / X, dP
A =0 An{r1=j} §=0 An{r1=j5} A

o que demonstra o teorema no caso de 75 = k. Suponha agora que 7, <k (nao
constante). Aplicamos o resultado anterior para o supermartingal truncado

{X2},>0 ¢ para tempos de parada 7; e k. Entao temos, VA € F,,:

/XTldP:/XZdeP’Z/X,:Qd]P’:/XTQd]P).D
A A A A
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Corolario Se X ¢ martingal, sob as hipdteses acima entao
E[X.,|F] = X, P-qc.

Demonstragao: Basta aplicar o resultado anterior a X e —X.[

2.4
Integrabilidade Uniforme e Convergéncia em L'

Afim de generalizar o teorema de Doob para o caso de tempo continuo,
a ser utilizado no cap. 3, vamos precisar de alguns resultados sobre integra-

bilidade uniforme e convergéncia de martingais.

Definicao 2.16 Uma cole¢ao ¢ de varidveis aleatérias em (2, F,P) € dita

Uniformemente Integravel (UI) se

lim sup E[|X|I{x|>q}] = 0.

a—00 ye¢

Equivalentemente, dado € > 0, existe k> 0 tal que VX € ( :
E[|X|H{|X|>k}] < €.

Observacoes:

1. Se ¢ é colecao Ul entao tomando k; associada a € = 1 temos VX € (:
E|X| = B[ X|Lyx|>ky] + EIX | Ixi<ry] <14k < 400,

ou seja, VX € (: X € LY(Q, F,P). Isto é, uma familia UI de varidveis
aleatérias é necessariamente limitada em L'($2, F,P). Porém, nio vale
a reciproca. Por exemplo, seja (€2, F,P) =([0, 1], B0, 1], A) e considere
{X,}n>1, onde X, = nlp,, onde B, = (0, 1), mas dado k > 0,Vn > k

Bl X |Ix|sky] = nP(B,) = 1,

portanto ¢ nao é UL

2. Um critério simples para Ul: dominagao.
Se existe Y € LY(Q, F,P), tal que VX € ¢ : |X| <Y P—qc , entao ¢
é Ul De fato:

aT+oo
;ugE[leﬂ{|X\>a}] < EYIxpagl — 0
S
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Em particular, se X; € LY(Q, F,P),i = 1,...,n entao ¢ = {Xy, ..., X,,}
é Ul poisVi=1,...,n

X <Y X =Y € LY(Q, F,P)

J=1

Proposigao 2.17 Seja X € L'(Q, F,P); entio a colegio ¢ = {E[X|G]: G
¢ sub-o- dlgebra de F} é UL

Demonstragao : Seja G uma sub-o-algebra de F e Y uma versao de
E[X]G]. Pela desigualdade de Jensen condicional: |Y| < E[|X||G] P-q.c e

entao:
/ Y|P < / E(|X||G)dP <
(Iv|2a} (1 [a}

g/ yX|dIP>+/ X|dP < bP(|Y| > a) +/ IX|dP
{IY|Za;] X|<b} {IY|>a;| X[>b} {1X >0}

< e+ [

b
| X|dP < ~E[|X[] + B[ X [Iyx 0]
{|X]>b} a

que vai a zero quando fazemos a — 400 e entao b — +0o0, ou seja,

lim sup E[|Y|Ly >4 = 0,

a—00 ye¢

ou seja, ¢ ¢ uma familia Ul

Proposigao 2.18 Se { X, },>1 € uma sequéncia Ul e lim,, . X,, = X P —
qc, entio X € integravel e lim,, . F[| X, — X|] =0

Demonstracao : Pelo Lema de Fatou (ver [5]),

BIX| = B[ lim |X,|] < lim B[|X,]] < sup B[ |X,]]

<sup B[ [ X,]jx,|>a| | +a < +00
= X e L' (QFP)
Agora,

| Xn — X[ < | X0 — X[Lx,<ay + 1 X x50 + 1 X gy Lyxasap (%)

O primeiro termo ¢ limitado por (a + |X|) € L' e portanto novamente pelo
Teorema da Convergéncia Dominada (TCD): lirf El| X, — X|Ijx, <a}) =

0. O segundo termo é dominado por |X| € L' e portanto novamente pelo
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TCD temos: lir_"I_l E[| X|Ifix, 501 = E[| X |I{x|>a}]- A esperanca do terceiro
termo é E[| X |Ijjx,|>a}) < sup E[|X|[x,|>q). Assim, tomando a esperanca

em (k) temos:
lim EIX, — X| < E[|X[[x)>a] + sup B[ X[l x,15a]

que vai a zero quando a — +o00. Logo:

nloo

1 X, — X — 0.
Proposigao 2.19 Se {X,}.>1 € uma sequéncia Ul e lim, X, =
X P—q.c, entdo lim,, ., E[X,|G] = E[X|G] em L' e em probabilidade.

Demonstracao : Da proposi¢ao anterior sabemos que X, 2%, X em

L. Agora, pela desigualdade de Jensen condicional:

IEIXG][l < 1X]
nToo

I1E[Xn|G] = EIX|G][L < [[Xn — X[ =0

nloo

e portanto E[X,|G] — FE[X]|G] em L'. Pela desigualdade de Markov:

convergéncia L' = convergéncia em probabilidade.

2.5
Processos Estocasticos

Dado (2, F,P) e T = [0, +00) ou [0, 1], entdo um processo estocéstico

é uma colegao X = { X, }er, onde cada X; é uma varidvel aleatéria.

Note que um processo estocastico pode ser pensado como uma fungao

de duas variaveis

X:TO —R
(t,w) — X(t,w),

onde fixando t € T, entao
X(t,.): Q2 —R

w X(tw) = Xi(w)
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¢ uma va enquanto que fixando w € €1,
X(bw): T—R

t— X(t,w) = Xi(w),

é a “trajetéria” (ou realizac¢@o) do processo associada a w.

Vérias nocoes vistas anteriormente para sequéncias de va’s sao intro-
duzidas para processos estocasticos. Assim, uma filtracao é uma colecao
crescente (F;, € Fy, Vi < s) F = {F her de sub-o-dlgebras de F e
um processo X = {X;}er é dito F adaptado se V¢t € T, X; é F;-
mensurdvel. Usualmente F é o filtro natural, 7, = o(Xss < t) 1. Da
mesma forma, um tempo de parada é uma va 7 : Q@ — T (possivelmente
tomando valor +o0) tal que Vt € T, {r < t} € F;. Define-se também
F.={AeF:vteT, An{r <t} e F}, que é uma o-élgebra.

Varias propriedades de tempos de parada continuam valendo em
tempo continuo, por exemplo se 7 é tempo de parada, entao 7 é F, -
mensuravel, se 7, ¢ sao tempos de parada, entao 7V o, 7 A ¢ sao tempos
de parada, se 7 < 0 s@o t.p, entao F, C F,, etc. (ver [9]).

Exemplo O processo de Wiener (ou movimento Browniano) (stan-
dard) em (2, F,P), munido do filtro natural [, é um processo estocdstico

{Wi}ie- tal que

2.5¢ 0 < s < tavaW, —W; = n0,t —s) é independente da

o(Wy;u < s) = Fs (variagao ¢é independente do passado).

3. t — Wy(w) sao continuas P-qc

Obs: Pode-se mostrar que um tal processo existe (ver [5]).

Definigao 2.20 Dado espago de probabilidade (2, F,P)e uma filtra¢io F =
{Fi}ier, um processo Ml = { M, }er € um (P, F)-martingal se:

- {M,} éF adaptado;

— E|M,| < o0, Vt € T;

- Vs <t, E[My|Fs] = M5 P — gc

'Por razoes técnicas usualmente supde-se que a filtracdo F satisfaz as chamadas
condicoes usuais, a saber Vt € T, F; é completa e continua d direita, isto é, Fy = Ny Fs,
ver [9]
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(andlogo para sub/super)
Exemplo: Nao é dificil checar que o processo de Wiener é um

martingal com respeito ao filtro natural.

Lema 2.1 Seja 7 tempo de parada. Entdo existe uma sequéncia decrescente
{Tu}n>1 de tempo de parada tomando valores num conjunto discreto, tal que

ol T e{m =40} ={r, = x}.

Demonstragao: Defina Vn > 1; w € €

k k+1
% se—<7‘(w)§L,k:O,1,...,
+oo  se T(w) = +o0.
Claramente 7, | T e se — <t < temos:

2n
k k
{Tngt}:{rngﬁ}:{rg—n}ef%c}}

= 7, € tempo de parada.[]

Seja {X;}ier processo estocdstico em (2, F,P,T) e um tempo de

parada 7. Seja

X,: 0 —R (2-1)

o Xo(w) = X(1(w),w) se 7(w) < oo, (2.2)
X se T(w) = 400,

onde X é uma variavel aleatéria fixa. (X = X(o0o0) = limy_o X; se este

limite existe).

Lema 2.2 Se 7 < 00 ou X(00) existe, entao X, € varidvel aleatdria.

Demonstracao: Assumindo {X;}er continuo (ou mesmo continuo
a direita com limites a esquerda), entao X,(w) = lim, ., X, (w), onde
{Tn}n>1 € sequéncia aproximadora para 7. Portanto basta provar que
Vn > 1, X, ¢ mensuravel.

Mas, VB € B(R), temos:

+o0
k41
{X,, € B} = {Xw € B, = o0} | J{Xups € By N {7, = QL”} eF. O
k=0

Podemos agora demonstrar a versao em tempo continuo do teorema
da Parada Otima:
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Teorema 2.3 (Teorema da Parada Otima, tempo continuo) Seja
{ X }er um F-martingal continuo (ou cadlag) e 71,15 tempos de parada com
P(r < 1) =1, 7o limitado P-qc. Entao,

E[X72|f71] = XT1 P— qc

Demonstragao: Primeiro, se b > 0 e 7 um tempo de parada tomando
valores num conjunto finito J, majorados por b, entao {(M,, F,) tues, onde
M,(w) = Xu(w), u € J é um martingal discreto. Entdo, pelo teorema de

Doob em tempo discreto com o1 = 7 e g9 = b segue que

E[Mazl"rm] = Mcn-

Agora, E[M,,|F,, ]| = E[X,|F;] e
Mzn (W> = MT(‘U) = Z MU(W)H{T:u}(W) = ZXU(W)]I{T:LL} = X’r(w)'

ueJ ueJ

Assim, E[X,|F,] = X, .

Segue entao pela proposigao 2.17 que a colecao de va’s { X, }, onde 7
varia sobre a cole¢ao de tempo de parada equilimitados por b e assumindo
valores num conjunto finito, é UL

Agora, sejam {T,ﬁl)}nzl e {T,§2)}n21, tempos de parada tomando valores
num conjunto finito e tais que ﬂsl) |, 7}&2) | 7, como construidos no lema
21 e tal que Vn > 17} <72

Novamente pelo teorema de Doob em tempo discreto obtemos
]E[XTT(LQ) ’FT’V(Ll)] == XTT<L1> P— qc.
e condicionando com respeito a F,, C ]—"T(l) vem que
EIX o |Fn] =E[X o|Fn] P—qc (%)

Como trajetérias sdo continuas (ou continuas a direita) temos que para
n T oo, XT<1> — X, e XT(z) — X, em toda parte. Como as sequéncias
{Xﬂg)}nzl e {Xﬂ(g)}nzl sao UI, segue pela proposicao 2.19, passando ao

limite em (x) quando n T oo que, em L' e em probabilidade,

E[X,|Frn]l=Xq P—ge. O
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