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Resumo

Morais, Luciana Gregorio de; Costa, Christine Sertd. Um olhar
interdisciplinar para o Teorema de Bayes na escola basica atraves da
resolucéo de problemas. Rio de Janeiro, 2024, 74p. Dissertacdo de Mestrado
— Departamento de Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de
Janeiro.

Este trabalho se fundamenta teoricamente na importancia da insercdo, na
escola basica, tanto da interdisciplinaridade como da abordagem da resolucao de
problemas. O principal objetivo é dar significado a conceitos matematicos
fazendo conexfes com outras areas do saber. O conceito matematico aqui
desenvolvido € o teorema de Bayes, muito utilizado no campo probabilistico e
frequentemente estudado no ensino médio. O produto educacional, fruto dessa
pesquisa, consiste numa sequéncia de atividades que conectam o referido teorema
com contetidos de areas diversas como Artes, Geografia, Astronomia, Historia,
Musica e até mesmo com o0 jogo de xadrez. Todas as atividades se baseiam na
abordagem da resolucdo de problemas e promovem a interdisciplinaridade, na
busca de um estudo de Matematica motivador e carregado de significado na
escola bésica.

Palavras-chave

Interdisciplinaridade; Resolucdo de Problemas; Teorema de Bayes.



Abstract

Morais, Luciana Gregorio de; Costa, Christine Sertd (Advisor). An
interdisciplinary view for Bayes’ theorem in high school through problem
solving. Rio de Janeiro, 2024, 74p. Dissertacdo de Mestrado — Departamento
de Matemética, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

This work is theoretically based on the importance of including, since the
beginning of education levels, both interdisciplinarity and a problem-solving
approach. The main objective is to give meaning to mathematical concepts by
making connections with other areas of knowledge. The mathematical concept
developed here is Bayes' theorem, widely used in the probabilistic field and
frequently studied in high school. The educational product, the result of this
research, consists of a sequence of activities that connect the aforementioned
theorem with subjects from different areas such as Arts, Geography, Astronomy,
History, Music and even the chess game. All activities are based on a problem-
solving approach and promote interdisciplinarity, in the search for a motivating

and meaningful study of Mathematics in high school.

Keywords
Interdisciplinarity; Problem Solving; Bayes’ theorem.
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1
Introducao

Em minha experiéncia como professora atuante na educacdo basica da rede
publica, percebo que uma prética de ensino, embasada no didlogo de saberes e na
atribuicdo de sentido ao que é ensinado, pode despertar no alunado maior
interesse pelos estudos, com isso, este trabalho reflete sobre o ensino de
Matematica de modo contextualizado e ndo fragmentado.

Os processos educacionais, ao longo do tempo, sofrem diversas mudancas a
medida que estudos e diferentes linhas de pensamento se desenvolvem.
Antigamente o ensino tradicional, fragmentado e conteudista era predominante,
mas essa ndo é a vertente em que caminha a educacdo na sociedade
contemporanea. No fim do século XX, Ledo (1999) ja apontava que era possivel
afirmar que o paradigma de ensino tradicional tinha influenciado o ensino por
meio de uma prética formal e centrada no professor detentor do conhecimento. A
autora acrescenta que devido aos novos padrdes de ensino exigidos pela
atualidade (da época), a “invasdo” do construtivismo na sociedade se tornou uma
realidade.

Ja naquela década surgiu o olhar para um ensino que buscasse valorizar o
papel do aluno em seu processo de aprendizagem, respeitando sua realidade e seu
conhecimento prévio e incentivando sua autonomia e pensamento critico.

Nos dias atuais, além desse protagonismo dado ao alunado, um assunto
muito defendido pelos estudiosos do ensino € a interdisciplinaridade dos saberes,
que proporciona ao aluno uma formacédo nao fragmentada, ampla e solida. Nela,
os conhecimentos dialogam de modo harmonioso, agradavel e significativo. Outro
caminho que colabora na construgdo de um ensino enriquecedor e com atribuicao
de significado é o ensino através da abordagem da resolucdo de problemas. Por
meio da resolucdo de problemas, os conteddos podem se desenvolver de maneira
contextualizada, levando a uma melhor compreensdo do que é aprendido na
medida em que aborda situacdes praticas e proximas da realidade dos alunos.

A pratica interdisciplinar e o ensino através da abordagem da resolucéo de
problemas, inseridos na educacdo bésica, podem proporcionar ao aluno, desde o

inicio de sua formacdo, a compreensdo de que o conhecimento ndo precisa ser
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subdividido em compartimentos, mas sim, ser algo que possa atuar em parceria
com diversas areas e atribuir significado pratico ao que se esta aprendendo. Essas
duas bases tedricas fundamentam, neste trabalho, a construcdo de conceitos
matematicos na escola basica com o intuito de que sejam desenvolvidos de forma
ndo isolada e que fiquem explicitas as importantes contribuicdes e conexdes que
esta disciplina exerce em conjunto com outras areas do conhecimento.

Sdo apresentadas reflexdes criticas e propostas pedagogicas que
contemplam a importancia do ensino interdisciplinar na educacdo basica em
parceria com a abordagem da resolucdo de problemas. O ensino interdisciplinar
aqui proposto relaciona a Matematica com outras areas de conhecimento em
situacOes praticas e tem, como conteddo unificador, um teorema muito utilizado
no campo probabilistico, 0 Teorema de Bayes. Em linhas gerais, o teorema
calcula a probabilidade de um evento ocorrer, dado que outro evento ja ocorreu.

O trabalho esta organizado conforme descrito a seguir. Os capitulos dois e
trés contemplam a fundamentacdo teérica da pesquisa nas suas duas bases
principais: a interdisciplinaridade e a abordagem pela resolucéo de problemas. No
capitulo dois, sdo tratadas as questdes pertinentes a interdisciplinaridade a luz de
pesquisas de tedricos e de documentos norteadores da educacdo brasileira para o
ensino da Matematica. O terceiro capitulo discute a abordagem da resolucéo de
problemas matematicos como estratégia para promover uma aprendizagem
contextualizada, buscando atribuir ao alunado sentido pratico e tedrico ao que é
estudado. O quarto capitulo aborda o campo probabilistico, com énfase no
Teorema de Bayes. Ele se inicia com o estudo da probabilidade na educacédo
basica segundo as orientacbes da Base Nacional Comum Curricular, BNCC
(Brasil, 2018). Posteriormente, o teorema € apresentado, demonstrado e elucidado
sua aplicacdo em situacBes praticas. No decorrer do quinto capitulo é descrita a
elaboracdo do produto educacional (PE) derivado deste trabalho que busca,
através da resolucdo de problemas, contribuir na construcdo do conceito do
Teorema de Bayes. Para cada uma das 4 atividades interdisciplinares construidas
no PE, sdo apresentados seus objetivos e a base teorica utilizada na sua
elaboracéo.

A figura 1 ilustra a ideia do trabalho e os outros saberes contemplados em

cada uma das 4 atividades do PE.



Figura 1 - Esquema resumo do trabalho
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O ensino interdisciplinar

O ensino interdisciplinar busca a interacdo entre diversos saberes,
abordando duas ou mais areas de conhecimento e promovendo a associacdo
desses conhecimentos a fim de desenvolver um estudo integrado e significativo.
Segundo Gattas & Furegato (2006)

Interdisciplinaridade pode ser entendida como qualquer forma
de combinacdo entre duas ou mais disciplinas objetivando-se a
compreensdo de um objeto a partir da confluéncia de pontos de
vista diferentes cujo objetivo final seria a elaboracéo de sintese
relativa ao objeto comum; implica alguma reorganizacdo do
processo ensino/aprendizagem e supde trabalho continuo de
cooperacdo entre os professores envolvidos (Gattéas; Furegato,
2006, p. 325).

A prética interdisciplinar planejada e com objetivos definidos pode
proporcionar ao alunado, desde a educacdo basica, um ensino enriquecedor.
Baseada no compartilhamento de conhecimentos, a interdisciplinaridade
pressupde a implementacdo de uma educacdo integrada e colaborativa onde
saberes de diversas é&reas trabalnham em parceria e desenvolvam uma

aprendizagem fluida e sem delimitac@es rigidas.

2.1
A prética interdisciplinar na educacéo basica

A interdisciplinaridade propde um ensino ndo fragmentado, em que
diferentes areas possam se reunir no estudo de determinado assunto, tornando o
ensino mais sélido e estimulador.

Segundo Assis (2010), a segunda metade do século XX foi marcada por um
movimento que reagiu a fragmentacdo de saberes e através das fundamentacgdes de
Georges Gusdorf* foram realizados debates sobre 0s excessos dessa fragmentacéo
na formag&o académica da época. Assis (2010) menciona Hilton Japiassu® e Ivani

Fazenda® como os percursores do conceito interdisciplinar no Brasil.

! Filésofo e epistemélogo francés nascido em 1912.

? Doutor em Filosofia pela Université des Sciences Sociales de Grenoble, Franca. Nascido em
1934,

* Doutora em Antropologia pela USP (1984).
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Satolo et al. (2019) construiram uma linha do tempo, expressa na figura 2,
que descreve o processo histérico do estudo sobre interdisciplinaridade. Através
dessa linha é possivel perceber que o ensino interdisciplinar é defendido ha
tempos e que tedricos nela citados contribuem, até os dias atuais, para as
pesquisas e debates sobre o tema, elucidando os beneficios que esse ensino pode
proporcionar no processo de aprendizagem dos alunos.

Figura 2 - Linha do Tempo “Movimento Interdisciplinar”

Documento: Interdisciplinaridade e
| ciéncias humanas

Publicagdo de documento pela UNESCO,
elaborado por Gusdorf, sobre projeto de Retomada do debate sobre
pesquisa interdisciplinar para as ciéncias interdisciplinaridade no Brasil
Reflexosobre o papel daciéncia-pés  Jp  humanas,
’ Segunda Guerra Mundial - 1945

Modelos de curriculo interdisciplinar - EUA

Reformas educacionais brasileiras - uso Auge das produgdes tadricas no Brasil, a
Educacdo baseada em problemas no ensino indiscriminado do termo partir da formagdo do grupo de estudos de
superior - EUA interdisciplinaridade Fazenda
Movimento interdisciplinar na educacio Publicagdo de Interdisciplinaridade e Congresso Mundial de
basica- EUA ] Patologia do Saber - Japiassu P Transdisciglinaridade, Portugal

»

Guy Palmade alerta para os perigos da
Movimentos estudantis na Europa - criticas interdisciplinaridade tornar-se uma ciéncia
20 saber fragmentado aplicada

B

Fonte: Satolo et al. (2019, p.10)

Visdo historico critica da

b b interdisciplinaridade no Brasil

Corroborando as ideias de Piaget (1972) apud Bicalho (2011), também
defendemos aqui projetos interdisciplinares que propiciem cooperacdo entre
saberes, acarretando enriquecimento para todas as partes envolvidas.

Através da préatica interdisciplinar todas as areas envolvidas se engrandecem
com novos saberes e as habilidades desenvolvidas trabalhardo para a construcéo
de uma formacdo mais rica e produtiva aos alunos e consequentemente a
sociedade. Neste circulo virtuoso, os alunos, desde cedo, se beneficiam com um
processo de ensino-aprendizagem baseado na ideia de contribuicdo entre saberes
de areas distintas e, atraves desse processo, poderdo compreender melhor a
utilidade do que € ensinado, por meio dessa acdo em diferentes contextos. Traz a
reflexdo que o conhecimento ndo precisa ser algo compartimentado, mas sim,
fluido, simultaneo e natural, reconhecendo a constante interacdo de diferentes

saberes na vida cotidiana. Esse ensino tem como objetivo promover o dialogo
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entre diversos saberes, proporcionando uma educacdo mais interativa, estimulante
e colaborativa por meio do compartilhamento de conhecimentos.

A interdisciplinaridade também ¢é relevante ao trabalho docente, pois ela
colabora na compreensdo de que um educador ndo precisa se isolar em seu campo
de formacgdo. “(...) os professores muitas vezes ndo trabalham determinado
contelido, pois consideram pertinentes a outra disciplina e deste modo cada qual
faz seu planejamento e ndo permite que este seja flexivel” (Umbelino; Zabini,
2014, p.4).

O ensino interdisciplinar estimula o educador a ultrapassar essas barreiras,
compartilhando e adquirindo novos saberes com professores de outras areas do
conhecimento. “A produ¢do em parceria, quando revestida do rigor, da
autenticidade e do compromisso amplia a possibilidade de execucdo de um
projeto interdisciplinar” (Fazenda, 2003, p.85).

Corroborando o pensamento de Pombo (2005), é fundamental que no
processo de insercdo da interdisciplinaridade no ambiente escolar, haja o
planejamento responsavel em tornar esse processo significativo e nao
simplesmente fazer uso da interdisciplinaridade sem objetivos.

Durante a execucdo de um planejamento de atividades escolares é comum o
surgimento de obstaculos. No decorrer da préatica interdisciplinar isso também
podera ocorrer ao longo do caminho, como por exemplo, a possivel resisténcia de
alguns espacos escolares em se adotar a interdisciplinaridade. Thiesen (2008)
destaca essa dificuldade quando afirma que

Embora a temaética da interdisciplinaridade esteja em debate
tanto nas agéncias formadoras quanto nas escolas, sobretudo
nas discussbes sobre projeto politico-pedagdgico, os desafios
para a superacdo do referencial dicotomizador e parcelado na
reconstrucdo e socializacdo do conhecimento que orienta a
pratica dos educadores ainda sdo enormes (Thiesen, 2008,
p.550).

No intuito de minimizar as barreiras encontradas no processo de
implementacdo de projetos interdisciplinares, é essencial buscar a colaboracéo
entre toda a comunidade escolar, incentivando e compartilhando conhecimentos e
experiéncias. N&o se espera ser repentino que as fronteiras pré-estabelecidas entre
as ciéncias sejam flexibilizadas, mas é positivo o encorajamento dos profissionais

de educacdo em buscar uma pratica de ensino mais dialogica e integrada, pois essa
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poderd promover uma educacdo com maior fluidez e voltada a aprendizagem
autdbnoma e, a0 mesmo tempo, colaborativa.

Fazenda (2003) faz uma anélise de varias de suas proprias pesquisas sobre
interdisciplinaridade e apresenta seis fundamentos que, como ela mesma diz,
surgiram do “exercicio de vida em teorizar a interdisciplinaridade na educacao”
(Fazenda, 2003, p. 89). Os fundamentos apresentados sdo: movimento dialético,
memoria, parceria, perfil de uma sala de aula interdisciplinar, projetos
interdisciplinares e possibilidade da efetivacdo de pesquisas interdisciplinares. A
autora, ao iniciar sua fundamentacdo com o movimento dialético, explica que
sempre buscou o dialogo entre suas proprias pesquisas, 0 que cabe muito bem na
pratica docente, descobrindo ser muito produtivo que os docentes revisitem suas
experiéncias anteriores, pois possivelmente, nessa revisita surgird um novo olhar
para algo que talvez tenha passado desapercebido. Também seria positivo avaliar
as experiéncias bem sucedidas vividas durante a pratica docente, a fim de elencar
os fatores comuns entre elas para nortear a criacdo de novas atividades.

Para que isso ocorra é importante o registro das experiéncias vividas pelo
docente. Dai o proximo fundamento, a memdria. Fazenda (2003) divide esse
fundamento em memoria-registro e memoria vivida. A escrita em livros e artigos,
as anotacOes de aulas e 0s resumos de cursos sdao alguns exemplos que constituem
uma memdria-registro, sendo desse modo, a memoria vivida por meio do dialogo
entre todos os registros.

Sobre parceria, Fazenda (2003) cita que, em um projeto interdisciplinar, a
parceria surge como necessidade de troca entre os individuos e também contribui
para minimizar possiveis insegurancas na aplicacéo de projetos.

A respeito da sala de aula interdisciplinar, Fazenda (2003) a difere de uma
sala comum. A autora destaca que sentimentos de satisfacdo, humildade,
cooperacdo e generalidade, além do trabalho com grupos heterogéneos e o
incentivo a producdo de conhecimento, devem estar presentes. Quanto aos
projetos interdisciplinares, ressalta a necessidade de se estar atento para néo
deixar que a interdisciplinaridade se torne um “modismo” e que os projetos
criados ndo sejam sem objetivo e significado.

No ultimo fundamento mencionado, possibilidade de efetivacdo de

pesquisas interdisciplinares, Fazenda (2003) ressalta a importancia de aprender a
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pesquisar produzindo pesquisa. Diz que isso € uma caracteristica da educacao
interdisciplinar e que seria bom ser exercido desde a pré-escola.

Fourez (1997) apud Siqueira & Gaertner (2015) propde uma metodologia de
ensino denominada llha Interdisciplinar de Racionalidade (I1IR). Segundo Siqueira
& Gaertner (2015), essa metodologia caracteriza uma modelizagdo ou
representacdo tedrica de uma situacdo particular. Siqueira & Gaertner (2015)
traduzem a definicdo da Ilha Interdisciplinar de Racionalidade da seguinte
maneira: “Trata-se de inventar, frente a um projeto, um modelo adequado,
suficientemente simples, utilizando conhecimentos provenientes de diversas
disciplinas — e também saberes da vida cotidiana — indispensaveis em situacoes
concretas” (Fourez, 1997, p. 69, grifo do autor apud Siqueira; Gaertner, 2015, p.
163).

Fourez (1997) apud Siqueira & Gaertner (2015) propbe 8 etapas para a
construcdo da llha Interdisciplinar de Racionalidade. O autor ressalta que tais
etapas sdo flexiveis e que ndo precisam ocorrer necessariamente na ordem como

apresentada na figura 3.

Figura 3 - Etapas: llha Interdisciplinar de Racionalidade (IIR)

(PINHEIRO, PIETROCOLA, 2000);
ETAPA ZERO: PLANEJAMENTO

sem Especialistas de  Atividades:
Momento de autonomia dos estudantes ere?gmu : de um produto final

as préticas
em tomo das sluagbesmeenvowemo '
provlema; investigativas  elucidacdo  do

8) Sistematizacao
7) Abertura de cai ta
) ra de caixas pretas

FOUREZ (1997

Fonte: Chaves et al. (2021, p.4)

Tais etapas descritas acima visam chegar a alfabetizacdo cientifica e técnica

onde “Uma pessoa que é capaz de representar situagdes especificas, podera tomar
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decisdes razodveis e racionais contra uma série de situagdes problemas” (Fourez,
1997, p. 61 apud Siqueira; Gaertner, 2015, p. 161).

2.2

Interdisciplinaridade e o ensino de Matematica na educagao bésica:
PCNs e BNCC

Cardoso & Oliveira (2019) explicam que, atualmente, a Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) é o documento de referéncia nacional que norteia os
curriculos e as propostas pedagdgicas para as redes publicas e privadas de ensino
da educacgdo bésica. Ressaltam que devido ao fato dos Pardmetros Curriculares
Nacionais (PCNs) apresentarem como foco a orientacdo didatica para a
organizacdo e desenvolvimento do curriculo, ndo foram revogados apés a
implantacdo da BNCC, assim, também permanecem em vigor como documento
orientador, norteador e metodoldgico de como desenvolver a Base. Estes sdo 0s
principais documentos norteadores da educacdo basica e trazem a valorizagéo e
incentivo pela adoc¢do da interdisciplinaridade no curriculo educacional.

Os PCNs (Brasil, 1998) da Matematica para o terceiro e quarto ciclo do
ensino fundamental mencionam que muitos professores praticam a
interdisciplinaridade em situacdes do cotidiano somente ap6s 0s conteudos
matematicos terem sido muito bem compreendidos pelos alunos. O documento
traz argumentacGes que concluem que quando os conteldos matematicos sao
apresentados de modo linear e rigido, apenas em funcdo de sua complexidade, os
alunos ndo tém muitas oportunidades de explorar esses conteudos em outras areas
e contextos. Além disso, os PCNs ressaltam que raramente situacfes-problema
sdo apresentadas como ferramenta de construcdo de conhecimento aos alunos.

Tal documento questiona a realidade da época, que mantinha a proposta de
organizago linear dos contetidos. E importante salientar que os PCNs, desde
1998, ja incentivavam o professor a buscar transformar essa realidade através da
elaboracdo de um planejamento de aula pautado na conexdo da matematica com
outras areas. Exemplos destas conexdes sdo apresentados a seguir.

Para o ensino de NUmero Racional: significados, o documento apresenta

como alguns dos possiveis contextos das situa¢es-problema:
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e noticias de jornal, em particular as que envolvem indices
econdmicos — leitura, interpretacdo, célculos;

e quias de cidade e atlas — leitura, compreensdo e utilizacdo
de escalas;

e medicdes envolvendo as  diferentes  grandezas
(comprimento, area, volume, massa, tempo, temperatura) —
interpretacdo das medidas obtidas;

e bulas de remédio, receitas (massa, capacidade) -
interpretacdo, calculos, transformacdo de unidades;

e problemas histéricos (Brasil, 1998, p.139).

Também cita o ensino de Espaco e formas: o lugar em que se vive, 0s

objetos do entorno por meio dos seguintes contextos:

formas e érbitas dos planetas;

as embalagens das coisas — planificagdes, construcoes;
construcdo de maquetes;

as piramides do Egito;

guias da cidade e mapas;

decomposicéo da luz — prismas (Brasil, 1998, p.142).

E para o aprendizado de Variagdo de grandezas: medidas, menciona como

exemplos de contextualizag&o:

e planta baixa de uma casa — interpretacdo, desenho, célculos,
ampliacéo, reducéo;

e indices relacionados a salde (taxas de mortalidade, doencas
endémicas etc.) — interpretacéo, céalculos, gréficos;

e indices relacionados ao trabalho (taxas de desemprego,
salarios) — interpretacdo, calculos, gréaficos;

e (uestdio da terra (reforma agraria, erosdo, preco,
desmatamento) — unidades de medida, calculos;

e producdo agricola (producdo de grdos, exportacao,
importagdo, custo, lucro, impostos) — unidades de medidas,
gréficos e célculos;

e construcdo de uma horta (planejamento de canteiros,
obtengdo das medidas de um canteiro retangular de maior
area entre varios de mesmo perimetro) — calculos, graficos;

o tabelas de fatores de conversdo (unidades de diferentes
grandezas, moedas) elaboracdo, interpretacao, calculos;

e energia elétrica — unidades, célculo do custo em fungdo do
consumo;

e custo de uma quantidade de uma mercadoria a ser comprada
(precos no varejo e no atacado) — célculos, descontos,
impostos;

e problemas histéricos dos nimeros racionais e medidas;

e renda per capita e densidade demografica (de diferentes
paises e estados) — interpretacdo, calculos;
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e velocidade em estradas — velocidade maxima, consumo de
combustivel — unidades, calculos (tempos, distancias)
(Brasil,1998, p.140-141).

Ja esta posto nos PCNs (Brasil, 1998), como exemplo de trabalho
interdisciplinar, a interacdo da mateméatica com o meio ambiente e com a saude. O
documento diz que a matematica pode favorecer uma visdo mais clara de
problemas ambientais ao quantificar aspectos que provocam esses problemas.
Sugerem que, ao realizar um estudo detalhado de questdes ambientais, o aluno
faca uso de conceitos e procedimentos matematicos como, por exemplo, a coleta,
organizacdo e interpretacdo de dados estatisticos. Em relagdo a
interdisciplinaridade com a saude, o documento da um exemplo citando o elevado
nimero de médicos/populacdo de varias cidades, naquela época. Diz que em um
primeiro momento esse nimero leva a pensar que o sistema de salde seguia em
bom funcionamento, mas ap6s ser realizada a analise de outros dados como, as
varias horas de trabalho dos profissionais da salde do setor publico, a falta de
medicamentos e as condicBes de atendimento neste setor, conclui que o dado
inicial ndo € determinante para concluir de modo amplo, a qualidade de
funcionamento da area da saude publica daquela época. Assim, ressalta que a
aplicacdo da matematica em situacdes como essa, pode contribuir com a reflexao
sobre a relatividade das medidas estatisticas. Atraves dessas conexdes, o aluno
estuda a matematica a0 mesmo tempo em que debate assuntos pertinentes a
sociedade em geral. Os PCNs (Brasil, 1998) também sugerem que os conteudos
do bloco Tratamento da Informacéo sejam trabalhados de modo interdisciplinar
por meio de projetos mais amplos e que envolvem outras areas do curriculo.

Como conceitos e procedimentos para o terceiro ciclo do ensino

fundamental, o documento propGe para o bloco Tratamento da Informagé&o:

e Coleta, organizacdo de dados e utilizacdo de recursos
visuais adequados (fluxogramas, tabelas e graficos) para
sintetiza-los, comunica-los e permitir a elaboracdo de
conclusoes.

e Leitura e interpretacdo de dados expressos em tabelas e
graficos.

e Compreensdo do significado da média aritmética como um
indicador da tendéncia de uma pesquisa.

e Representacdo e contagem dos casos possiveis em situacoes
combinatdrias.
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e Construcéo do espaco amostral e indicacdo da possibilidade
de sucesso de um evento pelo uso de uma razéo (Brasil,
1998, p.74 e 75).

Para o quarto ciclo do ensino fundamental, o documento propbe o

aprofundamento do ensino do bloco Tratamento da Informacao, através da:

e Leitura e interpretacdo de dados expressos em graficos de
colunas, de setores, histogramas e poligonos de freqliéncia.

o Organizacdo de dados e construcdo de recursos visuais
adequados, como graficos (de colunas, de setores,
histogramas e poligonos de frequéncia) para apresentar
globalmente os dados, destacar aspectos relevantes,
sintetizar informacGes e permitir a elaboragdo de
inferéncias.

e Compreensdo de termos como freqiéncia, frequéncia
relativa, amostra de uma populacdo para interpretar
informac@es de uma pesquisa.

e Distribuicdo das frequéncias de uma variavel de uma
pesquisa em classes de modo que resuma 0s dados com um
grau de precisdo razoavel.

o Obtencdo das medidas de tendéncia central de uma pesquisa
(média, moda e mediana), compreendendo seus significados
para fazer inferéncias.

e Construcdo do espagco amostral, utilizando o principio
multiplicativo e a indicagéo da probabilidade de um evento
por meio de uma razao.

e Elaboragdo de experimentos e simulacGes para estimar
probabilidades e verificar probabilidades previstas (Brasil,
1998, p.90).

Os PCNs (Brasil, 2000), documento das areas Ciéncias da Natureza,
Matematica e suas Tecnologias para o ensino médio, também refletem a
importancia da interdisciplinaridade e da contextualizagdo no ambiente escolar.
Menciona a necessidade de suprir as caréncias de propostas interdisciplinares para
o aprendizado da época que, como ja dito, propiciam uma educacdo cientifica
extremamente compartimentada, sobretudo no ensino médio. Porém, ressalta o
avanco alcancado através da reflexdo sobre a necessidade de transformar tal
realidade, trazida por algumas leis e diretrizes recentes a época.

Felizmente, pelo menos no plano das leis e das diretrizes, a
definicdo para o Ensino Médio estabelecida na LDB/96, assim
como seu detalhamento e encaminhamento pela Resolucdo
CNE/98, apontam para uma revisdo e uma atualizacdo na
direcdo correta. Varios dos artigos daquela Resolucdo séao
dedicados a orientar o aprendizado para uma maior
contextualizacdo, uma efetiva interdisciplinaridade e uma
formacdo humana mais ampla, ndo s6 técnica, ja recomendando
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uma maior relacéo entre teoria e pratica no préprio processo de
aprendizado (Brasil, 2000, p. 48).

Os PCNs (Brasil, 2000) difundiram, através de suas bases legais, a proposta
da reforma curricular do Ensino Médio que valoriza a interdisciplinaridade e a
contextualizagdo a fim de proporcionar aos alunos um ensino em que 0S
conhecimentos ndo sejam isolados, mas sim, interajam e enriquecam sua

formacéo com significado e autonomia.

Partindo de principios definidos na LDB, o Ministério da
Educacdo, num trabalho conjunto com educadores de todo o
Pais, chegou a um novo perfil para o curriculo, apoiado em
competéncias bésicas para a insercdo de nossos jovens na vida
adulta. Tinhamos um ensino descontextualizado,
compartimentalizado e baseado no acimulo de informacdes. Ao
contrario disso, buscamos dar significado ao conhecimento
escolar, mediante a contextualizacéo; evitar a
compartimentalizacdo, mediante a interdisciplinaridade; e
incentivar o raciocinio e a capacidade de aprender (Brasil, 2000,

p. 4).

Com o passar do tempo muito foi sendo discutido a respeito da
interdisciplinaridade na pratica escolar e atualmente a BNCC (Brasil, 2018) é o
principal documento de politica publica que rege o ensino na escola basica. Tal
documento cita como uma de suas decisdes que caracterizam o curriculo em acéao

a proposta de

decidir sobre formas de organizacdo interdisciplinar dos
componentes curriculares e fortalecer a competéncia
pedagdgica das equipes escolares para adotar estratégias mais
dindmicas, interativas e colaborativas em relacdo a gestdo do
ensino e da aprendizagem (Brasil, 2018, p.16).

A BNCC (Brasil, 2018) para o ensino médio, apresenta a &rea da
Matematica como Matematica e suas Tecnologias e € definida através de
competéncias especificas. Tal documento afirma que a nova estrutura valoriza o
protagonismo juvenil ja que oferta itinerarios formativos variados que atendem a
diversos interesses dos alunos. Podemos notar que atualmente ha a preocupacéo
em valorizar as habilidades e competéncias do aluno e que este tenha papel
relevante na construcdo de seu conhecimento. Ao relacionar a Matematica com
tecnologias, 0 documento j& provoca uma interdisciplinaridade, o que ajudara o

aluno a compreender que as areas de conhecimento ndo precisam ser saberes
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isolados nem compartimentados, mas sim, uma unido de saberes mutuamente
importantes que se reconhecem como ferramentas acessiveis na solucédo de uma
determinada questao.

Assim, o ensino interdisciplinar, além de possivelmente promover um
processo de aprendizagem mais dindmico e estimulador ao aluno, também
contribui em uma formacao mais sélida e com saberes interativos.

Ainda sobre a BNCC (Brasil, 2018), pode-se encontrar trechos que
incentivam o chamado letramento matematico através de um ensino

contextualizado desde o ensino fundamental.

Segundo a Matriz do Pisa 2012, o “letramento matematico ¢é a
capacidade individual de formular, empregar e interpretar a
matematica em uma variedade de contextos. Isso inclui
raciocinar matematicamente e utilizar conceitos, procedimentos,
fatos e ferramentas matematicas para descrever, explicar e
predizer fendmenos. 1sso auxilia os individuos a reconhecer o
papel que a matematica exerce no mundo e para que cidadados
construtivos, engajados e reflexivos possam fazer julgamentos
bem fundamentados e tomar as decisdes necessarias.” (Brasil,
2018, p. 266).

Para o documento, o letramento matematico pode auxiliar o aluno a
compreender que 0s conhecimentos matematicos proporcionam carater de
raciocinio logico, critico e investigativo na medida em que sdo utilizados em
situacOes do cotidiano. Traz o letramento matematico como compromisso a ser
trabalhado no contexto escolar e define o raciocinio, a representacdo, a
comunicacdo e a argumentacdo matematica, como competéncias e habilidades a
serem desenvolvidas.

Assim, a interdisciplinaridade e a resolugdo de problemas encontram-se na
busca por uma educacdo enriquecedora, com atribuicdo de sentido e néo
fragmentada. A seguir apresentamos uma reflexdo sobre a resolucdo de problemas

no contexto escolar.
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A abordagem da Resolucao de Problemas

Um caminho importante na busca pela educacdo que promove a
contextualizagcdo dos saberes € o0 ensino através da abordagem da resolucdo de
problemas. Por meio dessa abordagem, o aluno pode assimilar com maior
facilidade o que é ensinado, através da atribuicdo de significado que emerge

quando se aplica o contetido estudado em situacdes praticas e cotidianas.

Uma grande descoberta resolve um grande problema, mas ha
sempre uma pitada de descoberta na resolucdo de qualquer
problema. O problema pode ser modesto, mas se ele desafiar a
curiosidade e puser em jogo as faculdades inventivas, quem o
resolver por seus proprios meios, experimentard a tensdo e
gozara o triunfo da descoberta. Experiéncias tais, numa idade
susceptivel, poderdo gerar o gosto pelo trabalho mental e
deixar, por toda a vida, a sua marca na mente e no carater
(Polya, 1995, p.V).

Tratando especificamente sobre a resolucdo de problemas matemaéticos,
Romanatto (2012) destaca que, em um problema matematico, a solucdo nédo esta
acessivel de inicio, mas ha a possibilidade de construi-la. Destaca a importancia
de incentivar os alunos a refletirem e desenvolverem a curiosidade e a autonomia

durante o processo de resolugéo do problema:

Os estudantes deveriam ter oportunidades frequentes para
formular, tentar e solucionar problemas desafiadores que
requerem uma quantidade significativa de esforco e deveriam,
entdo, ser encorajados a refletir sobre seus conhecimentos.
Assim, solucionar problemas ndo significa apenas resolvé-los,
mas aplicar sobre eles uma reflex&o que estimule seu modo de
pensar, sua curiosidade e seus conhecimentos (Romanatto,
2012, p.302-303).

Romanatto ressalta que durante a resolucdo de problemas os alunos
exercitam diversas capacidades e elaboram estratégias que levem a resolucdo. O
autor considera que a resolucdo de problemas como uma metodologia de ensino
da Matematica, pode proporcionar ao alunado uma aprendizagem com maior
compreensdo & medida que os alunos participam do processo de resolugdo de

modo ativo e significativo.
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Também destaca a importancia do professor atuar como um orientador, uma
espécie de mentor nessa metodologia de ensino. Propor problemas desafiadores e
estimular os alunos na busca de estratégias no processo de resolucdo dos mesmos

sdo acdes fundamentais.

Thompson (1989) afirma que um problema inclui quebra-
cabecas, labirintos e atividades envolvendo ilusdes com
imagens e considera que problemas devem possibilitar uma
variedade de abordagens para a sua solucdo, ndo devem
depender sé de elementos conhecidos, mas conduzir a busca e
descoberta de novas ideias e, em geral, envolvem desafios,
diversdes e tambeém frustracbes (Romanatto, 2012, p.301).

Romanatto explica que na resolucdo de problemas, o professor ndo deve
pedir aos alunos que o facam perguntas para que lhes dé as respostas, mas sim,
criar questionamentos e indagacfes que levem os alunos a reflexdo e elaboracéo
de estratégias de resolucdo, atuando o professor desse modo, como
problematizador de conteudos.

O ensino através da resolucdo de problemas busca, a partir das orientacfes
do professor, propiciar ao aluno um ensino por ele construido, desenvolvendo
assim, seu raciocinio e sua criatividade.

A resolucdo de problemas apresenta contedos matematicos inseridos em
contextos que, muitas vezes, antes da realizacdo do calculo matematico,
necessitam da interpretacdo do enunciado do problema. Pode ser que os alunos
nédo resolvam o problema por ndo compreenderem a situacdo proposta, por isso a
importancia de desenvolver com os alunos a leitura do problema. “(...) a questdo
da leitura de um problema pode ser um aspecto a ser considerado no trabalho com
os estudantes. Dificuldades com o vocabulario ou com o simbolismo matematico
podem ser determinantes para a compreensao ou ndo do enunciado do problema”
(Romanatto, 2012, p.305).

Romanatto destaca que 0s processos de ensinar e aprender Matematica
necessitam transformar-se, deixando de ser um treinamento técnico e tornando-se
ferramentas de interpretacdo de diversos contextos relacionados a realidade dos
alunos formando, desse modo, alunos criativos e criticos no exercicio da
cidadania. “Nessa perspectiva podemos afirmar que a resolucdo de problemas nado
¢ apenas outra metodologia de ensino, mas sim uma filosofia de ensino”
(Romanatto, 2012, p.310).
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A resolucdo de problemas é uma parte integrante de todo
aprendizado matematico. Nao deveria ser uma parte isolada do
programa matematico. A resolucdo de problemas na
Matematica deve envolver todos os niveis de ensino da
escolarizacdo basica. Os contextos dos problemas podem variar
de experiéncias cotidianas envolvendo a vida dos alunos ou o
dia a dia escolar, bem como as ciéncias do mundo do trabalho.
Bons problemas integrardo tdépicos multiplos e envolverdo
matematicas significativas (Romanatto, 2012, p.307).

Dante (2002) apud Cardoso & Oliveira (2019) classifica os problemas

como: problemas-padrdo; problemas-processo ou heuristicos, problemas de

aplicacdo e problemas de quebra-cabegas. Cardoso & Oliveira explicam cada

classificagdo do seguinte modo:

Problemas-padrdo: consistem na aplicacdo direta de algoritmos, néo
exigindo estratégia de resolugdo. Esses problemas abordam a reescrita
da linguagem coloquial em linguagem matematica e a identificacdo e
aplicacdo do algoritmo que resolve o problema.

Problemas-processo ou heuristicos: geralmente ndo sdo resolvidos pela
aplicacdo automatica de algoritmos, ja que exigem a elaboracdo de
estratégias que possibilitem a resolucdo. Dizem que esse tipo de
problema inicia o aluno no campo da resolucdo de situagdes-problema,
podendo contribuir para o desenvolvimento da criatividade e da
iniciativa do aluno devido a necessidade de desenvolver estratégias e
métodos de resolucéo.

Problemas de aplicacdo: sdo problemas que abordam situacGes reais e
necessitam de pesquisas e levantamento de dados que podem ser
organizados em tabelas e graficos.

Problemas de quebra-cabecas: sdo desafiadores e geralmente a solucdo
de um problema desse tipo baseia-se na sorte ou na percepcao de algum

trugue que seja a chave de solucdo do problema.

Polya (1995) divide o processo de resolucdo de um problema matematico

em quatro etapas: a compreensdo do problema; o estabelecimento de um plano

para resolver o problema; a execucdo do plano e o retrospecto. Segundo Polya ha

alguns questionamentos que podem ajudar no processo de desenvolvimento de
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cada uma dessas etapas. Esses questionamentos ajudam a esclarecer os objetivos
de cada etapa.

Na etapa onde se desenvolve a compreensdo do problema, o autor ressalta
reflexdes como: “Qual é a incdgnita? Quais sdo os dados? Qual é a
condicionante?” (Polya, 1995, p.4). Apos essa etapa, a fim de estabelecer um
plano para resolver o problema, surgem questionamentos que podem ser muito
eficazes durante o processo, entre eles, o autor menciona: “Conhece um problema
correlato? (...) Eis um problema correlato ja resolvido. E possivel utiliza-1o? (...)
E possivel reformular o problema?” (Polya, 1995, p.6).

Na etapa de execucdo do plano elaborado, duas indagacGes se destacam:
“E possivel perceber claramente que o passo esta certo? Mas pode também
demonstrar que o passo esta certo?” (Polya, 1995, p. 9). Essas indagacGes podem
auxiliar na reflexdo sobre o que foi realizado até 0 momento.

Finalmente, na etapa do retrospecto, fundamental para a resolugcdo de um
problema, seria produtivo refletir sobre questdes tais como: “E possivel verificar o
argumento? (...) E possivel chegar ao resultado por um caminho diferente? (...) E
possivel percebé-lo num relance? (..) E possivel utilizar o resultado, ou o
método, em algum outro problema?” (Polya, 1995, p. 10 e 11).

As etapas e questionamentos definidos por Polya (1995) para a resolucao de
problemas matematicos sdo extremamente produtivos, pois esclarecem todo o
funcionamento e processo que se percorre na busca de uma resolugdo. Os
questionamentos estimulam o aluno a interpretar e refletir a respeito da situacao-
problema proposta e auxiliam na organizacdo das informacOes e estratégias de
resolucdo. Também lembram ao aluno a importancia de conferir seus resultados e
associar um problema analisado a outro ja conhecido.

A resolucdo de problemas matematicos inserida na sala de aula pode ser
muito enriquecedora, pois através dela o aluno é estimulado a, antes de realizar
qualquer calculo matematico, (i) refletir sobre uma situacdo apresentada, (ii)
analisar qual a melhor ferramenta matematica a ser utilizada para se chegar a
solucéo do problema proposto, (iii) executar a ferramenta escolhida e (iv) conferir
se ela atendeu ao que estava posto no enunciado do problema. A partir da
problemética motivadora, ¢ criado um “cenario” desafiador onde a estratégia de
solucdo e o célculo matemético envolvido sdo desenvolvidos e assim, a

aplicabilidade do novo conceito fica contextualizada e ganha significado.
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E importante que durante todo o processo de resolugio de um problema, o
aluno seja incentivado a questionar a respeito da situacdo apresentada, pois a
formulacdo de questionamentos torna sua aprendizagem mais construtiva e solida,
visto que, o préprio aluno reflete em busca de uma estratégia para resolucdo. Por
vezes, o resultado final esperado até pode ser o mesmo, mas, na maioria das
vezes, 0s caminhos para alcancar a solugdo ndo sdo Unicos e a discussdo sobre eles
é rica e traz muitos conhecimentos e trocas valiosas ao processo de ensino-
aprendizagem.

Onuchic (1999) apud Allevato & Vieira (2016) prop6e algumas etapas para
implementar o ensino de Matematica através da resolucdo de problemas em sala
de aula. Tais etapas ajudam a orientar o trabalho docente durante esse processo de
execucdo. Allevato & Vieira dizem que, apds varias pesquisas, esse roteiro foi
aprimorado, sendo atualmente constituido por 10 etapas, as quais estdo

sintetizadas na figura 4.

Figura 4 - Ensino-aprendizagem-avaliagdo de Matemética através da Resolucéo de Problemas

1. Proposicio 10. Proposicao de
do problema novos problemas.

9. Professor formaliza
o conteiido

2. Aluno desafiado
a utilizar seus
conhecimentos prévios

8. Busca-se um
consenso sobre os
processos de

Professor,
mediador,
questionador,
gerador de
situnacoes.

3. Em pequenos
grupos, alunos
discutem ¢ aprimoram
compreensoes.

resolucio.

7. Em plendria,
argumentam, discutem
ideias, concepgoes.

4. Professor
incentiva,

observa. -
5. Alunos 6. Alunos
resolvemn o apresentam
problema resolugoes

Fonte: Allevato & Vieira (2016, p. 119)

Por meio desse roteiro o professor poderd se orientar durante o
planejamento e formulacdo de suas atividades ao ter em mente as etapas que
ajudam o aluno a construir uma solucéo para um problema proposto.

Esse roteiro incentiva o professor a, durante a execucdo da atividade
baseada na resolucéo de problemas, criar questionamentos e incentivos que levem
o0 aluno a reflexdo do problema, sempre se lembrando de propor ao alunado a

resolucéo de problemas que lhe traga significado e que desafie sua curiosidade.
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A aprendizagem por meio da resolucdo de problemas pode contribuir para

um ensino motivador, sendo o aluno despertado a utilizar seus conhecimentos e

habilidades para a construcdo de estratégias que atendam ao que é proposto,

desenvolvendo sua iniciativa e tornando-o sujeito ativo desse processo.

Romanatto (2012) ressalta que a resolucdo de problemas ndo é a Unica

metodologia de ensino para a Matematica que proporciona um aprendizado

produtivo e que outras tendéncias com objetivos semelhantes também devem ser

valorizadas, pois assim, o aprendizado da Matematica se beneficiard cada vez

mais.

Vale destacar que essas caracteristicas e possibilidades de um
aprendizado mais amplo e produtivo ndo s&o exclusivas
somente da resolucdo de problemas como metodologia de
ensino para a Matematica. Elas estdo também presentes em
outras tendéncias diferenciadas para processo de ensinar e de
aprender Matematica. E pensamos que o aprendizado da
Matematica ganhard muito se caminhos diferenciados forem
trilhados desde que fundamentos tedricos e metodoldgicos do
trabalho habitual nessa area do conhecimento sejam revistos,
aplicados e refletidos. A nossa proposta diferenciada é a
resolugdo de problemas (Romanatto, 2012, p.310).

Com base na reflexdo a respeito da interdisciplinaridade e da abordagem da

resolucdo de problemas na educacao, no proximo capitulo é abordado o contetido

matematico deste trabalho que, por meio das duas bases tedricas mencionadas,

constituira o produto educacional proposto em sequéncia.
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O Teorema de Bayes na Educacao Basica

Neste capitulo é apresentada a proposta da BNCC (Brasil, 2018) para o
ensino de estatistica e probabilidade como uma introducdo para chegar ao
contetdo matemaético escolhido para o desenvolvimento do trabalho, o Teorema
de Bayes.

4.1

Proposta da BNCC (Brasil, 2018) para o estudo da Estatistica e da
Probabilidade

Como mencionado no capitulo dois, a BNCC (Brasil, 2018) propde, atraves
do letramento matematico, um ensino em que ocorra 0 reconhecimento dos
contetdos matematicos em situagfes do cotidiano. Na BNCC (Brasil, 2018) da
Matematica, o Teorema de Bayes encontra-se inserido na unidade temaética
denominada Probabilidade e Estatistica.

Para esta unidade, o0 documento apresenta uma proposta que se inicia no
Ensino Fundamental 1. Os seguintes objetos de conhecimento sdo colocados para
esse segmento: a nogdo de acaso; leitura e interpretacdo de tabelas e graficos de
colunas, barras, linhas e pictdricos; coleta, organizacdo, classificacdo e
representacdo de dados em tabelas e graficos, com e sem uso de tecnologia;
analise da ideia de aleatério em situacbes do dia a dia; analise de chances de
eventos aleatérios; espaco amostral e célculo de probabilidade de eventos
equiprovaveis. A nocao de acaso, introduzida no 1° ano do Fundamental 1, refere-
se a classificar a ocorréncia de eventos envolvendo o acaso em “com certeza”,
“talvez” ou “impossivel de ocorrer” e no 2° ano deste ciclo ¢ estimulado que o
aluno reconheca eventos aleatorios presentes em seu cotidiano, classificando suas
ocorréncias como muito provaveis, improvaveis ou impossiveis. Ap0s esse
reconhecimento, para 0 3° e 4° ano do Fundamental 1 é proposto que o aluno se
aproprie de habilidades como estimar e identificar os eventos que tém maiores ou
menores chances de ocorrer. J& no 5° ano, ultimo ano do Fundamental 1, é

realizado o estudo do espaco amostral, apresentando todos os resultados possiveis
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de um experimento aleatdrio, estimando se tais resultados séo igualmente
provaveis ou ndo e, finalmente, o ciclo se encerra com o estudo da probabilidade
de ocorréncia de eventos equiprovaveis.

Analisando o Ensino Fundamental 2, percebe-se que a leitura, interpretacéo,
coleta e representacdo de dados em tabelas e graficos também €é desenvolvida.
Além disso, ha o ensino de medidas de tendéncia central e de dispersdo e do
principio multiplicativo.

No campo probabilistico, no fundamental 2, o documento prop6e o trabalho
com o célculo de probabilidades com abordagens diversas: (i) como a razdo entre
0 numero de resultados favoraveis e o total de resultados possiveis (em um espaco
amostral equiprovavel), (ii) por meio de muitas repeticGes de um experimento (iii)
por meio de frequéncia de ocorréncias de experimentos aleatorios, (iv) com base
na construcdo do espaco amostral, fazendo uso do principio multiplicativo, e
reconhecendo o nimero 1 como o resultado da soma das probabilidades de todos
os elementos do espaco amostral. No 9° ano, ultimo ano do Fundamental 2, é
desenvolvida a analise de probabilidade de eventos aleatorios, eventos
dependentes e independentes.

Dessa forma, espera-se que o aluno que inicia o ensino médio, ja tenha tido
contato com todos o0s conceitos apresentados nos paragrafos anteriores.

A BNCC (Brasil, 2018) apresenta 5 competéncias especificas para area
Matematica e suas Tecnologias no ensino médio. O documento ressalta que tais
competéncias especificas ndo seguem uma sequéncia de execuc¢ao, mas sim, estdo
conectadas em modo amplo. Assim, mesmo que uma habilidade seja associada a
determinada competéncia, ndo se impede que esta habilidade contribua para as
demais.

As competéncias especificas buscam levar o alunado a adquirir habilidades
matematicas atraves do desenvolvimento dos conteddos matematicos em
contextos cotidianos, no qual esses conhecimentos matematicos podem contribuir
para a analise critica de fatos sociais e para a resolugcdo de problemas relacionados
a temas comuns a sociedade em geral, como por exemplo, salde e
sustentabilidade.

A figura 5 apresenta as habilidades desenvolvidas pelas competéncias

especificas em relacdo a Probabilidade e Estatistica.
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Figura 5 - Habilidades de probabilidade e estatistica das competéncias especificas para o ensino
médio segundo a BNCC (Brasil, 2018)

PROBABILIDADE E ESTATISTICA

HABILIDADES

(EMIZMATIO2) Analisar tabelas, graficos & amostras de pesquisas estatisticas apresentadas
em relatorios divulgados por diferentes meios de comunicacao, identificando, quando for o
caso, inadeqguacdes gque possam induzir a erros de interpretacao, como escalas e amostras
nao apropriadas.

(EMI3MAT 202) Plangjar e executar pesquisa amostral sobre questoes relevantes, usando
dados coletados diretamente ou em diferentes fontes, @ comunicar os resultados por meio
de relatono contendo graficos e interpretacao das medidas de tendéncia central e das
medidas de dispersao (amplitude e desvio padrao), utilizando ou nao recursos tecnoldgicos.

(EMIZMAT 310) Resclver e elaborar problemas de contagem envolvendo agrupamentos
ordenaveis ou nao de elernentos, por meio dos principios multiplicativo e aditivo,
recorrendo a estratégias diversas, como o diagrama de arvore.

(EMIZMAT IN) Identificar & descrever o espaco amostral de eventos aleatorios, realizando
contagemn das possibilidades, para resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo
da probabilidade.

(EMIZMATIO6) Identificar situacdes da vida cotidiana nas Quais seja necessario fazer
escolhas levando-se em conta os riscos probabilisticos (usar este ou aguele metodo
contraceptivo, optar por um tratamento medico em detrimento de outro etc.).

(EMI3MAT 312) Resclver e elaborar problemas que envolvemn o calculo de probabilidade
de eventos em experimentos aleatonos suCessivos.

(EMI3MAT 316) Resclver e elaborar problemas, em diferentes contextos, que erwvolvem
calculo e interpretacao das medidas de tendéncia central (meédia, moda, mediana) e das
medidas de dispersac (amplitude, variancia e desvio padrao).

(EMIZMAT406) Construir e interpretar tabelas e graficos de frequéncias com base

em dados obtidos em pesquisas por amostras estatisticas, incluindo ou nao o uso de
softwares que inter-relacionem estatistica, geometra e algebra.

(EMIZMAT407) Interpretar @ comparar conjuntos de dados estatisticos por meio de
diferentes diagramas e graficos (histograma, de caixa (box-plot), de ramos e folhas, entre
outros), reconhecendo os mais eficientes para sua analise.

(EMI3MATS5T) Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espacos amostrais,

discretos ou nao, & de eventos, equiprovaveis ou nao, & investigar implicagdes no calculo
de probabilidades.

Fonte: Brasil (2018, p. 546)

Assim, espera-se que o aluno tenha desenvolvido no decorrer de seu
processo de aprendizagem na educacdo bésica, as habilidades citadas na figura 5.

A proxima secdo se concentra no conteido matematico base deste trabalho,
o0 teorema de Bayes. O objetivo emanado pela reflexdo até aqui proposta é que a
introducdo da ideia do teorema de Bayes no ensino médio se dé através de sua
constru¢do por meio da interdisciplinaridade e da abordagem da resolugdo de
problemas.
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4.2

Teorema de Bayes

O teorema de Bayes é um teorema amplamente utilizado no campo das
probabilidades. Foi assim denominado em referéncia a Thomas Bayes, pastor
presbiteriano e matematico inglés que viveu no seculo XVIII. Segundo Pena
(2006), Thomas Bayes escreveu o ‘Ensaio buscando resolver um problema na
doutrina das probabilidades’, documento em que se encontra o referido teorema.
Richard Price*, amigo de Thomas Bayes, teria encontrado tal documento entre os
papéis do colega, apos seu falecimento, e apresentado o documento a Royal

Society.

421

O Teorema

Férmula geral do Teorema de Bayes:

P(B|Aj) P(A))
P(A|B) = =L 2k
(Aj| B) YK . P(B|Ai)P(Ai) .

onde:

o P(A;) e P(Aj) sdo as probabilidades a priori (a probabilidade a priori de um
evento € calculada sem o conhecimento prévio da ocorréncia de qualquer outro
evento) de Aj e A;;

o P(A; | B) ¢ a probabilidade a posteriori de Aj condicional a B, ou seja, a
probabilidade de A; ocorrer, dado que B ja ocorreu (a probabilidade do evento A;
ocorrer é calculada ao se levar em consideracdo a ocorréncia prévia do evento B);
o P(B | Aj) € a probabilidade a posteriori de B condicional a Aj, ou seja, a
probabilidade de B ocorrer, dado que Aj ja ocorreu,

o P(B | Aj) é a probabilidade a posteriori de B condicional a A;, ou seja, a

probabilidade de B ocorrer, dado que Ai ja ocorreu.

* Filésofo, ministro da igreja dissidente da Inglaterra e politico republicano liberal do século
XVIIL.
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Com base em Souza (2022) e Farias (2010), a seguir é demonstrado o
Teorema de Bayes.

Demonstracéo:

A probabilidade condicional calcula a probabilidade de um evento A
ocorrer perante o conhecimento prévio da ocorréncia de um evento B. O célculo

se da seguinte maneira:

P(ANB)
P(B)

P(A|B)= , P(B)#£0

(1)

De modo analogo, calcula a probabilidade de um evento B ocorrer perante

0 conhecimento prévio da ocorréncia de um evento A:

_ P(BNA)
PEIA) ==y PA)#0

)

Como ANB = BNA pela comutatividade, entdo, P(ANB) = P(BNA).

Logo, por (1) e (2), temos:

P(A|B) P(B) =P(B | A) P(A) e consequentemente,
P(B|A) P(A) ) :
P(A | B) = W — Férmula Simples do Teorema de Bayes

©)

Sejam A;, Ay, As, ..., A uma particdo do espaco amostral S e seja B um
evento qualquer em S.

Como S é a unido de todos o0s Aj’s, entao,

B=(A1NB)U (A2NB)U(AsNB) U ..U (ANB)
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Os Ai's sdo mutuamente exclusivos dois a dois (pela definicio de
particdo), assim, os eventos A; N B também s&o. Desse modo, pela lei da

probabilidade de eventos disjuntos:

P(B)=P[(A1NB)U(A2NB)U (AsNB)U..U (A«N B)]
P(B)=P(A1NB)+P(A2NB) +P(AsN B) +..+ P(AcN B)

E pela regra da multiplicacéo:

P(B) = P(A))P(B | A1) + P(A)P(B | Ag) + P(AgP(B | Ag) +...+ P(AYP(B | Ax),
Teorema da probabilidade total.

(4)
Por (3) temos:

P(Aj|B) = P lsggi)(Aj) , € substituindo P(B) por (4):

P(A | B) = P(B| Aj)P(A))
’ P(A1)P(B|A1) + P(A2)P(B|A2) + P(A3)P(B|A3) +..+ P(AK)P(B| Ak)
P(B|Aj) P(Aj
(A | B) = ADP@AD oy 5k
Yic1 P(B|Ai)P(Ai)
C.Q.D.
4.2.2

Contribuicdes do teorema de Bayes para outros campos

O teorema de Bayes é frequentemente aplicado em outros campos além da
Matemética. Alguns deles sdo bem interessantes e inusitados. Nessa secdo
apresentamos algumas dessas aplicacfes com o objetivo de ampliar o espectro de
conhecimento sobre o tema e, quem sabe, provocar o interesse por pesquisas mais
detalhadas sobre as ocorréncias apresentadas.

BBC News Brasil (2021) menciona a importancia do teorema na analise de

testes diagnosticos e no estudo do Universo, por exemplo. Em relacdo a testes
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diagndsticos, a pagina cita a ajuda do teorema em analisar possiveis resultados
falso-positivos, ao se levar em consideracdo informag6es prévias como o indice de
determinada doenca na populacdo. A fim de esclarecer, supde um teste
diagnostico de determinada doenca. Esse teste apresenta resultado correto em 99%
dos casos, mas essa doenga é muito rara, entdo, se uma pessoa for selecionada
aleatoriamente na populacdo, realizar o teste e apresentar resultado positivo, a
probabilidade de que ela, de fato, tenha a doenca é muito pequena. Ressalta que
sem 0 raciocinio bayesiano, talvez a pessoa se assustasse com o resultado e se
submetesse a procedimentos arriscados devido a um diagndstico erroneamente
avaliado.

A BBC também destaca que o estudo do Universo foi revolucionado através
do raciocinio bayesiano, pois, combinado com a computacdo avancada, as
estatisticas bayesianas contribuiram para calcular a idade do Universo com maior
precisdo. Campos (2008) cita a j& utilizacdo da teoria das probabilidades

bayesianas por Laplace’:

Laplace utilizou a teoria de probabilidades Bayesianas para
estimar a massa de Saturno, utilizando a informacéo orbital de
diversos observatdrios e as leis fisicas, seu resultado foi tdo
bom que em mais de 150 anos de observagGes posteriores, sO
modificaram o valor estimado por Laplace em 0,63% (Campos,
2008, p.6).

A péagina da BBC traz relatos de Bertsch McGrayne, autora do livro ‘A
Teoria que Nunca Morreu’, que mencionam a aplicacdo do referido teorema na
informética e na inteligéncia artificial. Reis (2022) explica que atualmente séo
realizados os registros de fenémenos fisicos e humanos de modo cada vez mais
preciso e minucioso e que atraveés desses registros, se produz dados que podem ser
utilizados em tempo real. Devido ao avang¢o da capacidade computacional é
possivel que esses dados sejam utilizados para realizar recalculos constantes e
com grande rapidez.

Algoritmos que usam o Teorema de Bayes, hoje, podem
produzir previsdes mais acuradas em diferentes campos como: a
criacdo de vacinas, traducdo de idiomas estrangeiros, predicéo
de crimes, investigacGes sobre doencas, quebra de senhas,
analise de discursos, busca por novos planetas, busca e resgate
em acidentes ocorridos em &reas remotas, etc (Reis, 2022).

5 . 74 s . ~ . ,
Pierre-Simon Laplace, matematico e fisico francés nascido no século XVIII.
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Outra contribuicdo do teorema é atribuida aos tribunais de justica. Esta
contribuicdo se d& através do esclarecimento que o raciocinio bayesiano
proporciona em processos juridicos, impedindo que pessoas inocentes sejam
condenadas. A essa condenacdo indevida deu-se o nome de Falacia do promotor
(ou do advogado de defesa). Yamashita (2023) explica que a falacia do promotor
ocorre ao se realizar um célculo estatistico, omitindo parte do contexto. A fim de
explicar como o raciocinio bayesiano é empregado para evitar condenagdes
injustas cita como exemplo dois casos que viraram processos de acusacdo. O
primeiro caso refere-se a uma enfermeira acusada de matar os pacientes da
unidade onde trabalhava, baseado no elevado numero de mortes de pacientes por
ataques cardiacos no periodo em que estava de plantdo, atuando como enfermeira
primaria. Essa taxa de mortalidade estava acima da média considerando periodos
semelhantes e outras enfermeiras. Outro dado utilizado neste processo foi que a
probabilidade de ocorréncia de mortes em condi¢des similares as da enfermeira
foi estimada como sendo de uma chance em cem trilhdes. Mesmo tudo levando a
acreditar que ela seria condenada, a enfermeira foi absolvida. O outro caso € de
um médico acusado do mesmo crime. Foi observada uma alta taxa de mortalidade
em pacientes sob seus cuidados, mas, além disso, também se verificaram
alteracdes suspeitas nos testamentos das vitimas, incluindo o médico como
herdeiro das mesmas e doses letais de sedativos encontradas em pacientes
saudaveis. O médico foi declarado culpado e condenado. Neste caso, além do alto
nimero de mortes, outras evidéncias foram levadas em consideragdo.
Comparando as duas situacfes, Yamashita (2023) explica que os dois processos
surgiram a partir do elevado nimero de pacientes mortos, mas a diferenca entre
eles € que no caso da enfermeira esse era 0 uUnico dado, ja no caso do médico
havia também uma série de evidéncias, as quais Yamashita chama de
condicionantes. Desse modo, no caso do médico, o calculo da probabilidade da
alta taxa de mortalidade acontecer dada a existéncia dessas condicionantes deve
ser diferente do célculo para o caso da enfermeira, onde o alto nimero de mortes
era 0 Unico dado em questdo. As condicionantes do caso do médico teriam
atribuido “peso” a acusagdo, levando-o a ser considerado culpado. J& para o caso
da enfermeira, Yamashita ressalta que coincidéncias acontecem e a probabilidade
de algo acontecer, mesmo que seja pequena, deve levar em conta a totalidade da

amostra que esta sendo considerada. O autor destaca que além da mé interpretacéo



39

dos dados estatisticos, outros fatores como a possibilidade de alguns profissionais
da satde serem mais eficientes do que outros ao registrarem no sistema as mortes
em seus plantbes, podem dificultar a avaliacdo correta de um caso.

Na area das linguagens, especialmente na traducéo de idiomas, o teorema de
Bayes também realiza suas contribui¢Ges. Segundo Ordofiez (2023), a tradugédo
automatica estatistica (SMT ou StatMT) consiste em uma traducéo automatica na
qual é produzida, para cada elemento de uma frase, a saida mais provavel
(traducdo). Diz que a SMT é baseada no uso de modelos estatisticos que a partir
de dois textos que apresentem o mesmo contedldo (um na lingua de origem e outro

na lingua de destino), analisam as rela¢Ges entre eles.

Um texto é traduzido com base na probabilidade de que uma
seqliéncia de palavras na lingua de destino seja a traducdo da
sequéncia de palavras na lingua de origem. Ou seja, com base
na probabilidade p(e|f), onde:

. e: é a string da lingua de origem.

. f: é a string da lingua de destino (Ordofiez, 2023).

Ordofiez diz que o teorema de Bayes € a abordagem mais implementada
neste modelo de distribuicdo probabilistica e que o teorema divide o modelo em
dois subproblemas. Ao escolher o resultado com a maior probabilidade € obtida a
melhor traducéo.

O teorema também ajuda na localizacdo de objetos perdidos. A BBC News
Brasil (2014) menciona que o raciocinio bayesiano ja ajudou nas buscas por
aeronaves acidentadas no mar. Diz que para a busca do voo AF447 da Air France,
a Autoridade Francesa de Investigacdes de Acidentes (BEA, em francés) decidiu
pedir ajuda a uma equipe de especialistas em estatistica que trabalham na
localizagdo de objetos perdidos no mar e destaca que tal equipe se baseou no
teorema de Bayes. Foi avaliado o grau de incerteza de cada dado disponivel, e a
partir disso, dividiu-se a area de busca em quadrados a fim de calcular a
probabilidade de encontrar destrogos em cada uma dessas secOes. Para esse
calculo analisaram, por exemplo, as varias falhas mecénicas que poderiam
ocorrer, 0 que acarretou em diferentes graus de probabilidade para cada cenério.
Também foi feito o estudo de dados histdricos a respeito de outros acidentes ja
ocorridos e a reducdo da probabilidade dos locais onde buscas ja haviam sido
feitas sem sucesso. BBC News também destacou que, Collen Keller, um dos
integrantes da equipe de especialistas que ajudou a BEA durante a busca do voo
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AF447, descreveu a técnica de Bayes como flexivel, na medida em que o mapa
das probabilidades se atualiza a cada novo dado incorporado. Menciona que o
mapa das probabilidades feito por Keller, ajudou a limitar a area de busca. “Ha
dois componentes que fazem da matematica de Bayes algo Unico. Por um lado,
permite considerar toda a informacdo incluindo diferentes graus de incerteza e
combinar dados, até mesmo probabilidades excludentes” (Keller apud BBC News
Brasil, 2014).

O teorema também esta presente na Teoria da Resposta ao Item (TRI).
Segundo Kilhian (2011), o teorema de Bayes foi a principal ferramenta utilizada
pelos criadores da TRI. O Ministério da Educacdo (MEC) utiliza a TRI no Exame
Nacional do Ensino Médio (ENEM), durante a correcdo das provas e pontuacao
dos candidatos no exame. A Secretaria de Comunicacdo Social (2022) destaca que
o Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira (Inep)
criou um documento a fim de esclarecer como o desempenho de candidatos no
ENEM era calculado. O Inep (Brasil, 2021) define a TRI do seguinte modo:

A TRI é um conjunto de modelos matematicos que busca
representar a relacdo entre a probabilidade de o participante
responder corretamente a uma questdo, seu conhecimento na
area em que estd sendo avaliado e as caracteristicas
(parametros) dos itens (Brasil, 2021, p.8).

A Secretaria de Comunicacgdo Social diz que o documento explica que, no
ENEM, a nota de uma pessoa ndo é calculada somente com base no numero de
erros e acertos que obteve, ja que duas pessoas podem obter 0 mesmo nimero de
erros e acertos e ainda assim apresentarem notas distintas, pois depende de quais
foram as questdes erradas e quais foram as acertadas. Explica também que a TRI

“mede o peso” de uma questdo de acordo com:

1.Pardmetro de discriminagdo: poder que cada questdo possui
de diferenciar participantes que dominam a habilidade avaliada
daqueles que ndo dominam.

2.Parametro de dificuldade: quanto mais dificil a questio, maior
seu valor.

3.Pardmetro de acerto casual: probabilidade de um participante
acertar a questdo no "chute", sem necessariamente ter dominio
do tema (Secretaria de Comunicacdo Social, 2022).

Kilhian esclarece como a TRI funciona a partir do seguinte raciocinio.

Suponha que em determinado exame, um candidato (nomeado pelo autor como
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Isaac Newton) tenha resolvido as questdes de matematica que sabia e chutado as
que ndo sabia. Ao ver o gabarito do exame, esse aluno descobriu ter acertado uma
das questdes chutadas, porém ao acessar sua nota individual, perceberia que o
Inep utilizou seus computadores a fim de analisar suas respostas e gerar um
relatorio, no qual indiretamente apresentava a seguinte mensagem: "E muito alta a
chance de que nosso amigo Isaac Newton tenha acertado essa questdo no chute.
Nos, computadores, recomendamos desconsiderar essa questdo na nota final do
Isaac Newton” (Kilhian, 2011). A fim de explicar a mensagem, Kilhian propde a
andlise das respostas de cinco alunos em cinco questfes de uma avaliagdo. Se
nessa avaliagdo, um aluno acerta todas as cinco questdes, provavelmente este
aluno sabe 100% do que deveria; se acerta quatro questdes, provavelmente sabe
80% do que deveria; se acerta trés questbes, provavelmente sabe 60% e assim,
sucessivamente. Porém, Kilhian destaca que a TRI também analisa, por exemplo,
0 possivel fato de s6 um aluno ter acertado a questdo 1, considerando-a desse
modo, muito dificil para 80% dos alunos. Seguindo o raciocinio, se trés alunos
acertam a questdo 2, entdo ela seria dificil para 40% dos alunos. Se quatro pessoas
acertaram a questdo 3, entdo ela seria dificil para apenas 20% dos alunos, sendo
assim, considerada uma questdo facil. Considere as questdes 4 e 5 também
classificadas como faceis. Se um sexto aluno realizar o teste e acertar duas
questdes, provavelmente sabe 40% do que deveria. Porém, sendo a questdo 1, uma
das duas questbes acertadas, Kilhian questiona qual seria a I6gica em um aluno
acertar uma questdo dificil e errar questfes faceis. Kilhian explica que ao realizar
um teste comum, o MEC s6 tem como informacédo adquirida, o nimero de acertos
e de erros de um candidato, ja utilizando todas as ferramentas estatisticas da TRI,
consegue descobrir, com maior grau de precisdo, o que um candidato sabe ou néo.
Tufi Machado Soares® apud Kilhian explica que em um modelo estatistico
baseado na TRI:

da para ajustar o grau minimo de conhecimento para responder
a uma questdo com 50% de chance, da para ajustar até que
ponto a questdo vai discriminar entre quem sabe e guem ignora,
e d& para saber a probabilidade de que alguém acerte a questdo
por acaso (chutando) (Kilhian, 2011).

® Professor da Universidade Federal de Juiz de Fora (MG) e coordenador de pesquisa do Centro de
Politicas Publicas e Avaliagdo da Educacéo.
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Kilhian ressalta que especialistas independentes e técnicos do Inep
mencionam indmeras vantagens da Teoria da Resposta ao Item. Dizem que
através dela, em uma avaliacdo, é possivel cancelar uma questdo errada sem que
nenhum candidato saia prejudicado, ja que as questdes validas sdo a base do
calculo das probabilidades e afirma que os computadores podem perceber que, se
muitos candidatos com elevado conhecimento erram determinada questéo,
provavelmente tal questdo ndo tenha sido escrita com clareza. Kilhian cita
médicos, esportistas, propagandistas, militares e administradores de empresas
como outros profissionais que utilizam o método estatistico TRI.

Essas sdo algumas das contribui¢des que o raciocinio bayesiano proporciona
a outras areas, muitas outras estdo presentes no nosso cotidiano. Para encerrar as
discussbes sobre o teorema, nas proximas duas secdes apresentamos a aplicacéo

do teorema de Bayes em dois problemas conhecidos na literatura.

4.2.3
O problema de Monty Hall

Segundo o Portal Clubes de Matematica da OBMEP, esse problema
matematico foi inspirado no jogo de um programa de televisdo americana dos
anos 70. Esse jogo era chamado Let’s Make a Deal e apresentado por Monty
Hall’.

O problema consiste na seguinte situacdo: S&o apresentadas trés portas
fechadas a um participante e informado que atras de uma das portas ha um carro e
atras das outras duas, um bode em cada. O participante deve escolher uma das

portas a fim de levar o que estiver na porta escolhida.

Figura 6 - O Problema de Monty Hall

Fonte: Figura elaborada pela autora (2024)

7 Monte Halperin, canadense conhecido pelo nome artistico de Monty Hall. Foi um mestre de
ceriménias, produtor de televisdo, cantor, ator e comentarista esportivo.
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Apos a explicagdo o participante realiza sua escolha, mas a porta escolhida
permanece fechada. A partir disso, e sabendo em qual porta estd o carro, o
apresentador abre uma das duas portas ndo escolhida e que contém um bode e
entdo pergunta ao participante se ele continua com a porta escolhida inicialmente
ou se gostaria de troca-la pela outra porta fechada. Qual seria a melhor decisdo
para o participante?

O Portal diz que, em um primeiro momento, muitas pessoas podem pensar
ndo importar a decisdo do participante apds a pergunta, pois erroneamente
calculam que naquela etapa do jogo cada porta tem a mesma chance de conter o
carro, 50%. O portal apresenta uma solucdo que reconhece parecer contra
intuitiva, mas justifica a verdadeira resposta do problema de Monty Hall.

Analisando os dados do problema, tem-se que, ao serem apresentadas

inicialmente ao participante as trés portas fechadas, a chance que a porta escolhida

- . ;- 1 .
pelo participante seja a porta com o carro € igual a -. Assim, as outras duas portas

. . 2 .. ~ . 2
consistem juntas em = de chance de o participante ndo ganhar o carro, ou seja, 3 de

chance de o carro estar em uma porta ndo escolhida pelo participante.

Quando o apresentador abre uma das portas ndo escolhidas pelo participante
. 2 .- ~ ~
e que contém um bode, os 3 de chance de o participante ndo ganhar o carro séo

direcionados a uma s porta, a porta ndo escolhida por ele e que o apresentador
manteve fechada. Nesse momento, existem duas portas fechadas, a escolhida pelo
participante e a porta que o apresentador, dentre as portas ndo escolhidas pelo

participante, ndo abriu. Desse modo, com a porta escolhida, o participante

. 1 ~ .
continua com - de chance de ganhar o carro e a outra porta fechada, ndo escolhida

.. 2 . .
pelo participante, representa 3 de chance de ele ganhar o carro. Logo, seria mais

vantajoso que o participante trocasse de porta.

Esse é um problema solucionavel pelo teorema de Bayes. A solugédo através
da aplicacdo do teorema é feita pelo portal seguindo o seguinte raciocinio. Sejam
0s eventos:

C1: carro esta atras da porta 1;
C2: carro esta atras da porta 2;

C3: carro esta atras da porta 3.
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Inicialmente, no momento em que as trés portas permanecem fechadas, a

probabilidade de qualquer porta escolhida pelo participante conter o carro € §
P(C1)= P(C2)= P(C3)= -

Suponhamos que o participante escolha a porta 1. Entdo o apresentador deve
abrir dentre as portas ndo escolhidas, a que tem um bode. Ou seja, o apresentador
abrira a porta 2 ou a porta 3. Vale lembrar que o apresentador sabe onde esta o
carro. Suponhamos que o apresentador abra a porta 2. Ha dois casos que permitem
que o apresentador abra a porta 2:

e Se 0 carro estiver na porta 1;
e Se 0 carro estiver na porta 3.

Seja A2, a representacao para a abertura da porta 2 pelo apresentador. Desse
modo:

Se o carro estivesse na porta 1, o apresentador poderia abrir aleatoriamente
qualquer uma das duas portas ndo escolhidas pelo participante, assim, a
probabilidade de abrir a porta 2 é %%, isso € 0 mesmo que dizer que a probabilidade

de abrir a porta 2 sabendo que o carro est4 na porta 1 é %%.
P(A2|C1)=%

J& se o carro estivesse na porta 3, 0 apresentador obrigatoriamente teria que
abrir a porta 2, ou seja, a probabilidade de abrir a porta 2 neste caso € 1, 0 mesmo
que dizer, a probabilidade de abrir a porta 2 sabendo que o carro esta na porta 3 é
1.

P(A2|C3)=1

Entéo, aplicando o teorema de Bayes a fim de analisar se é vantajosa a troca
da porta 1 (escolhida pelo participante) pela porta 3, a probabilidade de a porta 3
ter o carro sabendo que o apresentador abriu a porta 2, pode ser calculada da

seguinte forma:
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P(C3) .P(A2|C3)

P(C3|A2) = PAD)
B P(C3). P(A2|C3)
P(C3|A2) = P(C1). P(A2|C1) + P(C2). P(A2|C2) + P(C3). P(A2|C3)
19 1 1
3 — 3 — 3
P(C3|A2):1 1+1 0_|_1 1—1+1—?—_
3'2'3 3" 6 3 6

Logo, com a porta 3, a probabilidade do participante ganhar o carro é maior
do que com a porta 1 e portanto € mais vantajoso que ele troque de porta.

O resultado € analogo para qualquer escolha inicial do participante seguida
de qualquer deciséo de abertura de porta feita pelo apresentador.

4.2.4
The Harvard Medical School Test

The Havard Medical School Test € um problema também solucionavel pelo
teorema de Bayes. Vieira (2015) menciona que o problema foi proposto aos
alunos da Escola de Medicina de Harvard e consistia na analise de um teste
diagnéstico de uma doenca D. O problema disponibiliza os seguintes dados:

e Hadois resultados possiveis para o teste, positivo ou negativo;

e Estima-se que seja 0% provavel obter como resultado um falso negativo e
5% provavel obter um falso positivo;

e Uma pesquisa mostra que a incidéncia da doenca D é de 1 caso a cada
1000 habitantes.

Uma pessoa foi escolhida aleatoriamente na populagédo para a realizacdo do
teste diagndstico da doenca D e apds realizar o teste, o resultado que a pessoa
obteve foi positivo. Qual é a probabilidade dessa pessoa de fato ter a doenca D?

Vieira (2015) cita que a maioria dos alunos apresentou a taxa de 95% como
resposta ao questionamento, mas mostra que esta ndo € a resposta correta com o
seguinte raciocinio que utiliza o teorema de Bayes.

Seja P a representacdo para o resultado positivo para o teste e N para o

resultado negativo.
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Se uma pessoa realmente tem a doenga D, como € 0% provavel que se
obtenha um falso negativo, entdo 100% é a probabilidade do resultado do teste ser

um verdadeiro positivo.

P(N|D)=0
P(P | D)= 1, tal probabilidade é chamada de sensibilidade.

Representemos por ~D a pessoa nao ter a doenca D. Se uma pessoa ndo tem
a doenca D, ha duas opgdes de resultado: se der positivo € um falso positivo e se

der negativo é um verdadeiro negativo.

P(P | ~D)=10,05
P(N | ~D)=1 - 0,05= 0,95, tal probabilidade é chamada de especificidade.

Também ¢é preciso analisar a faixa de incidéncia da doenca D.

P(D)= 0,001
P(~D)= 1- 0,001= 0,999

Logo, a probabilidade de a pessoa ter a doenca D sabendo que o resultado

do seu teste diagndstico € positivo, pode ser encontrada através do célculo a

sequir.
P(D) .P(P|D)
P(D|P) = ETO
_ P(D) .P(P|D) _ 0,001. 1
P(D|P) = P(D). P(P|D) + P(~D). P(P|~D) _  0,001. 1+ 0,999 . 0,05
0,001 0,001

= = =~ 0,0196
0,001+ 0,04995 0,05095

Ou seja, a probabilidade de a pessoa realmente ter a doenga D é
aproximadamente 1,96%.

O resultado do célculo acima é o que se chama Valor Preditivo Positivo
(VPP) e, denomina-se Valor Preditivo Negativo (VPN), a probabilidade da pessoa

realmente ndo estar doente quando o resultado é negativo.
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Produto Educacional

A partir das bases tedricas mencionadas neste trabalho foi elaborada uma
sequéncia de atividades como produto educacional, fruto dessa pesquisa. Neste
capitulo é descrito o processo de elaboragdo desse produto, seus objetivos e a

analise do mesmo segundo as bases tedricas que embasam este trabalho.

5.1
O produto: elaboracéo e objetivos

O produto educacional aqui descrito é derivado das bases teoricas que
embasam o tema deste trabalho: a interdisciplinaridade e abordagem pela
resolucéo de problemas. Trata-se de uma sequéncia de atividades composta por 4
atividades interdisciplinares que, através da resolucdo de problemas praticos e
voltados a realidade do alunado, buscam construir o conceito do Teorema de
Bayes no ensino médio. Espera-se que os alunos ja compreendam conceitos
basicos de probabilidade, mas caso esta ndo seja a realidade, por meio das duas
primeiras atividades é possivel que o professor utilize os primeiros itens para
estimular o aluno a construir o entendimento de tais conhecimentos. O produto
educacional, intitulado Uma sequéncia de atividades para trabalhar o Teorema
de Bayes na escola basica, ficara disponivel para a utilizagdo integral ou parcial.

Como foi apresentado no capitulo anterior, a Matematica € uma ciéncia
presente em diversos campos do conhecimento e aplicavel em contextos do
cotidiano. Devido a esse fato, a sequéncia de atividades foi elaborada a fim de
promover o compartilhamento de saberes com outros campos do conhecimento,
para assim desenvolver um ensino interdisciplinar. Nesse produto educacional
foram provocadas conexdes entre a Matematica e as Artes, a Geografia, a Musica,
a Astronomia, a Historia e também com o jogo de xadrez. Em todos esses saberes
é possivel construir conexdes diversas, em alguma medida, com a Matematica.

Algumas dessas conexdes estdo descritas a seguir.
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Segundo Tagliani (2023), a proporcdo aurea®, também chamada de nimero
de ouro, estd presente em diversos elementos da natureza. Esses elementos
destacam-se por sua beleza e harmonia. Muitos artistas utilizaram a proporcéao
aurea na confeccdo de seus trabalhos tais como pinturas, esculturas, fotografias e
projetos arquitetonicos. A pintura denominada O Nascimento de Vénus, de
Botticelli®, é um desses exemplos. A proporcdo aurea também foi utilizada para
construir as Piramides de Gizé, localizadas no Egito.

Ao pesquisar sobre a aplicabilidade da matematica na masica, encontramos
conexdes que surgem desde a antiguidade. Mingatos (2006) diz que um dos
primeiros registros desta relacdo é o experimento com os sons do monocérdio™,
realizado por Pitagoras de Samos™ e com grandes contribuicdes & musica.

No campo da Astronomia, a matematica também mostra sua contribuicéo
desde a antiguidade. Muitos matematicos também eram astrénomos e, de acordo
com IF-UFRGS, Tales de Mileto'?, apés estar convencido da curvatura da Terra e
saber que o Sol iluminava a Lua, previu a ocorréncia do eclipse solar de 584 a.C.

Ao pesquisar mais interacdes entre a matematica e outras areas do
conhecimento, chega-se a Teoria das probabilidades. Rocco (2020) diz que as
primeiras mencdes a Teoria das probabilidades foram relacionadas a jogos em que
o resultado é influenciado pela aleatoriedade. Embora o xadrez seja um jogo de
estratégia, durante a elaboracdo do produto educacional foram pesquisados
topicos relacionados a tal jogo. Segundo o website Chess.com, o xadrez utiliza um
sistema que calcula a forca relativa dos jogadores baseando-se nos resultados de
suas partidas anteriores, atualizando o calculo a cada nova partida jogada. Esse
sistema chama-se Sistema de Rating Elo e embora a “for¢a” de um jogador ndo
seja absoluta, o sistema define que quando dois jogadores disputam varias partidas
é provavel que o jogador de rating superior venca a maioria delas. O xadrez é um
jogo frequentemente praticado nas escolas. O Dia a Dia Educagdo do Portal

Educacional do Estado do Parand menciona que na Roménia o xadrez é

® Constante real algébrica irracional.

® Pintor italiano nascido em 1445.

% Instrumento composto por uma caixa de ressonancia na qual é estendida uma Unica corda
presa a dois cavaletes moéveis.

" Filssofo e matematico grego nascido no século VI a. C.

2 Filésofo pré-socratico, matematico e astronomo da Grécia Antiga.
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considerado disciplina escolar obrigatoéria e as notas em matematica dependem em
33% do desempenho no xadrez.

As conexfes mencionadas aqui serviram de inspiracdo para a elaboragéo da
sequéncia de atividades interdisciplinar com foco no Teorema de Bayes e pautada
na resolucéo de problemas.

Cada atividade elaborada inicia-se por um texto explicativo contendo dados
informativos sobre a area em que se desenvolve a interdisciplinaridade. Apos esse
texto é proposta uma situacdo-problema envolvendo o campo probabilistico, na
qual os dados necessarios para a solucdo do problema encontram-se no texto
explicativo. Desse modo, o problema além de abordar contextos onde o alunado
se encontra inserido, também aborda saberes reais que enriquecem a
aprendizagem destes alunos atraves de outras areas. Consequentemente o
aprendizado do Teorema de Bayes se torna interativo, contextualizado e

significativo.

5.2

Andlise das atividades segundo as bases tedricas

O objetivo aqui é realizar uma andlise das atividades propostas no produto
educacional, segundo as fundamentacGes tedricas estabelecidas nos capitulos 2 e
3, que séo:

¢ A llha Interdisciplinar de Racionalidade de Fourez (1997) apud Siqueira

& Gaertner (2015);

e As 4 etapas de Polya (1995) para a resolucdo de um problema matematico

e

e As etapas para implementar o ensino de Matematica através da resolucdo

de problemas em sala de aula, segundo Onuchic (1999) apud Allevato &

Vieira (2016).

As etapas da llha Interdisciplinar de Racionalidade (1IR), descritas na figura
3, muito contribuiram para a elaboracdo do produto educacional. Ao criar a
sequéncia de atividades interdisciplinares, fez-se necessario a realizacdo de
pesquisas sobre alguns assuntos das areas em que se desenvolve a proposta do
ensino interdisciplinar. Neste momento, foram realizadas as etapas denominadas

panorama espontaneo e consulta a especialistas. Ap0s a construcdo dos textos
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informativos, baseados nas pesquisas desenvolvidas, ocorreu a etapa nomeada
“indo a pratica”, a qual se caracterizou pela escolha e elaboracdo de uma possivel
contextualizacdo em que se relacionam as informacfes de cada area a uma
situacdo-problema de interesse do alunado. Como conclusdo deste processo,
desenvolveu-se a etapa de sistematizagdo, momento em que a Sequéncia de
atividades foi efetivamente produzida. Cabe ressaltar que todas as etapas da IIR
foram cuidadosamente planejadas na busca do objetivo tracado, reforcando as
ideias.

As subsecdes a seguir descrevem e analisam, segundo os outros referenciais,

a confeccédo de cada uma das 4 atividades presentes no produto educacional.

521
As 14 Maravilhas do Mundo

Essa atividade aborda as 14 maravilhas do mundo, antigo e moderno,
propondo uma situacéo-problema que conecta as disciplinas de Matematica, Artes
e Geografia. O texto informativo apresentado explica o surgimento das 7
maravilhas do mundo antigo, o processo de escolha das 7 maravilhas do mundo
moderno e, através das figuras 7 e 8, ilustram todas as maravilhas e suas
localizagdes.

Dentre todos os dados, apresentam como fundamentais para a resolucdo do
problema proposto, os seguintes fatos segundo Galileu (2019) e Resende (2022):

e Existem 7 maravilhas do mundo antigo;

e Existem 7 maravilhas do mundo moderno;

¢ Das 14 maravilhas do mundo, antigo e moderno, 3 delas estdo localizadas

no continente americano e, todas elas, sdo do mundo moderno.
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Figura 7 - Sete maravilhas do mundo antigo

Imagem retirada de Brasil Escola

Legenda: Acimae da esquerda para direita temos, o Mausoléu de Halicamasso (Turquia),
o Colosso de Rodes (Grécia) e a Grande piraimide de Gizé (Egito). No centro esti o
Templo de Artemis (Turquia) e abaixo, da esquerda para direita, estio os Jardins
Suspensos da Babilénia (Iraque). a Estatua de Zeus (Grécia) e o Farol de Alexandria

(Egito).

Fonte: Figura montada pela autora (2024). Imagem extraida de Brasil Escola

Figura 8 - Sete maravilhas do mundo moderno

SRR ST e s

Imagem retirada de Stud Historia

Legenda: Acima e da esquerda para direita estio a Muralha da China (China). Machu
Picchu (Peru) e As ruinas de Petra (Jordania). Abaixo a partir da esquerda temos o Cristo
Redentor (Brasil). o Coliseu de Roma (Italia), Taj Mahal (India) e Chichén Itza (México).

Fonte: Figura montada pela autora (2024). Imagem extraida de Stud Histdria
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ApoGs o texto que introduz a atividade, é proposta a seguinte situacao-
problema: Um aluno precisa construir uma maquete de uma das 14 maravilhas do
mundo, antiga ou moderna. No dia em que a tarefa foi dada, ele se comprometeu
em construir uma maravilha que esteja localizada no continente americano.
Passado um tempo, o aluno iniciou o trabalho, porém, esqueceu que deveria
construir uma das maravilhas localizadas no continente americano e acreditou ter
se comprometido apenas em construir uma maquete de uma das 14 maravilhas,
seja ela do mundo antigo ou do mundo moderno. Entdo, feita a escolha e

terminada a maquete, mostrou a construgéo a um colega.

A fim de introduzir a compreensdo do conceito do teorema de Bayes, apds a
apresentacdo do problema, é proposto o desenvolvimento de analises e calculos
probabilisticos relacionados a tal situacdo, que servem de questionamentos e
estimulos, esperando-se que o aluno construa a solucdo do célculo probabilistico
final através do teorema. Os questionamentos e estimulos sao feitos a partir dos

seguintes itens:

a) Com base no comprometimento do aluno, antes do esquecimento, quais 0s
monumentos que ele poderia escolher? Classifique cada um deles em
maravilha do mundo antigo ou maravilha do mundo moderno.

b) Pelas informacgdes do problema, é possivel saber se a maravilha que o
aluno escolheu é uma maravilha do mundo antigo? E é possivel saber se é
do mundo moderno? Explique sua resposta.

c) Baseado na resposta do item (b), qual a probabilidade do aluno ter
cumprido 0 compromisso, e assim, escolhido uma maravilha localizada no
continente americano?

d) O colega do aluno contou que a maravilha escolhida é do mundo moderno.
O espaco amostral se reduz? Se sim, para quantas possibilidades?

e) Todos os 3 monumentos localizados no continente americano encontram-
se nas 7 maravilhas do mundo moderno. Assim, ap6s sabermos pelo
colega do aluno que a maravilha escolhida ¢ do mundo moderno, a
probabilidade dessa maravilha estar localizada no continente americano,

aumenta, diminui ou ndo se modifica?
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f) Entéo, qual a probabilidade dele ter escolhido uma maravilha localizada no
continente americano e assim cumprido o compromisso, sabendo que ele
contou ao colega que escolheu uma maravilha do mundo moderno?

g) Leia o que cada dado a seguir representa e depois, aplique o teorema de
Bayes.

A: ser uma maravilha localizada no continente americano

~A: ndo ser uma maravilha localizada no continente americano

B: ser uma maravilha do mundo moderno

P(A): probabilidade de ser uma maravilha localizada no continente
americano

P(~A): probabilidade de ndo ser uma maravilha localizada no continente
americano

P(B): probabilidade de ser uma maravilha do mundo moderno

P(A|B): probabilidade de ser uma maravilha localizada no continente
americano, sabendo que é uma maravilha do mundo moderno

P(B | A): probabilidade de ser uma maravilha do mundo moderno, sabendo
que é uma maravilha localizada no continente americano

P(B | ~A): probabilidade de ser uma maravilha do mundo moderno, sabendo

gue ndo é uma maravilha localizada no continente americano

_ P(B|A) P(A) _
P(A | B) = P(B|A) P(A) + P(B|~A) P(~A)

h) Os resultados dos itens (f) e (g) foram iguais ou diferentes? O que vocé

concluiu?

O quadro 1 apresenta uma andlise da atividade 1 segundo as 4 etapas de
Polya (1995) descritas no capitulo 3.

Quadro 1 - Etapas de Polya (1995): Atividade “As 14 Maravilhas do Mundo”

Itens do - ~ .
Auxilio na construcéo do conceito do
Etapas de Polya (1995) | problema
Teorema de Bayes
proposto
Esses itens trazem questionamentos que
podem ajudar o aluno a visualizar mais
claramente a situacdo abordada e identificar
Compreensdo do (@) e organizar os dados necessarios para a
problema (b) resolugdo do problema proposto. E
importante que o professor estimule o aluno
a realizar essa etapa na resolucdo de outros
problemas, mesmo ndo havendo no
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enunciado itens especificos para isso. Vale
ressaltar que todos o0s outros itens
contribuem  gradativamente  para a
compreensdo da situagao-problema.

Estabelecimento de um
plano para resolver o
problema

(©)
(d)
(€)
(f)

Esses itens contribuem para a construcdo
gradativa da compreensdo do conceito do
Teorema de Bayes. A partir de dois eventos
dependentes e ap6s a informacdo sobre a
ocorréncia prévia de um desses eventos, é
estimulado que o aluno perceba a alteracdo
no espaco amostral.

Execucéo do plano

(9)

Ja iniciado o processo de compreensdo do
teorema, é explicitado o que significa cada
notacdo presente no teorema em relagdo ao
problema proposto, para que o aluno associe
as notacdes aos resultados ja calculados nos
itens anteriores. Esse item também estimula
o0 aluno a buscar os resultados até entdo ndo
calculados e aplicd-los na férmula do
teorema.

Retrospecto

(h)

Essa é a fase de revisdo responsavel em
convidar o aluno a perceber que chegou a
mesma solucdo pelas duas estratégias
utilizadas, e assim, concluindo que
frequentemente j& aplica o teorema de Bayes
no cotidiano.

Fonte: A autora (2024)

5.2.2
As Claves Musicais

A segunda atividade

produto  educacional desenvolve a

interdisciplinaridade entre a Matematica e a Musica. Tressino & Malaquias (2014)

destacam que o estudo da Mdasica pode ajudar o aluno a obter um bom

desempenho em Matematica, pois a musica desenvolve e estimula aspectos como

raciocinio logico, criatividade, concentragdo, compreensdo e memorizacdo e

também a autodisciplina. Dizem que através de uma proposta ludica e prazerosa

de ensino, é possivel despertar o interesse do aluno em aprender.

O texto informativo desta atividade apresenta as 7 notas musicais e a

explicacdo de pauta musical (ou pentagrama) e clave musical. A clave orienta a
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leitura da pauta, indicando a localizacdo da nota musical, sendo desse modo, um
elemento importante na teoria musical.
Os dados em que o problema matematico elaborado se baseia abordam as

claves musicais. De acordo com Carvalho (2017):

e As claves musicais se classificam em Clave de Sol, Clave de Fa e Clave
de DO;
e Existe uma clave de Sol, duas claves de Fa e quatro claves de Do,

totalizando 7 claves.

A figura 9 ilustra todas essas claves.

Figura 9 - Claves musicais

Fa
(mais usada)

Do

(mais usaca)

Fonte: Figura montada pela autora (2024). Imagens extraidas de Deus Criou a Musica (2017)

Depois da leitura do texto, a atividade apresenta a seguinte situacéo-
problema: Para um show de talentos, um aluno que conhece as 7 claves informou
que iria fazer a leitura cantada (solfejo) de uma delas para sua apresentacdo. Apés
treinar todas as claves, ele decidiu que solfejaria no show a clave de Fa mais
usada que era, entre todas, a que mais se sentia confortavel para solfejar. Ele,
porém, esqueceu de dar essa informacdo ao organizador do evento. No cenario
reservado para 0 evento havia um projetor e o organizador preparou para as
apresentacdes, sete arquivos de imagens de pautas musicais, cada uma com um
tipo diferente de clave. O aluno chegou atrasado para o show de talentos e se

posicionou para iniciar sua apresentacdo. Na pressa, 0 organizador projetou
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aleatoriamente para o publico uma das sete imagens no teldo. O aluno realizou sua

apresentacao.

a)
b)

c)

d)

f)

9)

h)

Qual a probabilidade do aluno ter solfejado a clave musical desejada?
Sabendo que a imagem projetada ndo era uma pauta musical de clave de
Do, 0 espaco amostral se reduz para quantas possibilidades?
Entdo, sabendo que ndo foi projetada uma pauta de clave de D¢, a
probabilidade de ele ter solfejado a clave desejada, aumenta, diminui ou
ndo se modifica? Explique.
Qual a probabilidade do aluno ter solfejado a clave musical desejada,
sabendo que a pauta projetada néo era de clave de DG?
Escreva o que representa cada dado abaixo e aplique o teorema de Bayes
para conferir o resultado do item (d).

A:

~A:

B:

P(A):

P(~A):

P(B):

P(A|B):

P(B|A):

P(B|~A):

_ P(B|A) P(a) _
P(A | B) = P(B|A) P(A) + P(B|~A) P(~A)

E se ao invés de sabermos que a pauta projetada ndo era de clave de D,
soubermos que a pauta projetada ndo era de clave de Sol, qual seria o
nimero de possibilidades? Nesse caso, a probabilidade do aluno ter
solfejado a clave musical desejada, aumentaria, diminuiria ou ndo se
modificaria em relagdo a sabermos ndo ser de clave de D§?
Qual a probabilidade do aluno ter solfejado a clave musical desejada,
sabendo que a pauta projetada néo era de clave de Sol?
Escreva o que representa cada dado abaixo e aplique o teorema de Bayes
para conferir o resultado do item (g).

A:

~A:
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B:

P(A):
P(~A):
P(B):
P(A|B):
P(B|A):
P(B|~A):

_ P(B|A) P(A) _
P(A | B) = P(B|A)P(A) + P(B|~A) P(~A)

i) E se o que soubermos for que a pauta projetada era de clave de Fa, quantas
seriam as possibilidades? A probabilidade de ser a clave desejada
aumentaria, diminuiria ou ndo se modificaria em relacdo aos resultados
dos itens (d) e (g)?

j) Qual a probabilidade do aluno ter solfejado a clave musical desejada,
sabendo que a imagem projetada era de clave de Fa?

k) Escreva o que representa cada dado abaixo e aplique o teorema de Bayes
para conferir o resultado do item (j).

A:

~A:

B:

P(A):
P(~A):
P(B):
P(A|B):
P(B|A):
P(B|~A):

_ P(B|A) P(a) _
P(A | B) = P(B|A) P(A) + P(B|~A) P(~A)

I) Vocé chegou a alguma conclusdo apds esses questionamentos?

O quadro 2 apresenta a analise da atividade 2 segundo as 4 etapas de Polya

(1995) descritas no capitulo 3.
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Quadro 2 - Etapas de Polya (1995): Atividade “As Claves Musicais”

Etapas de Polya
(1995)

Itens do
problema
proposto

Auxilio na construgéo do conceito do
Teorema de Bayes

Compreensdo do
problema

Todos

Nesta atividade espera-se que o aluno ap6s a
realizacdo da primeira atividade, reconheca a
necessidade de organizar os  dados
fundamentais do problema. De qualquer modo,
0 professor pode realizar questionamentos
orais que estimulem o aluno a realizar essa
etapa a fim de verificar a compreenséo inicial
do problema. Todos os itens contribuem
gradativamente para a compreensdo da
situacdo-problema.

Estabelecimento de
um plano para
resolver o problema

(a)
(b)
(©)
(d)
(f)
()
(i)
()

Nestes itens sdo levantados questionamentos
gue ajudam o aluno a resolver o problema
proposto através do calculo pelo método
classico da probabilidade de um evento, ao
considerar a modificacdo do espaco amostral
apos o conhecimento prévio da ocorréncia do
evento dependente a ele.

Execucéo do plano

(€)
(h)
(k)

Diferente da primeira atividade, esta néo traz a
descrigdo de cada notagédo presente no teorema.
Esses itens propGem ao aluno preencher os
dados, calculé-los e apés aplicar o teorema. O
principal objetivo aqui é que se familiarize
com as notagdes e suas representacoes,
desenvolvendo também a habilidade em
relaciona-las as informagbes do problema
proposto.

Retrospecto

(1)

Neste item, um momento para 0 aluno
apresentar suas conclusdes e quem sabe
possiveis  duvidas, proporcionando  ao
professor uma ferramenta de retorno a fim de
realizar o planejamento para esclarecer tais
duvidas. O retrospecto também ocorre quando
durante a atividade, é proposto ao aluno a
comparagdo dos itens (d) e (e); (g) e (); (j) e
(k) a fim de conferir os resultados e concluir
que através do teorema de Bayes chegou-se ao
mesmo resultado encontrado pela outra
estratégia.

Fonte: A autora (2024)
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5.2.3
As Constelagbes da bandeira do Brasil

Esta atividade inicia-se desenvolvendo a interdisciplinaridade entre Ciéncias
e Historia atraves da apresentacdo de um texto contendo informacdes sobre as
constelacbes do Universo e a representacdo de algumas delas na bandeira do
Brasil. Costa (2022) explica que as constelagOes presentes na bandeira do Brasil
eram algumas das constelacbes que compunham o aspecto do céu na cidade do
Rio de Janeiro as 08h30 do dia 15 de novembro de 1889, local e dia da
Proclamacdo da Republica. O horério considera a passagem do Cruzeiro pelo
meridiano local. Dentre todos os dados, os principais para a resolu¢do do

problema matematico proposto, sdo 0s seguintes:

e Segundo a International Astronomical Union (2018), existem 88
constelaces no Universo;

e Dentre as 88 constelagdes do Universo, 13 constela¢fes sdo chamadas de
constelacGes do zodiaco;

e Das 88 constelagdes do Universo, 9 constelacGes estdo representadas na
bandeira do Brasil, algumas completas e outras parcialmente. Duas destas
constelacbes representadas na bandeira do Brasil s&o constelagbes do
zodiaco.

A figura 10 apresenta algumas das constelacdes citadas.

Figura 10 - Constelacdes representadas na bandeira do Brasil

Legenda: Cdo Menor (1), C3c Maior (2), Quilha (3), Hidra

Fémea (5), Cruzeiro do Sul (6), Ditante (7), Tridngulo Austral

(8) & duas constelagbes do zodiaco: Constelacdo de

Imagem retirada de Galeria do Meteorito Escorpido (9) e Constelacdo de Virgem (4).

Fonte: Figura montada pela autora (2024). Imagem e dados extraidos de Galeria do Meteorito
(2018)
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A partir dessas informacdes, é proposta a resolucdo da seguinte situacéo-

problema: Em determinada turma de um colégio, cada aluno apresentara um

pequeno seminario sobre uma das constelacGes do Universo. O 1° aluno da lista

de alunos (chamada) da turma quer apresentar uma constelacdo do zodiaco que

esteja na bandeira do Brasil, porém a fim de ndo haver constelacbes repetidas

entre os alunos, a professora decidiu escolher aleatoriamente uma constelagéo

para cada aluno, seguindo a ordem de chamada da turma. E assim, foi informando

para a turma cada uma das escolhas.

As indagacgOes realizadas a fim de incentivar a aplicacdo do teorema de

Bayes, sdo feitas através dos seguintes itens:

a)

b)

c)

d)

f)

9)

Qual a probabilidade do 1° aluno da chamada receber uma constelacdo do
zodiaco?

Qual a probabilidade do 1° aluno da chamada néo receber uma constelacéo
do zodiaco?

O 1° aluno da chamada recebeu uma constelacdo do zodiaco. Qual a
probabilidade dessa constelagdo estar na bandeira do Brasil?

O 1° aluno da chamada ndo recebeu uma constelagcdo do zodiaco. Qual a
probabilidade dessa constelacéo estar na bandeira do Brasil?

Utilizando os resultados dos itens anteriores, aplique o teorema de Bayes e
responda: Qual a probabilidade do 1° aluno da chamada ter recebido uma
constelacdo do zodiaco, sabendo que a constelacdo recebida esta na
bandeira do Brasil?

_ P(B|A) P(A) _
P(A | B) = P(B|A) P(A) + P(B|~A) P(~A)

Qual a probabilidade do 2° aluno da chamada receber uma constelagéo do
zodiaco que esteja presente na bandeira do Brasil, sabendo que o 1° aluno
da chamada j& recebeu uma constelacdo desse tipo?

Complete os dados a seguir e aplique o teorema de Bayes para conferir o
resultado do item (f).

A:

~A:
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B:

P(A):
P(~A):
P(B):
P(A|B):
P(B|A):
P(B|~A):

P(B|A) P(A) _
P(B|A)P(A) + P(B|~A) P(~A)

P(A|B)=

h) Qual a probabilidade do 2° aluno da chamada receber uma constelacdo do
zodiaco que esteja presente na bandeira do Brasil, sabendo que o 1° aluno
da chamada néo recebeu uma constelacao desse tipo?

i) Complete os dados a seguir e aplique o teorema de Bayes para conferir o
resultado do item (h).

A:

~A:

B:

P(A):
P(~A):
P(B):
P(A|B):
P(B|A):
P(B|~A):

P(B|A) P(A) _
P(B|A) P(A) + P(B|~A) P(~A)

P(A|B)=

Encontra-se no Quadro 3 a anélise da atividade através das etapas de Polya
(1995).
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Quadro 3 - Etapas de Polya (1995): Atividade “As Constelagbes da bandeira do Brasil”

Etapas de Polya Itens do Auxilio na construcéo do conceito do
(1995) problema Teorema de Bayes
proposto

Espera-se que ao chegar nesta atividade, o aluno
tenha compreendido a importancia da leitura
minuciosa de um problema e os beneficios
adquiridos ao organizar as informacGes. Caso
Compreenséo do essa atividade seja aplicada fora da sequéncia

problema proposta, o professor pode criar indagagdes que
estimulem a identificacio dos  dados
fundamentais a resolucgdo da situagdo-problema.
De qualquer modo, as préximas etapas também
constroem tal compreensao.

@ Aqui é esperado que o aluno se interesse em

(b) aplicar o teorema de Bayes, porém ndo se

Estabelecimento (©) impede que utilize suas estratégias prévias,
de um plano para (d) como a mencionada nesta mesma etapa dos
resolver o 0] quadros anteriores. Caso ndo resolva esses itens
problema (h) através da aplicacdo do teorema, de qualquer

modo ja estara adquirindo ferramentas para a
préxima etapa.

(e O momento de praticar a aplicacdo do teorema.

(9) No item (e) todos os dados necessarios para

() aplicacdo do teorema j& foram calculados pelos

Execucdo do itens anteriores. O objetivo é que identifique tal
plano fato, substitua os resultados e chegue a solucao

do item (e). Ja para os itens (g) e (i) é proposta a
descricdo das notacOes, a realizacdo de seus
calculos e a aplicagdo do teorema.

Agqui o aluno pode desenvolver as duas
estratégias abordadas na sequéncia, e assim,
comparar 0s resultados a fim de conferir os
calculos.

Retrospecto

Fonte: A autora (2024)

5.2.4
A partida de Xadrez

O xadrez é um jogo difundido mundialmente e muito utilizado nas escolas.
Segundo Almeida (2010), estudos mencionam cada vez mais 0 ensino da
matematica por meio do jogo de xadrez, ja que O jogo proporciona a
aprendizagem matematica através do raciocinio logico, de experiéncias

possivelmente adquiridas com os erros e da tomada de decisbes requeridas
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durante uma partida, situagcbes que menciona serem encontradas em problemas
matematicos.

A atividade interdisciplinar elaborada se inicia com um texto informativo
sobre 0 jogo, contendo os dados apresentados a seguir. O xadrez é um jogo de
estratégia disputado por dois jogadores. O tabuleiro do jogo é dividido em 64
casas alternadas em escuras e claras. Neste tabuleiro estdo dispostas 32 pecas, 16
pecas para cada jogador. As 16 pecas de cada jogador sdo constituidas por oito
pedes, duas torres, dois bispos, dois cavalos, um rei e uma rainha (ou dama). Cada
um dos seis tipos de peca deve movimentar-se no tabuleiro de uma maneira
particular. O objetivo do jogo é atacar o rei do oponente de modo que o deixe sem

defesa. A figura 11 ilustra o jogo no inicio de uma partida.

Figura 11 - Jogo de Xadrez

Fonte: Enciclopédia Significados

Segundo o website de xadrez online, Chess.com, 0 xadrez, e outros esportes,
utilizam um sistema que calcula a forca relativa dos jogadores, o Sistema de
Rating Elo. Segundo o website, essa forca é medida da seguinte forma:

e Se um jogador tem 100 pontos a mais que seu adversario, entdo é

esperado que ele venca cinco partidas em oito disputadas, ou seja, 0 jogador

tem cerca de 62,5% de chance de vencer o jogo;

e Se um jogador tem 200 pontos a mais que seu adversario, entdo é

esperado que ele venca trés partidas em quatro, ou seja, 0 jogador tem cerca

de 75% de chance de vencer o jogo.
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Esta atividade propde o seguinte problema: Quinzenalmente em uma escola,
sdo oferecidas aulas de xadrez aos sdbados como atividade extraclasse para 0s
alunos interessados. Certo dia trés alunos (X, Y e Z) que participam das aulas de
xadrez da escola, decidiram divulgar a atividade durante o recreio, a fim de
aumentar o numero de participantes da atividade. O aluno X iniciou uma partida
com um dos dois colegas de xadrez (Y ou Z), escolhido aleatoriamente. O colega
de xadrez ndo escolhido pelo aluno X ficou responsavel em chamar os outros
alunos da escola e divulgar a atividade extraclasse.

Os trés alunos j& jogaram entre si vérias vezes durante o ano letivo e essas
partidas eram pontuadas. O aluno X tem 100 pontos a mais do que o aluno Y e o

aluno Z tem 200 pontos a menos do que o aluno X.
Tal problema é seguido das seguintes indagacdes:

a) Sabendo que o aluno X venceu a partida disputada no recreio, qual a
probabilidade de seu adverséario ter sido o aluno Y? Complete os dados a
seguir e aplique o teorema de Bayes para calcular o resultado.

A:

~A:

B:

P(A):
P(~A):
P(B):
P(A|B):
P(B|A):
P(B|~A):

P(B|A) P(A) _
P(B|A) P(A) + P(B| ~A) P(~A)

P(A|B)=

b) Sabendo que o aluno X venceu a partida disputada no recreio, qual a
probabilidade de seu adversario ter sido o aluno Z? Complete os dados a

seguir e apligue o teorema de Bayes para calcular o resultado.
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P(~A):
P(B):
P(A|B):
P(B|A):
P(B|~A):

P(B|A) P(A) _
P(B|A)P(A) + P(B|~A) P(~A)

P(A|B)=

As etapas de Polya (1995), em relacdo a atividade 4, estdo discriminadas no
Quadro 4.

Quadro 4 - Etapas de Polya (1995): Atividade “A partida de xadrez”

Etapas de Polya | Itens do Auxilio na construcao do conceito do Teorema
(1995) problema de Bayes
proposto
Compreenséo do @ A descricdo das notacGes contidas no teorema
problema (b) auxilia na compreensdo do problema.
Estabelecimento @ Nesta ultima atividade da sequéncia, ha o incentivo
de um plano (b) em optar pela aplicacdo do teorema de Bayes, a
para resolver o qual foi gradativamente construida pelas atividades
problema anteriores no decorrer da sequéncia.
Execucéo do @ Préatica da aplicacdo do teorema de Bayes.
plano (b)
Retrospecto Espera-se que o aluno utilize seu conhecimento
prévio e some os dois resultados a fim de conferir
as solugdes.

Fonte: A autora (2024)

5.2.5

Andlise geral do produto educacional

Como mencionado anteriormente, o produto educacional derivado deste
trabalho consiste em uma sequéncia de atividades interdisciplinares. Através das
andlises dessas atividades, descritas neste capitulo e baseadas nas 4 etapas de
Polya (1995), é possivel perceber que a primeira e a segunda atividade
desenvolvem essas etapas passo a passo por meio das indagacOes e estimulos
descritos na situacdo-problema. A partir da terceira atividade, espera-se que 0
aluno ja tenha construido a ideia de reflexdo do problema proposto, e assim,

reconheca a aplicabilidade do teorema e exercite a sua aplicacao.
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O produto educacional aqui apresentado busca construir gradativamente o
conceito do teorema de Bayes ao mesmo tempo em que amplia a curiosidade e
espectro de outras areas no alunado. E esperado que os alunos identifiquem que ja
praticam o conceito do teorema de Bayes em situacBes em que é possivel a
reducdo do espago amostral. Com esse olhar de construcdo gradual do
conhecimento, espera-se que na quarta atividade desta sequéncia os alunos
apliguem o teorema ja na primeira questao proposta.

Cabe ressaltar que o recurso aqui apresentado foi construido como uma
sequéncia de atividades, mas é possivel sua utilizacdo parcial e sem
necessariamente seguir a ordem em que as atividades estdo organizadas. O
professor pode utiliza-lo da maneira que atenda a realidade de seu alunado e ao
seu planejamento.

Verifica-se que as etapas sintetizadas na figura 4, que buscam promover o
aprendizado de conceitos matematicos atraveés da abordagem da resolucdo de
problemas no contexto escolar, sdo desenvolvidas nesse produto educacional.
Cada uma das atividades contempla a proposicdo do problema; o desafio de
utilizar conhecimentos prévios, ao considerar uma estratégia de resolucdo ja
praticada pelos alunos do ensino médio; o incentivo do professor, ao propor
indagacOes e estimulos que os levem a avancar na solucdo do problema; a
autonomia do aluno em resolver o problema e, a proposicdo de novos problemas.
As outras etapas aqui ndo explicitamente contempladas podem ser propostas pelo
professor durante a aplicacdo das atividades, incentivando o compartilhamento e a
discussdo de ideias entre os alunos e a apresentacdo de suas solucdes, ja que
muitas vezes, a estratégia para se chegar a uma solucéo nao € unica.

Apbs a conclusdo das atividades, o professor pode formalizar o conteido
matematico. O teorema esta apresentado no produto educacional, assim como as
sugestdes de gabarito das atividades propostas.

A ideia principal da sequéncia de atividades interdisciplinares consiste em
construir a compreensdao do conceito do Teorema de Bayes de maneira
significativa e enriquecida por outros saberes, embasada na interdisciplinaridade e

na abordagem de resolugédo de problemas.
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Consideragfes Finais

O ensino interdisciplinar através da resolucdo de problemas pode
proporcionar muitos  beneficios a aprendizagem do alunado. A
interdisciplinaridade estimula a interagdo de diferentes saberes acarretando em
uma educacao integrada e colaborativa.

No decorrer do estudo sobre a interdisciplinaridade na educacao, a resolucao
de problemas se mostrou uma importante aliada na busca em ofertar um ensino
enriquecedor ao aluno, em que saberes ultrapassem as barreiras pré-estabelecidas
e compartilhem conhecimentos que constituirdo ferramentas de resolucdo de
situacOes praticas.

Ao longo do tempo, diversos autores estudam sobre a insercdo da
interdisciplinaridade e da resolucdo de problemas na educacdo. Os estudos
mencionados neste trabalho destacam as contribui¢Ges de alguns destes autores,
como por exemplo, Fourez (1997) apud Siqueira & Gaertner (2015), Polya (1995)
e Onuchic (1999) apud Allevato & Vieira (2016).

A llha Interdisciplinar de Racionalidade (IIR) de Fourez apud Siqueira &
Gaertner, as etapas de resolucdo de um problema matematico apresentadas por
Polya e as etapas de implantacdo do ensino através da resolucdo de problemas sao
instrumentos que podem orientar o professor durante a busca em proporcionar um
ensino enriquecedor aos alunos. A IR contribui para a prética interdisciplinar ao
elencar as fases de um processo de elaboracdo e aplicacdo de atividades
interdisciplinares. As etapas de Polya também norteiam o planejamento de uma
aula de Matematica através da resolucdo de problemas, propondo um caminho que
pode levar o aluno a aprendizagem significativa e, as etapas de Onuchic apud
Allevato e Vieira contribuem ao propor um roteiro de como aplicar esse
planejamento durante as aulas.

Analisando os documentos norteadores da educagdo brasileira, PCNs
(Brasil, 1998 e 2000) e BNCC (Brasil, 2018), € possivel perceber que a insercao

do ensino interdisciplinar e através da resolucao de problemas, desde os primeiros
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anos da educacdo basica, &€ um objetivo a ser alcancado a fim de proporcionar ao
alunado uma formagé&o solida e interativa.

No campo probabilistico, campo em que se encontra o conteido matematico
deste trabalho, tais documentos propdem praticas que buscam atender aos alunos
por meio do desenvolvimento de habilidades, dando sentido ao que se ensina.

O Teorema de Bayes, conteldo base aqui abordado, por meio de sua
aplicabilidade em diversos contextos, elucida como a Matematica interage com
diferentes areas do conhecimento.

Através das bases tedricas estudadas e que refletiram na elaboragdo do
Produto Educacional apresentado, a proposta da introducdo do Teorema de Bayes
no ensino medio mostra-se estimulante na medida em que é apresentada por meio
da resolucdo de problemas presentes no cotidiano do alunado e que abordem
saberes reais de outras &reas do conhecimento, desenvolvendo desse modo, um
ensino estimulante e interdisciplinar. O Produto Educacional também pode ser
aplicado em momentos de interacdo presentes no contexto escolar, por exemplo,
como elemento de ludicidade a ser utilizado em projetos escolares.

Ha o incentivo ao professor pela busca de praticas que possibilitem ao aluno
a construcdo de sua aprendizagem, atuando como sujeito ativo do processo,
refletindo e questionando a fim de compreender significativamente o que lhe é
ensinado. O professor tem papel importante neste processo, orientando e
estimulando seu alunado com atividades desafiadoras e interativas. Esperamos
que a leitura desse texto estimule professores da escola basica a pensar e criar
novas propostas interdisciplinares a partir da resolucdo de problemas para
trabalharem outros conceitos matematicos de seus interesses e que esse
movimento contribua para a constru¢do de uma escola menos compartimentada e

mais motivadora.
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