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Algoritmos Exatos

Nesse capitulo, apresenta-se alguns algoritmos exatos para o CVRP
que sao baseados em diferentes técnicas e formulacoes para a obtencao de
limites inferiores para a solugao 6tima do CVRP. Todos eles sao importantes
para o estudo do CVRP e para o entendimento do algoritmo de branch-
and-cut-and-price que é proposto nessa dissertacao. Primeiramente, sao
mostrados algoritmos que utilizam a abordagem de relaxacao Lagrangeana.
Depois, sao mostrados algoritmos baseados em geragao de colunas. E, por

fim, sao mostrados algoritmos que utilizam planos de corte.

3.1

Relaxagao Lagrangeana

Essa se¢ao descreve um algoritmo proposto em CMT [21], que apre-
senta diferentes propostas de relaxagao Lagrangeana, onde os melhores re-
sultados sao obtidos utilizando o conceito de g-rotas. Os limites inferiores
utilizados pelo algoritmo sao obtidos seja diretamente através da resolucao
por programacao dinamica de uma formulacao relaxada do CVRP, seja
através da utilizacao de um algoritmo de subgradiente para resolver a re-
laxacao Lagrangeana que utiliza restrigoes para reforcar a formulacao cor-

respondente ao primeiro limite.

Antes de apresentar-se estes dois limites inferiores apresentados em
[21], define-se o que é uma g¢-rota, um conceito importante nao sé nesse
capitulo, mas também ao longo de toda a dissertacao. Uma g-rota pode ser
definida como sendo um caminho de custo minimo que vai do depdsito a
um determinado cliente ¢ e depois retorna ao depdsito. Nesse caminho a
demanda acumulada nao ultrapassa um valor dado (capacidade do veiculo).

Além disso, um cliente pode ser visitado mais de uma vez e a cada vez
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toda a sua demanda é carregada no veiculo. Uma ¢-rota é uma relaxacao da
solucao do CPCTSP. Se o tamanho dos ciclos que podem ocorrer nas g-rotas
forem restritos a ter no minimo um valor fixo s, esta relaxacao é fortalecida,
o que leva a melhores limites inferiores. Para um valor de s igual ao niimero
de clientes total, ou seja proibe-se que a g-rota retorne a qualquer cliente,

tem-se uma g-rota que corresponde a solugao do CPCTSP.

Seja J o conjunto de todas rotas viaveis para o CVRP. Considerando o
politopo R3 descrito na segao 2.3, deriva-se o limite inferior descrito em [21].
Considere particionar o conjunto JJ em n blocos, onde o blocoi(i = 1,- -+ ,n)
estd associado ao indice ¢ do tultimo cliente nas rotas do bloco. Dentro dos

blocos as rotas serao indexadas por s.

. 1 se arota s esta na solucao
Seja &is = .
0 caso contrario.

Assim, pode-se definir o politopo Rg,

Z Z é—is = K, (3—2)

=1 s=1
&is € {0,113, (3-3)

onde o par ordenado (i, s) é usado para rotular a rota s do bloco 1, Nj éo
conjunto de pares ordenados (i, s) identificando as rotas contendo o cliente

J, € m; é o nimero de rotas no bloco i (m é o nimero total de rotas).

Tem-se, entao, a formulacao a partir do politopo Ry,

min {i i Cis&is  &is € RG} , (3—4)

i=1 s=1
onde ¢;s é o custo da rota (i, s).

Pode-se obter uma relaxacao da formulagao (3-4), substituindo-se as

restrigoes (3-1) pelas seguintes restri¢oes mais fracas:

Zgisély izlf"a”a (3_5)
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> D dlis)i = d(V5), (3-6)
i=1 s=1
onde d(is) é a demanda acumulada na rota (i,s) e d(Vy) = >."  d;. O
politopo definido pela substituigao das inequagoes (3-1) pelas inequagoes

(3-5) e (3-6) seréd referenciado como R;. Temos, entao, a seguinte formulagao

min {i icm&s :&is € R7} . (3-7)

=1 s=1

A formulagao (3-7) pode ser reduzida, aplicando-se o conceito de
dominéncia que determina que a rota (i,s*) domina todas rotas (i,s) se
Cisw < Cis € ¢is = q},. Assim, para cada i e cada quantidade ¢ acumulada de
demanda, apenas uma rota deve ser considerada. Seja essa rota (i,1). Seja
W o conjunto de todas as quantidades possiveis de demanda acumulada
e |W| = w. Logo existem w rotas a serem consideradas para cada i. O

problema relaxado é descrito abaixo através do politopo Rs,

Z&‘ZSL izla"'7n7 (3_8)
=1

> > dga = d(vy), (3-9)

Y > =K, (3-10)

i=1 [=1

& € {0,1}. (3-11)

A formulagao para o problema pode ser dada entao como

min {Z > ki s & € Rs} : (3-12)

i=1 =1

Um limite inferior para o valor ¢; (o custo da rota minima com
demanda total d(l) e tendo ¢ como ultimo cliente visitado) é o custo my

da g-rota mais barata com demanda acumulada [. Entao o limite LB1 pode
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ser definido como sendo:

min {Z Z mu&a : & € Rs} . (3-13)

1=1 =1

O limite inferior LB1 é calculado utilizando programacao dinamica.
Seja h;(b,a) a solugdo Otima para (3-13) com o lado direito de (3-9)
substituido por b e o lado direito de (3-10) substituido por a, com &;; = 0
para j > i, =1,--- ,w. A fungao h;(b,a) pode ser computada através da

recursao

hi(b,a) = min |h;_1(b, a), mlv%/l {hisi(b—q,a—1) + My} (3-14)
qe

para a = 2,---  K; 1 = a,--,n— K +a; dV,) — (K —a)-C <
b < min[a-C,d(V,)]). Onde m(q) representa a melhor rota com demanda

acumulada igual a q.

A funcao h; é inicializada com:

h(b 1)_ M 7 (b) sebEW,
IR NS seb¢g W.

O limite inferior LB1 é, entao,

LB1 = h,(d(V}), K).

Em [21], este limite inferior é reforgado pelas restrigoes

n w

>N (difd(h)éa = K, (3-15)

i=1 =1

n w

DO iy =d(Vy). (3-16)

=1 [=1

Isso dificulta a resolugao do problema. Para resolver isso, as restri¢oes (3-15)
e (3-16) sao relaxadas e resolvidas utilizando relaxacdo Lagrangeana. Um
algoritmo de subgradiente é utilizado para obter o novo limite (chamado

de LB2), onde as iteragdes usam a programagao dinamica utilizada para o
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calculo de LB1.

3.2

Geracao de Colunas

Embora a se¢ao anterior descreva uma abordagem onde um ntmero
exponencial de rotas é considerado implicitamente, esta abordagem nao
utiliza algoritmos de programacao linear para resolver as relaxacgoes pro-
postas. Nesta secao, discute-se duas propostas de algoritmos para resolugao
do CVRP sobre formulagoes também com nimero exponencial de variaveis,
onde, entretanto, utiliza-se programacao linear na obtencao dos limites in-

feriores.

Na abordagem proposta em Agarwal et al.[7], a dificuldade maior da
geracao de colunas que, como citado anteriormente, corresponde a resolugao
de um CPCTSP, é contornada de uma forma diferente da utilizada por CMT
[21] e descrita acima. Neste caso, a fungdo que determina o custo de uma
rota é linearizada, fazendo com que o problema de geracao de colunas passe

a ser um problema da mochila (KP, do inglés Knapsack Problem).

Seja o politopo Rj3 descrito na secao 2.3. No esquema de geragao
de colunas, apenas as colunas na base corrente sao conhecidas e outras
colunas sao geradas quando necessario. Assim, em cada iteracao deve ser
identificada a coluna A; com menor custo reduzido ¢;. Se ¢; > 0, a solugao
corrente ¢ 6tima; caso contréario, a coluna A; entra na base. Note que todas

colunas bindrias y; = {0, 1} satisfazem as restri¢oes de capacidade do veiculo
(2 diyi < ).

Seja o politopo Ry definido como

> diyi < C, (3-17)
=1
y € {0,1}. (3-18)

Entao uma coluna A; é definida por y*, a solucao 6tima para o

problema

min {f(?/) - Zuzyz Yy € R9} ; (3-19)
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onde f(y) é o custo da solugdo 6tima do TSP considerando somente os
clientes visitados na rota representada pela coluna e wu; é a variavel dual

associada a ¢-ésima linha do LP.

Note que a fungao f(y) é bastante complexa e seu valor sé pode ser
obtido resolvendo um TSP. Isso torna o subproblema dificil de resolver.
No entanto, se f(y) for substituida por uma fungao linear em y (como

f(y) = > piyi), ent@ao o subproblema se transforma em um KP, que é bem

(]
mais facil de ser resolvido. Apesar de f(y) nao poder ser escrita como uma
funcao linear, é possivel encontrar uma funcgao linear que da um limite
inferior para f(y). Assim, o algoritmo utiliza esse limite para cada né da

arvore de branch-and-bound.

Outra abordagem interessante utilizando geracao de colunas é dada em
Desrosiers et al.(1984) [26]. Nesse caso o problema resolvido nao é o CVRP,
mas o problema de roteamento de veiculos com janelas de tempo (VRPTW,
do inglés wehicle routing problem with time windows). No algoritmo de
geracao de colunas utilizado, o subproblema de geracao de colunas nao é
mais um CPCTSP e sim um caminho mais curto que ¢é resolvido utilizando
uma adaptacao do algoritmo de Ford-Bellman que é chamado pelos autores
de caminho mais curto com janelas de tempo (SPTW, do inglés Shortest

path with time windows).

3.3

Planos de corte

Conforme mencionado na introducgao desta dissertagao, a partir dos
anos 90, a pesquisa no CVRP se concentrou no estudo poliedral do problema
e no desenvolvimento de algoritmos de branch-and-cut derivados desse es-
tudo. Diversas desigualdades validas para o CVRP foram identificadas, algu-
mas muito complexas, e algoritmos de separagao foram desenvolvidos para
as mesmas. Alguns algoritmos importantes de branch-and-cut desenvolvi-
dos sdo descritos em Ralphs(1993)[65], Augerat et al.(1995)[1] e Lysgaard
et al.(2004)[46].

A idéia de um algoritmo de planos de corte (ou branch-and-cut) é,
dado um LP inicial, resolvé-lo e adicionar desigualdades violadas (cortes) a
medida que elas forem sendo encontradas. Para encontrar as desigualdades

violadas a serem adicionadas ao LP, sao utilizados os algoritmos de separa-
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¢ao mencionados acima. Os algoritmos de separacao encontram dentre todas
desigualdades de uma familia de desigualdades véalidas para o problema, pelo

menos uma violada, se existir, pela solugao étima corrente do LP.

O algoritmo de BC descrito em [46] pode ser considerado o mais
elaborado desenvolvido e o com melhores resultados. Nele sao utilizadas
diversas desigualdades para o CVRP (utilizaremos os nomes em inglés):
capacity, framed capacity, strengthened comb, multistar, partial multistar,
extended hypotour. Além disso, sao utilizados também os clédssicos cortes
de Gomory. Para cada uma dessas desigualdades, algoritmos de separacao
elaborados sdo utilizados para separar de maneira eficiente (na maioria dos
casos sao utilizadas heuristicas, ja que a separagao exata normalmente é cara
computacionalmente) os cortes violados. Os algoritmos de separagao foram
utilizados também no algoritmo de BCP dessa dissertacao. As desigualdades
e os algoritmos de separacao utilizados sao apresentados de maneira suscinta

no capitulo 5.

Observe que as restrigoes de capacidade (capacity cuts) tém que ser
sempre completamente separadas, isto é, a solucao final nao pode ter
nenhuma restricao de capacidade violada pois, nesse caso, nao seria uma
solucao viavel. Entretanto, as demais desigualdades validas podem ser
separadas ou nao. Esta decisao depende da relacao entre a melhoria do

limite inferior e o esfor¢o computacional necessario para a separacao.

Os limites inferiores obtidos em [46] eram os melhores disponiveis na
literatura até este trabalho. Com o algoritmo de BC descrito pelos autores,
foram resolvidas trés instancias que estavam em aberto (B-n50-k8, B-n66-k9
e B-n78-k10).

A abordagem por planos de cortes descrita nessa se¢ao pode ser consi-
derada complementar as abordagens descritas nas duas se¢oes anteriores. O
algoritmo de BCP dessa dissertacao utiliza esse fato para, unindo as abor-

dagens da secao anterior e atual, obter resultados excelentes para o CVRP.
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