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1. Introducao

O conceito de diversificacdo de investimentos nasce a partir do trabalho de Markowitz
(1952), origem da Teoria Moderna de Carteira. Trata-se de uma estratégia que envolve a alocacao
de recursos buscando reduzir o risco de perdas significativas ao distribuir o dinheiro em
diferentes classes de ativos, como agdes, titulos, imoveis, commodities e outros tipos de
investimentos. Assim, se a performance de um investimento for ruim, outros podem se sair bem o
suficiente para compensar as perdas, reduzindo o risco global da carteira. Neste sentido, a
combinacdo de ativos que tenham uma baixa correlacdo entre si traz potencial redugdo de risco,
conceituado pelo desvio-padrdo, para um dado nivel de retorno esperado.

A busca por alternativas de minimizacdo de risco de exposi¢do a variacdes adversas de
mercado é uma constante na vida dos investidores. Nesse contexto, a estratégia de hedge, que
pode ser traduzido de forma simples como “protecdo”, também busca o gerenciamento do risco
de uma determinada posicao financeira. De acordo com Bueno (1999), o hedge envolve uma
transacdo de determinado objeto, segundo um horizonte de tempo, com o objetivo de protegcdo
contra variacdes indesejadas da riqueza do investidor. Neste sentido, a razdo 6tima de hedge
(hedge ratio) ¢ a relagdo entre o tamanho da posicdo assumida no derivativo escolhido e o
tamanho da exposi¢ao. De forma eficiente, ela ¢ determinada buscando minimizar a variacao do
valor da posicdo coberta e, portanto, obtida a partir de estimativas da volatilidade do ativo
subjacente e do derivativo utilizado (Hull, 2021).

A estimativa da volatilidade desempenha um papel fundamental na modelagem
financeira. Entre outras aplicacdes, a sua modelagem pode ser utilizada para calcular o valor em
risco de uma posicdo financeira na gestdo de risco, para determinar a alocacdo de ativos em
carteiras sob abordagem de média-varidncia, ou mesmo propiciar o desenvolvimento de
instrumentos financeiros, como o VIX, indice de volatilidade de mercado que comecou a ser
negociado na Chicago Board of Option Exchange (CBOE) em 2004 (Tsay, 2016).

Alguns modelos de precificagdo de ativos mais populares, como o Black-Scholes-Merton,
por exemplo, partem do pressuposto de que a volatilidade do ativo subjacente é constante. No
entanto, essa suposicao esta muito longe da realidade. A volatilidade de um ativo, assim como o
seu preco, varia no tempo, mas ao contrario do preco do ativo, a volatilidade nao ¢ diretamente

observavel. Ela pode ser estimada a partir de modelos de volatilidade condicional, nascidos a



partir dos trabalhos de Engle (1982) e Bollerslev (1986), e outras varia¢des, como modelos de
volatilidade estocéstica.

Ao longo dos ultimos anos, diversos estudos analisaram o desempenho do hedge
dinamico baseado em diferentes combinagdes de ativos ¢ derivativos e em diferentes formas de
modelar a volatilidade ao longo do tempo (Bueno, 1999; Hilal et al. ,2011; Basher e Sadorsky,
2016; Kumar e Bose, 2019). Os estudos conseguiram mostrar a efetividade do hedge em relacao
a carteira de mercado ndo hedgeada. Certos modelos de estimagdo de volatilidade performaram
melhor que outros dependendo da classe de ativo e do horizonte de tempo, mas, no geral, os
modelos de volatilidade condicional performaram melhor que os modelos com volatilidade
estatica.

O objetivo principal deste estudo ¢ avaliar a performance do hedge realizado a partir da
composi¢do de uma carteira tedrica, investida no maior indice de agdes americanas, o S&P 500,
combinada com outro indicador inversamente correlacionado com o mercado, nesse caso o indice
VIX. Como objetivo secundario do trabalho, ¢ realizada a modelagem da volatilidade condicional
dos ativos usando modelos univariados e bivariados para constru¢do de uma estratégia de hedge
dindmica. Os dados utilizados sdo diarios, entre o periodo de 30/09/2013 - a 28/09/2023. A
performance da carteira ¢ comparada com a performance do indice, ¢ também iremos avaliar
métricas como o Valor de Hedge Relativo (RVH)

Este trabalho estd organizado da seguinte forma. Apods esta introducdo, o capitulo 2
apresenta o referencial tedrico com uma andlise dos principais artigos pesquisados. O capitulo 3
apresenta a metodologia, com os modelos de volatilidade condicional e as informagdes sobre a
construcao do hedge. O capitulo 4 traz o estudo realizado e a andlise dos dados. Finalmente, o

capitulo 5 apresenta as principais conclusoes.



Resumo

Este estudo visa explorar a eficacia de modelos de volatilidade condicional na estimativa
de razdes 6timas de hedge em um portfolio alocado no indice de a¢des das 500 maiores empresas
do mercado americano (S&P500).

A metodologia empregada se baseia em modelos de volatilidade condicional, buscando
identificar as razdes 6timas de hedge que maximizam a eficiéncia do portfolio. Os resultados
obtidos fornecem insights para investidores e gestores de portfélio, destacando a efetividade
desses modelos na mitigagdo de riscos.

O estudo contém uma analise qualitativa fundamentada em dados historicos de um

periodo abrangente de 10 anos para avaliar a performance dos modelos.

Palavras-chave: Hedge, Portfolio, Indice

Abstract

This study aims to explore the effectiveness of conditional volatility models in estimating
optimal hedge ratios in a portfolio allocated to the index of the 500 largest companies in the
American market (S&P500).

The methodology employed relies on conditional volatility models, seeking to identify
optimal hedge ratios that maximize portfolio efficiency. The obtained results provide insights for
investors and portfolio managers, highlighting the effectiveness of these models in risk
mitigation.

The study includes a qualitative analysis grounded in historical data spanning a

comprehensive 10-year period to assess the performance of the models.

Keywords: Hedge, Portfolio, Index



2. Referencial Teorico

Hedge, no contexto financeiro, refere-se a uma estratégia que visa proteger um investidor
contra flutuacdes indesejadas nos precos de ativos financeiros. De acordo com Bueno (1999), o
hedge envolve uma transagcdo de determinado objeto, segundo um horizonte de tempo, com o
objetivo de protecdo contra variagdes indesejadas da riqueza do investidor.

O objetivo do hedge ¢ minimizar ou eliminar o impacto dessas variagdes nos resultados
financeiros. Existem diversas técnicas e instrumentos disponiveis para realizar operagdes de
hedge, envolvendo o uso de derivativos como contratos futuros e opcdes, além da combinagdo de
ativos que nao sao perfeitamente correlacionados, que € o caso desse estudo.

A razdo de hedge, que representa a posicao a ser montada em um ativo (que normalmente
¢ um derivativo) para compensar possiveis perdas na posi¢do original de outro ativo, ¢ estimada
com base em informacao sobre as volatilidades de ambos os ativos e a correlacdo entre eles.

Por isso, é fundamental compreender os modelos de volatilidade usados na avaliagao dos
ativos financeiros e de carteiras. Apesar de ndo ser diretamente observavel, a volatilidade
apresenta caracteristicas notadamente presentes em retornos de ativos. A existéncia de clusters, o
desenvolvimento temporal de forma continua e sua variagdo limitada em determinado intervalo
pressupdem que séries de volatilidade podem ser tratadas como estacionarias (Tsay, 2016). Os
modelos de volatilidade condicional, como 0 GARCH (Generalized Autoregressive Conditional
Heteroskedasticity) e suas variantes, estimam a volatilidade com base em observacgdes passadas
de volatilidade de retornos de um ativo. Em contraste, os modelos de volatilidade incondicional
assumem que a volatilidade ¢ constante e nao depende do tempo.

Em muitos modelos, ¢ comum considerar a volatilidade como uma constante, calculada
pela observacdo do desvio padrao de um ativo durante um certo periodo de tempo. A
caracteristica distintiva dos modelos GARCH ¢ que eles reconhecem que a volatilidade dos
retornos de um ativo varia no tempo. Durante alguns periodos, a volatilidade de um determinado
ativo e sua covariancia com outros ativos podem ser relativamente baixas, enquanto em outros
periodos podem ser relativamente altas. Esse modelo acompanha as variagdes na volatilidade ao

longo do tempo.



Inimeros estudos sobre desempenho de hedge ja foram realizados comparando a
efetividade de modelos que consideram volatilidade condicional contra incondicional. Um
levantamento feito por Kumar e Bose (2019) concluiu que um modelo GARCH multivariado
dindmico supera outros modelos estaticos e melhora a eficacia do hedge. Buyukkara et al (2022)
concluem, a partir da analise de diversos estudos, que diferentes modelos GARCH que permitem
o céalculo de volatilidades condicionais geralmente performam melhor do que os casos em que a
volatilidade ¢ tratada de forma constante estimada a partir de minimos quadrados ordinarios.

A razdo de hedge desempenha um papel fundamental em estratégias de gerenciamento de
risco, € a evolu¢do da estimativa de volatilidade de incondicional para condicional trouxe
melhorias significativas na precisdo das previsdes de volatilidade. Resultados de pesquisas
mostram que estratégias de hedge com base em razdes de hedge estimadas a partir de modelos de
volatilidade condicional podem ser eficazes na reducao de riscos em carteiras financeiras.

Existem varios estudos andlogos que avaliam a efetividade de um hedge utilizando a
modelagem condicional de volatilidade. Todos esses estudos abaixo fizeram o uso de backtest, ou
seja, avaliacdo dos modelos propostos a partir de dados histdricos.

A tabela 1 apresenta algumas informagdes sobre os principais estudos pesquisados ao
longo deste trabalho, que também avaliam a performance de hedge baseado em estimativa de
volatilidade a partir de modelos condicionais. Os artigos se diferenciam pelos ativos utilizados
para construgdo da carteira (incluindo ativos e derivativos), bem como na técnica utilizada para

descrever a evolucao da volatilidade das séries de retornos e da covariancia entre os ativos.

Tabela 1 — Artigos sobre hedge dindmico



Autor

Ano

Ativo

Modelo

Resultado

Bueno

1999

Ibovespa, Dolar

GARCH

Técnica de
Hedge com
volatilidade
condicional teve
melhor
performance em
relacdo a estatica

Hilal et al.

2011

S&P500, VIX
Index

GARCH

Carteira
conseguiu
mitigar riscos de
cauda

Basher e
Sadorsky

2016

VIX Index, Ouro

GARCH

GARCH
multivariado foi
mais efetivo no
hedge de uma
carteira EM com
o VIX e ouro

Lai

2019

S&P500,
DAX30,
KOSPI200
(futuro e a vista)

GARCH
mutivariados

O autor analisa a
efetividade de
hedge usando
diferentes
modelos
GARCH
multivariados e
identifica o
melhor deles
para os dados
analisados

Buyukkara et al

2022

Futuros de
Moeda Turca

OLS e GARCH

Ambos os
modelos foram
efetivos na
reducao da
volatilidade da
carteira sem
comprometer os
retornos

Ali et al.

2022

S&P500, FSTE,
VIX Index, Oil

GARCH

Carteira teve
uma
performance de
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hedge melhor
utilizando o VIX

Bueno (1999) comparou inumeros tipos de modelos GARCH utilizando o Ibovespa e
contratos de ddlar como hedge. Foi observado que os modelos mais sofisticados de GARCH
(como os multivariados) de fato diminuiram mais a exposi¢ao a risco em relacao aos univariados.
O autor também destacou a dificuldade operacional de utilizar os modelos multivariados.
Considerando o uso de derivativos na construcdo do hedge, porém no caso de indices a vista e
futuro de indice das bolsas americana, alemi e coreana.

Hilal et al. (2011) fizeram um estudo para avaliar a mitigacdo de efeitos de cauda ao
hedgear uma carteira alocada no S&P500 e fazendo hedge com o VIX. Dois modelos GARCH
foram comparados com a carteira ndo hedgeada, e ambos tiveram uma melhor performance que o
portfolio ndo hedgeado.

Basher e Sadorsky (2016) fizeram um estudo comparando a efetividade de modelos de
correlagdo constante e dindmica e modelos de GARCH multivariado na determinagdo do hedge
de uma carteira de mercados emergentes com petroleo, VIX e ouro. Eles concluiram que a razao
de hedge varia significativamente com o decorrer do tempo, e que, embora todos os modelos
tenham conseguido ser efetivos, alguns modelos foram melhores que outros para certos ativos.

Lai (2019) avalia a efetividade do hedge comparando diferentes modelos GARCH
multivariados, dentre eles o BEKK (Babba-Engle-Kraft-Kroner), DCC (Dynamic Conditional
Correlation) e 0 GARCH ortogonal generalizado.

Buyukkara et al. (2022) compararam a efetividade de inumeros ativos como petroleo,
ouro e futuros de moeda como hedge de uma carteira de mercado. O estudo constata que a
efetividade de hedge varia de acordo com o tempo. Por exemplo, o ouro durante a pandemia foi
pouco efetivo como um hedge para a carteira de mercado. O concluiu que o modelo GARCH
conseguiu gerar um hedge efetivo.

Ali et al. (2022) utilizaram uma amostra de dados dos indices de mercado dos paises G12
de 1994 até 2021, e utilizaram modelos GARCH multivariados para comparar a performance do
hedge feito com vérios instrumentos (VIX, benchmark de titulos locais, petrdleo, entre outros) a
fim de determinar o de melhor resultado. Concluiram que, dentre os ativos utilizados para hedge,

o VIX teve o melhor desempenho.
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Neste contexto, este trabalho apresenta a investigagdo da eficacia de estratégias de hedge
com base em razdes de hedge estimadas a partir de modelos de volatilidade condicional
univariados e bivariados para uma carteira alocada em S&P500 e indice VIX para um periodo
mais recente.. O problema principal a ser abordado ¢ a gestdo de riscos em carteiras de
investimentos em um ambiente financeiro volatil, considerando os dados mais recentes possiveis,
J& ap6s a pandemia do Coronavirus.

O VIX ¢ um indice criado pela Chicago Board Options Exchange (CBOE) projetado para
medir a volatilidade implicita no mercado de opg¢des de agdes do S&P 500. A volatilidade
implicita ¢ uma medida das expectativas dos investidores em relagdao a volatilidade futura do
mercado.

Os movimentos do VIX sdo amplamente conhecidos por terem uma correlacdo negativa
com os retornos dos indices de ag¢des (Hilal, 2011). De acordo com Sloyer (2008), uma queda
abrupta no S&P500 esta frequentemente associada a um aumento acentuado no VIX. Por isso, o
VIX oferece capacidades aprimoradas para diversificagdo de risco e prote¢do contra riscos de

queda.
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3.Metodologia

3.1 Analise de ajuste de modelos

A FAC ¢ usada para investigar a dependéncia temporal ou a estrutura de correlagao
interna dentro de uma série de dados ao longo do tempo. Ela ¢ definida como a covariancia entre

a série e suas versoes passadas. A FAC observada em um lag “k” ¢ dada por

COU(Rt ’ Rt—k) (1)

FAC(k) = Var ()

Ou seja, a FAC em um lag "k" indica o grau de correlacao entre a série temporal no tempo
"t" e no tempo “t- k" unidades atrds. Obtém-se, assim, um grafico com quantos /ags queremos
observar. Nesse estudo, analisamos FACs com 20 /ags. A ideia seria buscar valores baixos para
todos os lags para garantir a independéncia dos valores e ter uma modelagem melhor.

Além da FAC, avalia-se os modelos de acordo com os critérios de AIC e BIC.

O Akaike Information Criterion (AIC) ¢ uma abordagem para a avaliagdo do ajuste do
modelo estatistico a realidade dos dados. Ele busca encontrar um equilibrio entre a capacidade do
modelo de descrever os dados (ajuste) e sua simplicidade (complexidade). Isso ¢ importante
porque modelos excessivamente complexos podem se ajustar perfeitamente aos dados de
treinamento, mas podem ndo generalizar bem para novos dados. Esse fenomeno ¢ chamado de

overfitting.

AIC = = 2In(l) + 2p )

onde p = niimero de pardmetros do modelo e L uma fungdo que se relaciona com quao bem o
nosso modelo se ajusta aos dados observados; ¢ uma func¢do que descreve a probabilidade de

observar os dados que temos, assumindo que um determinado modelo estatistico seja verdadeiro.
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Além do AIC, utiliza-se também o BIC para avaliar a performance do modelo. Sao
critérios parecidos, mas o BIC penaliza menos pela quantidade de fatores e introduz uma

penalidade para o tamanho da amostra:

BIC = — 2log(L) + plog(n) 3)

onde n = numero de dados na amostra.

3.1.1 Defini¢cdo de parametros dos modelos

Os parametros ideais dos modelos serdo determinados por meio da andlise da Fun¢ao de
Autocorrelagdo com 20 lags. Além disso, serdo calculados os critérios de Informacao de Akaike
(AIC) e Bayesiano (BIC) para nove cenarios possiveis de modelos ARMA(p,q) ¢ GARCH(p,q),

com p e g variando de 1 a 3.
3.2. Modelos de volatilidade condicional

Neste trabalho, sdo utilizados log-retornos diarios, calculados da seguinte forma.

P, 4
R = In( Pt—l)

onde Pt ¢ o prego do ativo de interesse (S&P500 ou indice VIX). Os modelos de interesse

pressupdem a modelagem da média e da variancia condicional de Rt respectivamente dados
como (Tsay 2016):

= 5
¥ E [Rt|F . 1] (5)

t
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o, = Var[RIF,_|= E[(R —w)'IF,_] ©

onde F 1 denota o conjunto de informacdo disponivel em t — 1, tipicamente representado por

uma fungao linear de retornos passados.

A média da série de retornos pode ser modelada como um modelo ARMA, amplamente
utilizado para anédlise e previsdo de séries temporais. Ele combina dois componentes principais: a
parte autoregressiva (AR) e a parte de média movel (MA). O ARMA consegue capturar bem a
sazonalidade e tendéncias em séries temporais.

A parte auto-regressiva de um modelo ARMA representa a dependéncia da série temporal
em relacdo a seus proprios valores passados. A parte de média movel considera uma média
ponderada dos erros passados, representando a influéncia dos erros de previsao passados sobre o
valor atual da série, de modo que o modelo ARMA(p,q) combinando os dois componentes pode

ser escrito como

q (7)

onde St ¢ o residuo, uma vez ajustado o modelo ARMA adequado. Para tanto, deve-se analisar as

funcdes de autocorrelacdo (FAC) e autocorrelacdo parcial (FACP) para a ordem adequada do
modelo, bem como medidas de ajuste do modelo, sendo as mais conhecidas o AIC e o BIC
mencionados na se¢ao anterior.

Apos aplicar o modelo ARMA as séries, podemos fazer a avaliagdo da heteroscedicidade
a partir do grafico dos residuos e dos residuos ao quadrado, na busca também de efeito ARCH, o
que caracteriza uma volatilidade condicional no tempo. Os gréaficos de residuos sdo uma parte
fundamental da andlise da série temporal, pois ajudam a validar a adequacdo do modelo
escolhido. Pode-se realizar o teste LM Arch nos residuos para comprovar a auséncia ou
existéncia de efeitos ARCH, que caracterizariam, neste caso, a necessidade da modelagem da

evolugao temporal da volatilidade.
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A defini¢ao da evolucao da volatilidade condicional se baseia, portanto, na volatilidade do

erro € , de modo que

O'f = Var[st|Ft_1]= Var[Rt|Ft_1] ®)

3.2.1. Modelos de volatilidade condicional univariados

De acordo com Bueno (1999), o aumento crescente da importancia do risco e da incerteza
na teoria econdmica moderna implicaram o desenvolvimento de novas técnicas econdmicas de
séries temporais que permitem a modelagem temporal de variancias e covariancias. O uso dos
modelos de heterocedasticidade condicional auto-regressiva permitem modelar processos nos
quais a variancia da série ndo € constante ao longo do tempo e pode ser tratada de forma
condicional a informagdes passadas.

Engle (1982) propds o primeiro modelo de varidncia condicional, o modelo ARCH
(Autoregressive Conditional Heteroskedasticity). O modelo ARCH assume que os residuos de
um modelo ARMA seguem uma estrutura de heterocedasticidade condicional. A volatilidade

condicional ¢ modelada como uma funcdo auto-regressiva dos erros do periodo anterior, sendo

expressa da seguinte maneira:

) a ©

2, A .. .
onde o ¢ a variancia condicional no tempo e a, ¢ um termo constante.

O modelo ARCH nao consegue capturar efetivamente a persisténcia de choques na
volatilidade. Os fenomenos do mundo real parecem ter periodos volateis seguidos por periodos
de pouca volatilidade (Tsay, 2016). O modelo GARCH estende o modelo ARCH incorporando
termos de média mdovel (MA) na modelagem da volatilidade condicional, sendo o GARCH(1,1)

um dos mais amplamente utilizados.
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Bollerslev (1986) introduziu o modelo de heterocedasticidade condicional auto-
regressiva generalizada, conhecido como GARCH. Nesse modelo, a variancia condicional ¢

definida da seguinte maneira:

q p (10)

3.2.2. Modelos Multivariados

De forma mais realista, as aplicacdes em finangas sdo multivariadas, ou seja, envolvem
mais de um ativo em uma carteira. Ao levantar dados destes ativos, € necessario trabalhar com a
matriz de variancia-covariancia entre eles. A extensdo da abordagem de modelos multivariados
para modelos de heterocedasticidade condicional abre um novo problema, especialmente pela
dificuldade de estimagdo por conta do niumero de parametros necessarios (Guidolin e Pedio,
2018). Tsay (2016) e outros autores também usados como referéncia nesse trabalho ( Irem et al..
2012; Guidolin e Pedia, 2018) apresentam algumas generalizagdes propostas na literatura para

estes modelos.
3.2.2.1. Modelo VECH

O modelo GARCH univariado pode ser generalizado de forma direta pelo modelo VECH
de Bollerslev, Engle e Wooldridge (1988). Cada variadncia e covariancia condicional ¢ escrita
como fun¢ao de variancias e covariancias condicionais defasadas, bem como dos erros quadrados
defasados e produtos cruzados dos erros passados. Para o caso do modelo VECH geral

N-dimensional do GARCH (p,q)

q , P
Y )= A B P
vech( t) c + El jvech(st_jst_j) + El jvech( t_j)
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onde vech( ) é o operador que empilha as colunas da parte triangular inferior da sua matriz

quadrada, Zt ¢ a matriz de varidncia-covariancia relacionando os N ativos, €. ¢ o vetor de

residuos da série com defasagem j, ¢ ¢ um vetor N(N+1)/2 x 1, ¢ A],ij Sdo matrizes de

parametros nas dimensdes adequadas.

Para o caso de dois ativos, o operador pode ser escrito como

2

g

0%,1& 12t |\ _ b
vech(Zt)z vech( 5 |)= |12
0214 D2y 2

Oyt

O modelo, apesar de flexivel, traz algumas desvantagens por conta da necessidade de

restricdes a serem impostas de modo que a matriz de varidncia covariancia Zt seja positiva

definida, além do niimero de pardmetros que precisa ser estimado.

Para dois ativos, o modelo VECH-GARCH (1,1) pode ser escrito como

vech(Zt) =c+ A vech(st_lst_l) + B vech(Zt_l)

2 2

It 1 a1 a1z a3 ro2 . b1 bz big] | %1t1
Li-1 C1t-1

Tiop| = [Cro| + @21 a2 as . 2 + |b21 b2 bos| |T1241
2.4-1 €241

ol Cy3 a3 az  ass ot ot bsi b3 bas] |02, |

Mesmo para um modelo simples, o nimero de parametros ¢ grande. Uma simplificagdo ¢
o chamado modelo VECH Diagonal, em que as matrizes A e B s3o tidas como diagonais. Nesse

caso, a variancia condicional de cada série dependera apenas do quadrado do erro do seu retorno
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passado e da variancia passada. A relagdo entre as duas séries se da através da equagdo da

covariancia. Para dois ativos, o modelo pode ser escrito como

Ul,t C11 ail 0 0 62 € bll 0 0 Jl,t—l
1,t—1 1,t—1
Tl = ez + 10 axp O . 22 + [0 by O [0124
2 2,t—1 24—1 2
o5, C22 0 0 as3 0 0 b3 T54 1

de modo que as equagdes de variancia e da covariancia sao

2 N 2 +b 2
Gu = a11€1,t—1 1101,t—1
o =c a._s € b_o
12, 12 + 22°1,t—1"2,t—1 + 22 12,t—1
- c._+a sz +b -
o. = o
2t 22 33°2,t—1 33 2t—1

Apesar de menos pardmetros, o modelo VECH Diagonal ainda ndo garante uma matriz de

variancia- covariancia positiva definida (Baur, 2006)
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3.2.2.2. Modelo BEKK

Devido as limitagdes do VECH-GARCH e restricdes que devem ser imputadas aos
pardmetros para garantir a sua validade, um modelo multivariado que pode ser visto como uma
extensao e que se mostrou de mais facil utilizacdo foi o BEKK-GARCH de Babba, Engle, Kraft e
Kroner (1990). Ele também permite explicitar as covaridncias condicionais entre os ativos, reduz
o numero de parametros a serem estimados e aborda uma das dificuldades do modelo VECH,
garantindo que a matriz de covariancias € sempre positiva definida. Na sua forma geral, ele ¢

escrito como

. N 4 :
T =CC+YAe ¢ A+ YBX B
t oy e 2 e

onde Aj, Bj e C sao matrizes NxN e C ¢ uma matriz triangular. Para dois ativos, o modelo

BEKK-GARCH (1,1) pode ser escrito como

S =CC+Ac ¢ A+BS B
t 1 t—1

t—1 t—

2
E14-1 €11

2 ,
01+ %124 cin 0] [ein ez a1 Q12 ail  ag
. | = 0 + €t-1 €241
Oa1t  Oay €21 C22 C22 a1 a2 a2 a2

€11 €2t-1

+{b11 b12] U%,t—l 012,t—-1 [511 b21}

ba1 be2] o911 03,4 | Lbiz D2

Novamente, uma simplificagdo ¢ o chamado modelo BEKK Diagonal (Engel e Kroner,
1995), em que as matrizes A e B sdo tidas como diagonais. Nesse caso, a variancia condicional

de cada série também dependera do quadrado do erro do seu retorno passado e da variancia

20



passada, mas, nesse caso, as expressdOes para as variancias € a covariancia condicionais
compartilham alguns parametros em comum. Para dois ativos, o modelo pode ser escrito como

(Erten et al., 2012):

-2
€141 C1t-1

2 -
Tt Ti2¢| e 0| e em a;; 0 a;; 0
5 = + €at-1 €241
To1s  Ohy co1 c22] [0 e 0 az] 0 a

2
(€161 €241

N bu O U%,t—l o121 [by; O

2
O21,t—-1  Og4 1 | 0 ba

2 2 n 2 2 +b2 2
Gl,t_cll a11€1,t—1 1161,t—1

012,t - C11621 + a11a22€1,t—1€1,t—2 + b11b22012,t—1

02 —c2+c2+a282 +bZ(52
2t 21 22 22°2,t—1 22 2t—1

Para modelar as variancias € a covariancia condicionais neste trabalho, € utilizado o

modelo BEKK Diagonal.
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3.3. Hedge

Os modelos de volatilidade podem ser ajustados in-sample (para uma parte da série), de
modo que uma outra parte, chamada de out-of-sample, pode ser utilizada para aplicagdo e analise

do hedge dinamico.

3.3.1 Taxa de Hedge

A razao 6tima de hedge ¢ uma medida que quantifica a proporc¢ao ideal de ativos de hedge
necessarios para proteger uma carteira de investimentos contra o risco. De modo geral, ela ¢ dada
pela razdo da covariancia entre o ativo de hedge e a carteira, e a variancia desse ativo, sendo

definida como proposta em Myers e Thompson (1989):

Cov (Rm,Rh) (25)
Var (Rh)

onde Rm e Rh representam os retornos do ativo fonte e do ativo para hedge, respectivamente.
No caso em que se considera a modelagem da covariancia e da variancia de forma

condicional, pode-se escrever a taxa de hedge como

Cov, _,(Rp.Rh) (26)
(Rh)

t Vartlt—l

O retorno da carteira construida com base no hedge pode ser descrito da seguinte forma

R=(1-hR_ +hR, 27)
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Neste trabalho, a taxa de hedge varia a cada dia, dado que a variancia e a covariancia
(dependendo do modelo) variam todo dia. A fim de praticidade, a carteira ¢ rebalanceada a cada

sete dias para simular um cendrio mais pratico em termos de custo e de tempo.

3.3.2 Avaliacao do Hedge

Para avaliar a performance do hedge, pode-se utilizar a métrica de Relative Value Hedge
(RVH), como em Bueno (1999).

O RVH ¢ calculado como a razao entre o desvio padrao da diferenca entre o retorno da
carteira e o retorno do hedge e o desvio padrdo do retorno da carteira. Trata-se de verificar qual a

reducdo de risco obtida em relagdo a um indice meta.

. (28)

Além de verificar a eficacia do hedge dindmico através do RVH, neste trabalho ¢
apresentada também a comparagdo da performance do hedge contra o indice S&P500 e também
contra um modelo com a razdo de hedge estatica durante o periodo todo.

Também sera avaliada a performance do hedge calculando o indice Sharpe das carteiras.
O indice Sharpe informa o retorno de uma carteira ajustada pelo risco, sendo calculado pela razao

da diferenca entre o retorno da carteira e a taxa livre de risco e o desvio padrio da carteira.

(R —R) (29)

o
p

S =
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4. Resultados

Neste capitulo, sdo apresentados os resultados do estudo. Sdo comparadas 4 carteiras
diferentes.

A primeira carteira representa apenas o indice do S&P500. A segunda carteira esta
alocada no indice de mercado, e estaticamente hedgeada comprando o indice VIX, mas sem a
preocupacao de tratamento da volatilidade dos ativos de forma condicional.. A terceira carteira
baseia-se no hedge com o VIX de maneira condicional, pois a volatilidade de cada indice foi
modelada condicionalmente em relagdo ao tempo. A ultima carteira foi semelhante a terceira,
mas além da volatilidade condicional, a covaridncia das séries também foi modelada de forma
condicional. Todas as 3 carteiras modeladas apresentam retornos diferentes porque as taxas
diarias de hedge sdo diferentes.

Cada modelo foi construido e avaliado em relagdo ao desempenho da carteira e a
capacidade de gerenciar o risco. Os resultados obtidos em cada modelo s3o discutidos no
trabalho, e uma analise aprofundada das implica¢des desses resultados ¢ apresentada.

Um ponto importante foi a defini¢do da taxa livre de risco utilizada. Como a base consiste
de dados de 2013 a 2023, foi considerado o rendimento da Treasury de 10 anos dos Estados
Unidos como referéncia. Durante o periodo analisado o retorno do titulo foi de 2,22% a.a, sendo

esta a taxa utilizada para as analises realizadas.
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4.1 Base de Dados

Os dados utilizados neste trabalho foram obtidos do Yahoo Finance. A Figura 1

apresenta os retornos e precos diarios do S&P 500 no periodo 30/09/2013 a 28/09/2023 e

a Figura 2 apresenta as mesmas informacdes para o VIX

Figura 1 - Retornos do S&P 500
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Figura 2 - Retornos do VIX Index
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Conseguimos identificar, por meio das figuras, notdveis clusters de volatilidade
caracterizados por periodos de intensa oscilacdo nos retornos do S&P 500. Esses clusters sdo
visualmente destacados no final de 2015, no inicio e no final de 2018, e de maneira mais
acentuada durante a precificagdo da pandemia em margo de 2020.

E essencial compreender que esses clusters de volatilidade representam momentos criticos
nos nossos modelos, pois demonstram a importancia de considerar a modelagem da volatilidade
condicionalmente. A capacidade de adaptar os modelos de volatilidade para capturar as variagcoes
dinamicas nas condi¢des de mercado se mostra especialmente valiosa durante esses periodos.

Para ajuste dos modelos, o periodo in-sample utilizado compreendeu o periodo de
30/09/2013 a 31/12/2022. O periodo de 01/01/2023 a 28/09/2023 foi utilizado para a anélise
out-of-sample, de avaliagao de performance do hedge.

Para desenvolvimento da aplicagao deste trabalho, foi utilizado o Python como linguagem
de programacao das informagdes acerca dos modelos univariados e do hedge e o Eviews para
modelagem bivariada.

A primeira carteira considera apenas o ativo S&P500 sem a incorporacao de qualquer
estratégia de hedge. O principal objetivo dela era estabelecer uma linha de base para avaliar a
eficacia dos modelos subsequentes. O S&P500 apresentou um retorno médio de 11,14% a.a
durante o periodo de estudo, com uma volatilidade anualizada de aproximadamente 17,8% e

indice Sharpe de 0,51.

4.2 Descricao do modelo estatico

O modelo com taxa de hedge fixa considera volatilidade constante para ambos os ativos e
covariancia também estatica entre eles observando o periodo inteiro.

A volatilidade anual estimada dos retornos do S&P500 foi de 17,8% e do VIX foi de
21,6%, a correlacao entre eles foi de -0,73.

O segundo modelo gerou um retorno médio de 11,0% a.a durante o periodo de estudo,

com uma volatilidade anualizada de aproximadamente 12,7% e indice Sharpe de 0,70.
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4.3 Descricao dos modelos condicionais

De acordo com o descrito na secdo 3.1, inicialmente, ¢ necessario ajustar o modelo
ARMA para a evolugdo da média dos retornos de cada uma das séries. As Figuras 3 e 4
apresentam a FAC dos retornos do S&P500 e do VIX, respectivamente, de modo que sdo
observados valores significativos (pintados em laranja) para alguns dos lags nos dois casos.
Importante notar que o lag(0) sempre terd uma autocorrelacdo de 100% por estar comparando um

dado com ele mesmo

Figura 3 - FAC do S&P 500
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Figura 4 - FAC do Vix Index
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Na avalia¢ao dos valores de AIC e BIC para todos os modelos, avaliamos diferentes

valores de “p” e “q” entre 1 e 3, nos dando um total de 9 combinacgdes.

A Tabela 2 apresenta os valores dos critérios para a série de retornos do S&P500.

Tabela 2 - Valores do AIC e BIC para o ARMA aplicado sobre os retornos do S&P 500

ARMA(p,q) AIC BIC
(1,1) -15513.74 -15490.42
(1,2) -15514.54 -15485.39
(1,3) -15517.71 -15482.73
@2,1) -15517.14 -15487.99
2,2) -15513.11 -15478.11
2,3) -15514.35 -15473.54
3.,1) -15515.19 -15480.2
(3.2) -15561.68 -15520.85
3.3) -15512.93 -15465.71

Observa-se o melhor ajuste dado pelo modelo ARMA(3,2), tanto analisando em relagdo a
FAC quanto em relagdao aos menores valores de AIC e BIC. A Figura 5 apresenta os parametros

estimados para o modelo.
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Figura 5 - Coeficientes do ARMA(3,2) aplicado no S&P500
SARIMAX Results
Dep. Variable: Log Return  No. Observat
Model : ARTMA(3, @, 2] Log Likelihood
Date: AIC

Time:
Sample:

Covariance Type:

Ljung-Box (L1) (Q): .27 Jarque-Bera (JB):
Prob(Q): " Prob{JB):
Heteroskedasticity (H): . Skew:

Prob(H) (two-sided): . Kurtosis:

A equacao referente a0 ARMA(3,2) para o S&P500 pode ser escrita da seguinte forma

— 0, 26¢ + €
m,

Jt—2 m,t

R =—0,0004 — 0,74R + 0,23R + 0,14R + 0, 62¢
m, mit—1 m,t—2 m,t—3 mit—1

A Figura 6 apresenta a FAC dos residuos do S&P500 ap6s ajuste do modelo. Importante

notar que no lag=0, a FAC teré valor de 100% por sempre comparar um dado com ele mesmo.
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Figura 6 - FAC do ARMA(3,2) aplicado nos retornos do S&P 500
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Para os retornos do VIX, foi realizada anélise da mesma forma e o modelo ARMA(1,1)

teve o melhor ajuste. A Figura 7 apresenta os parametros estimados para o modelo.

Figura 7 - Coeficientes do ARMA(1,1) aplicado no VIX Index
SARIMAX Results

Dep. Variable: Log Return Mo. Observations:
Model : ARTMA(1, @, 1) Log Likelihood
Date: Mon, 13 N 5 AIC

Time: 11:37:2 BIC

Sample:

Covariance Type:

const
ar.L1
ma.Ll
sigma2

Prob(Q): Prob(JB):
Heteroskedasticity (H): Skew:
Prob(H) (two-sided) . {urtosi
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A equagdo referente ao ARMA(1,1) para o VIX pode ser escrita da seguinte forma

R =-354%10 "+ 0,93R _— 0,99¢  +¢
ht—1 ht—

ht 1 m,t

A Figura 8 apresenta a FAC dos residuos do VIX apds ajuste do modelo, evidenciando

que as autocorrelacdes foram tratadas de forma satisfatoria.

Figura 8 - FAC do ARMAC(1,1) aplicado nos retornos do VIX Index

ACF for ARMA (1,1) Model (VIX Retums)
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Ao analisar a Fun¢ao de Autocorrelagcdo dos residuos ao quadrado, conforme Figuras 9 e
10 para o S&P500 e o VIX, nota-se que ainda existe presenga de autocorrelacdo na volatilidade
em ambas as séries. Esta ¢ a indicacdo de presenca de heterocedasticidade nas séries, que precisa

ser tratada a partir do ajuste de modelos de volatilidade condicional.
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Figura 9 - FAC*2 do ARMA(3,2) aplicado nos retornos do S&P 500
ACF~2 for ARMA(3, 0, 2) Model (S&P Returns)
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Figura 10 - FAC"2 do ARMA(1,1) aplicado nos retornos do VIX Index
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A aplicacao do teste LM ARCH nos residuos de ambas as séries evidencia a presenca de
heteroscedicidade. Para ambas as sérias a hipotese nula de auséncia de efeito ARCH foi rejeitada

para validar o efeito ARCH.
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Constata-se, assim, a necessidade de utilizar o modelo GARCH.

4.2.1 Ajuste dos modelos GARCH Univariados

Para ajuste dos modelos GARCH de cada série, foram realizadas analises similares as
({4

realizadas para o ajuste dos modelos ARMA., Definimos os valores de “p” e “q” usando as

mesmas métricas de avaliacdo e, para ambas as séries, optou-se pelo GARCH (1,1).

Neste caso, o teste LM ARCH aplicado apdés a modelagem com o GARCH teve
resultados satisfatorios, com a nao rejei¢do da hipdtese nula. Assim, ndo foi possivel provar a
existéncia de efeitos ARCH ap6s a modelagem.

As Figura 11 e 12 apresentam os parametros estimados para os modelos GARCH(1,1)
para a série do S&P500 e do VIX, respectivamente.
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Figura 11 - Coeficientes GARCH(1,1) sob o S&P500

Dep. Variable: None
Mean Model: Constant Mean
Vol Model: GARCH
Distribution: Normal
Method: Maximum Likelihood

omega
alpha[1]
beta[1]

Covariance estimator: robust

R-squared:

Adj. R-squared:
Log-Likelihood:
AIC:

BIC:

No. Observations:
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Figura 12 - Coeficientes GARCH(1,1) sob o VIX Index

Dep. Variable: None
Mean Model: Constant Mean
Vol Model: GARCH
Distribution: Normal
Method: Maximum Likelihood

Adj. R-sguared:
Log-Likelihood:
AIC:

BIC:

No. Observations:
Df Residuals:

Df Model:

Mean Model

omega
alpha[1]
beta[1]

Covariance estimator: robust
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Os modelos GARCH(1,1) estimados para o S&P500 e para o VIX podem, portanto, serem
escritos da seguinte forma:

S&P 500:
2 -6 2 2
- = 2,398 %10 ° + 0,20¢ + 0,780
m,t mt—1 ht—1
VIX Index:
o- = 9,82*%10 © 4+ 0,28 _ + 0,570
e 7’ ’ mt—1 ’ ht—1

No modelo com GARCH univariado, a razdo de hedge varia diariamente por causa da
volatilidade modelada através do GARCH(1,1) aplicado em cada uma das séries.

Para aplicacao do modelo, a correlagdo foi considerada estatica, de modo que foi utilizado
o mesmo valor da carteira de hedge estatico, ou seja, uma correlagdo de -0.729. A covaridncia
entre os ativos varia por conta da variacdo da volatilidade individual de cada um deles.

4.2.2 Ajuste do modelo GARCH Bivariado

Para estimativa do modelo GARCH bivariado, foi considerada a especificagdo do BEKK
diagonal, como apresentado na se¢do 3.1.2. Os modelos para a volatilidade e a covariancia dos
ativos foram estimados a partir do software Eviews. Nesse caso, a covariancia também ¢ tratada
de forma condicional, evoluindo ao longo do tempo.

A Figura 13 apresenta os parametros estimados para o modelo bivariado.

Figura 13 - Parametros do BEKK Diagonal
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Estiration Method: ARCH Maximum Likelihood (BFGS I Marquardt steps)

Covariance specification: Diagonal BEKK

Date: 10024723 Time: 16:13

Sample: 1 2330

Included observations: 2330
Total system (balanced) observations 4660
Fresample covariance: backcast (parameter=0.7)

Convergence achieved after 26 iterations

Coefficient covariance computed using outer product of gradients

Coefficient Std. Errar Z-Statistic Fraob.
Variance Equation Coefficients
Ciy 3.08E-06 2. B5E-07 11.64505 0.00o0a0
C( -3.41E-05 Z91E-06 -11.69447 0.000a0
Ci 0.0005822 A.26E-05 9.925316 0.00o0a0
Cid) 0.386609 0.011363 34 02200 0.000a0
Cia) 0.292225 0.008695 33.60681 0.000a0
Cia) 0.904037 0.005343 169.2059 0.000a0
C{h 0.910323 0.007077 128.6360 0.000a0
Log likelihood 1171096  Schwarz criterion -10.02903
Avg. log likelihood 2513082 Hannan-Guinn criter. -10.04002
Akaike info criterion -10.04R32
Transformed Yariance Coefficients
Coefficient Std. Errar Z-Statistic Froh.
W1 1) 3.03E-06 2.B5E-07 11.64505 0.0000
W1, 2) -3.41E-D05 ZH1E-06 -11.69447 0.0000
M2 2 0.000522 5.26E-0% §.925316 0.0000
A1(1,1) 0.3866049 0.011363 34.02200 0.0000
A2 0292225 0.008695 33 60681 0.0000
B1{1.1) 0904037 0.005343 169.2059 0.0000
B1{2.2) 0910323 0007077 128.6360 0.0000

As equagdes para as variancias e covariancia podem ser escritas da seguinte forma:
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S&P 500:

2

o° =308%*10° + 0,156 _ + 0,810
m,t m, m,

t—1 =1

VIX Index:
2

o, =521%10 " + 0,85¢, _

2
he + 0, 820h,t—

1 1

Covariancia:

6 = —341*%10"° + 0,11¢

mh,t

+ 0, 820mh

m(t—1)Ch(e—1) t—1

No modelo com BEKK, sendo um GARCH bivariado, a razao de hedge varia diariamente

tanto por causa da volatilidade modelada para cada ativo, como por causa da evolugdo dindmica

da covariancia entre eles.

A Carteira gerou um retorno médio de 12,03% a.a durante o periodo de estudo, com uma

volatilidade anualizada de aproximadamente 12.59% e indice Sharpe de 0.796.
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4.4 Resultados do hedge

A partir da modelagem da volatilidade e covariancia dos retornos dos ativos no periodo
in-sample, a performance do hedge da carteira foi analisada no periodo in-sample (01/01/2013 a
31/12/2022) e out-of-sample (01/01/2023 a 29/08/2023). Foram construidas carteiras com base
nas razoes de hedge apresentadas nas secdes anteriores, considerando o modelo estatico (em que
as volatilidades sdo constantes, bem como a covariancia), o modelo univariado (em que as
volatilidades evoluem no tempo, mas a correlacdo ¢ considerada constante) e o modelo bivariado
(em que as volatilidades e a covariancia entre os ativos sdo tratadas de forma condicional).

A performance dos trés modelos ¢ comparada com a evolu¢do do S&P500, no caso em
que nenhum hedge ¢ realizado. A Figura 7 apresenta a evolucao do retorno das carteiras para os

quatro casos.

A linha vertical cinza nesta figura representa o corte entre os periodos in-sample e
out-of-sample.

Figura 14 - Retornos cumulativos das quatro carteiras
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Para as quatro séries, podem ser calculados os indicadores de performance do hedge
apresentados na sec¢ao 3.2.2.. A Tabela 3 apresenta o retorno anual, o RVH e o indice Sharpe.

Tabela 3 - Métricas de performance das quatro carteiras in sample

Carteira Retorno (a.a) RVH Sharpe
S&P500 11,14% N/A 0,51
Estatica 11,00% 0,705 0,70
Condicional 11,93% 0,735 0,75
Univariado
Condicional 12,03% 0,710 0,79
Bivariado

Tabela 4 - Métricas de performance das quatro carteiras out of sample

Carteira Retorno (a.a) RVH Sharpe
S&P500 12.07% N/A 0,73
Estatica 11.03% 0,635 0,79
Condicional 0,601 0,70
Univariado 8.93%
Condicional 0,638 0,69
Bivariado 8.97%

Ao considerar o periodo inteiro, observa-se que todas as estratégias de hedge sdo efetivas
na reducdo do risco da carteira de mercado. As trés carteiras construidas a partir do uso de hedge
tiveram retornos consideravelmente melhores para a mesma unidade de risco, conforme ilustrado
pelo aumento do Indice Sharpe em relagio ao S&P500 no periodo. Ndo houve um aumento tio

significativo do retorno anualizado em relagdo a carteira de mercado.
Dentre as trés carteiras que fizeram uso de hedge com o VIX, a modelagem condicional

da volatilidade, embora nao tenha reduzido o risco da carteira significativamente, teve uma

performance de destaque em relagdo a carteira que considerou a volatilidade estatica.
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Outro ponto interessante que pode ser observado no grafico foi quio mais robustas sdo as
carteiras hedgeadas em relacdo a eventos de cauda. Graficamente, pode-se observar a
performance das trés carteiras contra o mercado durante a precificagdo da pandemia em Margo de
2020. A maior perda didria do mercado da nossa base de dados foi de -8,5% no dia 23/03/2020.
Em comparagdo, a carteira hedgeada que pior performou nesse dia foi a do modelo estatico com

um retorno de -4%.

No periodo out-of-sample, que abrangeu o ano corrente, destacam-se caracteristicas
especificas do mercado que influenciaram o desempenho das estratégias de hedge. Durante este
periodo, observou-se um notavel em alta, chamado bull market, no S&P500. Este cenério foi
marcado por uma auséncia de grandes correcdes, refletindo em uma baixa volatilidade no

mercado.

Nesse contexto de bull market e baixa volatilidade, as estratégias de hedge ndo se
mostraram t3o efetivas em termos de retorno. O aumento consistente do S&P500 contribuiu para
um ambiente em que as posicoes de hedge podem nao ter sido tdo vantajosas quanto em periodos

mais volateis.

Entretanto, vale ressaltar que, mesmo em um cenario de baixa volatilidade e em um
mercado predominantemente otimista, os resultados de RVH mantiveram-se solidos para as 3

carteiras.

O Indice Sharpe, por sua vez, pode ndo ter experimentado um aumento tdo significativo
em relagdao ao S&P500. Isso nao foi devido a ma performance das 3 carteiras, mas sim, por outro
lado, pela 6tima performance em termo de risco x retorno do indice no periodo out of sample,

que ocorreu devido a dindmica particular do mercado durante esse periodo.
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5 Conclusao

Este estudo propos a andlise do uso de modelos de volatilidade condicional para
construcdo de hedge dinamico. A literatura indica melhores resultados a partir deste tratamento,
de modo que para o presente trabalho foram levantados dados recentes do S&P500 e do VIX,
instrumentos utilizados para a construgdo da carteira hedgeada.

E possivel inferir que houve eficacia do hedge na redugdo da volatilidade da carteira de
mercado. Os resultados indicam nao apenas uma efetividade na mitigag¢do do risco, mas também
apontam para a superioridade da modelagem condicional da volatilidade em relagdo a abordagem
estatica.

Observou-se, ao longo deste estudo, que a implementacdo de estratégias de hedge se
mostrou efetiva na reducao da volatilidade da carteira de mercado. Embora tenhamos olhado para
o periodo in sample, os beneficios dessas estratégias foram especialmente notdveis durante
periodos de maior turbuléncia nos mercados, como no final de 2015, inicio e final de 2018, e
durante a precificacio da pandemia em marco de 2020. Nessas fases, os modelos de hedge
conseguiram proporcionar uma prote¢ao significativa a carteira, evidenciando sua utilidade em
momentos de alta volatilidade dos retornos diarios do S&P 500.

Constata-se que a modelagem condicional, ao levar em consideragdo a variagao dindmica
da volatilidade, apresentou uma performance superior em relagdo a volatilidade estatica, embora
nao tenha tido uma melhoria relevante entre o0 modelo univariado (com a correlagao estatica) € o
bivariado. Esse resultado destaca a importancia de incorporar informacdes temporais na
modelagem da volatilidade, permitindo uma adaptagdo mais precisa as condigdes do mercado.

E essencial ponderar as limitagdes do presente estudo. Custos de transagdo, embora
cruciais na implementagdo pratica de estratégias de hedge, ndo foram considerados neste
trabalho. Além disso, em um cenério pratico, acessar os indices via ETF também teriam custos de
administracdo que embora sejam pequenos poderiam ser considerados. Recomenda-se que
pesquisas futuras incorporem esses custos para uma avaliagdo mais realista da eficacia das

estratégias propostas.
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Um ponto relevante para aprimoramento seria a consideragdo do pagamento de
dividendos. O impacto do ex-date de dividendos nas estratégias de hedge, especialmente nos
modelos condicionais, poderia ser explorado para uma andlise mais abrangente. A aplicacio
desses dividendos na taxa livre de risco com certeza seria um ponto relevante, ainda mais pelo
fato de que os 3 modelos terdo posicoes diferentes no S&P 500 em todos os ex dates dos
dividendos.

Por fim, a utilizacdo de uma base de dados out of sample mais extensa permitiria uma
avaliacdo mais robusta do desempenho das estratégias em diferentes cenarios de mercado,

fornecendo insights valiosos para aplicagdes futuras.
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