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RESUMO

Comparacéo entre as abordagens MCC e MRH para determinagdo da
amplitude da tenséo cisalhante no plano critico.

Critérios de fadiga multiaxial baseados em plano critico utilizam a amplitude
de tensdo cisalhante e a maxima tensdo normal para determinar se o
componente carregado ciclicamente tera ou nao vida infinita em fadiga. A
metodologia numérica MCC (minima circunferéncia circunscrita), embora
muito empregada, apresenta como limitacdo o fato de ndo ser capaz de
levar em conta efeitos de n&o proporcionalidade da trajetéria do vetor
tensao cisalhante. O método MRH foi criado para ser mais simples, sendo
também um método numérico que, além de ter menor custo computacional,
tem tendéncia a dar resultados mais conservadores que MCC.

Neste trabalho, foram utilizadas as mesmas 21 condi¢des de carregamento
para comparar MCC e MRH na obtenc&o da amplitude de tenséo cisalhante
aplicadas aos critérios de fadiga multiaxial de Matake, Susmel & Lazzarin,
Findley e Carpinteri & Spagnoli, gerando tabelas e graficos com relacao as
orientacdes dos planos criticos obtidos, maxima tensao normal, amplitude
de tenséo cisalhante e indice de erro. Para as condi¢cdes de carregamento
sincronas, o método analitico para obtencdo da amplitude de tenséo
cisalhante foi também comparado aos MCC e MRH. Além disso, para as
condicbes de carregamento assincronas, a tensdo equivalente de Von
Mises foi calculada para os planos criticos acusados por MCC e MRH
utilizando o critério de Matake.

Concluiu-se que os planos criticos e suas respectivas tensées sO se
diferem entre MCC e MRH para os critérios de Matake e Susmel & Lazzarin
e, mesmo para esses critérios, somente duas condi¢cbes de carregamento
sincronas deram resultados destoantes. Dentre as condigbes assincronas,
as amplitudes de tenséo cisalhantes obtidas por MRH sdo em média 30
MPa superiores as obtidas por MCC, enquanto as maximas tensdes
normais sdo pelo menos 90 MPa menores. As orientagBes criticas das
condicdes assincronas para MCC foram no angulo 8 = 90°, enquanto, para
MRH, foram em 8 = 45° e 135°. Para todos os planos criticos obtidos por
MRH, a tensao equivalente de Von Mises maxima é inferior a obtida nos
planos com MCC.

Palavras chaves: critério de fadiga multiaxial, maxima tensdo normal,
amplitude de tensado cisalhante, plano critico, orientagdo critica, MCC,
MRH, indice de erro, condicdo de carregamento



ABSTRACT

Comparison between the MCC and MRH approaches for determining

the shear stress amplitude in the critical plane.

Critical plane-based multiaxial fatigue criteria utilize the shear stress
amplitude and maximum normal stress to determine whether or not the
cyclically loaded component will have infinite fatigue life. The numerical
methodology MCC (minimum circumscribed circle), although widely used,
has as a limitation the fact that it is not capable of taking into account effects
of non-proportionality of the trajectory of the shear stress vector. The MRH
method was created to be simpler, and is also a numerical method that, in
addition to having lower computational cost, tends to give more
conservative results than MCC.

In this work, the same 21 loading conditions were used to compare MCC
and MRH in obtaining the shear stress amplitude applied to the multiaxial
fatigue criteria of Matake, Susmel & Lazzarin, Findley and Carpinteri &
Spagnoli, generating tables and graphs in relation to the guidelines of the
critical planes obtained, maximum normal stress, shear stress amplitude
and error index. For synchronous loading conditions, the analytical method
for obtaining the shear stress amplitude was also compared to MCC and
MRH. Furthermore, for the asynchronous loading conditions, the Von Mises
equivalent stress was calculated for the critical planes accused by MCC and
MRH using the Matake criterion.

It was concluded that the critical planes and their respective stresses only
differ between MCC and MRH for the Matake and Susmel & Lazzarin criteria
and, even for these criteria, only two synchronous loading conditions gave
conflicting results. Among the asynchronous conditions, the shear stress
amplitudes obtained by MRH are on average 30 MPa higher than those
obtained by MCC, while the maximum normal stresses are at least 90 MPa
lower. The critical orientations of the asynchronous conditions for MCC were
at angle 6=90°, while for MRH they were at 8=45° and 135°. For all critical
planes obtained by MRH, the maximum Von Mises equivalent stress is
lower than that obtained in the planes with MCC.

Key-words: multiaxial fatigue criterion, maximum normal stress, shear
stress amplitude, critical plane, critical orientation, MCC, MRH, error index,
loading condition
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1 Introducao

Estruturas e componentes mecanicos podem sofrer danos ao serem
submetidos a cargas ciclicas. A principal causa deste fendbmeno é a fadiga, o
mecanismo de dano que causa, mesmo sob cargas previstas em projeto, o surgimento
de trincas e, no pior dos casos, falhas. Com componentes estruturais e mecanicos

sendo projetados para durar vidas longas, é necessario conhecer esse fenébmeno [1].

Ao analisar o estado de tensGes de um componente mecanico, dificiimente se
encontrara solicitacbes uniaxiais. Solicitacbes multiaxiais tém um grau de
complexidade bem maior do que a uniaxial e o0 dano acaba sendo bem mais severo.
Dai vem a importancia do estudo da fadiga multiaxial [2].

Critérios de fadiga baseados em plano critico sdo alguns dos mais estudados.
Esses critérios sdo, basicamente, resumidos a inequacdes que relacionam tensdes
normais e cisalhantes relativas ao plano material critico com propriedades do material.
Se a inequacgdo nédo for satisfeita, entdo € provavel que haja o surgimento de uma
trinca de fadiga nesse plano critico [4].

A componente de tensdo normal relativa a um plano material € unidirecional,
entdo achar seu maximo é trivial. Ja para achar a amplitude da tensao cisalhante no
plano tem-se um problema, ja que a tenséo varia de dire¢cdo ao longo do tempo,
criando uma trajetéria paralela ao plano estudado.

Um dos métodos mais utilizados para encontrar a amplitude de tenséo cisalhante
€ o chamado MCC (Minimum Circunscribed Circle, Minima Circunferéncia
Circunscrita). Este método numérico relaciona a amplitude de tenséo cisalhante no
plano material com o raio da menor circunferéncia que circunscreva a trajetoria da
tensao cisalhante [3].

Ha alguns anos, um novo método foi criado no intuito de melhorar a previsdo da
amplitude de tensao cisalhante relacionada a alguns casos onde esta acaba sendo
superestimada pelo método MCC. Esse método é chamado de MRH (Maximum
Rectangular Hull, Maxima Envoltéria Retangular), onde a amplitude de tenséao
cisalhante esta relacionada a metade da diagonal do maior retdngulo que circunscreva

a trajetoria [5].

O método MRH, além de utilizar bem menos custo computacional, € mostrado

como mais conservador do que o MCC na obtencao da amplitude de tenséao cisalhante
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guando utilizado com o critério de fadiga criado por Susmel & Lazzarin. A comparacao
feita em [5] € realizada com 21 condicGes de carregamento utilizadas em ensaios de
fadiga multiaxial que combinam tracdo-compressao com tor¢ao-tor¢cao, sendo essas
condi¢cdes tanto sincronas (mesma frequéncia entre 0s carregamentos ciclicos)

guanto assincronas (frequéncias diferentes).

Para condicGes de carregamento sincronas de tracdo-compressdo com torcao-
torcao, € possivel utilizar uma solucdo analitica para determinar a amplitude de tenséo
cisalhante no plano material [4].

O objetivo deste trabalho é comparar as metodologias MCC com MRH para 4
critérios de fadiga multiaxial: Matake, Susmel & Lazzarin, Findley e Carpinteri &
Spagnoli. Serdo gerados tabelas e graficos com as orientacdes criticas, as amplitudes
de tensao cisalhante, as maximas tensdes normais e os indices de erro para cada
uma das condigcdes de carregamento do artigo [5]. Para as 10 condi¢bes de
carregamento sincronas, serd ainda feita uma comparacdo com o método analitico e,
para as 11 assincronas, um estudo da tenséo equivalente de Von Mises nos planos

criticos obtidos por MCC e por MRH.
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2 Revisao Bibliografica

Neste capitulo serdo apresentados todos 0s conceitos necessarios para a

compreensao do trabalho.

2.1. O estado de tenséo e o Teorema de Cauchy

Para introduzir essa secdo, imagina-se uma porcao cubica infinitesimal
localizada num ponto O de um corpo que sofre carregamentos externos, como

llustrado na Figura 1 retirada de [2].

Figura 1. llustracdo de um ponto O na superficie de um corpo externamente

carregado [2].

O estado de tensdo agindo nesse volume infinitesimal pode ser definido pelo
tensor de tensdes de Cauchy: um tensor de dimensdes 3x3 com 9 entradas com
grandeza de tensao [2]. O tensor de tensdes esta presente na Equacao 1 enquanto
uma ilustracdo do estado de tensdes esta na Figura 2.

Oxx Txy Txz
o = Txy O'yy Tyz (1)

Txz Tyz Ogzz
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Figura 2. llustracédo do estado de tensdées retirada de [4]

Percebe-se que as componentes do estado de tensdo séo as proprias tensdes
atuantes nos planos perpendiculares aos eixos ortogonais xyz. Para definir as
componentes do estado de tensdo do ponto, primeiro deve-se definir o teorema de
Cauchy.

Esse teorema afirma que o vetor tensdo atuante num plano que corte um corpo
num ponto O definido € uma transformacéo linear do vetor normal a esse plano, onde
o tensor dessa transformacéo é o tensor de tensfes da Equacgédo 1 [4]. A Equacéo 2

mostra o teorema:

t=on (2)

Sendo t o vetor tensdo e n 0 vetor normal ao plano que corta o corpo, também
chamado de plano material. O teorema implica que, dado um ponto a ser estudado,
as tensdes dependem do estado de tensfes e da orientacdo do vetor n, ja que este é
unitario.

Para um vetor t qualquer, pode-se determinar sua componente normal ao

projeta-lo no vetor direcional do plano material n o qual ele pertence e sua
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componente cisalhante ao subtrair a componente cisalhante do vetor t [3]. As

Equacgdes 6 e 7 mostram esse processo.

N=tnn 3)
C=t—N 4)

Onde N é o vetor de tensdo normal ao plano material (definido por n) e € é o

vetor de tenséo cisalhante paralelo ao mesmo.

2.1.1. O vetor de tensdes num plano material qualquer

As componentes dos vetores normal e cisalhante num plano material qualquer
nao sao tao facilmente encontradas com somente a aplicagao do vetor diretor desse
plano ao tensor de tensfes. Isso porque, ao aplicar o teorema de Cauchy, tanto a
componente normal quanto a cisalhante estardo descritas em funcéo dos vetores da

base ortonormal (e,, e, € e,). A Equacdo 5 tras o resultado da aplicagéo de Cauchy

num vetor v genérico, com as trés componentes vy, v, € v;.

Oxx Txy Txz 41
t,=ov=|Txy Oyy Tyz]|| V2
Txz Tyz Ozz/) \V3

(5)

t, = (axxvl t TyyVy + szv3)ex + (ayyvl t TyyVs + ryzv3)ey +

(O-zzvl + TxzV2 + TyZUS)ez

Para uma representacéao grafica, a Figura 3 mostra um vetor de tensdes t com
componente normal N e cisalhante C referentes a um plano material A com vetor

normal n qualquer nos eixos cartesianos X, y e z.
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Figura 3. Representacdo do vetor de tensdes t (e suas componentes N e C)

referente a um plano material A qualquer [4]

A solucao para esse problema é uma rotacéo da base, fazendo assim com que
os vetores da base nova se alinhem com a orientacdo do plano material.
Primeiramente é realizada uma rotacao no sentido anti-horéario de ¢ em torno do eixo
z. Depois, uma rotacao no sentido horario de 8 (equivalente a uma rotacéao anti-horaria
de 90 — 8) em torno da nova diregao do eixo y. As novas diregdes cartesianas (X', Yy,

Z’) e os angulos de rotagao podem ser visualizados na Figura 4 retirada de [4].

Figura 4. Rotacao da base, retirado de [4]
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Com essa mudanca de base realizada, o vetor normal ao plano material, n, fica
na direcéo de e,s, fazendo com que o vetor de tensdes t possa ser decomposto em

sua componente normal N e na sua cisalhante C como nas equagdes 8 e 9:

N=(t-n)n=N,e, (6)

C=t—N= eryreyr + Cyryr ey (7)
As rotacOes envolvem a aplicacdo de tensores de mudanca de base no tensor
de tensdes original a para obter este tensor na base nova, a’. O passo a passo para
a algebra dessa mudanca de base pode ser encontrado em [6]. Com essas operacgoes,
a componente da tensdo normal e ambas componentes de tensao cisalhante do vetor
de tensdes pode ser obtido com as Equacgdes 8, 9 e 10 em funcdo dos componentes

da matriz presente na Equacéo 11, também retiradas de [6].

Ny = oyrafs + O-yya%z + 0,075 + 2(TxyQ11Q12 + TxzQ11Q13 + Ty, A13042) (8)
Cx'y’ = OxxQ11021 + 0yy Q12023 + 0,,01303 + Txy(anazz + a12051) ©)
+ Tyz(@12023 + A13077) + Ty, (13021 + A11a53)
Cyryt = OxxQ11031 + Oyy Q12037 + 0,,013033 + Txy(a11a32 + a;,031) (10)
+ 7y,(a12033 + a13a37) + Ty,(a13a31 + a11a33)
;1 Q5 Q43 cos(¢p) sen(8)  sen(¢p)sen(8) cos (6)
A=|01 QA az3|= —sen (¢) cos (¢) 0 (12)
31 dzz 04z —cos (¢p)cos (8) —sen(¢p)cos (6) sen (0)

2.1.2. Tenséao equivalente de Von Mises

7z

Ao estudar corpos submetidos a carregamentos, € importante ter ideia do
impacto que o estado de tensOes realiza sobre esse corpo. Para isso utilizam-se
critérios de escoamento, que comparam a tensdo exercida no corpo com a tensao
limite de escoamento do material [7].

Um dos critérios mais utilizados é o de Von Mises, também chamado de critério
da energia de distorcdo maxima. Esse critério introduz a tensdo equivalente de Von

Mises (oy,) para caracterizar uma tensao equivalente ao estado de tensdo ¢ em um
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ponto estudado no corpo. A formulacdo dessa tensdo para um estado de tensao

geneérico esta presente na Equacao 17 [8].

\/(Gxx - Uyy)z + (ayy - UZZ)Z + (Oxx — 020 + 6(T§y +15, + t2,) (12)

Oym = NG

2.2. Fadiga

Fadiga € o mecanismo de dano causado por carregamentos repetitivos. Seu
estudo é de suma importancia para prever falhas de estruturas de engenharia, ja que
€ a causa da maior parte dessas falhas [1]. Apesar de estruturas serem projetadas
para nao sairem do regime elastico, esforcos ciclicos causam danos locais em regides
de concentracdo de tensdo, podendo fomentar a nucleacdo de trincas que podem
levar o componente a falha. A caracterizacdo do aumento do dano em fadiga, a partir
dai, ocorre com 0 aumento do tamanho da trinca de forma estavel com as flutuacdes
de carga e o dano maximo ocorre quando a trinca chega num tamanho especifico
onde essa propagacao torna-se instavel, causando a falha mecanica do material. [1,
8].

Para quantificar o dano de um jeito macroscoépico utiliza-se 0 método S-N,
criado por Wohler. Esse método quantifica o dano com base no nimero de ciclos de
carregamento (quantas vezes a carga passou pelo seu maximo e pelo seu minimo) e
também na amplitude de tensdo experimentada no ponto da estrutura estudada [8].
Com essas informacgdes, € necessaria a realizacdo de ensaios uniaxiais de fadiga,
onde aplica-se uma carga senoidal em fung&o do tempo na dire¢ao do eixo longitudinal
do corpo de prova (CP). Definindo o eixo x como alinhada a direcdo longitudinal do
CP, o estado de tensdo, sendo uniaxial, pode ser definido somente pela componente

Oxx, descrita pela Equacado 18 abaixo:

Oxx (t) = 0y + 0gsen(wt) (13)

Onde o,, € a tensdo na direcao longitudinal aplicada ao CP, g,, é a tenséo

média, o, a amplitude de tenséo, w a frequéncia e t o tempo. A Figura 5 mostra a
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histéria de tenséo (grafico tensédo vs tempo) de um ensaio de fadiga uniaxial para

ilustrar essas grandezas, sendo T o periodo para completar um ciclo de carregamento.

max(oxx)

T/ T 3T

min(oxx) .

Figura 5. Grafico tenséo vs tempo do ensaio uniaxial de fadiga

Como visto na Figura 5, g, € definida como a média entre 0 maximo e o minimo
de o,, € 0, como metade da da diferenca entre 0s mesmos maximo e minimo.

Com a realizacdo de ensaios de fadiga uniaxial, € possivel alterar a amplitude
de tensdo o, e a tensdo meédia g, para obter resultados sob diferentes niveis de
carregamento. Esses ensaios séo levados até a falha do corpo de provas, onde o
namero de ciclos é registrado. Com essas informacdes, € construida uma curva que
relaciona amplitude de tensdo com numero de ciclos até a falha, chamada de S-N. Ela
é feita ajustando uma curva aos resultados obtidos pelos ensaios. Um exemplo de

curva S-N com 5 niveis de carregamento esta presenta na Figura 6, retirada de [8].
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Oq (MPa) Curva SN Obtida pelo Ajuste das
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Figura 6. Exemplo de curva S-N retirada do livro [8]

Analisando a curva S-N, o comportamento geral € de que o aumento da
amplitude de tenséo causa diminuicdo no numero de ciclos resistidos pelo material.

Os resultados obtidos por ensaios de fadiga tém altissima disperséo. Por isso,
faz-se necessaria a realizacdo de diversos ensaios com mesma condicdo de
carregamento (mesma fungéo o,,(t)), como pode ser visto na Figura 6.

E possivel perceber um corpotamento assintético da curva SN ao atingir-se
elevado numero de ciclos de carregamento, onde a partir de uma certa amplitude de
tensdo a vida em fadiga (numero de ciclos até a falha) parece ser infinita [8]. Essa
amplitude de tensbes € chamada de limite de resisténcia a fadiga. Para ensaios
uniaxiais de tracdo pura, esse limite é chamado de f_;, enquanto para ensaios de

torcao pura é chamado de t_,.

2.3. Fadiga Multiaxial

Apesar do estudo da fadiga uniaxial ser de extrema importancia para seguranca
e longevidade de estruturas de engenharia, diversos componentes mecanicos sofrem
carregamentos combinados como, por exemplo, eixos virabrequins, eixos e laminas
de turbina [9]. Esses carregamentos tornam o problema de fadiga um problema

multiaxial, onde modelagens uniaxiais subestimam o acumulo de dano [2].
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Um tipo de modelagem comum e bem aceita € a baseada em plano critico: o
plano material onde o dano por fadiga € maximizado. O plano critico geralmente é
encontrado varrendo diversos planos materiais no ponto de interesse e calculando,
para cada um, a maxima tenséo normal e a amplitude de tenséo cisalhante, chamadas
de N, € C,, respectivamente. A Tabela 1 a seguir traz algumas definicbes da

nomenclatura a ser utilizada:

Tabela 1. Nomenclaturas para maxima tensdo normal e amplitude de tenséo

cisalhante

Npax (6, ®) | Maxima tens@o normal em relagéo ao plano material cuja orientacdo

€ definida pelos angulos ¢ e 0

Npax (6, @) | Maxima tens@o normal em relag&o ao plano critico cuja orientagéo é

definida pelos angulos ¢, e 6,

Ca.(6,9) Amplitude de tenséo cisalhante em relagdo ao plano material cuja

orientacao é definida pelos angulos ¢ e 6

C,(6:¢.) | Amplitude de tenséo cisalhante em relagdo ao plano critico cuja

orientacdo é definida pelos angulos ¢, e 6,

A escolha dessas duas grandezas é feita porque, enquanto a amplitude de
tensao cisalhante é o principal mecanismo para iniciacdo e propagacao de trincas de
fadiga, € a maxima tensdo normal que pode acelerar a abertura da trinca, aplicando

mais deformagédo em suas faces [2].

2.3.1. Critérios de fadiga multiaxial

Para definir o dano que um estado de tensGes multiaxial causa num corpo
carregado utiliza-se critérios de fadiga. Existem diversos critérios, mas os 4 estudados
nesse trabalho serdo os de Matake [10], Susmel & Lazzarin [11], Findley [12] e

Carpinteri & Spagnoli [13], cujas equacdes estdo presentes a seguir, respectivamente.

Ca(ec» ¢c) + kMNmax(ecr ¢c) < t—l (14)
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Nmax(ec' ¢C)

Ca(Oc, @) + ks (0.0 S (15)
Ca(ec: ¢c) + kFNmax(ec' d)c) < AF (16)
Pnan 0,80+ ke(Ca090)” < £r (an

Onde f_; e t_; séo as tensodes limite de fadiga sob ensaios uniaxiais de tragao
pura e torcao pura. Além disso, as constantes ky,, ks, kg, Ar € k. estéo explicitadas

abaixo.

kg = 2 (;—1) 1 (18)
-1
ko=t — f? (19)
2 (L=t
kF — (t—1> (20)
2 [l
t_q

(21)

(22)

Observando as equacdes 19-22, percebe-se que esses critérios de fadiga séo
jeitos diferentes de comparar as tensdes no plano critico com propriedades do
material. A inequacdo vem do fato de que, se a inequacgao nao for satisfeita, existe a
probabilidade de nucleag&o de uma trinca de fadiga no plano critico [3].

Para contabilizar o quao prejudicial ao material € a condi¢cdo de carregamento,

€ a grandeza indice de erro I, definida por:

LHS — RHS
_ 23
Ip = 100—— (23)
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Sendo LHS o lado esquerdo da inequacado do critério e RHS o lado direito. O
indice de erro é expresso em porcentagem (por isso a expressado € multiplicada por
100%). Iz > 0 significa que LHS > RHS, ou seja, que haverd vida finita em fadiga. Ja
Iz < 0 significa LHS < RHS, que havera vida infinita em fadiga. E claro que pela
grande dispersdo em fadiga, o fato de ser maior ou menoir que 0 ndo garante a
seguranca ou nao do corpo. Para isso, pode-se pensar que, quanto mais positivo for

Iz, maior probabilidade de falha e, quanto mais negativo, menor probabilidade.

Cada critério utiliza um procedimento diferente para a definicdo da orientacao
critica (6., ¢.), tentando encontrar o valor desses angulos entre 0° e 180°. Matake faz
uma primeira varredura afim de obter candidatos a planos criticos que contenham o
maior valor de C, (0, ¢) [10]. A partir desses candidatos, o desempate € feito buscando
as orientagcdes com maior Ny, (0, ¢). O critério de Susmel & Lazzarin utiliza a mesma
rota [11].

Para o critério de Findley, é fixado o &ngulo 8 em 90°, resultando somente numa
varredura do angulo ¢ a fim de se obter os planos em que o lado esquerdo da
inequacao de seu critério (Equacado 16) seja maximo [12].

Para Carpinteri & Spagnoli também o angulo 6 é fixado em 90°. A rota é feita
inicialmente encontrando as orientacdes de fratura do material (6f, ¢), definidos
como os planos onde N,,..(6,¢) € maximizada. O angulo critico ¢, é encontrado a

partir do angulo de fratura ¢, somado a um angulo &, cuja expressdo encontra-se

abaixo [13].

5 = (45°) % [1 - (%)Zl (24)

~ {¢f+5, ¢p < 90°

“ér—6 = 90° (25)

c

Com os angulos 6, e ¢, obtidos, as expressbes para determinar C,(0,, ¢.) €

Nax (6., @) serdo discutidas na secao 2.3.2 a seguir.
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2.3.2. Métodos para obtencéo da amplitude de tensé&o cisalhante

Num estado de fadiga multiaxial, o estado de tensfes generalizado, com todas

as componentes de tensao variando ao longo do tempo tem a seguinte representacao:

Oxx (8) Txy(t) Tz (1)
o(t) =\ Tay (t) Oyy (t) Tyz (t)
Tuz(t)  Tyz(t) 022 (1)

(26)

O vetor de tensbes em um plano material de orientacdo 6,¢ tem sua
componente normal N,/(t) e suas cisalhantes C,,(t) e C,s,/(t) obtidas através das

equacdes 8-11. Para obter N,,,,(0, ¢), basta achar o maximo valor da tensdo normal

ao plano. Visto que N(t) é um vetor que ndo muda de direcdo, a obtencdo de

Npax (6, @) € simples:

Npax(0,¢) = maxN(t) = max N, (t) (27)

O célculo de C,(0,¢) j& é mais complexo, jA que a componente de tensdo
cisalhante C(t) muda de direcdo e modulo ao longo do tempo, dando origem a uma

trajetéria no plano material, como mostrado na Figura 7, retirada de [4].

Figura 7. Trajet6ria da tenséo cisalhante no plano material [4]
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Para solucionar esse problema existem alguns métodos que podem ser
utilizados. O primeiro deles, descrito em [14] € chamado de Minimum Circunscribed
Circle (Minimo circulo circunscrito). Nele, C, (6, ¢) tem valor igual ao raio da menor
circunferéncia que circunscreva a trajetoria da tensao cisalhante e C,,(6, ¢) (tenséo
cisalhante média) é a norma do vetor que liga o centro do circulo com a origem do
plano (y’z’). O algoritmo, que pode ser encontrado em [14], tem o procedimento listado
a sequir.

Para cada iteracao i, primeiramente calcula-se D:
D =|C;— Cppi| (28)

Onde C; € o vetor C naiteragdo i e Cp,;_1 € O vetor que liga a origem ao centro

do circulo na iteracdo i — 1. Entao, o raio novo é calculado como:
Ri=Ri_1+x(D —Ri_1) (29)

Onde R; € o raio da iteragdo i, R;_; € oraio da iteracdo i — 1 e »x € a taxa de

aumento do raio. Assim, o processo € de transladar o centro em direcéo a C;:

——(€; = Cpji-1) (30)

Cm,i = Cm,i—l + D

Esse processo é repetido por uma certa quantidade de iteracdes até que a

expressao abaixo atina um valor definido por uma tolerancia tol.

(Ri — Ri—1)

tol >
0 R,

(31)

Com o critério de parada atingido, tem se que:

Ca(g, ¢) = Rfinal (32)
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7

O segundo critério a ser utilizado neste trabalho € o MRH, Maximum
Rectangular Hull (Maxima envoltéria retangular). Neste método, o valor de C,(6,¢) é
dado pela metade da diagonal da maior envoltéria retangular que circunscreva a
trajetéria de C(t). O algoritmo, que consta em [5], esta descrito a seguir.

Primeiramente, cria-se uma varredura de um novo angulo, a, de 0 a 90 graus.
E feita uma rotac&io de a dos eixos y’ e z em torno de x’, obtendo-se as componentes
Cyryr(a,t) € Cyrypr(a, t). Apartir dai, sdo definidas amplitudes de C,,(a, t) € C,r,(a, t)

para cada a:

ai(@) = 5 [max Cyryr (@, t) — min Cpryr(a, t)] (33)

N = N =

a,(a) = =[maxC,s,(a,t) —minC,s,(a,t)] (34)

Com as amplitudes a,(a) e a,(a), a amplitude de tensao cisalhante na base

rotacionada em a se da por:

Cyla) = \/a% (a) + a3(a) (35)

Com isso, a amplitude de tenséo cisalhante da trajetéria de tenséo de € € dada

buscando pelo a que maximize C,(a):
Ca(6, ¢) = max Co(a) (36)

O terceiro e ultimo método para calcular C,(6,¢) € um método analitico. Este
método se baseia no fato de que, quando o corpo é submetido somente a
componentes de tracao e tor¢do sincronas (de mesma frequéncia), a trajetoria da
tensdo cisalhante no plano material € um segmento de reta. Isso ocorre quando

somente as componentes o,,(t) € 17,,(t) sdo ndo nulas e senoidais de mesma

frequéncia [3].

Oxx (t) = O + ggsen(wt) (37)
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Tyy(t) = Ty + 745en(wt + ) (38)

Sendo t,, e 7,, respectivamente, a média e a amplitude de .., (t), enquanto f
€ 0 angulo de defasagem entre 0., (t) e 7,,(t). Sob essas condi¢des, a formulagéo

para C,(0, ¢) € dada da seguinte forma:

C.(0,0) = f?+g ;rp +q +\/<f +g -2|-p +q> C(fq—gpy @9

Onde as fung¢bes auxiliares f, g, p e q sao dadas por:

f = sen(6) (— %sen(Zd)) + 17, cos(2¢) cos(ﬂ)) (40)
g = —145en(8) cos(2¢) sen(B) (41)

p=- %sen(ZH)(aa cos?(¢p) + T sen(2¢) cos(B)) (42)
q= —lrasen(ZH)Sen(qu)sen(B) (43)

2
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3 Metodologia

Para comparar os métodos MCC e MRH na obtencédo da amplitude da tenséo
cisalhante no plano critico para os 4 critérios de fadiga citados (Matake, Susmel &
Lazzarin, Findley e Carpinteri & Spagnoli), foi decidido avalid-los sob as mesmas
condi¢cOes de carregamento utilizadas em [5], que s&o todas combinac¢des de tragao-
compressao com torcao-torcdo. Todas as condigcdes de carregamento tém somente
historias de tens@o o(t),, € 7(t),. As expressbes das historias de tenséo e os

estados de tensao associado a essas condi¢cdes de carregamento sao:

Oy (t) = agsen(wy,t) (44)

Tyy(t) = 1gsen(w,t + f5) (45)
Oxx (1) Txy(t) 0

o) =1t 0 0 (46)
0 0 0

Como algumas condi¢cdes de carregamento sdo assincronas, as frequéncias
dos sinais de o,,(t) e 1,,(t), w, € w,, sdo diferentes. Para identificar a razéo entre

frequéncias, € introduzida a variavel 4,,, que € a razéo entre w; € w,.

Wy

Ay = o (47)

Quando A, = 1, as histérias de tenséo o, (t) e 7., (t) séo sincronas, enquanto
quando A,,, # 1, elas sé@o assincronas. Essas condi¢cdes de carregamento sao ensaios
de fadiga multiaxial feitos para alguns tipos diferentes de aco, o que significa que os
limites de fadiga f_; e t_, diferem entre as condi¢des de carregamento Todas as
condicdes levaram o respectivo material até a falha. A Tabela 2 mostra as variaveis

de cada condicdo de carregamento e os limites de fadiga dos acos, enquanto a Tabela
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3 mostra as historias e trajetorias de tensdo (7., (t) VS 0, (t)) para algumas das

condicoes.

Tabela 2. Condi¢cBes de carregamento utilizadas por [5]

Condicao de carregamento | 6,[MPa] | T, [MPa] | B [°] | 4xy | f-1 t_q
1 138,1 167,1 0 1
2 140,4 169,9 30 1
3 145,7 176,3 60
4 150,2 181,7 90 1
5 2453 122,6 0 1
319,9 | 196,2
6 249,7 124.8 30 1
7 252,4 126,2 60 1
8 258 129 90 1
9 299,1 62,8 0 1
10 304,5 63,9 90 1
11 263 132 0 4 415 | 259
12 186 93 0 |0,25
275 | 249
13 185 93 0 4
14 285 285 0 |0,25
15 290 290 0 4
585 | 405
16 259,5 150 0 2
17 266 153,6 0 3
18 210 105 0 |0,25
19 220 110 0 2
340 | 228
20 242 121 90 2
21 196 o8 0 8
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Sob as condi¢Ges 1-10, como ha mesma frequéncia entre o, (t) e 7y, (t), pode-
se comparar MCC e MRH com o método analitico para obten¢éo da tensao cisalhante

no plano material C,(6, ¢).

Com isso posto, a metodologia consiste em, para cada um dos 4 critérios de
fadiga, comparar as orientagcdes criticas (6., ¢.) e os resultados C,(6.,¢.) €
Niax(6c, @) através dos métodos MCC e MRH (e analitico para condi¢cdes 1-10),
além de comparar o incide de erro Iz com relacéo a cada critério. A comparacao sera
realizada gerando tabelas com as orientacdes criticas e graficos para cada
combinacédo de critério de fadiga com grandeza (C,, Njqx € Ig). Além disso, as
condicOes de carregamento que derem orientacdes criticas diferentes entre MCC e

MRH serdo comparadas quanto a maxima tensao equivalente de Von Mises aplicada

ao plano critico.
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3.1. Implementacdo da metodologia

Para a implementacdo da metodologia, o software Matlab foi utilizado. Foram
escritos um total de 9 codigos Matlab divididos em 4 categorias para obtencdo dos
resultados: 1 codigo principal, 3 cédigos para obtencdo de planos criticos, 3 codigos
para calculo da amplitude de tenséo cisalhante e 1 codigo para obtencao de graficos

comparativos entre métodos. Cada um dos cddigos esta mais detalhado abaixo.

3.1.1. Cbdigos para calculo da amplitude de tensao cisalhante

Esses codigos sao funcdes nomeadas a partir dos métodos para calculo de
C.(8,¢) no plano material: MCC, MRH e analitico. Todos os cédigos tém como
objetivo calcular a amplitude de tenséo cisalhante num plano material com orientacéo
(6, ¢) qualquer.

Tanto MCC quanto MRH recebem as componentes verticais e horizontais da

tens&o cisalhante do plano material (C,1,(6, ¢,t) € C,1,/(0,,t)) e calculam C,(6, $)

pelos respectivos métodos iterativos. No caso do MCC, foi escolhido raio inicial R, =
0,05, taxa de aumento de raio y = 0,05 e tolerancia de diferenca entre os raios da
iteracdo atual e da anterior igual a 10°. No caso do MRH, a variagdo do angulo
escolhida foi de Aa = 1°.

Ja para o método analitico, como seu resultado ndo depende C,,s € C,r,7, @

Xz
funcdo recebe os angulos de orientacédo do plano material (6 e ¢), as amplitudes de
tensdo da condicdo de carregamento (g, € 7,) € 0 angulo de defasagem g. O calculo

de C,(0, ¢) é feito somente aplicando essas entradas a equacéo 44.

3.1.2. Cbdigos para encontrar planos criticos

Esses codigos sao funcdes nomeadas a partir dos critérios de fadiga multiaxial
Matake, Findley e Carpinteri & Spagnoli. Ndo ha cédigo para encontrar o plano critico

por Susmel & Lazzarin porgque este critério utiliza a mesma definicdo de Matake. Em
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todos os codigos é realizada uma varredura de angulos ¢ para cada angulo 6 e, para
cada par (6, ¢), sao calculados C,,/(0,¢,t) , C,1,(8, ¢, t) e a tensdo normal ao plano
N,/ (8, ¢,t) . Essavarredura € feita com a variacdo do angulo 6 igual a A6 = 45° e com
a variacdo do angulo ¢ igual a A¢ = 1°. No caso especifico de Carpinteri & Spagnoli,
0 seraigual a 90° em todo momento.

Os cadigos recebem como entradas as historias de tensao (o, (t) € 74, (t)), as
amplitudes de tensédo da condic&o de carregamento (g, € 7,), 0 angulo de defasagem
B e uma string que denota qual dos métodos para célculo de C,(8, ¢) sera utilizado.
Gera-se entdo uma tabela com cada combinacdo orientacdo (6,¢) contando com
amplitude de tenséao cisalhante e maxima tensédo normal de cada orientacéo (C,(6, ¢)
e Npnac(6,9)). A diferenca entre cada codigo se da somente na escolha das
orientacdes criticas (6., ¢.). Todos retornam as orientacdes criticas (6., ¢.), amplitude
de tenséo cisalhante no(s) plano(s) critico(s) C, (8., ¢.) € maxima tensdo normal no(s)

mesmo(s) plano(s) Nyax(6c bc)-

3.1.3. Cdédigo principal

O primeiro objetivo do codigo principal é ceder as informacgdes das condi¢des
de carregamento o, (t), T,y (t), 04, T4 € B as fungdes para encontrar planos criticos e
receber as informacdes (0., ¢.), C,(0., ¢c) € Npax (6., @.). Com a selecdo tanto das
strings que denotam tanto o método para obtencao de C,(6, ¢) quanto dos critérios de
fadiga, esse codigo recebe C,(6., ¢.) € Npax (6., @) para calcular o indice de erro I.

Para cada uma das 21 condi¢cdes de carregamento de [5], o processo é refeito
e, ao final, o cédigo armazena numa planilha a,, 74, B, 6 ¢c,Cq(0c, Pc)y Nnax (6 Pc) €
I de cada condicdo de carregamento. Assim, € feita uma tabela para cada
combinacdo meétodo-critério, obtendo-se 12 tabelas para condi¢cdes de carregamento

sincronas e 12 para condi¢fes assincronas.
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3.1.4. Cbédigo para geracdo de graficos

Este cddigo, sendo o mais simples, tem por objetivo concatenar as 3 tabelas
de cada critério de fadiga e plotar trés graficos: C,(0.,¢.) vs condicdo de
carregamento, N,,..(6., ¢.) vs condicdo de carregamento e [; vs condicdo de
carregamento. Cada grafico contém, na mesma janela, os resultados obtidos por cada
um dos trés métodos de obtencéo de C, (6, ¢). O cddigo é usado entdo 4 vezes, uma
para cada um dos critérios de fadiga, gerando assim 24 graficos (12 para condicées

sincronas e 12 para assincronas).
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4 Resultados e discussoes

Realizando a metodologia descrita anteriormente, as secfes a seguir estao
separadas por critério de fadiga. Essa secdo sera dividida em resultados para
condi¢bes de carregamento sincronas e assincrona. Em cada uma, seréo expostos
0s resultados para cada critério de fadiga, encontrando-se tabelas com orientacdes
criticas, resultados de amplitude de tenséo cisalhante no plano critico, de maxima

tensdo normal no plano critico e indices de erro.

4.1. CondicOes de carregamento sincronas

4.1.1. Matake e Susmel & Lazzarin

A Tabela 4 apresenta as orientagfes criticas obtidas com o critério de Matake
(0o mesmo de Susmel & Lazzarin para orientagdes criticas) utilizando as metodologias
MCC, MRH e analitica, enquanto os graficos C,(6,, ¢.) vs condicdo de carregamento,
Npmax (6 @-) Vs condicdo de carregamento e I vs condicdo de carregamento estédo
disponiveis nas Figura 8 (a), (b) e (c), respectivamente. J& o gréafico Iy vs condi¢do de

carregamento para o critério de Susmel & Lazzarin encontra-se na Figura 9.

Tabela 4. Orientacdes critica para critérios de Matake e S&L para cond. sincronas

MCC MRH Analitica

Cond. | (6, ¢c)1 | (Bc, )2 | (O, )1 | (0c,90)2 | (B, D)1 | (O, Pc)

1 90°,75° - 90°,75° - 90°,75° -

2 90°,173° - 90°,173° - 90°,173° -

3 90°,177° - 90°,177° - 90°,177° -

4 90°4° |90°176°| 90°4° |90°176°| 90°4° |90°176°

5 90° 161° - 90°161° - 90° 161° -

6 90° 161° - 90°161° - 90° 161° -

7 90°,162° - 90°,162° - 90°,162° -
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Figura 8. Resultados para cond. sincronas utilizando Matake: (a) C, (6., ¢.); (b)

IE para cada cond. carregamento (Susmel & Lazzarin)
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Figura 9. I utilizando Susmel & Lazzarin para cond. sincronas
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Ao analisar a Tabela 4, percebe-se que somente ha diferenca em orientagdes

criticas nas condicdes 8 e 10. Nesses casos, a discrepancia entre MCC e MRH ocorre

porque, com 6 = 90°, a trajetoria da tensdo cisalhante é uma fungéo linear entre C,/,

e C,,7. O método MRH entende, no geral, esse tipo de trajetdria como menos danosa

do que uma trajetoria eliptica (dependendo dos tamanhos dos semi-eixos), ja que

envoltéria se torna um retdngulo com um dos lados iguais a 0. Ja com 6 = 45° e 6

7

135°, a trajetoria € uma elipse que muda de inclinagdo e tamanho conforme

a

a
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passagem de ¢, 0 que indica maior quantidade de dano para o MRH. As Figura 10
eFigura 11 apresentam as trajetérias de tenséo cisalhante em 8 = 90° e 6 = 45° para

a condicao 8, respectivamente.

(90°,150°) (90°,120°) (90°,90°)
—~ 200 T —~ 200 T —~ 200 T
© © ©
a o o
N N N
X x x
O 200 O 200 O 200
-200 0 200 -200 0 200 -200 0 200
C_..,(MPa) C...(MPa) C...(MPa)
X'y X'y X'y
90°,60° 90°,30° 90°,0°
—~ 200 ( T ) —~ 200 ( T ) —~ 200 ( T )
© © ©
a o o
N N N
X x x
O 200 O 200 O 200
-200 0 200 -200 0 200 -200 0 200
C_..,(MPa) C...(MPa) C...(MPa)
X'y X'y X'y
Figura 10. Trajetoria da tensao cisalhante da condicdo 8 em 6 = 90°
(45°,150°) (45°,120°) (45°,90°)
—~ 200 —~ 200 —~ 200
© © ©
o o o
E 0 Q % 0 Q % 0 ——
N N N
x > >
O 200 ‘ O 200 ‘ O 200 ‘
-200 0 200 -200 0 200 -200 0 200
C...(MPa) C...(MPa) C...(MPa)
X'y X'y Xy
45°,60° 45°,30° 45°,0°
—~ 200 ( ) —~ 200 ( ) —~ 200 ( )
© © ©
o o o
< / < 0 = 0
N X S
O 0o © 200 ‘ © 200 ‘
C,., (MPa) Cyy (MPa) Cyy (MPa)

Figura 11. Trajetdria da tenséo cisalhante da condi¢cdo 8 em 6 = 45°
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Com relagéo aos resultados da Figura 8, ha diferencas em indice de erro nas
mesmas condicdes de carregamento em que ha diferenca nas orientacdes criticas
entre MRH e os demais métodos (8 e 10).

Na condicé&o 8, o valor de C, (8., ¢.) com MRH é superestimado em pouco menos
de 30 MPa em relacao aos demais, mas 0 de N,,,.(6., ¢.) € menor em 130 MPa em
relacdo aos métodos analitico e MCC. Essas discrepancias causam poucas
diferencas em relacdo ao dano em Matake, deixando os 3 indices de erro por volta de
-4,5%. J& com o critério de Susmel & Lazzarin, a diferenca em N,,,.(0., ¢.) causa

bruscas diferencas em I, com valor de -4,4% para MRH e 2,7% para os demais.

4.1.2. Findley

A Tabela 5 apresenta as orientacdes criticas obtidas com o critério de Findley
utilizando as metodologias MCC, MRH e analitica, enquanto os graficos C,(6,, ¢.) vs
condicdo de carregamento, N,..(6. ¢.) vs condicdo de carregamento e Iz VS
condicdo de carregamento estdo disponiveis nas Figura 12 (a), (b) e (c),

respectivamente.

Tabela 5. Orienta¢des criticas pelo critério de Findley para cond. sincronas

MCC MRH Analitico
Cond.
Carregamento (Oc, )1 | (B, c)2 | (B, P | (O, D)2 | (B, 90)1 | (B, D)2
1 90°,72° - 90°,72° - 90°,72° -
2 90°,175° - 90°,175° - 90°,175° -
3 90°,177° - 90°,177° - 90°,177° -
4 90°,0° - 90°,0° - 90°,0° -
5 90°, 164° - 90°, 164° - 90°, 164° -
6 90°, 164° - 90°, 164° - 90°, 164° -
7 90°,163° - 90° 163° - 90° 163° -
8 90°,0° - 90°,0° - 90°,0° -
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90° 153° -

90° 153°

90° 153°

10

90°,38° | 90° 142°

90°,38°

90°, 142°

90°,38°

90°,142°

Ca(Bc,¢c) para cada cond. carregamento (Findley)

200 —
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180 g ® ® ©®
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150 -
< 140 ¢
o° 130
120
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—
(6]

¢

+ Mcc
X MRH
101 O Analitica

100 :
1 2 3 4

5 6 7

8 9 10

Condicao de carregamento

max

(@)

N (9c,¢c) para cada cond. carregamento (Findley)

290

+ MCC
X MRH
O Analitica

270
250
230

1 2 3 4

5 6 7

8 9 10

Condicao de carregamento
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IE para cada cond. carregamento (Findley)

10

871 ®

°l ®

4+

®, ®

) 27 ® Condicao de carregamento
< 0O : \ \ . ? - —
o1 2 3 4 5 6 8 9 10/

4t ®

B+ mce ®

87 x MRH

-10F O Analitica

(©)
Figura 12. Resultados para cond. sincronas utilizando Findley (a) C, (6., ¢.); (b)
Nmax(ec: ¢C); (C) IE

Ao analisar a Tabela 5, nota-se que todas as orientacdes criticas foram iguais
para cada condi¢do de carregamento, comparando-se MCC, MRH e analitica. Além
disso, os valores de C, (0., ¢.), Npmax(6., ¢.) €, cOnsequentemente I também nédo
diferem. E interessante reparar que, para todas as condi¢des de caerrgamento, o valor
de 6. é sempre de 90°, assim como no critério de Matake.

O motivo pelo qual nédo existem discrepancias entre MCC e MRH em nenhuma
das condi¢cBes estd relacionado ao fato de que a maxima tensdo normal no plano
material também € considerada para encontrar o plano critico. Assim, mesmo nos
casos em que ha maior amplitude de tenséo cisalhante por MRH, a combinacéo de

C,(6,¢) com N,,,.(6, @) limita a busca a candidatos com as duas grandezas elevadas.

4.1.3. Carpinteri & Spagnoli

A Tabela 6 apresenta as orientagdes criticas obtidas com o critério de Carpinteri
& Spagnoli utilizando as metodologias MCC, MRH e analitica, enquanto os graficos
C, (8., ¢.) vs condicdo de carregamento, Ny, (6., ¢.) vs condicdo de carregamento e
I vs condicdo de carregamento estdo disponiveis nas Figura 13 (a), (b) e (c),

respectivamente.
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Tabela 6. Orientac¢des criticas pelo critério de Carpinteri & Spagnoli para cond.

sincronas
MCC MRH Analitico

Cond.
Carreg O, d)1 | (Bc,00)2 | (B6,90)1 | (B0,00)2 | (Bc,00)1 | (6., D)2

1 90° 76,11° - 90°,76,11° - 90°,76,11° -

2 90°,76,11° - 90°,76,11° - 90°,76,11° -

3 90°,77,11° - 90°,77,11° - 90°,77,11° -

4 90°,81,11° | 90°,98,89° | 90°,81,11° | 90°,98,89° | 90°,81,11° | 90°,98,89°

5 90° 64,11° - 90° 64,11° - 90° 64,11° -

6 90° 64,11° - 90° 64,11° - 90° 64,11° -

7 90°60,11° - 90°60,11° - 90°60,11° -

8 90°,42,11° - 90°,42,11° - 90°42,11° -

9 90°,53,11° - 90°,53,11° - 90°,53,11° -

10 90°,42,11° - 90°,42,11° - 90°42,11° -

ca(ac,¢c) para cada cond. carregamento (Carpinteri & Spagnoli)

200 T T T T T T T T T
190
180+ ® ® ® ®
o) L ®
D“_j 170 ®
= 160 ® 1
/;“o 150 F @ ® |
3" 140 -
O(U 130 - O
120 - + MCC
X MRH
M0 F O Analitica
100 1 Il 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Condicao de carregamento

(@)
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N (Bc,qsc) para cada cond. carregamento (Carpinteri & Spagnoli)

max
29 T T T T T
270+ + MCC ]
250 - X MRH il
?(L‘? 230 | O Analitica |
s 2101 1
= 190 - ® i
© 170+ ® ®
o
Sy 150 - e o © .
s 130 1
=z 110 ¢ :
NV @ ® ]
70 ® 1
50 1 Il 1 Q Il 1 1 Il 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Condicéo de carregamento
(b)
IE para cada cond. carregamento (Carpinteri & Spagnoli)
10+ + MCC .
gl X MRH ]
O Analitica
6 L ,
4 [ o
Q) 27 Condicao de carregamento|
o
~ O 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
_u L1 2 3 4 ® 6 7 8 10 |
-2
® &
4Te @ ®
6 ® i
-8t i
A0} ® ® :

(c)
Figura 13. Resultados para cond. sincronas utilizando Carpinteri & Spagnoli (a)
Ca(go ¢c); (b) Nmax(ecr ¢c); (C) IE

Pela Tabela 6, percebe-se que, assim como em Findley, ndo h& diferenca entre
as orientacdes criticas obtidas pelos métodos MCC, MRH e analitico para nenhuma
das condicGes. Além disso, os valores de C, (0., ¢c), Npmax(Oc, Pc) €,
consequentemente I também nao diferem.

No caso de Carpinteri & Spagnoli, a permanéncia em 6, = 90° € um dos
requisitos desse critério, ja que se sabe que pelo menos um plano de fratura existe

nessa orientacdo em qualquer caso.



42

4.2. CondicOes de carregamento assincronas

4.2.1. Matake e Susmel & Lazzarin

A Tabela 7. Orientacfes critica para critérios de Matake e S&L para cond.
assincronas apresenta as orientagdes criticas obtidas com o critério de Matake (o
mesmo de Susmel & Lazzarin para orientacdes criticas) utilizando as metodologias
MCC e MRH, enquanto os graficos C,(6;¢.) vs condicdo de carregamento,
Npmax (6., @-) Vs condicdo de carregamento e I vs condicdo de carregamento estado
disponiveis nas Figura 14 (a), (b) e (c), respectivamente. Ja o grafico Iy vs condicédo

de carregamento para o critério de Susmel & Lazzarin encontra-se na Figura 15.

Tabela 7. Orientacdes critica para critérios de Matake e S&L para cond. assincronas

MCC MRH
Cond.

Carregamento O, P)1 | (0,2 | O, P)1 | (B, 0)2 | (O, Pz | (O, Pc)a
11 90° 23° | 90°157° | 45°8° |45°172°| 135°8° | 135°,172°
12 90° 21° | 90°159° | 45°9° |45°171°| 135°9° | 135°171°
13 90° 23° | 90°157° | 45°8° |45°172°| 135°8° | 135°,172°
14 90°17° | 90°163° | 45°7° |45°173°| 135°7° | 135°,173°
15 90° 16° | 90° 164° | 45°7° |45°173°| 135°7° | 135°,173°
16 90° 21° | 90°,159° | 45°8° |45°172°| 135°8° | 135°,172°
17 90°, 24° - 45°,172° | 135°8° - -

18 90° 21° | 90°159° | 45°9° |45°171°| 135°9° | 135°171°
19 90° 21° | 90°,159° | 45°8° |45°172°| 135°8° | 135°,172°
20 90°,19° - 45°,8° 135°,8° - -

21 90° 23° | 90°157° | 45°8° |45°172°| 135°8° | 135°,172°
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Figura 14. Resultados para cond. assincronas utilizando Matake (a) C,(6,, ¢.);

(b) Nmax (6, ¢c); (€) I
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IE para cada cond. de carregamento (Susmel & Lazzarin)

35
5t T+
5p1t 12 13 14 15 16 17 T8 19 20 214
. I S S S B
X -5 X X _Eond. d&carregagnenfo
_w 15} + 1
25 L X
-35 1
+ wmccl |
40 X MRH
-55

Figura 15. Iy para cond. assincronas utilizando Susmel & Lazzarin

Ao analisar a Tabela 7, percebe-se que somente ha diferenca em orientacdes
criticas em todas as condi¢des de carregamento assincronas. Todas as orientacdes
criticas utilizando MCC tém 6, = 90 e todas utilizando MRH tém 6, = 45 e 6, = 135.
E interessante reparar que as mesmas condicbes de carregamento que geram 2
planos criticos com angulos ¢, suplementares (¢, = 180 — ¢;) para MCC geram para
MRH (condigbes 17 e 20).

Pela Figura 14(a) é notavel que os valores de C, (6., ¢.) obtidos por MRH sdo
sempre superiores aos obtidos por MCC, com uma diferenca proxima de 30 MPa em
média. Ja pela Figura 14(b), nota-se uma diferenca enorme entre os valores de
Npmax (6., @) gerados pelos dois métodos, sendo os valores de MCC maiores que 0s
de MRH. A menor diferenga esta em torno de 90 MPa na condig&o 17.

Por fim, pelas Figura 14(c) eFigura 15, percebe-se que os indices de erro
utilizando MCC séo todos superiores aos obtidos utilizando MRH. Isso denota uma
clara tendéncia do método MRH gerar resultados mais conservadores que MCC. Pelo
critério de Matake, somente 5 condi¢cdes de carregamento mostraram MCC com |E
maior que 0, enquanto com o de Susmel & Lazzarin esse nimero sobe para 9. Com

relacdo ao MRH, ndo ha diferenca relevante entre os valores de |IE pelos dois critérios.
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4.2.2. Findley

A Tabela 8 apresenta as orienta¢cdes criticas obtidas com o critério de Findley
utilizando as metodologias MCC e MRH, enquanto os gréaficos C,(6,, ¢.) vs condicdo
de carregamento, N,,,.(6., ¢.) vs condicdo de carregamento e I; vs condicdo de
carregamento estdo disponiveis nas Figura 16 (a), (b) e (c), respectivamente.

Tabela 8. Orientacdes criticas pelo critério de Findley para cond. assincronas

MCC MRH

Cond. Carregamento | (8., ¢c)1 | (B, @)z | (B, Pc)1 | (B¢, o)z
11 90°,22° |90°158° | 90°22° | 90°158°
12 90°,22° |90°158° | 90°22° | 90°158°
13 90°,23° |90°157° | 90°23° | 90°157°
14 90°,19° | 90°161° | 90°19° | 90°161°
15 90°,18° | 90°162° | 90°18° | 90°162°
16 90°,19° | 90°161° | 90°19° | 90°161°
17 90° 163° - 90° 163° -
18 90°,23° |90°157° | 90°23° | 90°157°
19 90°,20° | 90°160° | 90°20° | 90°160°
20 90°,18° - 90°,18° -
21 90°,22° |90°158° | 90°22° | 90°158°
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Figura 16. Resultados para cond. assincronas utilizando Findley (a) C, (6., ¢.);

(b) Nmax (6, ¢c); (€) I
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Ao analisar a Tabela 8, nota-se que todas as orienta¢des criticas foram iguais
para cada condicdo, comparando-se MCC e MRH. Assim como em Matake e Susmel
& Lazzarin, as mesmas orientagdes criticas sdo suplementares. Pelas Figura 16 (a),
(b) e (c) nota-se também a constancia das trés grandezas entre os métodos, assim

como ocorrido com as condi¢des de carregamento sincronas.

4.2.3. Carpinteri & Spagnoli

A Tabela 9 apresenta as orientacdes criticas obtidas com o critério de Carpinteri
& Spagnoli utilizando as metodologias MCC e MRH, enquanto os graficos C,(8,, ¢.)
vs condicdo de carregamento, N,,..(6. ¢.) vs condicdo de carregamento e Iy Vs
condicdo de carregamento estdo disponiveis nas Figura 17 (a), (b) e (c),

respectivamente.

Tabela 9. Orientacdes criticas pelo critério de Carpinteri & Spagnoli para cond.

assincronas

MCC MRH
Cond. carregamento | (6, @)1 | (O Pz | O P)1 | (0P

11 90° 64,21° | 90°115,79° | 90° 64,21° | 90°,115,79°
12 90°33,16° | 90° 146,84° | 90°33,16° | 90° 146,84°
13 90°35,16° | 90° 144,84° | 90°35,16° | 90°, 144,84°
14 90° 66,15° | 90°113,85° | 90°66,15° | 90°,113,85°
15 90°67,15° | 90°112,85° | 90°67,15° | 90°,112,85°
16 90°60,15° | 90°119,85° | 90°60,15° | 90°,119,85°
17 90°,119,85° - 90°,119,85° -

18 90°,58,15° | 90°,121,85° | 90° 58,15° | 90° 121,85°
19 90°,58,15° | 90°,121,85° | 90° 58,15° | 90° 121,85°
20 90°,59,15° | 90°60,15° | 90°59,15° | 90°60,15°
21 90°,60,15° | 90°,119,85° | 90°60,15° | 90°,119,85°
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Figura 17. Resultados para cond. assincronas utilizando Carpinteri & Spagnoli
(a) Ca(ec' ¢c); (b) Nmax(ec' ¢c); (C) IE
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Pela Tabela 9, percebe-se que, assim como em Findley, ndo ha diferenca entre
as orientacdes criticas obtidas pelos métodos MCC, MRH e analitico para nenhuma
das condicbes de carregamento. Além disso, os valores de C,(6;, ¢.), Npax(6: @c) €,
consequentemente I também nao diferem.

No caso de Carpinteri & Spagnoli, a permanéncia em 6, = 90° é um dos
requisitos desse critério, ja que se sabe que pelo menos um plano de fratura existe

nessa orientacdo em qualquer caso.

4.3. Consideracdes gerais

O fato de que MCC e MRH dao mesmos resultados com 6 = 90° pode ser
provado pelo fato de que, em condi¢cdes de carregamento tracao-tor¢ao, a trajetoria
de tensdo cisalhante em qualquer plano material sera uma reta, com C,r,» = 0. Ao
observar os termos do tensor de rotacdo A (Equacdo 11) com o angulo 8 = 90°,

obtém-se esses termos:

cos(¢) sen(90°) sen(¢) sen(90°)  cos (90°)

A= —sen (¢) cos (¢) 0
—cos (¢p)cos (90°) —sen(¢)cos (90°) sen (90°) (48)

A =01 Gz Qz3

az; dzz dsz

—sen (¢) cos(¢) O (49)

[ cos(¢p) sen(¢p) O
0 0 1

a1 Qg2 a13]

Com os termos a3, a,3, az; € as, iguais a 0 e as3=1, pode-se reescrever a

Equacao 14 como:
Cx'z' = Tyz(alz) + T(all) (50)

Como nos casos de tragdo-tor¢éo so6 sao diferentes de O as tensdes oy, € Ty,
pode-se perceber que C,r, sera sempre igual 0 para 8 = 90° e, consequentemente,

a trajetoria de tensao cisalhante para qualquer ¢ € uma reta.
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Nesses casos, as solucoes dadas por MCC e MRH tem de dar o mesmo
resultado. Para MCC, a menor circunferéncia que circunscreve essa trajetoria tem

diametro igual a diferenca entre max (C,,/) € min (C,s,), resultando em:

C.(006.) = (max(ery,) ; min(Cx,y,)) 51)

Ja para MRH, a Unica envoltéria retangular possivel (que toque na trajetoria em
mais do que 2 pontos) € um retangulo com maior lado igual a max(foy/) — min(Cx,y,)

e menor lado igual a 0, resultando em:

_ (max(Cyryr) — min(Cyryr)) ? B (max(C,,/) — min(C,,1))
Ca(Hc,d)C)—\/( — . > +0% = — Y (52)

A Figura 18 a seguir mostra as representacfes graficas de MCC e MRH para

uma trajetoria desse tipo:

Trajetoria da tensao cisalhante

—MCC
L | |7 Trajetoria de tenséo
150 —  MRH
100
< 907
o
=
N
x
O -50¢
-100 1
-150 1
-200 : : ;
-200 -100 0 100 200

Cy, (MPa)

Figura 18. Representacédo grafica de MCC e MRH para uma trajetoria do vetor

tensao cisalhante com 8 = 90°
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4.4. Aplicando tensao equivalente de Von Mises

Pode-se perceber pelos resultados obtidos que, principalmente para condi¢cdes
assincronas, os planos criticos obtidos pelo método MRH tém 6., ¢., C,(6., ¢.) €
N,,4:(6., ¢.) diferentes de MCC. E interessante estudar qual dos métodos apresenta
planos com maior tenséo equivalente de Von Mises.

A aplicacdo se baseia no fato de que somente h4 componentes de tenséo
N, (8), Cyryr () € Cyr (1), gerando, utilizando a Equagéo 12:

2 2
Z(Nx’(t))z +6((Cx ’(t) + (Cx’z’(t))
oym(t) = \/ (( \/; ) >) 3)

Assim, oy (t) torna-se uma funcdo do tempo, podendo ser plotada para
verificar seu maximo ao longo do tempo. Para dar um exemplo do plot, sera utilizada
a condicao de carregamento 15, onde houve maior diferenca entre 0s N,,,. (6., ¢.) de
MCC e MRH. Para as orientac¢des criticas obtida pelo MCC (90° 16°) e (90°,164°),

obtém-se na Figura 19 o seguinte gréfico gy (t) vs tempo:

0 T/2 T 3T/2 2T
t

Figura 19. Tens&o de Von Mises da cond. carregamento 15 no plano critico
obtido por MCC
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J& para as orientacdes criticas obtidas pelo MRH (45°,7°), (45°,173°), (135°,7°)

e (135° 173°), obtém-se na Figura 20 o seguinte gréafico oy, (t) vs tempo:

600
550 |
500 |
450 1
400 ¢
350 |

[MPa]

2 250
© 200
150 |
100
50

0 T/2 T 3T/2 2T

t
Figura 20. Tensao de Von Mises da cond. carregamento 15 no plano critico
obtido por MRH

Pelas Figura 19. Tensdo de Von Mises da cond. carregamento 15 no plano critico obtido
por MCCFigura 20 € perceptivel que a maxima tensdo equivalente de Von Mises
aplicada aos planos criticos encontrados com MCC (max oy (t)ycc) € maior que a
aplicada aos planos criticos encontrados com MRH (max gy, (t) yry). Aplicando essa
andlise para todas as condi¢des de carregamento assincronas, foi criada a Tabela 10,
onde encontram-se maxoyy(t)yce © maxoyy(t)yry para cada condicdo de

carregamento.



Tabela 10. Maxima tenséo equivalente de Von Mises aplicada aos planos
criticos obtidos por MCC e MRH
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Cond. max ayy () ycc | max ayy (&) yry (max oyy () ycc —
Carregamento [MPa] [MPa] max oy y (t) yry) [MPQ]

11 331,30 299,63 31,67
12 242,32 217,98 24,34
13 233,17 210,87 22,3

14 531,35 439,63 91,72
15 557,24 452,77 104,47
16 318,03 280,82 37,21
17 365,48 332,26 33,22
18 273,58 246,11 27,47
19 254,50 228,37 26,13
20 326,59 289,11 37,48
21 255,09 231,03 24,06

A partir da Tabela 10, é possivel afirmar que, para todas as condicbes de

carregamento assincronas, a maxima tensdo equivalente de Von Mises nas

orientacdes criticas obtidas por MCC sdo maiores que as obtidas por MRH.
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5 Conclusoes

Apoés avaliacdo dos resultados obtidos, pode-se concluir que, para as

condicdes de carregamento estudadas:

Os critérios de fadiga de Findley e de Carpinteri & Spagnoli ndo denotam
diferenca de resultados com a mudanc¢a do método de obtencdo da amplitude
de tensao cisalhante.

Nos critérios de Matake e Susmel & Lazzarin, a mudanca nesse método é sim
significativa, principalmente tratando-se de condicdes de carregamento
assincronas.

Para as condicdes assincronas, tanto o indice de erro dos critérios de Matake
e Susmel & Lazzarin quanto a maxima tensao equivalente de Von Mises para
0s planos considerados criticos para MCC sao menores do que nos
considerados criticos para MRH.

Sob nenhuma das condi¢des de carregamento sincronas estudadas o método
MCC obteve resultados diferentes do método analitico. J& para os resultados
de MRH, 2 das 10 condicfes obtiveram resultados diferentes.

Em todas as condi¢des de carregamento estudadas com resultados diferentes
entre MCC e MRH, o angulo 6 critico achado para MCC foi de 90 e para MRH
de 45

Devido ao menor custo computacional e simplicidade, o método MRH parece

ser mais recomendavel para os critérios de Findley e Carpinteri e Spagnoli.
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