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7
Apéndice: Prova do Teorema

De forma a garantir a existéncia de equilibrio, restringimos nosso
espago de precos. No primeiro periodo, consideramos precos (po, ¢k, ¢.7) que

pertencem no conjunto compacto e convexo
= L1
o {<> €REx [0,1K xR : (p.0s) € AFEHI,

Y G <D VAiCAi}a

FET(Ay) ke,

onde qx = (qr)kek, 97 = (¢j)jes €, como de hébito, A; denota uma classe
genérica de primitivos de A;, com i € {P,C'}. Mais ainda, restringimos os pregos
dos bens ps, em cada estado da natureza no segundo periodo a AfL_l. Por
conveniéncia de notagao, denotamos um vetor genérico de precos de bens e ativos
e de taxas de pagamento de derivativos por m = (p, ¢, r), uma alocagao genérica
individual do agente h por o = (2, ", 6" 6"), e por n = (N")pey um vetor
genérico de alocagoes da economia. Definimos também = como a projecao do

conjunto = nos precos dos bens e do primitivo k, isto é,

[1]

k= { (o, ) € RY x [0,1] : I (qr, a0 )k » (0, aKc. 47) € E}

Além disso, sem perda de generalidade podemos supor que ;. A Asr <
2 jes(a,) As,j para cada A; C A; com i € {P,C} e para cada s € S.

OBSERVACAO 5 Note que, se provarmos que sempre existe um equilibrio ndo
trivial (7,7) para qualquer economia £ que satisfaca ZkeAi Asp < ZjeJ(Ai) Asj,
para cada A; C A; com i € {P,C} e para cada s € S, é sempre possivel
achar um equilibrio nao trivial para qualquer economia £ na qual as promessas
dos derivativos e primitivos satisfacam apenas a Hipotese 5. De fato, para tal

economia E' temos que

S e[ X @t wesvier

keA; JeJ(Ay)
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e consequentemente existe A € Ry tal que ZkeAi A’&k < ZjeJ(Ai) )\A;J, para
cada A; C A; com i € {P,C} e para cada s € S. Se existe um equilibrio
(7, M) para uma economia &, que € igual a &' com excecdo das promessas dos
derivativos, definidas por Asj = NAY ;, podemos considerar as alocagdes (7', 7)
dadas por (7, @, 77, 7,8) = (B, 0,77, 5,0), 0 = A0 eq; = 1q,. E ficil

verificar que a alocagdo (7', 7') € um equilibrio para economia E'.

Definimos a correspondéncia de decisio U" : (AfL_l)S x X — X, por

T (p_o, ™) = (Tp_) "t 0 Q" o T(p_o,n"),

onde a fun¢do continua 7, , : X — X x fos é definida por Tp_o(n") :=
T(p_o,n"). Segue que, dados precos (p,q) e tazas de pagamento r, uma alocacdo

n" € otima para o agente h € H se, e somente se, ¥ (p_g,n") N B"(p,q,r) = 0.

PROPOSICAO 1 Sob a Hipdtese 2, para cada agente h € H, a correspondéncia
TP ¢ hemicontinua inferior, tem wvalores convezos e abertos, € estritamente
monotonica em (zs)ses e € irreflexiva, no sequinte sentido 0 ¢ W'(p_o,n"),
para todo (p_g,n") € (AfLil)S x X.

ProvA: Por conveniéncia de notagao, definimos F := (AfL_l)S . Deno-

tamos também por f um elemento genérico de F. Usando essa notacao,
Uh(f,n") = (Ty) " o Qo T(f,n"),

Passo 1 : U" tem wvalores abertos. Fixe um vetor (f,n") € F x X. Como Q"
tem valores abertos, Q"(T(f,n")) é um conjunto aberto. Como T} é continua,
(Tr)"HQMT(f,n"))) é também aberto, o que implicsa que ¥" tem valores

abertos.

Passo 2 : U tem wvalores convezos. Fixe um vetor (f,n") € F x X. E suficiente
provar que, dado A € [0,1] e ' e n} em W (f, n"), temos que [Anf + (1 — A\)nh] €
(Tr) =1 (QM(T(f,n™))). Como Q" tem valores convexos, sabemos que AT(f, nl) +
(1= NT(f,78) € QT (f,n")). Mais ainda, pela definicio da funcio T, existe
(r1,72) € X x X tal que

T(f,n') = <:v (Ds,k(f, 17?)) . ie{1,2}.

(s,k)eSx K)
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Como as fungoes D, ;(f,-) sdo convexas, temos que
AT (1) + (1= NT(f,n3)
(Axl + (1= Naz, [ADs ko (font) + (1 = \) Do i(f,n5)] (s,mesw)

(A1 + (= Nz, [Dos(F 28+ (0= )] s
= T(f. A0} + (1= X))

v

Portanto, segue do item (ii) na Hipétese 2 que T'(f, M + (1 — A\)nk) pertence a
Q"(T(f.n")), o que implica que (A} + (1 — Mn3) € (Ty) " (Q™(T(f.n"))).

Passo 3 : W ¢ hemicontinua inferior. E suficiente mostrar que dado um conjunto
aberto (relativo) U C X, a inversa inferior (V)= [U] = {(f,n") € F x X :
Th(f,n")NU # 0}, 6 um conjunto aberto (relativo) de F x X. Se (¥")~[U] é
vazio, a prova ¢ imediata. Assim, suponha que (\I’h)_ [U] # 0 e fixe um vetor

(f,7") € (I")~ [U]. Estamos interessados em provar que existe 7 > 0 tal que
V(£ ") () (F x X) € (¥") [U],

onde V,,(f,n") denota uma vizinhanca aberta (na norma Euclidiana) de (f,n")
com raio p. Fixe agora um vetor 7" € W"(f. 7")nU.

Sabemos que #" € U e T(f,7") € Q" o T(f,7"), o que implica que
(T(f,7™), T(f,7")) € Grafico Q".

Como a correspondéncia Q" tem gréfico aberto, existe v > 0 tal que

Vi (T(?v "), 7(f, ﬁh)) m [(X X fos) X (X x REXS)] C Gréfico Q™.

Mais ainda, como a funcdo T é continua, existe 7 > 0 tal que, se (f/,n'") €
V.(f,7") N [F x X] entio

(7™ 10" € Vi (TET).TE) ) [(X 3 BES) x (X x RES))

Portanto, para todo (f,n") € Vg(?,ﬁh) N [F x X], temos que T(f',7") €
Q" (T(f',n™)), o que implica " € W"(f ™). Finalmente, como 7" € U, a

alocacio (f’,n'™) pertence a (¥")~ [U], o que conclui a prova deste passo.

O fato que U" é estritamente monoténica e irreflexiva segue diretamente

das propriedades de Q". O

E til definir, para cada agente h € H, uma correspondéncia yh
S
<AﬁL71) x X — X, chamada correspondéncia de decisao aumentada, como

a funcdo conjunto que associa a cada vetor (p_g,n") a colecao de alocacoes 7"
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que satisfaz
" = X"+ (1= M0 para 0 < A < 1, 37" € W (p_g,7").

Note que U"(p_q,n") C \i/h(p_o,nh). Mais ainda, como ressaltado em Gale e
Mas-Colell [9, [10], a correspondéncia yh preserva todas as propriedades de U": é
irreflexiva, estritamente monotdnica e hemicontinua inferior com valores abertos

e convexos (ver Proposi¢ao acima).

LEMA 1 Dados precos e tazas de pagamento ™ = (p,q,r), se alocagoes individuais
(M ner satisfazem as condicées de equilibrio (A)-(C) entdo, para cada agente
h € H, o vetor (z", 0", 6") € X x RE x fos é limitado.

ProvA: Seja n = (2", ¢ 6" 0")hey um vetor que satisfaca as condicoes de
equilfbrio (A)-(C). A condi¢do (B) implica que, no primeiro perfodo, Y-,y zh =
Wy. Como cada termo no lado esquerdo é nao-negativo, segue que, para cada bem
l € L e para cada agente h € H, as alocagoes de consumo satisfazem x&l < Wo,.
Assim, as cestas de consumo dos agentes sao limitadas em ¢ = 0. Mais ainda,

segue da condicdo (A) que " € B"(r) e, portanto,

> Cralpo, ar) iy < gy < Wop. (7-1)
keK

Como restringimos os pregos (po,qr) a pertencer ao conjunto com-
pacto Zji, segue da Hipdtese (3) que existe um limite inferior ¢, =
ming, q9e=, >ier Cki(Po,qx) > 0. Entdo, somando sobre [ € L, temos da
equacao (7-1) que

@Z < %ZWOJ =: Qp, (7-2)
=k ler
o que implica que as vendas a descoberto sao limitadas. Assim, a condicao de
equilibrio (B) garante que, para cada estado s € S, Y,y zh = W, 4+ Y, Wy

Como cada termo do lado esquerdo nesta equacao é nao-negativo, segue que as
h

<, sao limitadas.

cestas individuais de consumo, x

Finalmente, como restringimos os precos dos bens, em cada estado da
natureza s € 5, a pertencer no simplex A_#:Lfl, o valor das promessas dos
primitivos, pSAS,kcp’,;, é limitada para cada (h,k) € H x K. Assim, segue da
condigao (C) que os devedores nao tem incentivo, no ponto 6timo, a pagar mais
que o valor de face das promessas originais. Portanto, os pagamentos 6" sao

limitados por cima, né por nd, primitivo por primitivo. O

Agora, como as alocagbes de consumo, vendas a descoberto e pagamentos
sao limitadas em equilibrio (caso exista), truncaremos as variaveis endogenas, de

forma a achar um alocacao étima para a economia.
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Nosso objetivo é provar que, dado limites superiores e inferiores para as
alocagoes, existe um equilibrio para economia truncada (como definida abaixo).
Além disso, mostramos que essas alocagoes de equilibrio truncadas convergem,
quando o limite apropriado é tomado, para uma alocacao de equilibrio da econo-
mia original £(S*, H, L, F).

A EcoNoMIA TRUNCADA &ps. Definimos, para cada M € M = {(My, M) €
Ra_ 4+ ¢ My < M5}, uma economia truncada €y na qual a estrutura de incerteza
e dos mercados fisicos s@o iguais a de £(S*,H,L,F). Cada agente h € H
pode demandar bens, vender primitivos k € K e comprar derivativos j € J
restrito a um espaco de alocagoes X, que é dado pelo conjunto de vetores
= (2", ", 6" ") € X que satisfazem

lz"lloo < M, 0" <29, 0" <2(#H)Q, 0" < 202 o MAsklh,

onde ||| denota a norma do méximo e  := maxgex Q, ¢ 0 maximo dos
limites superiores das vendas a descoberto definido na equagao (7-2) no Lema 1.
Mais ainda, de forma a garantir a existéncia de um equilibrio nao-trivial (como
definido na Segao 4), precisamos de um limite inferior, estritamente maior que

zero, para as taxas de pagamento dos derivativos:

o Dada uma classe Ac C A¢ de primitivos, definimos o espacgo truncado de
. n(Ac)
tazas de pagamento de CLO’s como o conjunto de vetores (TSJXLC) e RC

que pertence a

n(Ac)
Ti(Ao) = ] [8i"(Ac)1],
m=1

onde, denotando por €, x = max(y, q,)e=, || YsCr(Po; a1,

1 : = .
() = { W se mimene {1l o) > 0

A, ©aso contrario,

e param > 1

1 [mingeac {|[Asll1, e} > 0]A
W Ac) =4 M A gl =0, ¥m! < m]

1

A, ©aso contrario.

o Dada uma classe Ap C Ap de primitivos, definimos o espaco truncado de

taxas de pagamento de Pass-through como
Tir(ap) = {r= () € [Bir(Ac) "4 s vy =1, 1 <37 <n(Ap)

onde, similarmente ao caso dos CLO’s,
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- se minkEAP {HAs,kHlv ES,k} > 0;

Bu(Ap) = { |

My>
A Caso contrario.

O espaco de pregos e taxas de pagamento m = (p, ¢, r) é dado, em nossa economia

truncada &y, por

Pyo=Zx (AT S T T T vira).

ie{P,C} AiCA; s€S

Além disso, para um vetor m € Py, de pregos e taxas de pagamento
dado, seja Bl (7) = B"(w) N Xj o conjunto orcamentério truncado. Para
cada agente h, definimos a correspondéncia de decisao aumentada truncada
yhM- (AfL_l)S x Xpr — Xy como a restricdo da correspondéncia U" ao

espaco truncado de alocagoes X ;.

Agora, associado a cada agente h € H, definimos a correspondéncia de

reagao wﬁ/l s Pas X Xﬁ — X7 via

Bjiy(m) se " & Bl (m),
Bl (m) n¥"M (p_g, ") se " € Bjy(m),

¢5\l4(77777) = {

onde Bl (m) denota o interior de BJ () relativo a Xjs. Correspondéncias de

reagio também sao definidas para cada estado s € S*. Defina ¢, : Pps x X]\H4 — =

como

P(mm) = {(pévqk,d])tpé [ng—wo +

heH

Do | X G- Gy e >0

ie{P,CY |AiCA; \jeJ(A;) heH keA; heH

e, para cada s € S, Y3, : Py X XAH/I —» AfL_l como

Y (mm) = {pé e ATFL (Z [w? - stfi] - Ws> >

heH

(3 [et - vat] - )

heH

Além disso, dada uma classe Ap de primitivos, definimos, para cada estado
da natureza s € S, uma correspondéncia de reacao Q,Z)JS\}[AP Py x XEL — Y5, (Ap),

que leva um vetor (m,7) a um conjunto de vetores r’ := ri, (1,1,...,1) €
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T5,(Ap) que satisfacam

2
h h
oap Do PsAeg D 07— D Y 0
jeJ(Ap) heH keAp he H
2
N ST B S AR
jeJ(Ap) heH keAp heH
onde 7 = (p,q,7) e (Tsj)jesap) = Tsap(l,1,...,1). Finalmente, dada

um classe Ag de primitivos, para cada estado da natureza s € S e para cada

m € {1,2,...,n(A¢)}, definimos a correspondéncia de reacao
m(p
")y XA - [ (M), 1],

como a funcdo conjunto que associa a cada vetor (m,n) € P, x Xﬁ, o conjunto
de numeros ' € [33;"(Ac), 1] que satisfacam

m—1 2
h h h
<r'psAs,jm<Ac> > Onae) T Y TagiherPsAsgitae) D Piaoy = 2. D :5s,k>

heHd i=1 heH keAc heHd

m 2
< (ZTs,ji(Ac)PsAs,ji(Ac) Z 9?1‘(%) - Z Z 52,1@) .
i=1

heH keAc heH

DEFINICAO 3 Dado M € M, um equilibrio para economia truncada Eyy é um

vetor
= = - = —h —h Th ph H
(7T777) = ((pM7QM7TM)7 (xMﬂOMv(sM)HM)hEH) € ]P)M X XM;
no qual todas as correspondéncias de reac¢do definidas acima assumem um valor

Va.210.

LEMA 2 Dado um vetor M € M, se as Hipdteses 1-3 sao wvdlidas, eriste um

equilibrio para a economia truncada Eyy.

PRroOvA: Observe que pelas Hipoteses 1 e 3 B]}\L/[(ﬂ) tem valores nao-vazios e
grafico aberto. Entao, segue da Hipdtese 2, que as correspondéncias de reacao
(¢i4)ses*7 (wzs\kAP){seS,ApcAp}a (wﬁﬂheH’ € (Zb?\}g){(s,j)esXJ(Ac), AcCAc} satis-
fazem as hipdteses do Teorema de Ponto Fixo de Gale-Mas-Colell (ver Gale e
Mas-Colell [9) [10]), isto é, todas as correspondéncias s@o hemicontinuas inferiores
com valores convexos e abertos, tém o mesmo dominio e o produto de seus espagos
de imagem coincide com o dominio. Assim, existe um vetor (7azs,7,,) € Pas x X4,

para o qual

- Yt (T, M) = 0 ounlt, € YR (Far, Mar), para cada agente h € H;
- (@, Tar) = 0 ou ((Bar)o, Qar) € Uiy (T, T );
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- U3 (@) = 0 ou (Byy)s € Y3, (Tar, M), para cada estado da natureza
s €S,

- q/;f\ZAP(ﬁM,ﬁM) =0 ou (Fap)sap € wj’ﬂAP(ﬁM,ﬁM), para cada classe de
primitivos Ap C Ap e estado da natureza s € S,

- wi’fm(%)(m,m) = 0 ou (Tar)sjm(ae) € wi’fm(%)(m,m), para cada

estado da natureza s € S, para cada classe A¢ C A¢ e para cada
m e {1,2, e ,n(Ac)}

Claramente nio é possivel 7, ¢ B (7)), porque nesse caso nao seriam nem um
ponto fixo nem um valor vazio. Mais ainda, ndo podemos ter 7%, € ¥R (Far,Tas)
pois contradizeria o fato que ﬁ}M ¢ \I’h7M((;T),O)M,ﬁ}]§/I). Assim, temos que ter
wﬂ(ﬁM,ﬁM) = (), para cada agente h € H.

Como ressaltado acima, ﬁ% € Bf\% (Tar). Somando em relagao aos agentes,

segue da Hipdtese 1 que

(Par)o +

> @)~ Wo

heH

SIS Y @ @i - S @k Y@ | | <o.

i€{P,C} [AiCA; \jeJ(A;) heH keA,; heH

ASSim’ ((ﬁM)Oa QM) ¢ QJZ)?M (fMa ﬁM) e, portanto, 1/}9\4 (ﬁM)ﬁM) ¢ um valor

vazio. Finalmente, é ficil ver que pela defini¢ao as correspondéncias 3, @Z)i’f”

e ¢Z}IJm(AC) nao podem ter um ponto fixo. Entao, temos que ¥3%,(7Ta, ) = 0,
Ap— JMAC) =

T @) = 0 e 03] Far, Tag) = 0. 0

Agora, por conveniéncia de notacgao, quando nao houver possibilidade de
duvida, omitiremos o subscrito das alocagoes (s, 7,,). Assim, usando essa
notacao, com M € M fixo, ja sabemos que um alocacdo de equilibrio para
economia truncada (7, 7) satisfaz 77" € B}, (%) e UM (p_o, 7*)N B, (7) = 0. Mais
ainda, o fato que ambos os conjuntos WM (P_o, ") € Bﬁ/[ (7) sao abertos implica
que WM (B_o 7") N closure [BE,(7)] = 0. Como B, (%) é nio-vazio e convexo,
conclufmos que WM (5_o, 71") N B, (%) = 0. Além disso, como ¢°(7,7) = 0, para
qualquer (p', g%, ¢;) € Z1 temos que

DN DN IDSEDIUED IS -3 | B0

i€{P,CY |AiCA; \jeJ(A;) heH keA; heH
(7-3)

Assim, suponha que ), Egl — Wy, > 0 para algum [ € L. Entao, pondo pj,; = 1,

PO [Z 75 — Wo

heH

popy = 0 para todo I" # 1, g7 = 0 e gx¢ = 0, obtemos uma contradicao. Mais

ainda, suponha que ), 5;1 > >, Ph para algum par (k,j) € A; x J(A;). Assim,
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fazendo py = 0, ¢; = 1, ¢y = 0 para todo j' # j, ¢z = 1 e g = 0 para todo
k' # k, obtemos uma contradigio com a equagao (7-3). Portanto, segue que
thlg,l —Woy<Oparale Le Zh§? <, PP para cada par (k, j) € A; x J(A;)
e para todo A; € A; com i € {P,C}.

LEMA 3 Ezxiste M7 > 0 tal que, para cada M; > M7y, se as Hipdteses 1-

3 wvalem, cada alocagao de equilibrio (7,7) para economia truncada Ep, com
M = (M, Ms) € M, satisfaz
(3.1) Para cada agente h € H, 7" € B}, (7);
(8.2) WM(p_o, ") N BYy(7) =0, VheH;
(5:3) pen 6 = Wo;
_ —h _ _
(8.4) EjeJ(Ai) q; ZheH 9]- = EkeAi qy, ZheH @Z, para cada classe A; C A; com
ie{P,C};
(3.5) Para cada s € S e Ap C Ap,

2

Ts,Ap € argre[ﬁri??gp)’l] —\r Z DsAs Z 5? — Z Zggk ;

jeJ(Ap) heH keAp he H

(3.6) Para cada s € S, Ac C Ac, j™(Ac) € J(A¢), a taza de pagamento

Tsjm(Ag) TUNIMIZa a fungao

2

— _ s —h
ng’;"(w,n) + Tsjji(AC)Fgg(Tr,T]) — Z Z Sor |
=1 keAc heH

.. S,m S, f— — — —h
sujeita a r € [By) (Ac), 1], onde Fy (m,7m) == PsAs ji(Ac) Y oheH Ojiac)s

(3.7) Existe X < M7 tal que, para cada s € S* el € L, as alocagdes de consumo
(jlsl,l)hEH satisfazem fgl < Wy < X;

(3.8) Para cada s € S el €L,

Z Tl — (YsWo) — Wiy
heH

SO DN DR XD SED DI I

i€{P,C} | AiCA; \jeJ(A;) heH keA;, heH

(5.9) Ehggl <>, PR para cada par (k,j) € A; x J(A;), para todo A; C A; com
ie{PC}.

Prova: Como discutido acima, os itens (3.1), (3.2) e (3.9) sao vélidos para cada
M = (My, M3) € M. Assim, como ), f&l — Wp, < 0 paral € L, existe M] tal
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que, para cada M; > M], uma alocagdo de consumo de equilibrio da economia
truncada &)y satisfaz fgl < M. Entao, dado M; > Mj, suponha que a alocagao

de equilibrio de um agente h satisfaz

DoT( + Z Z Z QJJ ZQkSOk; < mg(Dy)-

ie{P,C} [ACA; \jeJ(A;) keh;

- . . N _ ~ _ —h —
Como T é interior, existe 2! > T1 tal que 7§ = (:cg,cph,é ,0") € BlY(7). Pela

monotonicidade estrita de ¥"™ on z, sabemos que WM (5_,,77") N BY, (%) # 0,
o que contradiz o item (3.2). Assim, para cada agente h, a restri¢do or¢amentaria
para o primeiro periodo deve valer com igualdade. Somando em relacao aos

agentes, segue da Hipodtese 1 que

+ Y X arh->ay || =0

ie{P,C} [AiCA; \jeJ(A;) heH keA, heH

Po [ng_WO

heH

(7-4)

Dada uma classe A;, definindo &’ como

Z <Pk' = mln Z S%a

heH hGH

segue do fato que ZheH i < ohen ® @7, para todo (4, k) € J(A;) x A;, que

S Y0 -YaYe < Y Y e - @ > g

jeJ(A;) heH keA; heH jeJ(A;) heH keA; heH
—h _ _
= 2@ | 2 - @ <o
heH JEJ(As) keA;

onde a tultima desigualdade é uma consequéncia de ) jeda) @G < D ke A, Q- Segue
de (7-5) e da desigualdade Y, Th < W que o lado esquerdo da equagao (7-4) é
uma soma de termos nao-positivos. Assim, cada termo tem que ser igual a zero

e a condigao (3.4) é vélida, i.e.

S g> 0> @ wh=0,

jeJ(A;))  heH kehA;  heH

para cada classe A; C A; com i € {P,C}. Mais ainda, suponha que existe um bem
leLtalque) .y T(})L,l < Wo,i. Pela equagao [7-4, temos que py; = 0. Entretanto,
segue da estrita monotonicidade de WM em o, que B, (%)W" M (5_o, 7") # 0,
o que é uma contradi¢ao. Portanto, o item (3.3) vale.

Segue do Lema 2 que, dado um estado da natureza s € S, uma classe

de primitivos Ap C Ap e M = (M;,My) € M, temos que, para cada
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S [5?4(AP)7 1]5

2

DN ENDBED DD B

JjeJ(ApP) heH keAp heH
2

— _ —h —h
2 | Tonr D Pudog 2 05— 3 D O

jeJ(Ap) heH keAp heH

Portanto,

2

= _ —h —~h
Ts.hp © 8T8 e[ﬁgl?g ) 1]_ " Z PsAs, Z ej B Z Z 58,16 )

TR JEJ(ApP) heH k€Ap heH

e o item (3.5) estd provado. Com argumento andlogo, podemos garantir o item
(3.6).

Além disso, dado um equilibrio (7,7) para uma economia abstrata &y,
com M = (M, M) e My > Mj, sabemos que ¢3,(7,7) = (), para cada estado da

natureza s € S. Entao, para todos os pregos pl, € AfL_l temos

o, (Z [t - Vi) - w5> <7 < > |ah - vt - Ws> - (76)

heH heH

Mais ainda, segue do item (3.1) que * € B, (7), para cada agente h € H. Assim,
dado um estado s € S,

(X - vat] )

heH

<SS I Y | Y A Y0 - Y e

’iG{P,C} A;CA; jEJ ) heH keA;, heH

Fazendo na equacao (7-6) p., =1 e p/,, = 0 para cada I’ # [, temos por (7-6),
(7-7) e item (3.3) que

Z zh — (YaWo) — Wiy
heH

< Z Z Z Ts Jps 8,J Z 9 Z Z gg,k ) (7'8)

ie{P,CY | AicAi \jeJ(A:) heH keA; heH

o que prova o item (3.8). Como na economia &y, (a) a posi¢ao de primitivos, @?,
e . . . —h
sao limitadas por 2€), e (b) as compras agregadas de cada derivativo, >, 0,
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sao limitadas pelo total de posicoes vendidas nos primitivos; segue da equacao
(7-8) que

Soah - (VW) — Wy < 23 Ayl (FH) Q.
heH JjeJ

Entao, para cadal € L,

zh, < W, Y, W, 2 A H)Q Vhe H
Tsi S X 1+ (YsWo) + JEZJH gl (F#H)Q 8, .

h

o, s € S, sao uniformemente

o que garante que as alocagbes de consumo T
limitadas por cima, independente do valor de M; > Mj. Mais ainda, o item (3.3)
garante que as alocagdes de consumo do primeiro periodo, 56‘, sao também limi-
tadas uniformemente, independente de M = (M, Ms). Portanto, existe X > 0 e
M{ > max{X, M]} tal que fgl < W, < X < My, para todo (s,l) € S* x L, o

que prova o item (3.7). O

DEFINICAO 4 Dado M € M, um M-semi-equilibrio ¢é wma alocagdo
(7ars7ine) € Pay x XA que satisfaz os itens (3.1)-(3.8).

’.

E importante notar que o item (3.9) nao entra na defini¢ao de M-semi-
equilibrio. Note que, dado M = (M, M), segue do Lema 3 que, para M; > M7,
sempre existe um M-semi-equilibrio. Por conveniéncia de notacao, também
omitimos o subscrito M das alocacgoes de M-semi-equilibrio quando nao existe

possibilidade de davida.

LEMA 4 Eziste M{* > M;{ tal que, se as Hipoteses 1-4 valem, para cada M-
semi-equilibrio (7,1), com M = (My, Ms) e My > Mi™, os precos dos bens ps,
com (s,l) € S* x L, tem um limite inferior uniforme p, estritamente maior do

que zero e independente de M = (M, My).

Prova: Fixe M = (M, M3) com M; > M. Segue de (3.7) que, uma alocagao
de M-semi-equilibrio (7,7) satisfaz 7%, < X < Mj, para todo (s,l) € S* x L,
o que garante que ps; > 0.1 Mais ainda, segue da Hipdtese 1 que, para cada
s€Secadahe H, mh:= minpseAﬁLfl m(ps) > 0, porque Af_ﬁL*l é compacto.

Definindo, para cada par diferente de bens (I,1’), o conjunto compacto

1 —poy
Gl = {po eREL . <po,l' > iy

_|_7£/£J_1> A (3(ak.a1) , (Po, ax,4s) € E)},

L Caso contrério, como as preferéncias sio estritamente monotonicas no consumo, cada
agente h € H poderia aumentar seu consumo de um bem com preco zero, escolhendo
uma outra alocacdo 7" que melhora sua situacio e ainda pertence ao seu conjunto
orcamentério BY, (%), o que contradiz o item (3.2).
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temos que, como py = 0 nao pertence a G(I,1),

h . . . h
mg = minmin min m >0, Vhe H.
0T e VA poeGULY) 0(po) >0,

€ AfLJr#J*l. Portanto,

Dado um M-semi-equilibrio (7, 7) o vetor (pg, qs)
para um | € L fixo, de forma a garantir que pp; ¢ uniformemente limitado,
independente de M, temos que considerar duas possibilidades, como em Seghir
e Torres-Martinez [15]:

Caso I: Eziste um bem ' # | para o qual poy > #[%;720‘7;71'

Nesse caso, po € G(I,1'), o que implica que m{ (o) > mp. Assim, qualquer

agente h pode escolher a alocacdo (2",0,0,0), definida por

o € , se(s”,1") #£(0,0),

= h

min{%&,Ml} , se(s",1")=(0,1),
h

% ; Mingeg %?} > 0.

Por outro lado, como cada alocagdo de consumo (i")xepr é uniformemente

onde € := minpcpy {

limitada, segue da Hipotese 4 que

Zh(%,d,e) < Z. = Zh (X, X, ..., X),0,¢).
01(Z:de) < M L hE D (( ),0,€)

Como o lado esquerdo da desigualdade acima nao depende de M, existe (M7)" >
M7 tal que, se My > (M7, Z. < M. Assim, segue da Hipétese 4 e da condicio
de otimalidade (3.2) que, para um M-semi-equilibrio fixo com M; > (M7),

h
m . .
Ze > ﬁgl’ o que implica que

h

Bog = pl 1= max
" T =0 heH 27,

>0

1—po,i

Caso 1I: Eziste um ativo j € J para o qual g; > Py gy o

Defina W, = min;er, Wy;. Note que, sempre existe um agente h(py) € H
que pode demandar % unidades de cada bem no primeiro periodo sem fazer
transagoes financeiras. De fato, suponha que nao exista tal agente. Entao, segue
da restrigio orgamentdrio do primeiro perfodo que m{(fo) < || ﬁo]\l% para todo
h € H. Entretanto, a Hipétese 1 implica que ),y mi(Bo) > ||pol1 W, o que é
uma contradi¢ao. Mais ainda, como estamos restringindo (pg, ¢x,q7) € E, segue

. N 1—%
que existe k € K para o qual ¢ > W.
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Desta forma, o agente h(jg) pode demandar uma cesta ") definida por

i) _ ) € L se (s 1) # (0,0),

sl : /9Ky o
min {¢' + LX M}, se (s, 1) = (0,),

. w . h . s
onde € := minyecy {2;—%, ; Mingeg %} > 0, vendendo v unidades do primitivo k&,
sem fazer nenhuma outra transacao financeira e pagando todos seu compromissos

no segundo periodo, onde 7 satisfaz

. < max_ |rck,z<po,qk>ul> <L S qAusd Vses
Portanto, essa alocagao pertence ao conjunto orgamentédrio do agente h(pg) e v é
independente dos precos. Entao, segue da Hipdtese 4 e da condigao de otimalidade
(3.2) que existe (M7)o > (M7)' tal que, para cada M-semi-equilibrio fixo, com
M = (My, Ms), se My > (M7)o entdo € + % < Z., o que implica que

.
Y+ (H#L+#T - VD#K Z.

~ 17
Pog =Py =

Portanto, os Casos I e II implicam que os precos dos bens de um M-
semi-equilibrio para o primeiro perfodo (onde M; > (M7)o) sao uniformemente

limitados por baixo por po; > p, = min{gé; Bél}.
Agora, como pg; > Pys definimos €5 como

. . h . h
€5 := min 4 min mg(pp); minmy ¢ >0
heH {poEEl 0(po); seS S} ’

onde =1 denota o conjunto de precos py > Qo(l, 1,...,1) tal que existe pregos ¢
para os quais (po,q) € E.

Assim, para um M-semi-equilibrio (7, 7), com M; > (M7)p e para um par
fixo (s,1) € S x L, qualquer agente pode demandar uma alocacdo (£",0,0,0),

definida como

€g , se (s, ') # (s,1),

~h
Tgrpp = . h
s, m1n{%ﬁy,M1} , Se(s’,l/) = (s,l).

Assim, existe M{* > max{Z., (M})o} tal que segue hda Hipétese 4 e da
condicao de otimalidade (3.2) que, se My > M;™*, Z., > Qﬁmfl,

os precos de bens de M-semi-equilibrio sao limitados inferiormente por

. Isso implica que

h

- m
Psg > p_:=max —— > 0.
=5 heH 27


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310606/CA


PUC-RiIo - Certificacé@o Digital N° 0310606/CA

Equilibrio Geral e Securitizagdo de Ativos 49

Portanto, concluimos que, para cada M-semi-equilibrio (7,7) com

My > M7™, os pregos dos bens (ps)ses+ satisfazem ps; > p := minges p_. O

Pegue M = (Mi, Ms) € M tal que M; > M;*. Fixe uma alocacao de M-
semi-equilibrio (7,17) que também satisfaga o item (3.9) (note que, é suficiente
pegar um equilibrio da economia truncada £7). Dada uma classe de primitivos
A;, com i € {P,C}, segue dos itens (3.4) e (3.9) que se existe j' € J(Ap) tal que
Y oheH 9 < MaXje j(A) DhenH égl, entao ¢ = 0. A condigao de otimalidade (item
(3.2)) 1mphca que, para tal j’, 75 yPsAs j» = 0 para todo s € S. Entretanto,
como (i) a taxa de pagamento de j’ é limitada por baixo por ﬁz > 0, e
(ii) os pregos dos bens, em cada estado s € S, sao estritamente positivos;
precisamos ter que || A j: |1 = 0 para todo s € S, o que é uma contradigao com
a Hipétese 5. Portanto, Y,y é;l, = ZheHé para todo 7,7 € J(A;), A; C A;
com i € {P,C}. Analogamente, se existe um primitivo £k € A; que satisfaga
S hen Pr > mingea, Dopepy P, entdo g = 0.

Assim, segue do item (3.4) que

Z(jjzé Z%mln ZS%'

jeJ heH keA; ‘heH

0 que 1mphca que ZheH Jh = mingen; Ypey Pp for all j in J(A;). Portanto,

ZheH b= D hen ¢ @r, para todo par (k,j) € A; x J(A;) tal que o prego de
M-semi-equilibrio ¢ é estritamente positivo.

Defina uma nova alocagao (7,7) € Py x Xf/l como
(7 30,5100 = (1 450,08 , v

“h M
; > 0;

ph = Yk 50k Vhe H,Vk € K:
0, se ¢g.=0

Segue que a alocagao (7,7) ainda é um M-semi-equilibrio. Mais ainda, para uma

classe dada A; C A; com i € {P,C}, as seguintes condigoes sao satisfeitas

Z g;z — Z @r, YV (k,j) € Ay x J(A;), para os quais G, > 0; (7-9)
heH heH

Z ¢r = 0, VkeK, paraos quais G = 0. (7-10)
heH

LEMA 5 Eziste M7 > M{™ tal que, para cada M = (M, M) com My > M,

existe um M -semi-equilibrio (7,7) no qual cada classe de primitivos Ap C Ap
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tem tazas de pagamento associadas aos seus derivativos, ('Fsyj)je(](AP)’ses, que
satisfazem (7-9), (7-10) e

(5.1) Tsj = Tsj, para todo j,5" € J(Ap), para todo s € S;
(5.2)

_ . 2
0< D by 2 00— D D S < D Iy

JjEJ(Ap) heH keAp heH jeJ(Ap)

H(#H)*Q

PRrOVA: J4 sabemos que, para cada M = (M;, Ma) com M; > M;™*, existe um
M-semi-equilibrio que satisfaz as equagoes (7-9) e (7-10). Entao, para um dado
M com M; > M7*, fixe um M-semi-equilibrio no qual (7-9) e (7-10) sao validas.
Dado s € S e Ap C Ap, segue do fato que (7s ;) jcrap) € Ti/(Ap) que

Foj=Tsj, Vi, j € J(Ap),Vs € S,

o que prova o item (5.1). Como o valor de 7 ; é independente de j € J(Ap),
usaremos a seguinte notagao 7s a .

Note que as equagoes (7-9) e (7-10)), juntamente com a Hipétese 5, implicam

que
)IDILIEE D DD DL D DI 2 D DE- S (a1
keAp heH {k€Ap: §x#0} heH {keAp: §x£0} heH

= Ps Z sk INax Zeh_ﬁ Z Asijé?.
(keAp: qwéo} jeJ(Ap) jeJ(hp)  heH
Mais ainda, de forma a provar o item (5.2), temos que considerar duas
situages. Primeiro, se ),y @r = 0 para todo k € Ap, segue do item (3.4) e do
fato que ¢; > 0 para j € J, que Y,y éj = 0 para todo j € J(Ap). Assim, para
qualquer r € [33,(Ap), 1], temos que

rY D BAy Y 0= N i =0, Vses,

jeJ(Ap) heH keAp heH
e, como um caso particular, s o, satisfaz a equagao acima. Entao, sempre que
os primitivos em Ap nao sdo negociados o item (5.2) vale.

Por outro lado, se ),y 952 > (0 para algum k € Ap, temos que analisar

dois sub-casos:

Caso I: Suponha que mingea, {[|4skll1, €} = 0, entdo B3, (Ap) = 57,

e como (7,7) é um M-semi-equilibrio, sabemos que

TsAp €arg max — [r Z ﬁSASJZé]h— Z ngk
T

[M Al jeJ(Ap) heH keAp heH
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Portanto, segue de (7-11) que

fs,Ap Z ﬁsAs,j Z égl > Z Z S?,k (7_12)

jeJ(Ap) heH keAp heH
i 1 5 ) gh Sh =
Assim, se 337 iap) PsAsg 2oner 0 < Lkeap 2onen O eNta0

fs,Ap Z ﬁsAs,j Z é? - Z Z S?,k = 0. (7—13)

jeJ(Ap) heH keAp heH

Caso contrério se ﬁ > jes(ap)PsAs; D onen 6?? > D keAp DoheH (5&, temos que
Tshp = M , 0 que implica, juntamente com (7-12) e (7-13), que

IER VD DI VD ST DI SLANEIE S VNS Sy

jed(Ap) heH kehp heH 2 jei(ap) heH
2
S L Z |45 3111 (#H)* @
JEJ(AP)

Es,k} =0e

0 que garante que o item (5.2) vale sempre que mingep, {||A4s,

D oheH 952 > 0 para algum k € Ap.

Caso II: Se mingea, {||A4skl[1, €k} > 0, temos que B5,(Ap) = Mil Segue

da Hipdtese 3 que, para cada k € Ap, uma das condicoes abaixo é satisfeita:

a. Y;Ck(po, qx) # 0 para todo (po, qr) € Ei e para cada s € S,

b. Ci(po,qx) = Cy para todo (po,qx) € Z

Quando o item (b) wvale, sabemos que C5p = cgp =
min, q.)e =, [1YsCr(po, qx) |1, para cada s € S. Por outro lado, como restringimos
(Po; qx) ao conjunto compacto Zg, se o item (a) vale, entao c, ;, > 0. Isso implica
que, dada uma classe A; e um estado s, mingea, {||A4skll1, €k} > 0 se, e somente
se, minkeAP {||As,k||17 Qs,k} > 0.

Assim, segue do Lema 4 que

SN0 = Y min{fsAs g, 5:YCr(Bo, dk)} Y Ph
keAp he H keAp heH
> p Y min{[[Aurlneo} Y o
keAp heH
> p Z mln{||Ask||1,7Sk} max Zﬁh
keAp: qp#0
> A oh.
> p HllIl {1 Askllcsn} GHJl(ag) Z
Mais ainda, sabemos que ¢*(Ap) := p mingea, {[|Asill1,c,x} € estrita-

mente positivo e segue da Hipotese 5 que 3~ c s ,) [[4sj[l1 > 0. Portanto, ex-
iste M7**(Ap) > M7™*, tal que se M € M com M; > M{**(Ap), temos que
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a1 Zjenp 145l < <*(Ap). Entio,

71)5 Z A ZGh <<¢*(Ap) ]erg?gcp) Z9h Z Zgg,k < Ps Z Asj 25?7

JjEAP heH k€Ap he H JjEAP heH

0 que garante que o maximo global de

o IR DI ED DD I

jeJ(Ap) heH keAp he H

¢ atingivel neste caso. Isso implica que Tsap e yap) PsAs, ZheHé? -
D kehp D heH ;‘k = 0. Se tomarmos M;** = maxp,ca, M;7*(Ap), entdo o
item (5.2) vale sempre que mingea, {|[Asxll1, Csx} > 0 e ey @F > 0 para

algum k € Ap. Isto conclui a prova do Lema 5. O

Para qualquer M-semi-equilibrio (7,7), considere uma alocacao (#',7)

definida por

v

(p s (/F;,Ap){SES,APCAP}7 77/) - (157 q; (/FsyAP){SGS,APC.AP}? 77)

e, para cada classe A¢c C Ac,

ﬁf\km(AC) se ZheH 9h m(Ac) T 0,
rF;,jm(Ac) =4 a(j™(Ag)) se ZheH m(Ac) # 0N || A ™ (AC) ||1 =0, (7-14)

9

Tsjm(Ac) caso contrario,

onde a(j™(Ac)) € |8y (Ac), 1]. Segue que By (#') C B (7). Assim, o fato que
T's,j aparece multiplicado por Asje >, Hu] no item (3.6), implica que qualquer

(#',17") é também um M-semi-equilibrio.

LEMA 6 Erziste M} > M7 tal que para cada M = (My, M) € M, com
My > M, existe um M -semi-equilibrio (7,7) no qual as condicdes (5.1) e (5.2)

sdo satisfeitas e para cada classe de primitivos Ao C Ao temos

(6.1) As tazas de pagamento (7s;)jciac) € Rir(Ac), para todo s € S, onde?

Ry (Ac) = {r € T5,(A¢) : 3" € R(A¢), rm = max{ r;n,ﬁs’m}} :

2Equivalentemente, o conjunto R3,(Ac) pode ser definido como
Ry (Ac) ={reTi,(Ac) : Im, 1 <m < n(A¢)

(rmr = 1,Ym' <m) A (rpy = B2 (Ac), Vm' >m)}.
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(6.2)
0 Y el 0 Y zsgkgﬂz S A #E)

jeJ(Ac) heH keAc heH jeJ(Ap)

Prova: Dado M = (M;, M3) € M, com M; > M;{*, tome um M-semi-equilibrio
(7,7) que satisfaga as propriedades (5.1) e (5.2) e as equagoes (7-9) e (7-10).
Sabemos que esse M-semi-equilibrio existe pelo Lema 5. Assim, considere uma

alocagao diferente (7,7) com

(ﬁa q fS,AP’ ﬁ){SESAPCAp} = (157 (j’ (%SAP){SGS,APCAP}v 77)

€
}S\Zm(AC) s D nem H?W(Ac) =0;
Fogmac) %€ Lner Omiacy 7 0N [ Ag jmiacyll # 0;
Tsgm(ac) = = 2 heH Q?W(Ac) # 0N [ As jm(acylln = 0A

Ty im—1(p ) S€
s m £ 1A Ty ety = 1;

M (Ac) s Sner Omacy 7 ON A jm(ac)lh = 0A
\ m# 1/\7:5,jm_1(Ac) #1

(7-15)

Como (7,7) respeita a equacao (7-14), (7,7) é um M-semi-equilibrio e

ainda satisfaz as propriedades (5.1) e (5.2) do Lema 5 e as equagdes (7-9) e
(7-10). Mostraremos que (7, 7) satisfaz todas as condigoes desse lema.

Fixe uma classe A¢c C Ag. Temos dois casos,
Caso I: Suponha que Y ;i @Z =0 para todo k € Ac.

Segue do item (3.4) e do fato que ¢; > 0 para j € J que >,y éj = 0 para
todo j € J(A¢). Assim, para qualquer (75 ;) esao) € Ti,(Ac), temos que

S hupidy Y- Y Y0 wes

jeJ(Ac) heH keAc he H

e, como um caso particular, (7 ;) jeJ(Ac) satisfaz a equacao acima e, consequente-
mente, sempre que os primitivos nao sao negociados a propriedade (6.2) vale.
Mais ainda, como ), é;l = 0 para todo m € {1,2,...,n(A¢), segue) de (7-15)

que 7y jm(ag) = By (Ac) para todo j € J(A¢). Assim, (fs,jm(Ac))Z@(;Af pertence

aR3;(Ac), e oitem (6.1) é satisfeito sempre que os primitivos ndo sao negociados.

CasEg II: Suponha que ) ;g QEZ > 0 para algum k € Ac.
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Segue de (7-9) que >, p é;l > 0 para todo j € J(A¢). Como (7,7) é um
M-semi-equilibrio, sabemos que

m—1 2
Tomae) =818 IAX |~ (TF“"( )+ D P Fan (@) = Y Y oL ) )
1

re[By" (Ac),1 i keAc he H
(7-16)

onde F[ig (77[-7 ’F/) pSAs JHAe) ZheH Jt(Ac)”

Mais ainda, como ),y ;l > 0 para todo j € J(A¢), temos que
ng(ﬂ' 1) = 0 se, e somente se, |4, jia-)llt = 0. Defina, entdo, para cada es-
tado da natureza s € S o conjunto I:ch ={m : ||Asjmacll # 0}

Se I{_ ¢é vazio, entdo segue de (7-15) que 7, jm(a,) = 1, para todo
m € {1,2,...,n(A¢)}. Assim, o item (6.1) é satisfeito neste caso. Caso contrario,

suponha que I # () e considere as seguintes afirmacoes,

AFIRMAGAO 1 Dado m € I, se

Fym (7,1 mz oFSwmm < > > o, (7-17)

k€Ac heH

€ satisfeito, ent@o T jm(po) =1 €T sy ) =1 para cada m' <m comm’ € I}

87jm

Prova: Como m € I} , se (7-17) vale, entao 7y jm(a,) = 1 é o tinico argumento
que maximiza a fungdo objetivo em (7-16) e, consequentemente, 7y jm(s.,) = 1.

Agora, suponha que existe m’' em I3 tal que 7 "Ae) < 1 em' < m. Como

S7jm
(7-17) vale para m, temos que

/

er wo Fat @) < > > o, (7-18)

i=1 keAc heH

o que é uma contradicdo com a condi¢do de otimalidade do leiloeiro (3.6).

Portanto, r m(Ag) = =1.

AFIRMAGAO 2 Dado m € I3, se

SAC) LT (R0 + Y T jiae) Fan (7, 7)

‘31
A
M
2
S~—

(7-19)

<225sk<Fsm7rn Wi_:

k€Ac he H
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vale, entdo fsJ-m(AC) € ( R}[m(AC), 1),

m—1
-l b — = >4 7‘ jad ol ~h
rs,jm(Ac)Fgén(ﬂ-v 77) + Z Ts,ji(Ac)Fgé (71', 77) = Z Z 6s,k> (7_20)
i=1 keho heH
e fs,jm’(Ac) =1 para cada m' < m com m' € I3,

PRrROVA: Se (7-19) é satisfeita, o maximo global da funcao objetivo é atingivel e,
portanto, (7-20) vale. Mais ainda, temos que 7 jm(a.) € (B3] (Ac),1). Agora,
suponha que exista m’ < m tal que 7, v, ) <1em' €I} . Como (7-19) vale

para m, temos que

’

m
~ 7' - . 5
D F iy Far @) < D> o, (7-21)
=1 keAc heH
o que é uma contradicdo com (3.6). Portanto, 7 i (hey = L X

AFIRMAGAO 3 Dado m € I3, se

m—1
]S\}[m(AC)Fggl(ﬁ-a ) + Z fs,ji(Ac)Fgg (7,1) > Z Z 52,k:’ (7-22)
=1 keho heH

vale, entdo 75 jm(a.) = By (Ac) e, i (Ag) = ﬂf\g[m/(Ac) para cada m’ > m com
m' € I(Ac).

PROVA: Se (7-22) vale, entao 7y ;mps.) = Oy (Ac¢) é o tnico argumento que
maximiza a fungdo objetivo em (7-16) e, portanto, 7sims.) = By (Ac).
Além disso, como (7-22) é vélido para cada m’ > m, se m’ € I(A¢), entdo

Tsgm' (Ac) = v (Ao). X

Podemos facilmente perceber que cada m € [ ;;C satisfaz a condicao de
uma, e apenas uma, Afirmagao. Adicionalmente, o conjunto m € Iy, que satisfaz
a condicdo de uma Afirmacéao especifica pode ser vazio. Mais ainda, os seguintes

fatos sao validos:

- Existe no maximo um m para o qual a condi¢ao da Afirmagao 2 vale.

- Sem € I} , satisfaz a condigao das Afirmacoes 1 ou 2, entao cada m’ < m,

com m’ € I _, satisfaz a condi¢ao da Afirmagao 1.

- Se m € I}, satisfaz a condigio da Afirmagdo 2 ou 3, entdo cada m” > m,

com m” € I} , satisfaz a condigao da Afirmacao 3.
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Portanto, suponha que existe m € [ A due satisfaca a condi¢ao da Afirmagao 2.
Entao, segue dos itens acima e de (7-15) que (i)

(ii) 75 jm (ﬁ T(Ae), 1); e (iii) 7 Ty (Ae) = ﬁM ( ¢), para todo m” > m.
Isto garante que a condicao (6.1) é satisfeita neste caso.

Ty jm ™ (e ) = 1, para todo m' < m;

Se nao existir m € [ Ao due satisfaca a condi¢do da Afirmagado 2, temos

duas possibilidades:

- Existe m € I} tal que 7y ma.) = By (Ac). Neste caso, defina m =
min{m’ € If 1 Ty jm(n) = 15\’4’”, (Ac)}. Os itens acima garantem que m

satisfaz a condigao da Afirmacao 3. Isso implica, usando (7-15)), que

=l
f”

_ I~
i (ag) = 1, Vm' <m

Ty jm' ey = Bar (Ac),  Vm/ >m

- Todos m € I3, satisfazem 7 jm (s ) = 1. Assim, 7, i Aoy = 1, para todo
m' e {1,2,...,n(Ac)}.

Portanto, a condi¢ao (6.1) sempre é vélida.

Falta provar que o item (6.2) sempre vale quando ), é;l > 0 para todo
J € J(Ac).
Note que, analogamente a equagao (7-11)), segue das equagoes (7-9) e (7-10),

juntamente com a Hipdtese 5 que

oSi = Y Y Y mAd @ (723

k€Ac heH {k€Ac: Gu#0} heH {k€AC: G0} heH

SR ST S EI SR o2

{k€Ac: g, #0} JeJ(Ac) heH

Assim, segue de (3.6) e (7-23) que se temos > . ;) 7s,jPsAs; D onen 5;1 <

D keho DheH 6", seria uma contradigdo. Portanto,

Yo FibsAsg p 072 Yl

jeJ(Ac) heH keAc heH

Agora, suponha que mingea, {||4skll1, Csk} > 0 e defina m* = min{m/
|4 jm (acyllt # 0} Assim, segue da definicao de T§,(Ac) que By (Ac) =
ﬁl para todo m < m*. Analogamente ao argumento feito no Caso II da

Csk} > 0 se, e somente se,

prova do Lema 5, temos que mingea,, {||4s,

minkEAC {||A5’]§H1, Qs,k} > 0 e que

Z Z5sk>p mm {IAs,

keAc heH hGH
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Portanto, sabemos que ¢*(A¢) := p mingep, {[|Askll1,csp} é estritamente pos-
itivo e que [|A jm=(4y[l1 > 0. Assim, existe M (Ac) > M tal que para cada
M-semi-equilibrio, com M; > Mj(A¢), temos que ﬁl||As,jm* oyl < ¥ (Ac).

Entao,

1 - ~h S nh
A DA o) D Omeney <A D Be ey < D0 D duns (T24)

heH heH keAc heH

e segue do fato que, para qualquer m < m*, || A jma)ll1 =0 e de (3.6) que

m*
D Faime)PsAsimae) D Omaey = D D Ou < 0. (7-25)
m=1 heH kehc hel

. . — ~ S,
Assim, quando mingeac, {[| 4okl Eop} > 0, s¢ 7y jm(ae) = B33 (Ac), temos que
Tsjm(Ac) = Mi2, pois caso contrario Tsjm(Ac) = Mil, o que implicaria m < m*, o

que seria uma contradigdo com (7-24) e (3.6).

Além disso, quando minges,. {||Askll1, Csx} = 0, das definicoes temos
que By (Ac) = 1 para cada m € {1,2,...,n(Ac)} e, consequentemente, se

= _ psm PPN _ 1
Ts,jm(Ac) = ﬁM (AC), entao Ts,jm(AC) = -
Agora, segue das Afirmacoes acima que

m

Z i*(Ac) psA 71 (Ac) Z 0. i(Ac) Z Z S?:k

i=1 heH kcAc heH

¢ maior que zero se, e somente se, Ty jm(a,) = Br (Ac) = ﬁ Assim, defina

m*™ =min{m : 7y jmp.) = ﬁ} Note que m* < m**

Finalmente,
JERD SN VRS S D 3 o
JjeJ(Ac) heH keAp heH
m**—1 B
= Z Tg jm m(A )FSW 7,1) + Z T,]m(AC FS»;R<7~T,77)— Z Zdﬁ}k
m=m** keAc heH
el
< Z AP A e 2 Oy
m=m* heH
2
< = Z 145 51l (#H)? Q
J(Ac)

0 que garante que o item (6.2) sempre é vélido.

Portanto, o lema ¢ vilido tomando M = max.ca. M7 (Ac). O

LEMA 7 Para cada M = (My,Ms) € M com M; > Mlt, existe um M -semi-
equilibrio (7,1n) no qual as condigoes (5.1), (5.2), (6.1) e (6.2) valem e as
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sequintes propriedades sdo satisfeitas

(7.1) Para cada s € S el € L,

szl (YsWo)i — sl<7 Z Z Z ||A,J

heH ZE{PC} A;CA; jeJ(A;)

H)?Q;

(7.2) Para cada h € H, ‘i/h(ﬁ—oyﬁh) N B"(7) = 0.

PRrovA: Sabemos pelo Lema 6 que existe, para cada M € M com M; > Mlt,
um M-semi-equilibrio (7,7) que satisfaz as condigoes (5.1), (5.2), (6.1) e (6.2).
Portanto, fixe (7,7) no qual as propriedades acima sao satisfeitas. O item (7.1)
segue diretamente dos itens (3.8), (5.2) e (6.2).

J& sabemos pelo item (3.2) que Gh M(p_o, ") N B (7) = 0. Suponha que
exista y € \Ifh(p 0,7") N BR(7). Segue da defini¢do das preferéncias aumentadas
que para A € (0,1] suficientemente pequeno, z := Ay + (1 — \)i"* € ﬁ/h(ﬁ_g,ﬁh)

e ||zllc < M, pois [|ii*||cc < Mj. Portanto, como z € B¥ (%) temos uma con-

tradigao com WM (5_o, ") N BY,(#) = 0. Isto conclui a prova do item (7.2). O

Finalmente, a prova do Teorema 1 é uma consequéncia direta do Lema

abaixo.

LEMA 8 Existe um equilibrio nao-trivial para para economia E(S*, H, L, F), que
pode ser obtido como o limite de uma sequéncia de M -semi-equilibrios quando

M> vai para o infinito e My > Mlt

PRrROVA: Sabemos que pelo Lema 7 que existe, para cada M € M com M; > Mlt,
um M-semi-equilibrio (7, 7ar) que satisfaz as condigoes (5.1), (5.2), (6.1), (6.2),
(7.1) e (7.2). Assim, fixe M; > M} e construa uma sequéncia de M-semi-
equilibrios (7as,, M, ), indexados apenas por M, que satisfacam as condigoes
mencionadas acima para todo Ms. Segue do fato que (7, 7n,) pertence a
um conjunto compacto, independente de My, que existe uma subsequéncia
convergente. Chamaremos o limite desta subsequéncia de (7, 7).

E direto que os itens (3.3), (3.4) e (5.1) ainda valem na alocacio limite
(7,7). Mais ainda, pode ser facilmente visto que o limite dos itens (3.1), (5.2),

2) e

(6. (7.1) s@o, respectivamente,

(3.1%) Para cada h € H, 1) € B"(#);
(5.2%) Para cada Ap € Ap ecadas€ S,

Z fs,j]asAs,j Z é? — Z Z S?,k =

jeJ(Ap) heH keAp he H
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(6.2*%) Para cada A¢ € A¢ e cada s € S,

Z Ps,jDsAs g Z é? - Z Z Sg,k =0;

jeJ(A¢g) heH keAc he H

(7.1*) Paracadase Sel€ L,

heH

onde o item (3.1*) segue do grafico fechado da correspondéncia do conjunto
orcamentério B".

Mais ainda, sabemos que para cada Ms a restrigao orcamentaria do segundo
periodo é satisfeita com igualdade. Entao, o limite das restrigoes or¢gamentarias do
segundo periodo vai também ser satisfeito com igualdade. Esse fato, juntamente

com os itens (5.2%), (6.2*%) e (7,1*), implica que, para cada (s,l) € S x L,

Z &t — (YsWo) — Wy = 0. (7-26)
heH

Note que, toda sequéncia convergente de elementos pertencentes a R}, (Ac)
para cada My tem limite em R(Ac). Isso implica que (7s ;) jes(a) € R(Ac) para
todo Agc C A¢g e s € S. Além disso, segue do fato que Mj é fixo e da defini¢ao de
Ri(Ac) que se mingep,. {||A4skl1, €k} > 0, para uma dada classe de primitivos
Ao C Ac e um dado estado s € S, temos que (fSJXwC)MQ > ﬁl para todo m < m*
e para todo Mz, onde m* := min{m : ||A, ;ma.)ll1 # 0}. Analogamente, se
mingea, {||As k|1, €k} > 0, para classe de primitivos Ap C Ap e estado s € S

- 1
dados, temos que (75 ap)r, > 57
Portanto, o limite das taxas esperadas de pagamento satisfazem

. _ R 1
[gg}gé {[[Askll1, Cs i} > 0} = fagp, 2 37> Ym < m*

1

|:mln {||A8,k||17 68,]4?} > 0:| = fS,AP > ﬁ;
1

keAp

o que implica, usando o fato que ps; > p, para todo (s, 1), que

[min {ﬁs}/sck(ﬁo, qu)§ﬁsAs,k} > 0, Vk € AC] = fshqu’c > 0, Vm < m*,

[min {psYsCr (Do, Gk ); PsAs i} >0, Vk € Ap] = 754, > 0.

De forma a provar que a otimalidade do limite (7,7), primeiro vamos
mostrar que, para um dado agente h € H, nao existe nada melhor no interior do

seu conjunto orcamentario que é estritamente preferido a 7”. Suponha que existe
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uma alocacao y tal que y € \ilh(ﬁ,o, "N B"(#). Como " ¢ hemicontinua inferior
e (Faty iias,) — (#,9), existe yar, € W ((5-0) sy, 7ias,) tal que yas, — y. Como By
tem valores abertos, para My suficientemente grande, yys, € \i/h((ﬁ,o) MQ,ﬁﬁ\l/‘,Q) N
B"(71,), 0 que é uma contradicio com (7.2). Assim, W (p_o,7") N B"(7) = 0.
Mais ainda, segue do Lema 4 que os precos de bens de M-semi-equilibrio sao
limitados inferiormente e, portanto, a alocacao limite tem precos estritamente
maiores do que zero. Isso implica que o interior do conjunto orgamentario é nao
vazio, B"(7t) # 0. Agora, como B" também tem valores convexos, temos que o
fechamento de Bh(fr) é igual ao conjunto orcamentdrio original, B"(#). Entao,
segue que \i/h(ﬁ_o,ﬁh) N B"(#) = 0. Como ¥"(p_g,7") C \i/h(ﬁ_o,ﬁh), temos que
Uh(p_g,7") N BM(#) = 0. Isto completa a prova de otimalidade.

Finalmente, dada uma classe de primitivos A;, para a qual existe pelo
menos um derivativo j € J(A;) que tem taxas de pagamento positivas (em pelo
menos um estado da natureza), a condi¢do de otimalidade dos agentes garante
que o seu prego ¢ positivo, ¢; > 0. Assim, como (p, ¢k, §s) € Z, existe pelo menos

um primitivo k € A; para o qual §; > 0. Isto conclui a prova. O
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