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4
ASM e produtos tensoriais

A demonstracao para o nimero de ASM de Kuperberg que foi exibida
no capitulo anterior, e também a primeira demonstracao de Zeilberger,
parecem ser complicadas demais para o problema. Este capitulo apresenta
uma outra formulagao simples para ASM, em uma tentativa de encontrar
um caminho que nao passe por técnicas tao sofisticadas.

Os comentérios deste capitulo apenas sugerem um outro caminho pelo
qual surgem os ntimeros de ASM, mas nao contém uma demonstragao para
a féormula. Conseguir uma demonstracao por este caminho seria interes-
sante, além da simplicidade, porque como sera visto a seguir ele levaria nao
somente ao numero de ASM e ASM refinado, mas também a ASM "retangu-
lares”de qualquer tamanho, ntimeros para os quais nao existem ainda nem

conjecturas.
4.1
Matrizes de Transferéncia

Considere as ligacoes de um vértice de uma configuragao de gelo

quadrado.

1

Os valores de 1, 7, k, [ indicam as direcoes das setas dos vértices. Vamos
convencionar que o valor 0 se refere a setas para a direita ou para baixo, e
o valor 1 se refere a setas para a esquerda ou para cima.

Vamos pensar nos vértices como transferindo de noroeste a sudeste.
O valor dessa transferéncia sera chamado

Rkl

1]


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310356/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0310356/CA

Contando Matrizes de Sinais Alternados 53

e serda 1 se a transferéncia for véalida e 0 caso contrario. Por exemplo, no

vértice

os valores sao 1 =0, j =1, k =1, [l = 0. Esta é uma configuracao possivel,
no sentido que o vértice tem duas setas entrado e duas saindo nele, logo

R} = 1. Por outro lado,

nao ¢ uma configuragao possivel, logo RYY = 0.

Podemos juntar todos os valores de Rfjl em uma matriz R. Quando
uma matriz é aplicada a um vetor, as colunas se referem aos indices da
entrada (vetor no qual ela estd sendo aplicada). As linhas se referem a
saida, os indices do vetor que é o resultado.

Assim, os indices ij devem ser usados para numerar as colunas, porque
eles sao a entrada da transferéncia, o vértice estd indo de ij para kl. Os
indices kl serao usados para numerar as linhas.

Usando a ordem 00, 01, 10, 11 para indexar as linhas e colunas, temos
a matriz

R® FY R R
Ry RGORY R
R RYORY R
R R R RY

que toma os valores

S = = O
O~ Rk O
_ o O O

o O O =
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4.2
Transferéncia de Linha

Considere agora uma linha inteira de vértices numa configuracao de

gelo quadrado, com suas respectivas setas:

kl k2 kS kn,1 kn

Essa configuragao é possivel se cada uma das transferéncias dos
vértices for possivel: seu valor é

r1l1 R?“zlz Rlﬁln

i1ky " rikat Tn—1kn"

Assim como no caso de um vértice so, aqui também queremos consid-
erar a transferéncia de noroeste a sudeste, ou seja, a transferéncia de i; e k
para i} e [.

Caso uma configuracao de ¢,k,l seja impossivel, nao existe con-
figuracao dos r que a torne possivel. J& para uma configuracao possivel
de i, k, [ existe exatamente uma maneira de preencher os r. O valor de r,
estd determinado pelos valores de i1, ki, (1, pois no primeiro vértice duas
setas tém que entrar e duas sair. No segundo vértice, pelo mesmo motivo
ja fica determinado o valor de ry, e assim por diante. A transferéncia desta

linha é
illlllg.“ln o r1l1 rolo i/lln
,1—;11411]62...]9” - : : ilklRT’le“'R’fnflkn.

De fato, para uma configuragao invalida, todos os termos do somatério
serao zero (ndo ha como preencher os r para que seja possivel). Para uma

configuragao valida, exatamente um termo do somatério serd 1, e assim

ihladn 4
i1kiko.. kn —

Vamos empregar produtos tensoriais para simplificar a notacao. Seja
V um espago vetorial de dimensao 2 com base {vg,v;}. Entao V ® V' é um
espago vetorial de dimensao 4, no qual {vy®@ vy, V9 ® vy , V1 @y, V1 R U1}
¢ uma base. Vamos identificar R" @ R" = (R)”2 da seguinte forma. O vetor
canonico e; ®e; ¢ levado ao vetor e(;_1y.n+;, € 0 resto do espago ¢ identificado

por linearidade. Assim, por exemplo, depois de identificar os elementos vy
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e vy de V aos vetores canonicos,
Vg ® vg = (1, O, 0, 0),

vo ® vy = (0,1,0,0).

Também temos
Vg & Vg + Vg & V1 = (1,1,0,0).

Podemos interpretar R : R* — R* como uma transformacao R :
VeV — V&V:o pequeno abuso de linguagem nao introduz ambiguidades,
como veremos. Quando aplicamos R a um dos vetores da base, o resultado
é uma das colunas de R. Assim, podemos escrever

kl 00 POl pl0 pll
R(v; ® vj) = Z Rz’jvk v = (Rij ) Rij ) Rz‘j ) Rz’j ).
k]

Do mesmo modo, podemos definir a matriz T agindo no espaco vetorial

V ® V®" como

i’llllz...ln
T(Uil & Vg, X ... Ukn) = Z r‘rz’lhkz...knvii X vy, X ... vy, -

!
150150000

R é uma matriz sobre vetores de V' ® V. Quando temos mais vezes
o espago V, por exemplo V ® V ® V', podemos aplicar R a dois destes e
deixar o terceiro parado. Vamos chamar R;; a aplicacao de R aos termos 4
e J de uma seqiiéncia de V', por exemplo Ry; é aplicar a matriz R nos dois
primeiros V', e nao fazer nada com os outros. Ry, ¢ aplicar no primeiro e no

terceiro, e assim por diante. Temos

Ro1 (v @ v; @ v,) = Z Rfjlvk R v Q v,
kel

ROQ('Ui X ’Uj X UT) = Z Rfka X Uj X (R
k.l
Observe que no primeiro somatoério, quem muda € v e v;, mas o v, é sempre
o mesmo, aquele que veio na entrada. No segundo somatorio, quem fica
parado ¢ o v;.
Usando as definicoes acima podemos escrever, para operadores sobre
oespaco V@V RV,
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R02R01 (Uil X Vi, X Uk2) = ROQ (Z Rfll,?lvm X U1, X Uk2>

r1,l1

=S "R (Ron(vy, @ v, @ 01,)

r1,l1

_ E E r1l1 prals
- Ri1k‘1 RT1k2vT2 ® Ull ® Ul?

r1,l1 r2,l2

_ E E r1l1 prals
- ( RilklRT1k2> U7"2 ® Ull ® Ul2

r2,l1,l2 r1

_ E rolile

- E1k1k2vr2 ® Ull ® Ul2
r2,l1,l2

= T(Uld & vk, & Uk2)'
Fazendo a mesma coisa para dimensoes maiores, temos
Tn = Ron...R02R01.

Para as configuracoes quadradas de tamanho n do six vertex model, a matriz
T ¢é uma transformacao de um espaco de dimensao 2" em si mesmo: as
entradas sao a seta horizontal a esquerda da linha (isto é, o valor 0 ou 1 de
i1), e as setas verticais acima da linha (os valores dos k’s). As saidas sao a
seta horizontal a direita da linha (o valor de 7)) e as setas verticais abaixo
da linha (os valores dos I's). Assim, T,, leva vetores de (0's e 1’s para vetores
do mesmo tipo, que indicam a direcao de cada uma dessas setas, conforme
convencionado acima. A entrada é 1 se esta for uma linha possivel de gelo
quadrado, e zero se nao for possivel.

Vamos agora olhar para alguns exemplos, para nos familiarizar com o
formatode T Em V@V, T1 =R EmVVQV,

1 00 0O0O0O0O 100 000O00O0
01 000O0O0O0 01 001000
00101000 001 000O0O0O
0001O0T1O0O0 00010O0T1O0
Ry = Ry =
00101000 01 001000
00010100 000O0O0T1O0O0
000O0O0OO0OT1OQO 00010O0T1O0
000O0O0OO0TU 01 00 0O0O0O0TO 01
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100 00O0O0O0

01 101000

001 010O0O0

T, — 00010110

01 101000

0 001O01O0O0

00010110

00 0O0O0O0OTO0T71

Para n = 3,
10000O0O0OO0OO0OOOOOOT® 0O
01 1010001O0O0O0O0O0GO0O®O
0010100O01O0O0O0O0GO0GO0OO® O
000101 1001T1TO0O0O0O0O0
00001O0O0O01O0O0O0O0GO0O®O0OO®O
0000011001 T1TO0T1TO0O0O0
0O00000OO0OT1O0O0OOT1TO0OT1TO0®O0OO
T, — 0O00000O0OO0O1TO0OO0OO0OT1TO0T1T1O0
01 1010001O0O0O0O0GO0GO0OO®O
0O00010100O01TO0O0O0O0GO0OO® O
0001011001 1TO0O0O0O0O0
0O0000O0OO0OO0O1TO0OO0OOT1TO0®O0O®O0O®O0
0000011001 T1TO0T1O0O0O0
0O0000O0OO0OO0O1TO0OO0OOT1TO0OT1QO0OQO0
00000O0OO0O1TO0O0OO0OT1TO0T1T1O0
0O0000O0OO0OO0ODOOOOOOSO0OTQO0OT1
4.3

Configuracoes Periddicas e Antiperiddicas

As linhas e colunas de T, sao ordenadas de 0 a 2"*! — 1 pelo valor
dos indices interpretados como expansoes binarias. Assim, no caso n = 3,
as colunas sao 0000,0001,0010, e assim por diante, onde o primeiro digito
se refere a direcao da seta horizontal a esquerda da linha, e os outros se
referem a diregao das setas verticais acima da linha. J4 na numeracao das
linhas, o primeiro digito se refere a direcao da seta horizontal a direita da
linha.

Note que as entradas e saidas da matriz 1" nao sao exatamente coisas

do mesmo tipo, pois ela leva um conjunto de setas verticais e mais uma
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seta do lado esquerdo em um conjunto de setas verticais e mais uma seta
do lado direito. Podemos fixar a direcao destas incomodas setas horizontais,
trabalhando apenas com um pedaco da matriz T' que seja referente a esta
posicao fixa delas. Como a posicao das setas horizontais é o primeiro digito
na codificagao dos indices na matriz T', podemos corta-la em quatro pedacos,

que significam as seguintes posicoes fixas das setas horizontais:

Cada um desses blocos é uma transformacao que leva um conjunto de
setas verticais acima de uma linha em um conjunto de setas verticais do
mesmo tipo, abaixo daquela linha. Nas configuragoes de gelo quadrado, a
seta da esquerda tem que apontar para a direita, e a seta da direita tem
que apontar para a esquerda. As posicoes da matriz T que correspondem a
linhas de gelo quadrado sao aquelas em que a numeracao da coluna comeca
com zero e a numeracao da linha comeca com 1, ou seja, o bloco inferior

esquerdo de dimensao 2" x 2". Vamos chamar esta matriz de B,,. Temos

&
I
VR
o O
[ -
~__—

0110
B, — 0001 7

0001

0000
01101000
0001O0T1QO0O0
00010110

B, — 000O0O0O0O0T1 7

000O0O0OT1T1@O0
000O0O0O0O0T1
000O0O0O0O0OT1
000O0O0O0TO0O 0
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SO O O O O O O O o o o o o o =
SO O O O O O O o o o+ O = = O
O O O O O O+ O O O = O = = O

O O O O O O O oo oo o o o o oo
S O O O O O O O o o0 oo o0 oo oo o
O O O O o oo oo oo oo o0 oo o0 oo+, +H ©
O O O O O O O O OO OO o0 o0 o oo o -
O O O O O O O oo oo o = O = o oo
O O O O O 0O O o0 O, kO, OO Oo
O O O O O O O o o0 o o0 o o o o
o O O oo oo oo oo OO0 O = O O©
o O O O O BF H O O B = O = O o ©
O O O O O O o o oo = o o o o
o O O = O = = O O = = O o o o ©
O O O = O = O O O = O o o o o o
SO B Rk O kR O O O R O O o o o o o

]
@]
]

As matrizes B correspondem as condig¢oes de contorno “para den-
tro”do gelo quadrado. Os blocos superior esquerdo e inferior direito de T’
correspondem a condicoes de contorno periddicas, mais tradicionalmente es-
tudadas para o siz-verter model. Este modelo é praticamente igual ao gelo
quadrado, mas em cada linha se permite que as setas horizontais sejam para
a esquerda ou para a direita, desde que sejam para o mesmo lado. A mesma
coisa vale para as colunas, onde a seta vertical mais de cima e a mais de
baixo de cada coluna tem que apontar para o mesmo lado.

No caso do six-vertex model, os dois blocos da matriz T" que interessam
sao o superior esquerdo e o inferior direito, por isso trabalha-se com o traco
desta matriz. Chame de P o bloco inferior direito de T'. Naturalmente,
as matrizes P nao contém todas as condigoes periddicas, s6 aquelas em
que ambas as setas horizontais apontam para a esquerda, mas elas serao
importantes para montar uma relagdo de recorréncia na montagem das
matrizes B.

Ao cortar T em quatro blocos e escolher um, fixamos a direcao das
setas horizontais: a da esquerda por ter eliminado metade das colunas, e
a da direita por ter eliminado metade das linhas. Agora a numeracao das

colunas e linhas comega com um digito que indica se a primeira seta vertical
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¢é para cima ou para baixo, da seguinte maneira:

(e
Tl

A seta horizontal foi desenhada para deixar claro que estas setas estao
no vértice mais da esquerda na linha de gelo quadrado. Na primeira entrada
de B,, a seta que falta deve ser para a direita, para que fiquem duas
entrando e duas saindo. Assim, as n—1 setas que faltam devem se comportar
exatamente como uma linha de gelo quadrado de tamanho n — 1, ou seja,
sua transferéncia é B, _;. Na segunda entrada de B,,, a seta que falta deve
ser para a esquerda, entao as n — 1 setas restantes tém a transferéncia
de uma matriz P,_;: as duas setas horizontais sao para a esquerda. A
terceira entrada de B,, nao representa uma configuracao possivel, e na quarta
também a seta que falta deve ser para a direita. Fazendo um agrumento

semelhande para a matriz P, temos

0 1
Bl = 5
0 0
0
P =
lo
B, _ e
Bn = ' 5 ' ’
0 Bn—l
P,_
Pn = ' 0 )
anl Pnfl

como pode ser observado nos exemplos de B acima.

4.4
ASM e poténcias de matrizes antiperiddicas

Sabemos que B, P e até mesmo o traco de T', sao transformacoes que
levam um conjunto de setas verticais acima de uma linha em um conjunto
de setas verticais do mesmo tipo, abaixo daquela linha. Isso permite agora
pensar na transferéncia de duas linhas. Cada entrada de B2 indica se é ou
nao possivel passar de uma dada configuragao de n setas verticais para uma
outra, passando por duas linhas de gelo quadrado. B2 passando por trés

linhas, e assim por diante. Temos, por exemplo,
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N o O O

o o o O

o o o O

o o o O

Y

000O0O0OO0®O0¢7
000O0O0O0O0O© 0
000O0O0O0OO0O©
000O0O0O0TO0OO
000O0O0O0O0OO© 0
00 0O0O0O0OO0O©
000O0O0OO0TO0OO
000O0O0O0TO0OO

0002¢032¢0
000O0O0O0O0 2
000O0O0O0O0 3
000O0O0O0OTO0OO
000O0O0O0O0 2
000O0O0O0OO0O©
000O0O0OO0OTO0OO
000O0O0O0TO0OO0

0000O0OO0O0O0OO0OOOO0OOGOO0O®O 0O

O O O N O M FHF O O N m o N o o
S O N O M O O O N O O o o o o
O N I O 10 O O O nm o o o o o O
A ©O O O O O O O O o o o o o O
S M 1o O F O O O N O O o o o O
N O O O O O O O O o o o o o O
= O O O O O O O O o o o o o o
S O O O O O O o o o o o o o o
S N MH O N O O O o o o o o o o
A ©O O O O O O O o o o o o o o
MmO O O O O O O O o o o o o o
S O O O O O O o O o o o o o o
A ©O O O O O O O O o o o o o O
S O O O O O O O O o o o o o o
S O O O O O O O O o o o o o O
S O O O O O O o o o o o o o o
I
FN‘BA..

VO/9SE0TE0 oN [eNBIQ ordeoyiia) - oiy-ONd
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0000O0O0OO0O7O0O0OO0OT140147O0
coo0o00000O0OO0OO0OO0OO0OO0OTO0OTO0T
0oo0000O0O0O0OO0OO0OO0OTO0OUO0OO0 0 14
0oo0o0000O0O0OO0OO0OO0OTO0OTOO0 0O
0o0000O0OO0O0OO0OO0OO0OTO0OO0OO0 0 14
0o0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OTO0OUOO0 00
0oo0000O0O0OO0OO0OO0OO0OTO0OTOO0 0O
co0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OTOOTOTO0OO0O
0oo0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OTOOGO0OO0O0 7
0oo0000O0O0OO0OO0OO0OO0OTO0OTOO0 00
0oo0o000O0O0O0OO0OO0OO0OTO0OTOO0 0O
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OTOUOO0 00
0oo0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OTO0OUOO0 00
0oo00000O0O0OO0OO0OO0OTO0OTOO0 0O
co0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OTOOTOTO0OO0OO
0o0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OTOUOO0 00
0000O0OO0OO0OO0OOOO0OO0OO0O0OO0 42
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0
00000OO0OO0OO0OOOOOO0OO®O0OO0
0000O0OO0OO0OO0OOOO0OOGO0OO0O®O0OO0
0000O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OGO0OO0OO0OO0
0000O0OO0OO0OO0OOOOOO0OO®O0OO0
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOO0OO0OO0OO0
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OGO0OO0OO0OO0
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOO0OO0O®O0OO0
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOGO0OO0O®O0OO0
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0
0000O0OO0OO0OO0OO0OOOOO0OOO0OO
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O®O0OO0
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OGO0OO0OO0OO0
0000O0OO0OO0OO0OOOOOO0OO0O®O0OO0

4
4
Agora aparecem outros nimeros além de 0 e 1, pois pode haver mais de

uma maneira de passar entre os conjuntos de setas verticais, quando usamos

Contando Matrizes de Sinais Alternados

VO/9SE0TE0 oN [eNBIQ ordeoyiia) - oiy-ONd

duas linhas. Por exemplo, com n = 2 temos duas maneiras de passar de 11

para 00: as duas ASM de tamanho 2.

Devemos lembrar que, de uma linha para a linha seguinte, o niimero

k
n

de setas para baixo aumenta de 1. Assim ja temos varias posicoes de B
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que sao obviamente zero: todas aquelas em que o niimero de 1 no nome da
coluna nao for exatamente £ mais do que o nimero de 1 no nome da linha.

Em particular, B tem todas as entradas iguais a zero, exceto o canto
superior direito. Esta entrada representa o niimero de maneiras de, passando
por n linhas, ir da configuracao 111...111 para a configuragao 000...000. Ou
seja: o numero de ASM.

Voltando um passo, para B"! temos na tltima coluna alguns
numeros diferentes de zero, aqueles cuja linha tem apenas um digito 1. Este
¢ o numero de maneiras de, passando por n — 1 linhas, ir da configuragao
111...111 para aquela que tem todas as setas para baixo, exceto uma. Ou
seja: os famosos ASM refinados.

Na verdade, a tltima coluna de B sempre indica o ntmero de
maneiras de fazer aquele “gelo retangular”, como se fosse um refinamento
maior ainda das ASM. A tultima coluna de B,, contém 1 em todas as linhas
correspondentes a configuragoes com apenas um digito 0, pois estas sao
aquelas que podem ser alcancadas a partir da configuracao 111...111. Por
sua vez, B2 possui entradas diferentes de zero na ultima coluna, naquelas
linhas que correspondem a configuragoes com dois digitos zero. Assim, se
somarmos todos os B¥, vamos ter uma matriz que na tltima coluna contém o
nimero de maneiras de chegar de 111...111 a qualquer outra configuragao, no
nimero apropriado de passos. Isso acontece porque cada posicao da ultima
coluna s6 é diferente de zero em um determinado BF. Em particular, a
posicao na primeira linha da ultima coluna desse somatorio corresponde ao
nimero de ASM.

Mas B! = 0, entao
B,+B:+..+B"=(I-B,"

Vamos olhar, como exemplo, para o caso n = 3. Temos

1 -1 -1 0 -1 0 O
o1 0 -1 0 -1 O
o o0 1 -1 0 -1 -1

[ B, = o 0 o0 1 0 0 0 -1
o o0 o0 o 1 -1 -1 0
o 0 o0 o0 o0 1 0 -1
o 0 o0 o0 0 0 1 -1
o o0 o0 o o 0 0 1

Estamos interessados na posigao (1,8) de (I — B3)™'. O determinante de
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I — B3 é 1, por isso o nimero desejado é

-1 -1 0 -1 0 O

1 0 -1 0 -1 0
0 1 -1 0 -1 -1

Az = —det o o 1 0 0 0 -1
o 0o o 1 -1 -1 0
0 0 0 O 0 -1
o 0 o0 o0 0 1 -1

Os ASM refinados também aparecem como determinantes de matrizes
como esta, onde uma outra linha foi removida. O fato dessas matrizes serem
parecidas, s6 tendo uma linha diferente, pode indicar um outro caminho
para a contagem do numero de ASM. A relagdo entre os determinantes
das matrizes referentes a dois ASM refinados seguidos pode chegar a ja
conhecida relagao entre eles, fornecendo uma nova demonstracao para a
mesma e, consequentemente, para o nimero de ASM. Esta abordagem pode
levar também a contagem mais geral dos gelos retangulares.

Um gelo retangular comecga com todas as setas para cima e termina
em alguma configuracao de setas para cima e para baixo. Considerando as
setas para cima como 0 e as para baixo como 1, isto identifica cada gelo
retangular com um nimero em sua representagao binaria. Nesta ordem, os

primeiros nuimeros da seqiiéncia da quantidade de gelos retangulares sao

111213271431421474215423326141052 23141357 10542 429.
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