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3
Contando ASM

Como foi visto no capitulo anterior, queremos calcular a funcao de

Zn = Z Hpeso(v).

BeA,, veB

particao

Teorema 3.0.1

Yj

|| § H H
Yi LI Yi : detM )
[licicj<n [%} [Z_J}

onde M € a matriz n X n com entradas

Zn(Z, 7, a) =

Para provar este teorema, primeiro veremos que é verdade para os

casos n = 1 e n = 2. Depois, vamos ver que F,(Z,7,a), o lado direito da
equagao, ¢ uma funcao simétrica nas coordenadas x; e y; separadamente, que
¢ quase polinomial nessas variaveis. Como ja vimos que Z,(Z, 7/, a), a fungao
de particao, também ¢é simétrica, a demonstracao se completa mostrando
que as duas fungoes coincidem num nimero suficiente de valores. Em seguida
o teorema serd usado para demonstrar a férmula para o niimero de ASM de

tamanho n.

3.1
O teorema vale paran=1en =2

<y
S
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rena-2[2] 2]
Y1 LN Y1 [ﬂ] [m}
Y1 Y1
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Y1
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que ¢é o peso da tnica ASM de tamanho 1.

Vamos verificar também para n = 2:

s nw s[5 [%][i%[}yﬁ[f—f] [22] [2] [=]

X det

2] 5] 12 [52]

L)

[l ] 1 ]
G B G- B )
:% X
GBI B - T B BRI B2)

o | [ (a—21)*

z2 Y1
Tl Y1 ary _ Y1 T2 _ Y2 ary _ Y2
Y1 Z1 1 ary Y2 2 Y2 ar2

(=1
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x1 T2 y2 axl 332 yl angyf
_ Y1 Y2 951742 aﬂflyz T2Y1 ax2y1
(a - %)2 zf—a3 v3—ui
L1722 Y2y1

x%*y% ‘W% x2 yz awz yz
T1Y1 a561y1 r2Y2 axr2y2
xf—x% Y3—yi
T1X2 Y291

T1 Ty
_ Y1 Y2
BRCEESEE X
a — 2 )°a"T1T2Y1Y2

((x%—y%) (azx%—y2)( yl)(a’ xz 1/1)
(23 —3) (y3 — v7)
(x% - y%) (a%% - yl) ( - yz) (a x2 yz))

(23 — 3) (y3 — v7)

z1 X2

1 Y2
_ Y1y %

(a — %)2a2x1x2y1y2

2.2 2 2. 2 2 2.2 2 2. 2.2
(a$1$2 +a"Y2"y1” — aTT2"Y2” —a"y1" Ty

+atzPz® + ytyt — dPytr” — a2x22y12)
_ _wnwn ((x?—?ﬁ) (wé—y%) +<(afc1)2—y?) ((cwcg)Q—y%))
(a — %)2 T1Y2 T2l ari axay2
o IR
Y1 Y2 Yo Y1 n Y2

G [1’1] |:ZE2:| N 21 To [axl] |:CLZL'2:|
Y1 Y2 LY2 hn N1Y2 L %1 Y2

que sao os pesos das duas ASM de tamanho 2. Note que Z,(Z,¥,a)

um polinémio nos z;, e, a menos de um denominador y?y2, também ¢é um

polinomio nos y;.
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3.2
As simetrias de F,,(z,y,a)

Agora que ja vimos os casos n = 1 e n = 2, vamos comecar a
demonstrac¢ao do teorema provando que F, (%, 7, a) é uma funcao simétrica

nos ; € Nnos ¥;j. Vamos comegar com uma proposigao.

Proposicao 3.2.1 Se f(z1,xs,...,x,) € um polinomio alternado de grau d,

entao
f(zy, 2o, ..., )

H1§z‘<j§n<37i — ;)

¢ um polinomio simétrico de grau d —n(n —1)/2.

S@ra2ean) ¢y polindmio, e o resto segue
H1gz‘<jgn(xi*5‘7j)

facilmente: Tanto o numerador quanto o denominador sao alternados, trocar

Basta provar que

x; com z; troca o sinal dos dois, logo o quociente ¢ simétrico. Quanto ao
grau, o numerador tem grau d e o denominador n(n —1)/2, assim o grau do
polinémio que é o resultado da divisao tem que ser d — n(n — 1)/2. Vamos
entao ver que é um polinomio.

Como o sinal de f troca quanto trocamos duas varidveis de lugar,

temos que f = 0 quando duas varidveis sao iguais: f(z2,zg, x3,...,T,) =
—f(x2, 29, x3,...,2,) = 0. Considerando f como um polinémio em x; com
coeficientes em K[zo, ..., x,], temos entdo n — 1 raizes.

n
flxy, zo 23, .. xn) = g(x1, 0, X3, ..., Ty) H(ml — ;).
j=2
g ¢ um polinomio em n varidveis, que pode ser considerado como um
polindomio em n—1 variaveis, com coeficientes em K[z;]. Ele é um polinémio
alternado nestas n—1 variaveis, pois f é alternado e o produtoério é simétrico
nos Ty, ..., T,. Se n = 2, temos g(x1,z2) = f(x1,22)/(21 — 22), que é um

polinémio porque x5 € raiz de f como polinémio em x;. Por inducao,

g(x1, 22,23, ..., Ty)

H2§i<j§n(33i — ;)

¢ um polinomio em s, ..., x,. Como o denominador nao envolve i, ele

também é um polinomio em x;,. Mas

flry,mg, . 2,)  g(o, 20, .., 20)

H1§i<j§n($i — ;) a H2§i<j§n($i - xj).

Agora vamos reescrever F),(Z, 7, a) sem a notagao de colchetes:
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H” H i Y ar; _ Yj
=1 y; 1<i,j<n \ y; x; Yj az;

F.(Z,y,a) =
1 n(n+1) x; x5 j i
(a—73) [Li<icj<n (I_j - z_]> (Zf - z_)
1\ 2
x det (a — 5)
G225
yj Ty yj axr;
B Hz—l Yi H1<2]<n (_ o %) (ay_ﬂjl - ay_:rj:,)
o 1 n(nf x; Xy j B
(“ - a) [Licicjcn (E— - z_J> (Z_J - é%)
1
X det
T _ Y5 ari __ Yi
(-2 (-2)
n _ (zi—yi)(a®zi—yF)
[T—, 2 ! ngi,jgn Ja:g?y? : det ( a:l:?yf )
= e
1\n(n—1) (22 —22)(y?—y2) 2 _ 02)(q2x2
(CL — E) H1§Z<]§n —xlxjyljy] (xz yj )(a/ e yj)
- H?ﬁl Ty 1_1 12 Hz*l ;52" 2n Hl<zg<n( - y])( a? 7,2 - yJQ)
- a2—1)n(n— 1)
( an(zz D) Hz_l n= 1yn T H1<7,<]<n(x22 :L'?)(y? - )
1
2 2
X a x; det
H ((IE? —y7)(a?z} — y?))
o Hn— n P H1<’L j<n( - yj2><a2x12 - yj2)
(a? — 1)" H1<z<]<n(z2 x])(?JJQ - %2)
1
X det
((ﬂf? —y7)(ax} — y?))
Observando

g = | T =it =) det (o).

1<i,j<n !

podemos ver primeiramente que é um polinomio, porque o produtério tem
termos para cancelar todos os denominadores vindos do determinante. Além

disso, ¢ um polinoémio alternado nos %, porque o produtério é simétrico, e
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o determinante é alternado. Vamos chamar o denominador

g(x,gj,a): H (ﬁ?—l’?)(y?—yf)

1<i<j<n

Usando a proposicao para f e g como polindmios nas variaveis

2 2 : 2 21 [f(#@7.a)
xy,..., x5 e coeficientes em Klys, ..., y2], Era) ¢ um polinémio simétrico
nos z;. Olhando f e g como polindmios nas varidveis 4%, ..., y2 e coeficientes
em K[z?, ..., 22] e usando a proposicio novamente, temos que % é um
polinomio simétrico nos y;. Finalmente,
n - =
n—2 nF(—»—» )_ 1 f($ay7a)
I',i yz n\L,Y,a) = 2 n(n—l) Jr— )
(CL - 1) g([E, Y, CL)

=1

¢ um polinémio simétrico nos x;, € nos y;.

3.3
A demonstracao de 7, = F;,

Agora vamos olhar para z7 2F,(%,#,a) como um polinémio de uma

Unica variavel, x;.

H " nHl<z]<n< _yj)( 12_%2')

(a? )"(n DT icicjen (@ =2y — 47)

. d ( (2 )

Para facilitar as contas, vamos separar esta expressao em trés partes, e

21 F(Z, g, a) = 277

descobrir o grau de cada uma delas como polinomios de x;. Em primeiro

lugar,

" 2H7,—1 'IQ nyl " _ xn—Z x%_nyl_n H?=2 x?_nyz_n
1 <a2 _ 1)n(n 1) 1 ((12 _ 1)n(n71)
T | T

((1,2 _ 1)n(n71) ’

que nao depende de z;.

A segunda parte,

[l jen(@l — y)(@?z} —y7)
H1§i<j§n($12 - xj)(yj - %2)
B H1§j§n($% - y?)(a%jf y]) H2<z<n 1<]<n< 22 y])( a? 12_ y?)
C Thejen@t =)@ —v1) Tlacicjen(@? =)y —v7)
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A parte de cima é um polindmio de grau 4n em x1, e a parte de baixo tem
grau 2(n — 1).

O terceiro fator é

det ((ng _ yjz)(laaﬁ - y?)) '

Podemos avaliar este determinante pela linha de zy, fica

1 1
det(M;) —
(x3 — yi)(ax? — y7) (M)

5 det(MQ) 4+ ...

2 2 2
(f — y3)(azi — y3)
onde M,, sao matrizes que nao dependem de x1, pois este s aparece na
primeira linha. Cada um desses termos tem no denominador um polindomio
de grau 4 em x;.

Como j& vimos na secdo anterior que 7 2F, é um polinémio em 1,

ja podemos dizer que seu grau é
dn—2(n—1)—4=2(n—-1).

Podemos ver também que neste polinémio z; sempre aparece como %, pois
na unica parte em que poderia ser diferente foi cancelado pela multiplicacao
por 272, Assim, podemos dizer que =} *F, (%, 7, a) é um polinémio de grau
no maximo n — 1 na varidvel x3.

Por outro lado, Z, é a multiplicacao dos pesos de todos os vértices.
Os vértices que contribuem com z; sao s6 aqueles da primeira linha. Em
alguma posigao existe um 1, cuja contribuicao para a funcao de particao é
T /yJ .

Os outros vértices da primeira linha sao todos 0, alguns contribuindo

com [x1/y;] e outros com [azy/y;].

|:«T1:|_ a Ty
Yj a?—1 zy,

{cm}_ 1 a’xi—y
Y; a—1 xy

Multiplicando todos os vértices 0, temos na parte de cima um polinomio
de grau 2(n — 1) em z7, que também podemos ver como um polindémio de
grau n — 1 em z?. Além disso, temos um z; em cima e n — 1 embaixo, ou
seja, 237", Assim, 217, (Z, ¥, a) é um polindmio de grau n— 1 em 22. Para
provar que essas duas coisas sao iguais, basta provar que coincidem em no

minimo n valores de z?.
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Seja 1 = y1/a. Considere o primeiro vértice, o da primeira linha e
primeira coluna. Se ele for 1, seu peso ¢ x1/y; = a~'. Se for 0, seu peso é
lax1/11] = [1] = 0.

Como o peso da configuracao inteira é a multiplicacao de todos os
vértices, as Unicas configuragoes que vao contribuir para a fun¢ao de particao
com este valor de z; sao aquelas que tem o 1 da primeira linha na primeira
coluna. Para estas configuragoes, os outros vértices da primeira linha sao 0,
e seu valor é [z1/y;] = [y1/ay;]. Os outros vértices na primeira coluna sao
0, e seu valor é [z;/y1].

Os outros vértices serao qualquer configuracao de uma ASM de

tamanho n — 1.

Anfl

0

Por isto, definindo P;(x1) = 27 2Z,(&, ¥, a), temos
n—2 -1 - Y1 “r [
Pi(yi/a) =27 [ [] { } 11 {—} Zyy1 (T2, oy T3 Yo, oovs Y 1)
o LAYi 5 LY1
n—2_1-n - Y1 - Li
- — Zn— y e s Y2, -0y Ynj .
yr “a <;Ll_£ Lyz}) (le [?ﬁ}) (T2, ooy T3 Y2, ooy Yns @)

P, é funcao de x1, mas os outros x;, os y; € a sao parametros de P;. P é

simétrico nos parametros y;. Acima, substituimos z; por um dos y;/a. A
expressao resultante tem o x; e o y; substituido, no caso y;, excluidos dos
produtoérios e também de Z,,_;. Pela simetria, podemos fazer a substituicao

de x; por qualquer outro y/a, e encontramos a expressao

Pu(o/a) = 3~ (H [ j;D (H L/—D Zos(oa 2 - i),

i#k i#1

onde g_yk signiﬁca ?jsem 0 Yk, OU Seja‘7 g_ Y = (yh s Yk—15Yk+1, - - - 7yn>‘
Neste caso o 7 e o y; foram excluidos.

Por outro lado, definindo

Py(xp) = x?‘an(i’, J,a),
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vamos separar as partes de P, que usam z; e y.

H H arv;
i=1 y,; 1<i,5<n yJ yj
I 2| [

1<i<j<n Tj Yi

No numerador temos

1

] det

PQ(ZEl) = ZE?

e o resto sao os termos que serao usados em Fy,_1(Ta, ..., Ty} Y2, vy Y @).

No denominador temos

NI

J

e o resto sdo os termos que serdo usados em F,_1(Z2, ..., Tp; Y2, oo, Yn; @).
Para chegar & expressao acima foi usado o fato de que [z] = —[z7!]. Quando
J > k, originalmente aparecia [y;/y], isto acontece para todos os j > k que
sao n — k.

No determinante, vamos fazer a avaliagao pela primeira linha.

( )kJrl

— det(Mi) + > —D™

O primeiro termo ira cancelar o [%] [ay’”l} que aparece no numerador.

O valor deste termo é 0 quando z; = yi/a, porque [azy/yx] = [1] = 0. Os

det(Mj)

outros termos do somatério nao cancelam este zero, logo nao contribuem
para Ps.

Juntando tudo, fica
P — gzt L 3] (5] o 3] 51
(=0T | 2] T 2]

X (=D)ME, (2, ..., 0 T — Yi; @)

X (=), (29, o 20 — yis Q)
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T [2] o [2] [22]
(—1)1% Hj;él [%}

X (_1>k+1Fn71(x27 ooy Ty 37_ Yk CL)

Py(yi/a) = yp~2a' "

—2 1-n T -
=Y 2a’ H {ﬂ} H {—] X Fo1(22, oy 00 § — yi; @).

sk LI iy LUk
Pela hipétese de inducao,
Foi(%o, o @i § — yrs @) = Zno1(T2, -, T3 ¥ — Y3 a),
entao acabamos de provar que também
Fo(Z 7, a) = Za(T 7, a),

concluindo a demonstracao do teorema.

3.4
Dois lemas técnicos

Lema 3.4.1

1 — sttt n3 2 . bl — st
I /3—n?/24n/6 =12 Lo
det (1 _ ti—i—j—l) =1 H (1—#7) H 1 _fiti—1
1<i<j<n ij=1
O lado esquerdo dessa igualdade pode ser visto como um polinomio
na variavel s e coeficientes em R(t). Cada termo do desenvolvimento do
determinante tem um elemento de cada linha e cada coluna da matriz,

entao seu grau em s é

zn:i+zn:j—n:n(n—1)—n:n2.
=1 j=1

O lado direito também é um polindmio em s, e seu grau é obviamente n>
porque so aparece um s dentro do segundo produtorio.
Substituindo s por t*, o lado esquerdo fica

1 — k(=D » "
! (W) = det (L4 ¢7771 4 g B7DETD)
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Todas as linhas da matriz sao combinacoes lineares dos seguintes vetores:

bo=(1,1,1,...,1)
b= (1,t,6%,...,t")
by = (1,42, ¢%,... 27

bk;fl — (]‘7 tk)*].? t2(k71)7 . ’t(kfl)(nfl))
Por exemplo, a linha 7 é

=bo + by + t%by + ..+ tF V.

Isso significa que, substituindo s = ¢*, a matriz tem posto k, podendo
ser escalonada a uma matriz com (n—k) linhas com todas as entradas iguais
a zero. Se substituirmos s por algo préximo de t*, o determinante nao sera
zero, mas cada termo do seu desenvolvimento ird para zero com grau no
minimo (n — k) quando s — t.

Para s = t % acontece a mesma coisa com os seguintes vetores:
b

b= (Lt 7% )
by = (Lt72,¢74, . ¢t 720 D)

by = (Lt ¢72%, L ¢~ F)

A linha i 6 —t7%b; —t 2y — ... — t¥b,. s = t7F também é um zero de grau
no minimo n — k do lado esquerdo.

Do lado direito, quando s = t* temos o termo do segundo produtério

1 —tFi—t =1 — ¢Fti—7,

Isto é zero quando ¢ — 7 = k no produtério, o que acontece n — k vezes,
logo s = t¥ é um zero de grau no minimo n — k. Do mesmo modo, quando
s=1t7"%

1— tfktjfi =1— t*k+j7i

é zero quando j — ¢ = k no produtério, o que acontece n — k vezes, logo

s =t7% é um zero de grau no minimo n — k.
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Quando s = 1, todas as entradas da matriz do lado esquerdo sao zero,
logo, isto é um zero de grau pelo menos n do polinomio. No lado direito,
quando s = 1, o termo no produtério fica zero se /~* = 1, ou seja se j = i.
Isso acontece n vezes, logo s = 1 também é um zero de grau pelo menos n
no lado direito.

No total ja contamos

n—1 n—1 n—1
n+Z(n—k)+ (n—k):n+2n(n—1)—22k
k=1 k=1 k=1

=n+2n(n—1)—n(n-—1)

=n+nn—1)=n+n®>—n=n?

raizes, ou seja, todas.
Como os dois polindmios tém o mesmo grau e as mesmas raizes, para
serem iguais s6 falta que o termo constante seja o mesmo. Para mostrar

isso, vamos usar um outro lema.

Lema 3.4.2

det (ﬁ) =TT - )] T O = )

1<i<j<n i,j=1

1
1—z1y1°

1 - 1
det <—) = Hz,- det ( > ,
1 — 2y, paiey 2 — Yy

onde z; = 1/z;. Agora, olhando para isto como uma funcao de z,, temos

([1-) o (55 = (11 p =+

onde ¢ nao depende de z,. Os termos do numerador aparecem porque se

Quando n = 1, temos os dois lados iguais a Agora

que

zn for igual a algum dos outros z;, a matriz tem duas linhas iguais, logo
o determinante é zero. Estas sao as tunicas raizes, pois pela expansao do
determinante vemos que o numerador deve ser um polinémio de grau n — 1.

Vamos observar o que acontece em um polo, z, = ,. O residuo é

w VMo —2)
(H ) [

i=1 j=1 (yn - yj)
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Por outro lado, temos que

(1) e () 1T (S5,

i=1 i=1 Jj=1

onde «; € o determinante da matriz menor sem a linha n e a coluna j. No

caso do pélo em z, = y,, o residuo é [[}_, z; a,,. Assim, temos

“i —Yi/ =1

Por indugao, podemos dizer que

(H) dt(2) = I (el [T0-am) ™,

3,j=1 1<i<j<n—1 i,j=1

n—1 n—1
_ . Hj:l (2n — 25 (Yn — ;)
" IT=i (o — ws i1 (U — 2))
n—1
x I =2 —y)) T (= zay)™
1<i<j<n-1 ij=1
n—1,1 1 n—1
_ injil(x_n ~ %) (Yn — v5)
n—1
x I @ =2 =) T = zayy)™
1<i<j<n—1 ij=1
n—1/x;—xn n—1
_ 1 - (G20 (Yn — y;)
P RSl | SERTTE:
n—1

< JI [@i— )@ — )] [T = 2iy) ™

1<i<j<n—1 1,j=1
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n—1
H ( y] - yn

H] 1( xny] j:l 1 _aj]yn
n—1
< I l@i—a)w—y) []Q - z)™
1<i<j<n—1 1,7=1
= I [(@i—a)@w—y)] [T —zm)™"
1<i<j<n ij=1

Usando z; = t' e y; = t/7!, temos

1<i<j<n i,j=1
— H pi-1 H [(tz _ tj)(l _ tj_i)] H (1— ti—i—j—l)—l
1<i<j<n 1<i<j<n ij=1
_ H iy H (1- tjfi)Z H (1- tz’+j71>71
1<i<j<n 1<i<j<n ij=1
_ H 121 H (1 _ tj—i)Q H (1 _ ti—f—j—l)—l
1<i<j<n 1<i<j<n jj=1
Mas
Z 22—1—2(2@'—1 n—1) ZZm—n—ZZ +1
1<i<j<n =
_ 2nn(n +1) 2 2n(n +1)(n2+1) nn+1)
2 6 2
S S (n?+n)(2n+1) N n®+n
3 2
3 2034+ n?2+2n24+n  ni4n
= N — —|—
3 2
5 2n? 9 n+n2+n n? n2+n
=" —-—-n"-—-—+=+-==——-—=+=
3 3 2 2 3 2 6’
entao
1 3 ) = o
_ n’/3—n?/24n/6 412 _ itj—1y-1
det(—l_tiﬂ_l)—t IT a-¢=*J[a-e=1"
1<i<j<n i,j=1

o que termina a demonstracao do primeiro lema, porque é o que acontece
quando colocamos s = 0, ou seja, o termo constante dos dois polindbmios

também é o mesmo.
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3.5
Contando as ASM de tamanho n

Seja Z,(z,a) a fungao de particdio quando todos os vértices tém o
mesmo valor, z. Vamos avaliar Z,(z,272). Seja N(B) o ntimero de —1 da
ASM. Entao o peso dos vértices 1 é z, e existem n + N(B) vértices 1. O
peso dos vértices —1 é 271, e existem N (B) vértices —1. O peso dos vértices

0 sudeste e noroeste é:

27 4+ 2
O peso dos vértices 0 sudoeste e nordeste é:

az—a 'zt ozl 1

2] =

272 — 22 272 — 22 gl

Existem n? —n — 2N (B) vértices 0.
O peso de uma dada ASM B de tamanho n é a multiplicacao dos pesos

dos seus vértices de cada um dos tipos:

5
ey L 1 \"/ 1
2NB) \ z-1 4 2 2 l4z)

onde v é o numero de zeros sudeste e noroeste e § é o numero de zeros

sudoeste e nordeste. Como v e ¢ sdo nimeros pares (pelo que foi visto no

capitulo anterior), entao

1
-2 . n
Zn<z7 Z ) - Z < (2—1 + Z)nz—n—ZN(B)

BeA,
1
— Z (271 + Z)ZN(B).
(Z—l + Z)nQ—n .
€A,
-1 n%-n
Z (Z_l + Z)2N(B) _ Zn(z,z_z) (Z + Z) ‘
Zn
BeA,
—1\n%2—n/,—1 n%—n
_ _—1\n2-n 1 IN(B) _ 5 a(z—27) (27" +2)
(z—27) B; (27" 4+ 2) w(z,277%) g
N (R | G
= Zn(2,27?) o
—2\n?—n
= Z,(z z_2)(Z2 —27)

Zn

Usando agora a férmula encontrada no teorema para Z,(Z, ¥, a), vamos

substituir os valores
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Note que

lim — = z.
q—1 yj

Como a férmula foi feita para especializar Z,(z, a) quando o valor de cada

vértice é x;/y; e ndo todos iguais a z, podemos dizer que

Zn(z,a) =1im Z,, (%, y, a)

g—1

para estes valores de z;,y;. Substituindo na equacao anterior e chamando o
lado esquerdo de X = (2 — 2" )" "3 (27 4 2)2V®), fica

(22 _ 272)n27n

X = li Zn _’7 _)7 -2
o lim Z(Z,9,27°)
(22 — z 2y’ [Ty a2 I1ij [Zqiﬂ;l} [éqiﬂ;l}
- n lirr% | izj izj
& - H1§i<j§n [q 2 } [q 2 }
1
X det [ Zﬂil} [1 i+j71j|
zq 2 | |i¢q
[T q? H?j—l [Zqiﬂ;l} [lqiﬂé_l]
= (z* = 27" " lim —
! H1§i<j§n [q 2 ] [q 2 ]
1
X det ST
2] [
Note que
z‘ﬂ;l 1 Z_ﬂ;l - (Zqiﬂ;l B Zﬁqu(iﬂ?._l))(zflqwj;l B zqi(i-ﬁ-é’—l))
~q zq o (2—2 _ 22)2 )

Vamos procurar os termos (272 — 2%) no limite. Temos 2n? no denominador
por causa dos termos calculados acima, vindos do produtério. O determi-
nante também tem estes termos, como é constante e aparece em todas as

-2

entradas da matriz podemos colocar para fora, sao 2n termos (272 — 2%) no

numerador.
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Agora vamos olhar para o termo no denominador,

i—j i—i \ 2
z;j 2 B qTJ — qJT
[q ] S 2222 ’

acrescentando n? —n termos (272 — 2?) no numerador. Juntando todos, com

aqueles do lado esquerdo, ficam
(n* = n) + (2n) — (2n%) + (n* —n) =0,

todos cortam. Fica

X = lim [T H?,jzl(zq% — Z‘lq._(.i%_l)v)‘(z—lqiﬂfl — zq_(”é_l))
" H1§i<j§n(ngj — qjgl)Q
x det _ 1 ~
= lim [T g™ HZj:l(Zqiﬂ;l — Z’lq*(wé_l))(z*lq”éfl — zqf(”’{l))
q—>1 [hcicjn @7 Tlhicicjcn (1 = @777)°

1
X det — P — —— .
(m”’f — g ) g g (5 1>>>

Observe agora que

itj—1

(Zq 2 — Zflq_( 2 ))(Zflqiﬂ;l _ Zq_( p) ))
= (¢"F =22 )y (" = 2 ()

itj—1

i+j—1 Z—2 . 22 + q—(z+]—1)

=dq
_ q—(i+j—1)(q2i+j—1 Rt 2yt 1)
- q—(i+j—1)(1 _ z2qi+j—l)(1 _ Z_qu_j_l),
entao fica
Y — 1im H?:l qi—1/2 szzl q—(iJ'rj'—l)(l _ 22qz‘+j—1)'(1'_ Z—2qi+j—1)
9—1 H1§i<j§n q’ H1§i<j§n(1 — i)

1
x det — — — .
€ <q(z+]1)<1 _ qu’k‘rjfl)(l _ 22q1+]1))

Todos os termos que sao ¢ podem ser removidos porque queremos tomar o


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310356/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0310356/CA

Contando Matrizes de Sinais Alternados 47

limite quando ¢ — 1, entao temos finalmente

H” (1 _ 22q’i+j71)(1 _ Z*Zqiﬁ’j*l)

(2= 2 )" ) (7 4 )PP = i =

entao

Bed, q—1 H1§i<j§n(1 —¢7)?
1
X det — — .
‘ ((1 — 22gH)(1 - Z‘quﬂ‘l))
Vamos substituir z = e>™V"1/3 = —1 4 \/T??), assim temos

a igualdade acima fica

n2

(V=3)" 37 ()P — ()" 3

(1-

entao

BeA, BeA,
n2—n
= (_3) 2 An
. sz:1<1 _ Z2qi+jfl)<1 _ ?—2qi+j—1>
q—1 H1§i<j§n<1 —¢ih)?

X det !
€ (1 o ZQqH-j—l)(l _ z—qu—i-j_l) .

Além disso,

z2qz’+j—1>(1 - Z—2qz‘+j—1) — (1 o qz‘+j—le—2m‘/3>(1 o qz‘+j—le2m'/3)

=1 qi+j—16—27ri/3 o qi+j—1627ri/3 + qQ(i+j_1)
=1+ ¢4 P20
1— q3(i+j—1)
ST g
I e o)
(—3)" 724, =1 i 5= g ; ( 1— gt )
_3 2 n — 1m _ @t - .
9—1 H1§i<j§n(1 - qj_’)2 1— q3(z+J—1)

Agora vamos usar o primeiro lema da secao anterior com s = ¢, t = ¢°>.
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" 1 — q3(i+j71)

: 3)27/1 L Hm‘:l W
—3) 2 = lim

q—1 Hl<z<]<n(1 —¢7)?

nooo 143(—d)
3(n? /3-n? /24 6) _ G-y T 124
x4 [T a-¢v* 1 1— D)
1<i<j<n ij=1
n 1 — 3(i+j5—-1) 1 — (j—i)\2 _™ 1— 1+3(] i)
- hil% 1 _q i+j7—1 H ((]_ _q j— 2)2) H 1— 3(i+j—1)
] q 1<i<j<n q ij=1 q
1 — g+36—1) 1 — 3612
=t [T 5~ 11 %
i,j=1 q 1<i<j<n ¢

Note que quando ¢ — 1, todos os termos dos produtérios, tanto no
numerador quanto no denominador, sao zero. Para resolver este problema

vamos ter que cortar varios termos. Para qualquer inteiro n > 0, temos

1—¢"=01-q)0+q+¢+..+q"),
l—¢"=(1- qil)(l +qg g+ q").

Vamos chamar

n)=0+q+q¢ +..+q"),
my=0+q¢ +q¢ +...+q¢ ™).

Entao
A, =(=3)""7 " x
1 — gl+3G—9) 1 — g~ BGE—5)-1) 1 — 30—1))2
i I1 e IS I
1 1<i<j<n q 1<j<i<n q 1<i<j<n q

O primeiro somatério foi separado em dois porque 1 + 3(j — i) é negativo

quando j < 1.
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gty T (0036 -]
An=(=8) i R o

1<i<j<n

1 — 3(1 — —1 1— 3 —1
e ETES, CETEL:

Q)i +j—1] (1 =q)j —1i])*

1
1<5<i<n ( 1<i<j<n

— (—3)""%" lim [L+30G =) I (1— ¢ {30 —j)— 1}

11 3(j — )]
1<i<j<n =

Note que

1 -1 —2

—1 1—gq ¢—1 —1

por L’Hopital. Entao

n?—n 1 3 ) — n(n—

(=1)" 2 lim [ + (,j 11)](_1) )
~h<igi<n i+ —1]

Mas
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entao

4, =3 ] 1+30—19) I 3i—j)—1 11 3(;’—;)22

1<i<j<n tty-1 1§j<i<n i+y—1 1<i<j<n (7 —1)
n2—n ]_ 3 ) — 1 - - 1
—3 7 H M H 3i—j)—1 H 32
<iie 1+ —1 L 1+9—1
<i<j<n 1<j<i<n 1<i<j<n
wlon 143( — 1) 3(i — j) — 1
=3 ] i+j—1 11 i+j—1
1<i<j<n 1<j<i<n
_ g2 [licicjen 1430 =) [Licjcicn 3(i —3) — 1
szzl 1+7—1 '

[[i+ti-1=]]OG+1)..G+n—1)

i,j=1 i=1
B ﬁ (i+n—1)!
i Gl ) [
IT 3G -1 +1_H(3k;+1)
1<i<j<n k=0

onde foi feita a substituicao k = 7 — i. Do mesmo modo

n—1
IT 36-4) —-1=][GBk-1"*
1<5<i<n k=1

Juntando tudo fica

375 [Tt [(3k + 1)"*(3k — 1)+ [T, (i — 1)!
[T, +n—1)!
ot [543k Dk — ) T )
[T 0+ ) '

A, =

Mas

=(1)(12)(123)..(123..n—1)

n—k
= k ,
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entao

HZ; [(3/€ + 1)k (3k) k(3K — 1)n—k}

A” = n—1 .
Hi:O (n+1)!

O produtério no numerador €

(2341567 2. (B(n—1)=1)(3(n—-1)) 3(n—1)+1))
=@Brh—-1+1!..741

entao

o1
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