PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0310356/CA

2
Gelo Quadrado

Vamos ver que as ASM estao em bijecdo com configuracoes de gelo
quadrado satisfazendo certas condigoes de fronteira. No modelo de gelo
quadrado, cada entrada da matriz corresponde a um vértice de uma malha
quadriculada quadrada, que se liga com seus quatro vértices vizinhos. Em
cada vértice, duas das ligacoes devem entrar e duas sair. Uma configuracao

permitida encontra-se abaixo.

N

O nome "gelo quadrado”vem do fato de que podemos interpretar os
vértices como atomos de oxigénio e as setas como atomos de hidrogénio. Um
hidrogénio esta ligado a um oxigénio se a seta aponta do hidrogénio para o

oxigénio. Assim, numa configuracao de atomos quadrada,

H O H O H O H
H H H
H O H O H O H
H H H
H O H O H O H

para formar dgua (ou gelo), cada oxigénio deve se ligar a dois hidrogénios

préoximos a ele, dai a condicao de duas setas entrando em cada vértice.
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Existem seis configuracoes de vértices que satisfazem as condigoes de

entrada e saida:

T | T | T i

—_— —— -~ —> —_— —— <~ @ —— -~ @ ——— —_— ——»

| | | | T i

O primeiro tipo vai ser associado aos 1 da ASM, o segundo tipo aos

—1, e os outros quatro tipos aos 0. Por exemplo, a ASM

0 0 1 00
0 -1 0 1
1 -1 0 10
0 0 00
0 0 0 0

corresponde a malha acima.

Podemos observar vérias coisas interessantes sobre este monte de setas.
Vamos imaginar que estamos “andando”de cima para baixo em uma coluna,
comegando do vértice na primeira linha. Note que todos os zeros gelados
(isto é, os tipos de vértices associados a zeros) tém ou suas duas setas
verticais para cima, ou as duas para baixo. Assim, ao passar de um vértice
para o seguinte na coluna, a seta vertical continua apontando para o mesmo
lado: se era para cima, ao passar por um zero continua para cima. Se era
para baixo, continua para baixo. A mesma coisa acontece quando andamos
por uma linha, come¢ando da esquerda, observando a direcao que aponta a
seta horizontal.

Em cada linha de uma ASM, temos uma seqiiéncia de
1,—-1,1,...,—1,1, podendo ter zeros no inicio, no fim, e no meio. Mas
todos os zeros gelados mantém a direcao da seta horizontal, por isso esta
direcao sera definida pelas entradas que nao sao zero.

A primeira entrada nao nula da linha é 1, o que faz com que a seta da
esquerda aponte para a direita. Qualquer zero que venha a esquerda deste 1,
nao vai mudar a direcao desta seta. A mesma coisa acontece do lado direito,
quando a ultima entrada diferente de zero é o 1, o que faz com que a seta
da direita tenha que apontar para a esquerda. Ou seja: em cada linha, as
setas horizontais externas apontam para dentro da configuracao.

O mesmo argumento pode ser usado para cada coluna. A entrada
diferente de zero que aparece mais em cima é um 1, logo, a seta de cima
deve apontar para cima. Embaixo, a tltima coisa diferente de zero é 1, logo a

seta de baixo aponta para baixo, fazendo com que as setas externas verticais
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apontem para fora da configuragao. Todo gelo quadrado que representa uma
ASM sempre terd esta condi¢do de fronteira (isto é, esta determinagao das

setas externas a configuracao).

Acabamos de mostrar que cada gelo quadrado com esta condicao de
fronteira corresponde a uma ASM, pois em uma linha que comeca com a seta
horizontal apontando para a direita a primeira entrada diferente de zero que
aparece precisa ser 1, e depois elas precisam se alternar, terminando com
1 para que a seta horizontal termine para a esquerda. Para deixar claro a
bijecao mencionada no inicio do capitulo, falta mostrar como chegar de uma
ASM ao seu gelo quadrado correspondente.

Inicialmente desenhamos as condicoes de fronteira e substituimos os
1 e —1 pelos vértices correspondentes. Para os zeros, como observado antes
todos eles mantém a direcao da seta horizontal. Em cada linha, preenchemos
as setas horizontais que faltam mantendo a direcao das setas hosrizontais ja
preenchidas que estiverem a sua esquerda e direita. Fazemos a mesma coisa
para as setas verticais em cada coluna, e o gelo quadrado esta preenchido.

Fizemos isso de forma unica, dai a bijecao entre gelo quadrado e ASM.

Observe o que acontece na ASM da figura acima: as setas verticais
abaizo da k-ésima linha sao k setas apontando para baizo e n — k setas
apontando para cima. Isto também nao é coincidéncia. Como os zeros
gelados nao mudam a direcao das setas verticais, eles nao mudam o niimero
de setas que descem, ao passar de uma linha para a linha seguinte. Ja o
vértice correspondente as entradas 1 da matriz transforma uma seta para
cima em uma seta para baixo. Por sua vez, o —1 transforma uma seta para
baixo em uma seta para cima. Para que a soma de cada linha seja 1, temos
r entradas —1 e r + 1 entradas 1. Ou seja, cada linha deve ter uma seta
para baixo a mais do que a linha anterior.

Uma conseqiiéncia disso é que, no total das setas verticais de uma
configuragao, metade é para cima e metade é para baixo: o total de setas
para cima é n+ (n — 1)+ (n —2) + ...+ 1 = n(n + 1)/2, de um total
de n(n + 1) setas verticais. Como o mesmo argumento vale para as setas
horizontais passando de uma coluna para a coluna seguinte, concluimos que
metade das setas horizontais é para a direita e metade é para a esquerda.

Agora, vamos chamar de z1, 29, 23 € 24, respectivamente, a quantidade
de cada um dos quatro tipos de zero que aparece numa dada ASM. Cada 1
e —1 tem uma seta de cada tipo (para cima, para baixo, para a esquerda,

para a direita). Entao, como o nimero de setas para a esquerda é igual ao
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nimero de setas para a direita, podemos dizer que
21+ 24 = 20 + 23.

Além disso, o nimero de setas para cima é igual ao nimero de setas para
baixo, entao

21+ 23 = 29 + 24.

Somando as duas equagoes,
221+23+Z4:222+23+Z4,

e assim

21 = Z2 Z3 = Z4.

Acabamos de provar que o niumero de zeros com as setas apontando para
cima e direita (resp. cima e esquerda) € igual ao nimero de zeros com as

setas apontando para baizo e esquerda (resp. baizo e direita).

2.1
Pesos de Configuracoes e a Funcao de Particao

Para contar o nimero de gelos quadrados, vamos dar pesos diferentes
para cada um dos seis tipos de vértices definidos na secao anterior. O peso
de uma configuracao inteira de gelo quadrado sera definido como o produto
dos pesos de todos os seus vértices. A funcao de particao é a soma dos pesos

de todas as configuragoes possiveis de gelo quadrado com aquele tamanho.

Zn = Z Hpeso(v).

BeA,, veB
A idéia sera calcular a funcao de particao Z, de algum jeito, e depois
modificar os parametros dos quais os pesos dependem para que todas as
configuracoes tenham peso 1. Assim, o valor da funcao de particao sera o

numero de ASM que existem!

7, = Z 1=A,.

BeA,

Estes pesos poderao depender de alguns parametros, inclusive poderao
depender do vértice. Vamos dar um nome para cada vértice: o vértice na
linha ¢ e coluna 5 chama-se z—j Este valor serd usado nas expressoes para os
pesos dos diferentes tipos de vértices.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310356/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0310356/CA

Contando Matrizes de Sinais Alternados 17

Para escolher os pesos, vamos observar o que queremos que eles
satisfacam. Alteramos uma configuracao da seguinte maneira: inserindo do
lado esquerdo, entre as linhas ¢ e ¢ + 1, um atomo extra, como na figura

abaixo.

Este d4tomo chama-se ZtL

. Ele sera passado para a direita, coluna
por coluna. Cada vez que ele passar por cima da coluna j, os nomes dos

Zi

dtomos % e ZiEL
Yj j

e serao trocados. Seu peso também deve ser multiplicado
para calcular o valor da configuragao onde foi adicionado. Para isto, devemos
"girar”o atomo extra para a esquerda até que fique alinhado, e entao ver
de que tipo é. Por exemplo, na figura acima é um zero do primeiro tipo
(nordeste). Depois de passar por todas as colunas, serd um zero sudoeste,

para manter a condicao de contorno do lado direito.

g1 01
Li Tit1
ot o 09 oy o yj 02
N N
TN ay
05 ¢z +1 03 05 oz, O3
Yj Yj
04 Oy
As orientagoes das setas o;, i = 1,...,6 sdo mantidas. O triangulo
formado por %, ZH ¢ Tt apds a passagem deve ser preenchido com as
Yi' Y T

orientacoes de modo a manter a regra de que em cada atomo, duas setas
apontam para dentro e duas para fora, inclusive no atomo do meio. Para
saber o peso deste atomo, o giramos 45 graus para a esquerda. Por exemplo,
0 atomo na figura acima é um zero do primeiro tipo.

Isto sempre é possivel, e em alguns casos ha duas possibilidades.
Em outros casos, duas configuracoes diferentes podem levar a mesma

configuracao. Esta operacao de passar para a coluna seguinte, levando em
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consideracao todas as diferentes possibilidades, leva o conjunto de todas as
configuragoes de tamanho n, com um atomo a mais entre as linhas i e ¢ + 1
e as colunas j e 7 + 1 no conjunto de todas as configuracoes de tamanho n,
com um atomo a mais entre as linhas ¢ e ¢ + 1 e as colunas j +1 e j + 2.

Antes da primeira passagem, a soma de todas as configuracoes com
o atomo extra € igual a soma de todas as ASM multiplicado pelo peso do
atomo extra, ou seja, a funcao de particao multiplicada pelo peso de um zero
do primeiro tipo. Queremos escolher os pesos de maneira que a soma dos
pesos das possibilidades antes da passagem seja igual a soma dos pesos das
possibilidades apds a passagem, pois deste modo a soma das configuragoes
nao é alterada a cada passo.

Depois do tltimo passo, a soma de todas as configuragoes com o atomo
extra é igual a soma de todas as ASM multiplicado pelo peso do atomo extra,
ou seja, a funcao de particao muitiplicada pelo peso de um zero do segundo
tipo. Por isso, queremos também que os zeros do primeiro e segundo tipo
tenham o mesmo peso, pois assim a fungao de particao depois de todas as
passagens nao terda se modificado. Mas todos os x; terao trocado de lugar
com 0s ;41, ou seja, a funcao de particao sera simétrica nos x;. O mesmo
argumento pode ser usado para os y;, fazendo os zeros do terceiro e quarto

tipos terem o mesmo peso.

As afirmacgoes acima demonstram que Z, é uma funcao simétrica
nos xr e nos y. Agora vamos provar as afirmacoes, e ver quais pesos serao
necessarios para que cada passo realmente nao altere a soma dos pesos.

Considere uma configuracao com uma particula extra adicionada. Esta
particula e as duas a sua direita formam um triangulo. Considere as seis
setas incidentes neste triangulo, antes e depois de passar a particula extra

para a direita:

o1 01
% Tit1
O¢ ol 02 O¢ o ¥ 02
%Jr\\./ \./$i+1
€Ty Ti
05/ \‘mz’T 03 05 ‘é \33
Yj Yj
04 04

Em cada vértice deve entrar e sair o mesmo numero de setas. Aqui
consideramos um conjunto de trés vértices. As setas do triangulo contribuem
com treés entradas e trés saidas - saem de um vértice e entram no outro. Logo,
as seis setas externas ao triangulo devem ser trés entrando e trés saindo,

para completar a quantidade necesséaria.
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Suponha que 07 = 09 ou 03 = 04 ou 05 = 0g estao entrando. Entao
existe um outro par de setas saindo, e o terceiro par tem uma entrando e a
outra saindo.

A orientacao dos dois lados do triangulo que tocam o vértice com duas

setas entrando, tem que ser saindo deste vértice.

01
06 ° 02
N
/N
(o) ° 03
04

A orientacao do ultimo lado do triangulo também esta forcada, para

manter o numero certo de setas entrando e saindo nos outros dois vértices.

o

06\./?47 09

SN

05 O3
..

A outra possibilidade é que o1 # 09 e 03 # 04 € 05 # 0g. Neste caso

)

cada vértice do triangulo tem uma seta entrando e uma saindo. Isso da
duas possibilidades para as orientagoes, pode ser rodando para a esquerda

ou para a direita.

01 To-l
06\/IH " 06\4% b
N ¥ N
05 ®<~— (U3 Ox ®<+~— (O3

Isso mostra que é sempre possivel preencher o triangulo antes da
passagem de uma ou duas maneiras, para todas as configuragoes das setas
0;.

O mesmo argumento vale para o triangulo depois da passagem, mas
neste caso os pares de setas incidentes a serem considerados sao (o9, 03),
(0'47 0'5), (0'6, 0'1>.

Ou seja, para qualquer configuracao de trés setas entrando e trés
saindo, podemos ter 1 ou 2 possibilidades para o triangulo antes da pas-

sagem, e 1 ou 2 possibilidades para o triangulo depois da passagem.
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Seja C',, o conjunto das configuracoes de gelo quadrado com a particula
extra antes da coluna n, entre a linha 7 e a linha 7 + 1.

Se A e C,, Be€ C,,1, e ao passar a particula pela coluna n partindo
da configuracao A, B for uma das possibilidades para a configuracao depois
da passagem, dizemos que A vai para B.

Vamos representar esta passagem para a direita, como uma seta indo
de um elemento de C),, para um elemento de C),;.Quatro coisas podem

acontecer:

:

A

bl

Estas sao as tnicas possibilidades.

Por exemplo, nao acontece de passar a particula para a direita (ou
esquerda), e nao ser possivel preencher o triangulo, conforme vimos antes.
Assim, sabemos que em cada C),, todos os elementos sao alcancados, tanto
pela esquerda quanto pela direita. Dando varios passos para a esquerda,
qualquer configuragao chegarda a uma ASM, e para a direita também. Ou
seja: O conjunto das ASM (C}) é levado novamente no conjunto das ASM
(CnJrl)-

Outra coisa que nao acontece é haver mais de duas possibilidades para
preenchimento do triangulo, também como ja vimos.

Podemos observar mais uma coisa que nao acontece:
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Se A vai para C' e D, entao C' e D sao iguais, exceto pelo triangulo,
que tem uma orientacao em C' e outra em D. Da mesma forma, B vai para
D e E, entao D e E sao iguais exceto pela orientacao do triangulo. Logo,
C e FE sao iguais. O mesmo argumento vale na passagem para a esquerda.

Assim, vemos que os pedacinhos dos quatro tipos apresentados nao
podem se misturar: Se acrescentarmos mais uma seta a um pedacinho
do primeiro tipo, ele deixaria de ser deste tipo. No segundo tipo nao ha
possibilidade de acrescentar setas pois cada elemento ja tem duas. No tipo

3 (0 4 é simétrico), se colocar mais uma seta fica:

Claro que C e D diferem somente pela orientacao do triangulo. Como
D vai para a esquerda em A e B, C também tem que ir para as duas. Pelo
argumento anterior, vemos que C tem que ir para A e B, fazendo com que
este pedacinho passe a ser do tipo 2.

Concluindo, o conjunto das ASM é levado nele mesmo por sucessivos
passos para a direita. Cada passo é formado por varios pedacinhos separa-

dos, dos quatro tipos.

Falta escolher os pesos para que a soma dos pesos de todas as ASM
nao mude quando fazemos isso. Vamos manter a soma constante a cada
passo, de C para Ciiq. A soma de todos os elementos é a soma de todos
os pedacinhos, entao vamos estudar cada pedacinho separadamente, para
que nele a soma nao mude com a passagem. Para o tipo 1, isso significa
que o elemento da esquerda tem o mesmo peso do da direita. Para o tipo 2,
FEi+FEy = D1+ D>. Paraotipo3, E = D{+Djyeparaotipod, E1+FEy = D.

Vamos chamar os pesos dos seis tipos, respectivamente, de a(z), b(2),
c(z), d(2), e(2), f(z), onde z = g—; ¢ o nome do vértice. A escolha dos pesos

deve tornar verdadeiro o resultado abaixo.

Teorema 2.1.1 (Yang-Bazter) A soma de todas as possiveis configuragioes
com o atomo extra entre as linhas i e 1 + 1 e as colunas j e j + 1, com
um dado conjunto de orientacoes o;, € igual a soma de todas as possiveis

configuracoes apos passar este atomo para o lado direito.

Precisamos verificar o teorema para cada uma das 20 configuracoes de

orientacoes ;. Para diminuir este nimero, podemos fazer o seguinte: observe
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que rodar um gelo quadrado 180° d& outro gelo quadrado. Se provamos
para um conjunto de o;, podemos roda-lo de cabeca para baixo e estara
automaticamente provado para este novo conjunto de orientagoes (que é
oirs, desde que ¢(z) = d(z) e e(z) =
de cabeca para baixo ele continua sendo a, o b também nao muda, mas o ¢

vira d e o e vira f. Assim, precisamos agora s6 de 10 configuragoes o;.

Caso 1: 1 possibilidade na esquerda e 1 na direita

As setas entrando podem ser (oy,09,03), (09,03,04), (03,04,05),

(047 05, 06)7 (057 06, 01)7 (0-67 01, 02)-

(017 02, 0-3>:

g1
O6 iL 02
;}0/1

N

05 If 03

04

Calculando os pesos destes desenhos, temos que ter os pesos dos dois

lados iguais, e de fato, os pesos dos dois lados sao ¢(x)c(y)c(z).

(027 03, 0-4):

01

06 OL 02

o
\

”

N
/

05 e 7 03

04

Os pesos dos dois lados s@o c(z)e(y)e(z).

(037 04, 05):

05 e s— (U3

f(2). Quando viramos um vértice a
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Os pesos dos dois lados s@o e(x)c(y)e(z). Como as outras trés con-
figuracoes sao rotagoes destas, concluimos que o caso 1 nao influencia na
escolha dos pesos, porque quaisquer pesos escolhidos vao ter suas somas

mantidas nas passagens deste caso.
Caso 2: 2 possibilidades na esquerda e 2 na direita

Para este caso, precisamos que as setas que entram sejam (o4, 03, 05)
ou (09, 04,06), mas pela simetria de rotagao de 180°, vamos provar apenas

para (01,03, 05):

o1 01
RN /i‘L 7 * Zi\ a
?‘\l o5 T/‘\X
05 o~ 03 5 o3
l 04 04
o1 01
06\ /iL 02 Uui\/@
?’\T o5 l/‘\x
05 o~— g3 B o3

e(z)e(y)e(z) + b(x)b(y)a(z) = a(z)a(y)b(z) + e(z)e(y)e(z),

ou seja

Este é o primeiro pedido que estamos fazendo aos pesos.
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Caso 3: 1 possibilidade na esquerda e 2 na direita

(017 09, 0-4):

™
R NP
05 T/.\}f
lal ‘j,-f 03
06 W oy o
W !
053} \%f 03 101
o4 95 2 02
Upﬁ{/\'.(}fa
y 3
.

c(x)e(y)b(z) = e(x)e(y)b(z) + b(x)b(y)c(2).

Os outros conjuntos de orientagdes neste caso sao (o1,09,03),
(01,03,04), (02,05,06), (03,04,06), (03,05,06), e verificando os desenhos

semelhantes ao exemplo acima temos também os outros pedidos,
b(x)c(y)e(z) = e(x)aly)b(z) + b(z)e(y)c(z),

c(x)b(y)e(z) = a(x)e(y)b(z) + e(x)b(y)c(2),
c(x)a(y)e(z) = e(x)aly)c(z) + b(z)e(y)a(z),
a(z)c(yle(z) = a(z)e(y)c(z) + e(z)b(y)a(z),

a(x)a(y)c(z) + e(z)e(y)a(z).

o)
—~
8
N—
o)
—~

<

~—
Q

—
N

~—
I

Caso 4: 2 possibilidades na esquerda e 1 na direita

Todos os conjuntos de orientacoes deste caso sao rotagoes de 180° dos
conjuntos do caso anterior, logo nao precisam ser examinadas novamente.
Em todos os desenhos acima, os vértices que se chamam 2 Te %
g J J
foram chamados de x, y e z para simplificar os desenhos. Assim, os pedidos
que fizemos dos pesos nao precisam valer para todas as triplas x,y, z, mas

s6 quando z = xy.
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Juntando todos os pedidos que temos,

podemos simplificar bastante essas equagoes se fizermos a(x) = z e b(z) = %

Fica
1=1
c(x)e(y) = e(x)e(y) + c(2),
c(y)e(z) = e(z) + e(y)e(2),
c(x)e(z) = e(y) + e(x)e(z),
c(x)e(z) = e(z)e(2) + e(y),
c(y)e(z) = e(y)e(z) + e(x),
c(x)e(y) = c(z) + e(x)e(y)-

Note que temos equacoes repetidas, na verdade sé precisamos
c(y)e(z) = e(x) + e(y)c(2),

c(r)e(z) = e(y) + e(z)e(z),
c(z)e(y) = e(2) + e(x)e(y),

e note ainda que as duas primeiras equagoes sao iguais, basta trocar o valor
de x com y. Vamos apresentar as escolhas de peso em [I]: cada autor, na
verdade, faz escolhas um pouco diferentes. Os pesos dos seis tipos de vértices
sa0

z laz] - faz] ] [F]

1
z
onde a é um parametro e

[Z] = 1
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e desta forma as duas equagoes sao satisfeitas:

1 1 1

ar —a txt z— 2z
lax]lz] = a—atl a—at
(ax—a ) (z— 271
(a —a=1)?
azz—azz ' —a e z4a e !
B (a—a=1)?
Cazz—ay ' —aly+a ez ay —arz oy —a e
B (a —a=1)?
_ay — ayil - aily + cflyfl +arz —alwzt —axlz +a ezt
N (a —a=1)?
_ -y e—a)+@—aN(az—a'zT)
B (a —a=1)?
Cy—y ' x—alaz—a 2!
T a—al a—a! a—a!
= [y] + [z][az]
e
aay] = S Wy
a—a a—a

~(ax—a 'z (ay —a"ly ™)

(@ —a=1)?
alry —ayt—axly + oty
(a —a=1)?
a%y - xyfl — xily + a*Q:E*ly* —zZ+ Yy — 271+ :flyfl
(a —a=1)?
a’z—z—zt'tva e oy -2y —ay Lyt
(@ —a=1)?
(az—a 'z Na—a )+ (@—a)(y—y™)
(a —a=1)?

z—z ty—y~

1

1 1

az —a tz

= laz] + [2][y).

Conforme ja vimos, o conjunto de todas as ASM de tamanho n
¢é levado, passando por todos os conjuntos intermediarios, novamente no
conjunto de todas as ASM de tamanho n. A diferenca é que todos os x;
trocaram de lugar com os x;,1, mas a soma dos pesos de todas as ASM

continuou a mesma, pelo teorema anterior. Ou seja:
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Teorema 2.1.2 A funcao Z,(Z,y,a) € simétrica nos x; e nos y;.

A afirmacao para i pode ser demonstrada da mesma maneira, desta

vez movimentando o 4tomo extra na vertical.

2.2
As transicoes em dimensao baixa

Nesta se¢ao, mostraremos todas as transigoes entre os C,, para as ASM
de tamanhos 2 e 3. Embora isto nao seja necessario para a demonstragao
do nuimero de ASM, o objetivo é visualizar como os quatro pedacinhos de
transicoes se juntam em cada passo, e visualizar os varios passos como um
todo. Vimos anteriormente que o conjunto de todas as ASM vai novamente
no conjunto de todas as ASM, mas aqui poderemos sentir melhor como isso
acontece: C7 e U,y sdo iguais como conjuntos, mas ao passar o vértice
extra através da linha inteira de uma ASM, nao necessariamente chegamos
na mesma ASM em C), 1.

No caso n = 2, temos duas ASM:

10 0 1
01 10

Jogando um atomo extra entre as duas linhas, quando ela passa por
cima da primeira coluna passamos a ter quatro possibilidades,
1.0 1.1 0.0 0.1
1 0 0

- 1
01 00 11 10

J

onde o nimero a mais no meio da matriz representa o atomo extra, que
apesar de estar na diagonal, pode ser interpretado como 0, 1 ou -1 de acordo

com suas setas que entram e saem. Os passos ocorrem da seguinte maneira:

N

o
S
e/ ,
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onde o primeiro conjunto representa as ASM de tamanho 2, o segundo
conjunto representa as ASM de tamanho 2 com um atomo extra no meio, e
o terceiro conjunto representa novamente as ASM de tamanho 2. As setas
representam que passando o atomo extra da esquerda para a direita, chega-
se de uma configuracao na outra. Neste caso, passar o vértice extra pode

mudar a ASM.
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No caso n = 3, temos, por exemplo:

) (00 0
1 0%
0 1 0
] 010
11 |-
0 1 o 0 1 0 0 1.0
11 | = —1
01 0 (\0 10
1 1 0 100
00—11—> 00’11
0 1 0 010

O diagrama completo das passagens para todas as ASM de tamanho
3 estd representado na figura a seguir. Note que é composto de trés pedacos
desconexos. Cada pedaco tem o 1 na tltima linha em uma coluna diferente.
De um modo geral, para ASM de tamanho n, cada configuracao fixa das
n — 2 linhas inferiores serda um pedacgo desconexo do resto nesse diagrama,
pois passar o atomo extra entre as duas primeiras linhas nao mexe nas

outras linhas.

/.//

// - /”'\\g\
° o | ,o\\ °
° ° .. °
° ~ e S L >®

\ //
° ~ e -0 . ®
T 1
° ~ e -0 s
o \\.\\\.///.
.\\\. \\-o /0
~o_| ™e
N —~2N
°o_| °
N T
° S
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