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Resumo

Figueiredo, Gabriel Gomes; Sirakov, Boyan; Queiroz-Souza, P..

Unicidade de solugoes LP-fortes. Rio de Janeiro, 2023. 57p.

Dissertacao de Mestrado — Departamento de Matematica, Pontificia

Universidade Catolica do Rio de Janeiro.
Esta dissertacao de mestrado aborda um estudo aprofundado do artigo [2].
No Capitulo 2, sao introduzidas as definigoes e conceitos fundamentais
necessarios para a analise tedrica subsequente. Uma proposicao é
demonstrada, estabelecendo a existéncia de uma expansao de Taylor para
fun¢des em um determinado espaco, enfatizando o papel do expoente de
Escauriaza.
O capitulo continua apresentando dois lemas que relacionam subsolucoes
e supersolugoes em termos de viscosidade e propriedades de normas. A
primeira versao do lema considera a relacao entre a dimensao do espaco e
a norma, enquanto a segunda versao utiliza o expoente de Escauriaza para
obter resultados mais refinados. Também sao apresentados dois resultados
que explicam a relacao entre diferentes noc¢oes de solugoes viscosas e sua
conexao com os espacos de Sobolev.
As propriedades dos operadores de Pucci sao discutidas como conclusao
deste capitulo. No Capitulo 3, a dissertacao estabelece a definicao da
geometria da fronteira do dominio em questao. Em seguida, um importante
lema é demonstrado, estabelecendo a existéncia de solu¢oes fortes em um
determinado espaco, explorando a regularidade das fung¢oes envolvidas com
base nesse lema.
Os conceitos de super-diferenciabilidade e sub-diferenciabilidade sao
introduzidos, desempenhando um papel crucial na compreensao
do comportamento das solugdes viscosas e suas relagoes com
derivadas de ordem superior. Um resultado geral que amplia essas
definicoes ¢é apresentado. Duas versdoes em que a funcao u é duas
vezes super-diferencidavel sdo discutidas, considerando o espaco L¢ e
posteriormente o espaco LP, de modo que p < d.
A dissertacdo prossegue demonstrando a relagdo entre sub-solugao
LP-viscosidade e sub-solucao LP-forte quando u pertence a um espago
especifico. Em seguida, é mostrado que os limites uniformes de solugoes
também sao solugoes. Por fim, é apresentado o resultado principal da
dissertacao, demonstrando a unicidade das solugoes fortes.
Palavras-chave

Viscosidade; Unicidade; Solucao C-viscosidade; Solucao

LP-viscosidade;  Solucao LP-forte.



Abstract

Figueiredo, Gabriel =~ Gomes; Sirakov, Boyan (Advisor);
Queiroz-Souza, P. (Co-Advisor). Uniqueness of LP- strong
solutions. Rio de Janeiro, 2023. 57p. Dissertacao de mestrado —
Departamento de Matematica, Pontificia Universidade Catolica do
Rio de Janeiro.

This master’s thesis delves into an in-depth study of the article [2]. Chapter
2 begins by introducing fundamental definitions and concepts essential for
the subsequent theoretical analysis. A proposition is then demonstrated,
establishing the existence of a Taylor expansion for functions in a given
space, emphasizing the role of the Escauriaza exponent.

The chapter proceeds to present two lemmas that relate subsolutions and
supersolutions in terms of viscosity and properties of norms. The first
version of the lemma considers the relationship between the dimension of
space and the norm, while the second version uses the Escauriaza exponent
to obtain more refined results. Two results are shown to explain that explain
the relationship between different notions of viscous solutions and their
connection with Sobolev spaces.

The properties of the Pucci operators are discussed at the conclusion of this
chapter. Chapter 3 begins by establishing the definition of the boundary
geometry of the domain in question. An important lemma is demonstrated,
which establishes the existence of strong solutions in a given space and
explores the regularity of the functions involved based on this lemma.

The concepts of superdifferentiability and subdifferentiability are
introduced, playing a crucial role in understanding the behavior of viscous
solutions and their relationships with higher order derivatives. A general
result that extends these definitions is presented. The dissertation discusses
two versions wherein the function u is twice super-differentiable, considering
the space L% and later the space L?, so that p < d.

The dissertation goes on to demonstrate the relationship between
LP-viscosity sub-solution and LP-strong sub-solution when u belongs to a
specific space. Next, it is shown that the uniform limits of solutions are
also solutions. Finally, the main result of the dissertation is presented,

demonstrating the uniqueness of strong solutions.

Keywords
Viscosity;  Uniqueness;  C-viscosity solution;  LP-viscosity solution;

LP-strong solution.



Sumario

1 Introducdo

2 DefinicGes e fatos importantes
3 Unicidade de solucdes LP-fortes
Referéncias bibliograficas

A Propriedades da subconvolucao

B Suavizador padrio

11

13

37

52

53

56



1
Introducao

Nesta dissertacao estudamos a existéncia e unicidade de solugoes
LP-fortes, detalhando o estudo realizado por [2].

No Capitulo 2, inicialmente, apresentamos as defini¢oes e conceitos que
serdo necessarios ao longo desta dissertacao. A compreensao clara desses termos
é essencial para a analise tedrica subsequente. Em seguida, demonstramos
uma proposicao que estabelece a existéncia de uma expansao de Taylor para
funcoes em W?2P. Além disso, fazemos um breve comentério sobre o expoente
de Escauriaza, que desempenha um papel crucial na obtencao de resultados
mais refinados em nossa investigacao.

Em um passo subsequente, apresentamos dois lemas que estabelecem
a relagdo entre subsolugbes (e supersolugoes) LP-forte e subsolugoes
(respectivamente, supersoluges) LP-viscosidade. Na primeira versao do lema,
consideramos como hipotese a relagao entre a dimensao do espacgo d e a norma
L?  assumindo apenas que d < p. Posteriormente, na segunda versao do lema,
utilizamos o expoente de Escauriaza para obter resultados mais refinados.

Em continuidade, apresentamos mais dois resultados que explicam a
relagdo entre solugdes C-viscosidade e solugoes LP-viscosidade. Esses resultados
sdo essenciais para compreendermos as diferentes nogoes de solugoes viscosas
e sua conexao com os espacos de Sobolev.

Concluimos este capitulo, por fim apresentando as propriedades dos
operadores de Pucci.

No Capitulo 3, inicialmente, estabelecemos a definicdo da geometria da
fronteira do dominio em questao.

Em seguida, demonstramos um importante lema que estabelece a
existéncia de solugoes fortes no espaco LP. A partir deste lema, derivamos
uma propriedade especifica para f pertencente ao espaco L¢, em que d < p.
Essa propriedade nos permite explorar a relacdo entre solugoes fortes e a
regularidade das fungoes envolvidas.

Definimos, entdo, os conceitos de super-diferenciabilidade e
sub-diferenciabilidade. Essas mnocgoes sao cruciais para entendermos o
comportamento das solugoes viscosas e suas relacoes com as derivadas de

ordem superior. Além disso, apresentamos um resultado que generaliza essas
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defini¢oes, fornecendo um arcabouco teérico mais amplo para nossa andlise.

Em seguida, apresentamos duas versoes em que a fungdo u é duas vezes
super-diferencidvel, considerando os casos em que u pertence aos espacos L% e
LP.

Avancando na dissertagdo, demonstramos a relacdo entre sub-solucao
LP-viscosidade e sub-solucao LP-forte quando u pertence ao espago VVZQOf(Q)
Em seguida, mostramos que os limites uniformes de solugoes sao, eles proprios,
solucoes.

Por fim, apresentamos o resultado principal desta dissertacao, que

demonstra a unicidade das solugoes fortes.



2
Definicoes e fatos importantes

Neste capitulo estamos interessados em estudar um operador geral de

segunda ordem do tipo eliptico, cuja formulacao é
G(z,u(r), Du, D*u) =0 em (Q,
no qual £ é um conjunto aberto e limitado em R? e
G:(Q\N) xR xR? x §(d) — R,

em que NV C © é um conjunto com medida de Lebesgue nula e S(d) é o
conjunto das matrizes simétricas d x d com entradas reais e dimensao M
Denotamos um ponto no dominio do operador G por (z,7,p, X), em que = €
Q\N,reR,peRlie X € §(d).

Neste momento, procederemos a definicao de algumas condigoes que se

mostram essenciais ao longo deste trabalho.

Definigao 2.1 (Elipticidade Degenerada) Dizemos que G : (Q\N) xR x
R? x S(d) — R € degenerada eliptica se para (x,r,p) arbitririos e X, Y € S(d)
com X —Y >0, isto é, (X —Y)E-€ >0 para todo € € RY, tem-se

G(z,r,p, X) < G(z,r,p,Y). (ED)

Definigao 2.2 (Solugdes C-viscosidade) Seja G € C(2 x R x R? x S(d)).
Uma fungio u € C(2) é uma sub-solugao C-viscosidade de

G(z,u(r), Du(z), D*u(z)) =0 em €, (2.1)

se para toda ¢ € C*(Q) e xo € Q tal que (u — p)(xo) > (u— @)(z) localmente,

ou seja, xy € ponto de mazrimo local, temos
G (2o, u(wo), Dp(20), D*p(w0)) < 0.

Do mesmo modo, u € C(Q) é uma super-solu¢io C-viscosidade de (2.1) se,

para toda o € C*(Q) e xg € Q tal que (u— )(x0) < (u—)(x) localmente, ou
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seja, xo € ponto de minimo local, temos
G(.Io, U(.To), DSO('IO)’ ngp(mo)) > 0.

Sendo assim, se u € C(2) € uma sub e super-solugio C-viscosidade de (2.1)

entdo dizemos que u € uma solug¢ao C-viscosidade de (2.1).

Agora, vamos explorar os operadores extremais de Pucci, os quais
possuem uma importancia significativa na analise de equagoes elipticas

nao-lineares.

Definicao 2.3 (Operadores de Pucci) Sejam 0 < X < A constantes
fizadas. Os operadores extremais de Pucci P)jjA : §(d) — R sao definidos

da sequinte maneira

(a) Pip(X) = —Atr(XF) + Atr(X7)
(b) P;L,A(X) = —Atr(X1) + Atr(X7)

no qual tr(X ™) é a soma dos autovalores negativos de X e tr(X™) é a soma
dos autovalores positivos de X.

Um operador importante que vem dessa defini¢ao é
Gz, p, X) =P (X) =lpl = f(=), (2.2)

em que y > 0e f e LP(Q).

Os operadores em questdao possuem propriedades fundamentais que
serao utilizadas ao longo deste trabalho. Tais propriedades serao enumeradas
e demonstradas apds a apresentacao de algumas defini¢des adicionais, que

também serao necessarias para a demonstragao dessas propriedades.

Definigao 2.4 (Elipticidade Uniforme) Seja G : (Q\N)xRxR¥xS(d) —
R uma fungdo mensurdvel. Para constantes 0 < A < A, o operador G =

G(z,r,p, X) € uniformemente eliptico se para 0 < P € §(d), entdo
G(z,r,p, X) — Atr(P) < G(x,r,p, P+ X) < G(z,r,p, X) — Mr(P). (UE)

Ou seja, se tomarmos uma matriz simétrica X e a movermos no sentido de
P, o operador muda proporcionalmente ao proprio P e tais mudangas vao ser

controladas por A e A.

Observacao 2.5 E importante notar que a (UE) implica que G é (ED). Para

isto note que para duas matrizes simétricas X e P, em que P é uma matriz
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positiva, temos (X + P)T = XT + Pt e (X 4+ P)” = X~. Assim seque que

Pya(X + P) = =Xtr[(X + P)*] 4 Atr[(X 4 P)7]
= —Mr(X" + P*) + Atr(X7)
= —Mr(X7T) + Atr(X ™) — Atr(PT)
= P A (X) — AMx(PH).

Ese X —Y >0, entao

G(z,r,p,X)=G(z,r,p,Y + X =Y
(fE,T‘,p, Y) - AtI‘(X - Y)

Mostrando assim, que (UE) implica (ED), como queriamos.

Agora, estabelecemos uma condicdo que envolve a dependéncia do

operador G com respeito ao termo de ordem zero.

Definigdo 2.6 (Prépria) Seja G : (Q\N) xR xR?x S§(d) — R uma fungdo
mensurdvel. Dizemos que G = G(x,r,p,X) € propria se G é (ED) e para
quaisquer (z,p, X) € (Q\ N) x R x S(d) temos

G(z,r,p, X) < G(x,s,p, X)
sempre que 1 < S.

E importante destacar que na definicio de solucdes C-viscosidade, é
assumida a continuidade do operador G. No entanto, ao removermos essa
hipétese de continuidade, pode haver um conjunto de medida nula em que
o operador nao estda definido. Essa situagao apresenta um desafio para a
nocao de solugdes C-viscosidade. Para contornar essa questao, recorremos a
introdugao da nogao de solu¢ao LP-viscosidade por [2]. A definigdo dessa nogao

é apresentada a seguir.

Definigdo 2.7 (Solugdes LP-viscosidade) Seja F' : (2 \ N) x R x R? x
S(d) — R um operador mensurdvel. Suponha que F € prépria, d < 2p e
f e L}.(Q). Una fungio uw € C() € uma subsolugio LP-viscosidade (ou

supersolugio) de F = f em Q se, para toda ¢ € W2P(Q), para todo € > 0 e
todo O C Q) aberto se

F(z,u(z), Dp(z), D*p(z)) — f(z) > € q.t.p. em O
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(F(x,u(z), Dp(x), D*p(z)) — f(x) < & g.t.p. em O),

entdao u— @ ndo pode ter um ponto de maximo local (respectivamente, um ponto

de minimo local) em O.

Equivalentemente, u ¢é uma sub-solugdo LP-viscosidade (ou
super-solucio) se para toda ¢ € W2P(Q) e um ponto 2 € Q tal que u — ¢ tem
um maximo local (respectivamente, minimo), entao

ess liminf (F (x, u(x), Do(z), D*o(z)) — f(x)) <0

T—=T
(esslim sup(F(z, u(x), Do(x), D*¢(x)) — f(x)) > 0).
T
Assim, u é uma solucao LP-viscosidade de F' = f em () se é uma

sub-solugao LP- viscosidade e uma super-solugao LP-viscosidade.

Observacao 2.8 (Expoente de Escauriaza d/2 < p; = po(A/)\,d)) No
contexto da definicao acima, € igualmente relevante discutir os wvalores
adequados para p.

Quando p > oL considerando a dependéncia de p em relagdo aos
parametros de elipticidade do operador e a dimensao, e observando que este
expoente surgiu em [5], desvela-se um panorama de significativa relevancia.

Nesse contexto, caso a integrabilidade exceda esse valor, as estimativas

W?2P revelam-se prontamente disponiveis, assim como a sequinte desigualdade
de Harnack

sup u(x) < C’( inf w(x) 24P Hf|]Lp(Q)>.
IEGBT/Q xeBr/Q

Veja [7] e [3].

Assim, sempre que nos referimos ao expoente de Escauriaza, estaremos
nos referindo ao expoente. d

Po = 9 (P)

O trabalho desenvolvido nestea dissertacao estd neste contexto.

Em particular se vale (P) e v € W2P(Q) N C(Q) é uma solucdo LP-forte
de

P~ (D) —lul < f em 9, (23)
entao .
< C 2.4
SUp % < SUpu + Hf @) (2.4)
em que C'= C(A, \,d, Q) > 0. Também podemos reescrever (2.4) como
< Cr 7y || £ 2.5
sup u < sup u+ Cr f (B (2.5)

By (z) 9B, (z)
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em que C'= C(A, \,v,n) > 0 é independente de r para r < 1. Vamos nos referir
a essas estimativas (2.4) e (2.5) como o Principio do Méximo Generalizado
(PMG) para solugoes LP-fortes. E vale observar que a restri¢ao d < 2p garante
que a fungao de teste p € C(Q), fato que pode ser encontrado em [1] (Lema
5.15, pagina 107).

A seguir, apresentaremos um fato importante relacionado a existéncia
de uma expansao de Taylor para fungoes em W?2P(Q). Para facilitar a
compreensao do leitor, também forneceremos algumas defini¢des relevantes

que serao utilizadas nesta demonstragao.

Defini¢ao 2.9 (Ponto de Lebesgue) Um ponto x € Q) é chamado ponto de

Lebesgue para o operador G quando

1

lim ——— |G (y,r,p, X) — G(z,r,p, X)[Pdy = 0.
r=0 | B.(z)| J B, ()

Defini¢ao 2.10 (Conjugado de Sobolev) Para 1 < p < d, definimos

= 7]?7 em que p* é chamado conjugado de Sobolev de p. Observe que

d_
11 1
pr p d

Vamos utilizar duas variacoes da desigualdade de Poincaré. A saber, a

primeira conhecida como desigualdade de Poincaré na bola, que é dada a seguir

F 1w - f@ly oot [ pslly -y (26
By ()

By (x)

que vale para todo ponto de Lebesgue z de f € W?(B,(z)). A demonstragio
deste resultado pode ser encontrada no Lema 1, pagina 140 do livro de
referéncia [6].

A segunda versao da desigualdade de Poincaré deriva da primeira versao
porém utilizamos o conjugado de Sobolev, a prova dessa desigualdade se

encontra em [6] (Teorema 1, pagina 141).

(f If(y)—f(x,mlp*dy)p*§0r<][ |Df<y>|pdy)p, @.7)
B, (x) Br(z)

d
em que f € W'P(B.(z)) el <p<d,p" = dpp’ fer = ][ f(y)dy.
- By ()
Também vamos usar a Desigualdade de Morrey, cuja a prova se encontra

em [6] (Teorema 3, pagina 143). Tem-se

) — ()] < cr( f er<w>rpdw)”, (28)

()
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para y,z € B,(z), f € W'?(B,(z)) e d < p.

Proposi¢ao 2.11 Seja u € W2P(Q) e 1 < d < 2p. Seja & € Q um ponto de

loc

Lebesgue de Du em L#a ¢ D2y em LP. Entao,
1
u(x) = u(@) + (Du(®),x — ) + 5 (D*u(#)(x — 2),2 — &) + oo — 2])*,

Demonstracao. Considere x um ponto de Lebesgue de f e Df, em que Df

é localmente integravel. E assim vamos usar a seguinte estratégia.

(a) Estimar f(x) — f(r) eu usar (2.6) para concluir que com p = 1, temos

(@) — fam| < O f DF(y)lly — |~y

Br(x)
"l
<o [ s [ nswim)
"1
< C(/O Sd/Br(s) IDf(y)|dyds+r]ir(m) \Df(y)ydy>

cr( o | |Df<y>|dy>.
0<s<r Br(x)

d
(b) Agora precisamos mostrar que se g € W*P(B,(r)) com 3 <P entao

(2.9)

IN

h(y) = g(y) — (9(z) + (Dg(x),y — ) + ; (D?g(x)(y — 2),y — ) ),

satisfaz h(y) = o(ly — z|?) q.t.p. z.

Para isso, seja z um ponto de Lebesgue de Dg em LP (B,(z)), em que

p* = dc?)p e D*g € LP(B,(x)).

Como Dh(y) = Dg(y) — Dg(x) — D?g(x)(y — x) € LV (B.(2)) e p* > d,

usamos (2.9) para concluir que

Ihy) - h(z)| < Cr( f 1Dk ) (2.10)

E de (2.10), temos

(£ 1Dk = Dl )
B, (z)

Combinando a equagao (2.10) com a equagao (2.11), temos

1
p*

< Cr(ﬁ " 1D%g(y) — DQQ(I)I”dy> %-
Tx (2.11)

Ihy) — h(z)] < cﬂ( / D) - D?g(wﬂpdy) " CrlDhi.
B (z
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E assim temos que Dh(, ) = o(r). Portanto, por (2.9), obtemos

0<s<r

Dhsy| = |Dhissy — Dh(z)] < Cr sup f | ID%0) = Dg(o)ldy
Bgs(x

|
No contexto das solugoes de viscosidade LP, é fundamental estabelecer
uma condi¢ao de estrutura para o operador F'. Com o intuito de fornecer uma

definicao precisa, é necessario aprimorar a abordagem.

Defini¢ao 2.12 (Condigao de Estrutura) Para cada R > 0 existe uma

fungdo continua ndo-crescente wg tal que wr(0) =0 e

,P7<X - Y) o 7‘p - Q| - wR((S o r)+) < F(:L‘,?",p,X) - F<:C7S7Q7Y> (CE>
< PHX =Y)+9lp—ql + wr((r—s)"),

em que X,Y € S(d),p,q € R? er,s € R de modo que |r|,|s| < R.
Observagao 2.13 Note que se tomarmos p=q er = s em (CE), temos
P(X-Y)< F(z,r,p,X)— F(z,r,p,Y) <PHX —-Y),
equivalentemente,
P (X -Y)+ F(z,r,p,Y) < F(z,r,p, X) <PHX -Y) + F(z,r,p,Y).

Tomando X =M + P eY = M, temos

P~ (P)+ F(z,r,p, M) < F(x,r,p, M + P) < PT(P) + F(x,r,p, M),
equivalentemente,

Atr(P) + F(z,r,p, M) < F(x,r,p, M + P) < Mr(P) + F(x,r,p, M).

Isso significa que a partir da condigdo de estrutura conseguimos obter a

elipticidade uniforme.

Além disso, é necessario estabelecer a nocao de solucoes LP-fortes, pois
essa definicao desempenha um papel fundamental nas demonstragoes de alguns

resultados que serao abordados posteriormente.
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Definigdo 2.14 (Solugdes LP-Fortes) Seja I : (Q\N)xRxR¥xS(d) — R

ep> 3 Dizemos que u € W2P(Q) é uma solugio LP-forte para
F(z,u,Du,D*u) =0 em €,
se F(z,u(z), Du(z), D*u(x)) = 0 em quase todo ponto x € ).

A relagdo desejada (entre as solucgoes LP-viscosidade e as solugdes

LP-fortes) é apresentada nos dois lemas a seguir.

Lema 2.15 Sejam F satisfazendo a (CE), d < p e f € LP(Q). Se u é uma
sub-solugiao LP-forte (ou super-solu¢io) de F = [ em Q, entdo u € uma

sub-solugao LP-viscosidade (ou super-solugio) de F'= f em ().

Demonstracao. Observe que com a condi¢ao d < p podemos garantir que
u € C(Q). Além disso, a condi¢ao de u ser sub-solu¢ao LP-forte de F' = f em
(2 significa que

F(z,u(z), Du(x), D*u(x)) — f(z) < 0.

E entao, nosso objetivo sera mostrar que u é sub-solucao LP-viscosidade,
ou seja
essliminf F'(x,u(x), Do(z), D*p(z) — f(z)) <0,

=T
em que & ¢ um ponto de maximo local de u — ¢.
Note que podemos definir v(z) = u(x) — p(z) em uma vizinhanga de Z,
em que & é ponto de maximo de v. Sendo assim, o que temos substituindo v(x)

no operador F' (ou melhor, na hipétese da u ser sub-solucao LP-forte) é
F(z,u(x), Du(x) — Dp(x), D*u(z) — D*p(z)) q.t.p.  perto de .

Em que u(z) = v(z) e Du(x) = Dv(x) q.t.p. x em uma vizinhanca de Z,
no qual vamos usar [9] (especificamente, o Principio do Maximo de Bony)
para poder afirmar que D?*u(z) — D*p(z) < 0 (em uma vizinhanga de %)
e usando o fato de F' ser degenerada eliptica (isto é, se A > B, entao
F(xz,r,p,A) < F(x,r,p, B)), temos

F(z,u(x), Do(z), D*p(x)) < F(x,u(z), Du(z), D*u(x)).
Assim,

F<x7u(x)vD(P($)v Dz(ﬁ(m)) - f(x) < F(:c,u(x),Du(x),DQu(x)) - f(l‘)
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E portanto, tomando o essliminf tem-se
Tr—T

essliminf F(x,u(z), Dp(x), D*o(z) — f(x)) <0,

T -

conforme desejavamos. |

Lema 2.16 Sejam F satisfazendo (CE), u satisfazendo o (PMG) e f € LP(2).
Se u € uma sub-solugio LP-forte (ou super-solugao) de F' = f em Q, entdo u

¢ uma sub-solugdo LP-viscosidade.

Demonstragao. Vamos assumir que u é uma sub-solugao LP-forte, ¢ €

W2P(Q) de forma que u — ¢ tem um méximo & € Q e

F(z,u(x), Dp(z), D*¢(x)) > f(z) + ¢ qt.p. Q perto de 7.

Usando a continuidade uniforme de F' em (p,X), podemos assumir que o

maximo ¢é estrito. Agora, observemos que

P~(D*(u = ¢)) = vID(u — ¢)| < F(z,u(w), Du(x), D*u(x))
— F(x,u(), Dp(z), D*p(2))
< —¢,

perto de Z no sentido LP-forte.
Como vale o (PMG), temos

Vs ,

Lr(B(2))

sup (u — ) < sup (u— @)+ Cr’~
Br(2) 0B, (2)

Assim

u(z) — p(z) < sup (u— ),
9B, (2)

para algum r pequeno.

Mas isso é uma contradicdo com o fato de & ser um méximo local estrito
de u — . [ |

E importante ressaltar que a volta do lema acima também vale, isto
é, se u € W2P(Q) é uma sub-solugio LP-viscosidade (respectivamente, uma
super-solu¢ao de LP-viscosidade) em (2, entdo u é uma sub-solugdo LP-forte
(respectivamente, uma super-solugao LP-forte) de F' = 0. Porém, esse fato serd
demonstrado mais a frente.

A seguir, apresentaremos um lema semelhante ao Lema 2.15, porém

aplicado a fungbes semi-convexas e semi-concavas.
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Lema 2.17 Sejam F : (Q\ N) x R x R? x S(d) — R satisfazendo (CE),

felr(Q) eue C(Q) uma fungao semi-convera tais que
F(z,u(zx), Du(z), D*u(z)) < f(z) ¢.t.p. em Q.

Suponhamos que u € uma funcdo semi-convexa. FEntdo u é uma sub-solucao
LP-viscosidade de F = f em €.

Demonstragio. Com efeito, seja ¢ € Wi2P(2) e suponhamos que u — ¢ tem

um ponto de maximo local xy € Q2 e que

F(z,u(x), Do(z), D*p(x)) > f(z) +¢ qt.p. em B,(zq),
para algum € > 0 e r > 0. Assim,

f(x) = F(z,u(x), Dp(x), D*p(x)) < —e  q.t.p.  em By (xp).

Como F satisfaz (CE) e u satisfaz a hipdtese do Lema 2.16, segue que
P (D*(u— ) —v|D(u— )| < —¢ qt.p. em B,(zg). (2.12)

Seja us a suavizacao padrao de u. Como u é continua, temos que us — u
uniformemente quando 6 — 0. Além disso, como u é localmente Lipschitz
continua em Q, temos que u € W,"(Q) e, consequentemente u € WP (Q).
Pelo item iii) do Lema da propriedade dos mollifiers, encontrado em (B),
podemos concluir que

[Dus — Dull14p,(sy)) = 0 quando  § — 0. (2.13)

o

Assim, como u é semiconvexa, o Teorema de Aleksandrov nos garante que u
possui expansao em série de Taylor de segunda ordem q.t.p. em (2.
Deste modo, pelo Teorema de Egorov, para todo & > 0, existe um

conjunto mensuravel £ C B,(x) tal que

p
(a) |Br(z9) \ E| < 0, em que 0 = <§> e
v
(b) D?us — D?*u uniformemente em E quando § — 0.

Consequentemente, obtemos que

(]ir(xo)\E !P‘(D2(—so))|f’>; <€ (2.14)
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Com efeito, inicialmente, note que
P (D*(—¢) <P (D*(u—)).

Assim, usando as propriedades dos operadores de Pucci, considerando X =
Pia(A+ B) e Y =Py, (—B), temos que

P (A+B)+P (-B) <P (A+B— B)

-
P~ (A).

Por outro lado, segue que P~ (—B) = —P*(B). Deste modo,
P~ (A+ B)—P*(B) <P (A).

Somando P*(B) em ambos os lados desta tltima desigualdade, concluimos

que
P (A+ B) <P (A)+P(B). (2.15)

Considerando A = D?(u — ¢) e B = —D?u nas propriedades dos operadores

de Pucci, decorre que
P~ (D*(u—¢) — D*u) < P~ (D*(u—¢)) + P*(—D%u),
ou seja,
P (D*(—¢)) < P (D*(u—¢)) + P (=D"u).

Como u é convexa, temos que D?u > 0, o que implica que —D?u < 0. A vista

disso, decorre que
PH(—D*u) = —Mr((—=D*u)") + Atr((—=D?*u) ™) = Atr((—=D%u) 7).

Como —D?u é simétrica, seu traco é igual a soma dos seus autovalores, que

sao nao-negativos. Desta maneira, obtemos que
P (—=D*u) = Atr((—=D?*u)™) <0,
o que implica que

P~(D*(u = ¢)) + PH(=D*u) < P~(D*(u— ¢)).
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Portanto, concluimos que
P (D*(—¢) <P (D*(u—)).

Lema 2.18 Se u é uma solugio C-viscosidade de F < f e p € C*(Q), entdo
w=1u— @ € uma sub-solucao C-viscosidade de
P(Dw) — 1| Dul| < f(z) — Fla, u(x), Dp(x), Dp(x)) em Q.
Demonstragao. Ja que u é solugao (em particular sub-solugao) C-viscosidade
de F < f, entdo para toda ¢ € C%*(Q) se
(u—@)(xg) > (u—¢)(x) , para todo = € €, (2.16)

tem-se que
F (o, u(wo), Dp(x0), D*p(w0)) < 0.

Agora, nosso objetivo é mostrar que para toda ¥ € C*(Q) se (w — v¥)(xg) >
(w — 1) (x), para todo x € 2, entdo

P~ (D*)(x0)) — y|D(xo)| < f(w0) — F(xo,u(xo), Dp(x0), D*p(0)) , em €.

Mas observe que de (2.16) temos
w—Y=u—p—th=u—(p—1)

Consequentemente, F(zg, u(zo), D(¢ — ¥)(x0), D*(p — ¥)(x0)) — f(z0) < 0. E

portanto,

P~ (D*P(0)) — Y| Dp(0)| < F(wo, u(o), D(p — ¥)(x0), D* (0 — 1)(0))
— F(xo,u(x0), D()(0), D*()(x0))
< f(wo) — F(z0, u(xo), D()(0), D*(¢)(20)),

em 2, conforme desejavamos. [

Proposicao 2.19 Sejam F satisfazendo (CE), f continua e u satisfazendo
o (PMG). Entao solugoes (sub-,super-) C-viscosidade de F = f em Q sdo

solugoes (sub-,super-) LP-viscosidade de F' = f em Q.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que uma sub-solugao C-viscosidade
de F' = f em () nao é uma sub-solugao LP-viscosidade de F' = f em (2. Sendo

assim, consideramos
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(i) Ba(xo) C £

(i) v € W*P(Ba(x0));
)
)

(iii) u — v tem maximo local em x;
(iv) F(z,u(z), D¥(z), D*¥(z)) > f(x) +¢&, q.t.p. B.(zo).

Vamos escolher ¢ de modo que (u—1)(zg) = 35 > 0 em B,(xg), (u—1v)(z) <

—30 sobre 0B, (xq) e F(x,u(x), Dy (z), D*y(x)) > f(x), q.t.p. B (x0).
Usando a densidade de C?(Q) em W?2?(Q)) também podemos escolher

uma sequéncia p, € C?(Q) em que ¢, — @ uniformemente e que satisfaz

lon = Yllw2(Byy (o)) — 0- Também definimos
Wy = U — Q.

Sendo assim, para algum n suficientemente grande em B,(zg) tem-se que

Ergn(ax) w, > 20 e w, < —2§ sobre 0B,(xy), pois caso contrario, isto é, se
r{Z0

max w, < 260, entao
Br(z0)

|(w — wy)(0)] = 30 — wa(xo)| > |35 — 28] = |4],
ou seja,
d < |(w —wy,)(xp)| — 0.

O que é uma contradigao.

Além disso, w,, é sub-solu¢ao C-viscosidade de
P~ (D*w,) — v|Dw,| < gn(z), em Ba,(z0),
conforme vimos no Lema 2.13, em que
Gn(@) = f(z) = F(z,u(w), Dn(x), D*pu(x)).

Ademais temos que

gn(x) = f(.T) - F('T?u(x)?D@n(x)a Dzﬁon(x))
< F(z,u(x), Di(x), D*¢(x)) — F(z,u(x), Don(), D*pn(x))
< ’PJF(DZ(w —¢n)) T YD — )l
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Em particular, g+ (z) < (P*(D2(t — pa)) + 7 D( — ¢a)[)*. Assim,

/B (s @lyds < / (PD( — n) + 11D — o)) P

By (zo)

E note que

[PH(D* () = n)) +7|D(¢ — u)|| < [PHD* () — o)) + 7D — @)
= |Atr(D*(¢ — on))”
— Atr(D?(¢) — )| + 9D (W — @)
< |Atr(D* () — )|
+ [Mtr(D* (¢ — @) T+ 7D — ).

Consequentemente,

1/p
( / P = ) D0 - mup)
1
<a( [ - pas)
By (zo)

1/p
; A( [ reww- gon>>+|pdx)
By (zo)

1/p
Dy — p .
+7< / D= dm)

Logo,

[P*D*w — ) + 21D - )|, < A|(D*w - 0,
(D@ = )|+ IDE@ — @)l

<2 D@~ pa)| + 7 1DW ),

< k‘( |l — ‘;DnHW?vP(Bzr(ﬂCo)) )

<k

| ™

&

€nm que k= maX{ZA,'y, 1} ASSim7 ||P+D2(¢ - SO) +,}/|D(¢ - S0)|||LP(Q) — 0

quando n — oco. E como

[P0 = @) + 21D = )| > | (P*D*(W — ) +4ID(w — 9))*

r(Q)’
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segue que

Lr(Q)

lim ’ +
n—00 In

Agora tomamos 7 > 0 de modo que w]! seja sub-convolucao das w,, ou seja

w!(x) = sup (wn(z) - 2177|z - x|2>

Entao definimos w := w]! que é semi-convexo e satisfaz
P~ (D*w) —y|Dw| < gu(x) q.t.p. em B,(),

em que g () = max{gn(z) : |z — 2 < ey} e ey = 2nlw]. )} pois, da
forma em que foi definido w]!, podemos tirar as seguinte conclusoes
[z —af,

(1) wi@) = wa(z) - E

E tomando z = x tem-se w! > w,(x)

o 2
(2) DeﬁnimOS An(wn) = argmaX (wn(Z) _ ’Z 2€$| )

A"(w,,) é nao vazio porque w, é uniformemente continuo até B, (zy).

Tomando z" € A"(w,,), temos

2" — x/? 2 —z?
wale?) = T 2 =
Para todo z € B,(zg). Tomando z = z, temos
" — x)?
wn (") — |2€| > wy(2),
ou seja,
2" — x|?
Assim,
2" — x/?
T S wn(2") — wn(2) < 2||wall oo (5, (2)) -
Portanto,

1
7 = ] < 20 el )

Como w!! — w, uniformemente em B,(xy) quando n | 0, para algum n

pequeno, temos én(ax) w! > § e w! < —§ sobre 0B, (xg), pois caso contrario,
r(Zo
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isto €, se max w, < ¢, entao
By (z0)

|(wn —wyi)(20)] = 20 — wji(wo)| > [20 — 6] =,

ou seja,
§ < |w(zg) —w)(x)| — 0.

O que é uma contradigao.

Assim, 6 < (|3 || 1o, (no))- Mas Gn — gn uniformemente quando 1 | 0 e

assim encontramos uma contradicao. [

Teorema 2.20 (Principio de Comparagao) Sejam F satisfazendo (CE),
f € LP(Q) e suponha que u satisfaca (PMG). Sejam u,v € C(Q), suponha que
u € uma subsolugao (supersolugio) LP-viscosidade e que ¥ é uma supersolugao
(subsolugio) LP-forte de F' = f em Q. Seuw < ¢ (u > ¢) em 0L, entao
u <Y (u>1)emQ. Em particular, seu, sdo, respectivamente, uma solu¢ao
LP-viscosidade e uma solu¢io LP-forte de F' = f em Q, e u =1 em 082, entao

u =1 em Q.

Demonstragao. Trataremos apenas o caso em que u é uma subsolugao
LP-viscosidade e ¢ é uma supersolucao LP-forte. Definamos w = u — ¢. Entao
w < 0 em 0F2, uma vez que, por hipdtese, u < 1 em 9€). Como u é uma
subsolucio LP-viscosidade de F' = f, entdo para toda ¢ € W2P(Q), sempre
que € > 0, O C () é aberto e

F(a,u(@), De(x), D¥o(a)) = f(¥) = ¢ atp. emQ,  (2.17)
u — ¢ nao pode ter um maximo local em O. Definamos agora
G(z,1,p,X) = F(z,r + ¢(z),p + D¥(z), X + D*(x)) — f(x).

Como ¢ € WP(Q), entdao w € C(Q) e é solugao LP-viscosidade de G < 0.
De fato, sejam ¢ € WP(Q), e > 0e U C € tais que

G(z,w(z), D(z), D*¢(z)) > € q.t.p. em U.

Verifiquemos que, sob essas condig¢oes, w — ¢ nao pode ter um maximo em U.

Pois bem, como

G(z,w(z), Do(x), D*¢(x)) = F(z, (w + ) (x), D(¢ + ¢)(x), D*(¢ + ¢)())
— f(z)
= F(z,u(2), D(¢ +9)(x), D*(¢ + ) (2)) — f(z),
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tomando ¢ = ¢+ 1 em (2.17) e O = U, temos que

P, (w+¢)(2), D6+ )(x), D6+ )(x) Z & atp. em U

eu—p=u—(¢+ 1) nio pode ter um maximo em U. Mas
w—¢=u—1—dp=u—(o+17)

Ou seja, u — ¢ = u — (¢ + 1) ndo poder ter um maximo implica que w — ¢ nao

pode ter um maximo em U. Logo, w é solugao LP-viscosidade de G < 0.
Agora, como 9 é supersolucao LP-forte de F' = f e I satisfaz (CE) e o

(PMG), pelo Lema , segue que v é supersolugao LP-viscosidade de F' = f.

Com isso, temos que w é solucao de viscosidade de H < 0, em que

H(z,r,p,X) = F(z,r +¢(z),p + DY(x), X + D*)(z))
— F(z,¢(x), DY (), D*(x)).

Note que, como F satisfaz (CE), H também a satisfaz. Com efeito, sejam
X,Y € 8(d), p,qg € R e ;s € R. Temos que

H(z,r,p,X) = H(x,5,4,Y) = F(z,7 +1(2),p + D¥(x), X + D*)())

— F(z,s +¢(x),q + DY(x),Y + D*)(z)).
(2.18)

Como F satisfaz a condicao de estrutura, segue-se que

P=(X + D*¥(x) = (Y + D*¢(x))) = lp + Do(x) — (q + Dij())]
—wr((s +¥(x) — (r+ ¥(@)))") < Fla,r +¢(z),p + Di(z), X + D*)(x))
—F(z,s +¥(x),q+ DY(2),Y + D*)(x))

< PHX + D*)(x) — (Y + D*())) + vlp + Dib(x) — (g + Dip(x))]
+wr((r+9(z) = (s + ¢(2)))").

Assim,
P (X-Y)=vp—ql —wr((s—r)")
< Fz,r+¢(z),p+ Dy(z), X + D*b(x))

— F(z,s +¢(x),q+ DY(x),Y + D*)(z))
<PHX =Y) +7p — gl +wr((r —s)7).

Usando (2.18), estas tltimas desigualdades acima reescrevem-se da seguinte
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forma

P_(X - Y) - 7’p - (J| - WR((S - T)+) < H(x,r,p,X) - H(QT,S,Q,Y)
<SPHX =Y) +9lp = a| + wr((r — 5)7).

Isto que mostra que H satisfaz a (CE). Entéao, pelo Lema 2.21, temos que w é

solucao LP-viscosidade de
P~ (D*w) = 7|Dw| + g(z, w(x)) <0,
em que

g(x,r) == F(z,1 +¥(x), DY(x), D*)(x)) — F(z,¢(x), Dy (x), D*P(x)).

Note que, como F é prépria, g(z,w(x)) > 0 em {0 < w}. De fato,
0 < w(z) implica que ¥(z) < w(x) + 1 (x) e, portanto, pelo fato de F' ser

propria, temos que
F(z,w(z) +¢(2), DP(z), D*)(x)) > F(z,¢(x), Di(x), D*(x)),
isto ¢,
F(z,w(z) +¢(x), D¥(z), D*(x)) — F(z,¥(z), D(z), D*(x)) > 0.

Logo, w é solucao de
P~ (D*w) — ~v|Dw| <0

e, pelo Teorema de Aleksandrov-Bakelman-Pucci ( [10], Proposigao 1.20),
temos que

supw < supw™.
Q o0

Como w < 0 em 99, temos que wt = 0 em 0f), o que implica que
supw™® = 0. Ou seja, supw < 0. Mas, para todo z € Q, w(z) < supw. Assim,
Q

o9 Q
w(z) < 0 para todo z € €. Portanto, u < ¢ em . [ |

Lema 2.21 Sejam F satisfazendo (CE) e f € LP(§2). Se u é uma sub-solugao
L[P-viscosidade (super-solugao) de F = f, entdo u também é uma sub-solugio

LP-viscosidade de

P~ (D*u) — v|Du| + F(z,u(x),0,0) = f(x)
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(respectivamente, uma super-solu¢io LP-viscosidade de
PH(D*u) +~|Du| + F(x,u(x),0,0) = f(z)).

Demonstracgio. Queremos mostrar que para toda 1) € W2(Q) tem-se

P~ (D*)(x) — v|Dy(z)| + F(z,u(x),0,0) — f(z) <0, em que = € B,(%).
Mas segue da (CE) que

P~ (D*(x)) — y|D¥(2)| < F(z,u(x), Dy(z), D*p(x)) — F(x,u(z),0,0)

P~ (D*(x)) — y|D¥()| + F(z,u(x),0,0) < F(z,u(z), Dp(x), D*p(x))

P~ (D*(x)) — y|D¥()| + F(z,u(x),0,0) — f(z) < F(z,u(z), Dp(x), D*¢(x))
— f(z)

P~ (D*(x)) = v[DY(x)| + F(z,u(),0,0) — f(z) <0,

conforme desejavamos. [
A seguir, apresentaremos e demonstraremos as propriedades dos

operadores de Pucci, que tém sido amplamente empregados até o momento.

Lema 2.22 (Propriedades dos operadores de Pucci) Sejam X,Y €
S(d) er > 0. Entao

(a) PT(rX)=rP*t(X)

(b) P~(rX)=rP (X)

(c) PHX4+Y)<PHX)+PHY)

(d) P(X+Y)>P (X)+P(Y)

(¢) PH(=X)=-P(X)

(f) P~(=X) =P*(X)

(9) P(X) =PY) <P (X -Y) <PHX —Y) <PHX) =P (Y)

Em particular, PT é convexo e P~ € concavo.
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Demonstragdo. Vamos demonstrar a propriedade em (a). Para tanto

note que (rX)* =rX* (analogamente (rX)~ = rX~), pois

(rX)* = rX, serX >0
0, serX <0

) rX, se X >0
B 0, se X <0

=rXT.

Agora procedemos a demonstracao do item (a).

(a) Utilizando a propriedade acima, temos que

PHrX) = —Xr(rXt) + Atr(rX )
= —rAr(X 1) + rAtr(X7)
=rPT(X).

(b) Este item ¢ feito de forma inteiramente andloga ao item (a), apenas
notando que (rX)” =rX".
Passamos agora demonstracao do item (c).

(c¢) Note que

PHX) = =Ar(rX*) + Atr(rX )
= —Atr(XT) + Atr(X7) + Atr(XT) — Mr(X )
= —(Atr(XF) = Atr(X7)) + Atr(XT) — Ar(XT)
= —Atr(X) + Atr(XH) — Mr(XT)
= —Atr(X) + (A — Ntr(XT).

Assim

PHX +Y)=Ar(X +Y)+ (A= Mtr[(X +Y)7T]
= —Atr(X) — Atr(Y) + Atr[(X + V)] = Mr[(X +Y)7]
< —Atr(X) = Atr(Y) + Atr(X ") + Atr(Y')
— Ar(XT) = Ar(YT)
= —Atr(XT) + Atr(X7) — Atr(YH) + Atr(Y7) + Atr(XTH)
+ Atr(YF) = Atr(XH) — Atr(Y)
= PH(X)+PH(Y).
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E vale observar que na primeira desigualdade usamos a subaditividade
do tr((X +Y)T).

(d) Note que

P (X +Y)=—Atr(XT) + Mr(X ")
= —Atr(XT) + Atr(X7) + Mr(X ) — Atr(X )
= —Atr(X) + (A + A)tr(X7).

Assim

P (X+Y)=-AMr(X+Y)+ A+ MNtr[( X +Y)7]
= —Atr(X) Atr(Y) + Mr[(X +Y) 7] + Atr[(X +Y)7]
Atr(XH) — Atr(X7) — Atr(YH) — Atr(Y ) + Atr(X )
+ Mr(Y7) + Atr(X7) + Atr(Y7)
= —Atr(X) + Atr(X7) — Atr(YF) + Atr(Y )
=P (X)+P (V).

Para demonstramos o item (e) e o item (f) é importante observar que
(—X)"=X"e(=X)" =X, pois

—-X, se —X >0

{0, se — X <0
—X, se X <0
0, se X >0

Do mesmo modo,

—(—X - X <0
(_X)_: ( )7 s€
0, se —X >0
)X, se X >0
B 0, seX <0
=X".

Agora podemos proceder as demonstragoes.
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(e) Note que

PH(—=X) = =Atr[(=X)"] + Atr[(—X) 7]
= —Atr(X7) + Atr(XT)
= -P (X).

(f) P~(=X) = P*(X)

P (=X) = Mr[(=X)7] = Atr[(—=X)"]
= Ar(XT) + Atr(XT)
= —PH(X).

(g) Vamos demonstrar cada desigualdade separadamente, comegando da

esquerda para a direita.

A segunda desigualdade segue direto da (CE), pois tomando p = ¢ e

r = s na (CE), temos
P (X -Y)<PHX —Y).

A terceira desigualdade segue da seguinte maneira

Em particular, podemos verificar a convexidade dos operadores de Pucci. Pois

PTX+ (1—-t)Y) <P X))+ P ((1-1)Y).
=tPHX)+ (1 —t)PT(Y)

E, de forma andloga, mostramos a concavidade dos operadores de Pucci. W
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Para concluir o capitulo, demonstramos que é possivel expressar os

operadores de Pucci da seguinte forma

P~ (X)= inf {tr(AX)}

M<ASAT

PHX) = MEEEAI{U(AX”

em que A é uma matriz simétrica de modo que seus autovalores pertencam a
[\, A], isto é, A|€]? < A& < A|€J* para qualquer € € RY. Assim

tr(AX) = tr(AX ) — tr(AX ")
< Atr(XH) — Mr(X )
=PHX).

E da mesma forma

tr(AX) = tr(AX™) — tr(AX ")
> Mr(XT) — Atr(X7)
=P (X).

Consequentemente,

P (X) <

inf {tr(AX)} < sup {tr(AX)} < PT(X).

M<A<AI

Por outro lado, para uma matriz fixada X, construimos A € S(d) tal que A =
AI, respectivamente A = \I, sobre o subespaco linear V., respectivamente V_,
gerados pelos autovetores de X correspondentes aos autovalores nao-negativos,

respectivamente nao-positivos, logo

PHX) =tr(AX) < MSEEAI{tr(AX)}.

E trocando o papel de A\ e A,

P (X)=tr(AX) > inf {tr(AX)}.

T OA<A<AIL
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Portanto, segue que

P (X)= inf {tr(AX)} < sup {tr(AX)}="P"(X),

A <A<LAT A <A<AI

conforme desejavamos.

36



3
Unicidade de solucoes L’-fortes

Neste capitulo provamos que solucoes fortes sdo unicas, isto é, se existe
uma solucao LP-viscosidade que estd em W?P a solucao ¢ unica.
A seguir apresentaremos uma condicao acerca da geometria da fronteira

do dominio.

Defini¢do 3.1 (Condigdo do Cone Exterior) Seja Q@ C R? aberto e
limitado. Dizemos que () satisfaz a condicao do cone exterior se existemr,6 > 0
tais que para todo x € OS) € possivel encontrar um cone C' de abertura 6 e

vértice na origem satisfazendo
(x+C)UB,(z) C R*\ Q. (Cone Exterior)

Em seguida, definimos o envelope concavo e convexo de uma fungao, bem

como o conjunto de contato.

Defini¢ao 3.2 (Envelopes céncavo e convexo) Seja u € C(Q). O
envelope concavo de u no dominio Q) € a fungio ') : Q — R definida

como
M (2) :=inf{h(z) =a+b-r:ac ROER e u(x) <a+b-x}

Por outro lado, o envelope convezxo de u é a funcao I',, : @ — R definida

como
I, (z) :=sup{h(z) =a+b-z:acRbOER e u(x)>a+b-z}.
Dessa forma, definimos o conjunto de contato de u por
K*(u,Q) :={x € Q:u(z) =T(2)}.

Considerando U C € um conjunto aberto arbitrario, podemos

caracterizar K*(u,U) da seguinte maneira

Kt (u,U) == {x € Q:3pcR*tal que u(y) <ulz)+p-(y—z) Yy € Q}.
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K™ (u,U) :={x € Q:3pcR*tal que u(y) > ulz) +p-(y —z) Yy € Q}.

Antes de apresentar o primeiro lema desta secao, é relevante ressaltar um
teorema que sera utilizado como uma ferramenta fundamental. A demonstracao

deste teorema pode ser encontrada em [8] (Teorema 17.17).

Teorema 3.3 Seja Q um dominio limitado em R de modo que Q) satisfaca
a condicao da esfera exterior em cada ponto do bordo. Suponha também que
F e C*((Q\N) xRxR¥x 8(d)) é concavo (ou convexo) com respeito a z, p,r,
nao-crescente com respeito a z e satifaz a (CE). Entao o problema cldssico de

Dirichlet
{F(x, u(x), Du, D*u) =0 ,em

u=1 ,sobre 0S)

tem solugdo tinica em C*(Q) N C°(Q) para qualquer 1 € C°(ON).

Lema 3.4 Seja (P), Q cumprindo a condi¢io do cone exterior, f € LP(2),
e C(09),v>0eQ €Q. Entio existem constantes

Co = C(n,p,v, A\, A, diam(2),dist (2, 09)) e C; = C(n, v, \, A, diam(Q)),
e solugoes LP-fortes u,v € C(Q) N WP (Q) de

P*(D*u) +9|Dul < f,

f < P_(DQU) - ’Y|DU|,
em § tal que u = v =) sobre 0S). Além disso, u,v satisfazem

||u||w2,p(Q') , ||U||W2vP(Q’) < CO(||¢||L°°(8Q) + Hf”LP(Q))7 (3.1)

: _d
||u||L°°(Q’) ) ||U||Loo(sz) < ||77Z)||L°°(BQ) + (d1am(Q))2 v-Cy- ||f||Lp(Q) : (3.2)

Por fim, se 0 <, f(1, f <0), entdo 0 < u,v (respectivamente, u,v < 0).

Demonstragao. Vamos tratar o caso das sub-solugdes pois o outro caso é
feito de forma inteiramente analoga e também vamos dividir a prova em quatro
passos.

Passo 1: Consideremos uma sequéncia (f,,)neny C C°(Q2) de forma que

fo — fem LP(Q) e |(fn — f)(x)] — 0 em quase todo ponto = € 2. Agora
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utilizamos o Teorema 3.3 para poder garantir a existéncia de uma sequéncia

u, € C*(Q)NC(99) de modo que
P (D*u,) + v|Duy| = f, em €,
em que ¢ € J€). Além disso, como u,, é uma solucao classica, temos que
ltnll ey < 1l ooy + Cit - (diam (€))7 - ||l e -

Passo 2: Comecgamos com o argumento de cobertura. Para todo €' €
e 0 < r < 1 existe uma familia finita de bolas abertas B,.(z1), ..., B (x,,) com

x; € Q) para todo i = 1,...,m tal que:

' c ( G BT/Q(x1)>

i=1

B.(xz;) CQ para i=1,..,m.

Assim, é suficiente derivar (3.1) em By s.
Agora seja p € (0,1). Escolhemos n € CZ(B,) satisfazendo 0 < n < 1 de

modo que
n=1 em B, e n=0 em B, \DBy
para
I
p‘_ 2

Refinamos a escolha de n para garantir que

16
| Dl < e |D7) < Q

(1—=p)r L—p)r)?

Observe que nu, € C3(Bg,) e
D?(nuy,) = nD*u, +2Dn ® DU, + u,D?n

Além disso, estendemos nu,, como sendo zero fora de Bp. e definimos

f(z) == PH(D?*(nuy,)(z)). Segue que nu,, é uma solucio de viscosidade de
PH(D*w)=f na B,
com w = 0 sobre 0B,. Segue de [3] que

|2 ()|

iz <Ol

Lp(Bﬁr) ’
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para alguma constante universal C' > 0; também podemos ver esse fato em [4]

(capitulo 7). Como uma consequéncia, temos
|D%l| 0, < [ D)

<C “P+(D2(77un))

Lp(Bﬁr)

LP(BZT)
< ¢ [Pt + 2000 Duy w0, O

”Du’n”LP(BET) ”unHLP(B— )

pr

(1—p)r (1= p)r)?

<C(v) ( [fnllLr(s,,) +

em que C(y) = C(C,7).
Passo 3: Agora vamos usar uma desigualdade de interpolacdo para
refinar a estimativa de (3.3). Em particular, estamos interessado em remover

a dependéncia da norma LP de Du,,. Para k € N consideramos

Uy (w) = sup (1 —p)kr* HDkw
p€(0,1)

LP(Bpr)

Observe que podemos reescrever a tltima desigualdade de (3.3) em termos de

W,., pois de fato, temos

Wa(un) < C(0* | full s,y + P1(un)) + Wo(un))

A desigualdade de interpolagao padrao gera

C
Uy (u,) < eWslu,) + ;\Ifo(un)
para todo 0 < € < 1. Pela escolha do € pequeno o suficiente, segue que

HDQU”HL < C(HunHLoo(Br) + ||fn||LP(Br))'

P(Bpr)

, , . .. 2
Concluimos que (up)neny ¢ uniformemente limitada em W ?(B,). Como
. . o 2
consequéncia existe um limite fraco us, tal que w, — u., em W P(B,).
Primeiramente, a semi-continuidade inferior da norma gera

HDQuOOH < liminf HD2un

n—oo

LP(Byr)

< CllTIlgloglf(HunHLOO(Br) + ||fn||LP(B7»))

< Clllucollpoe(s,y + 1 f 1 zo(s,))-

Ao perceber que [t/ poopy < |9l =op,). @ estimativa em (3.1) segue.

Revisitando (3.2) concluimos que u., também satisfaz (3.2). Finalmente, a
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semi-continuidade fraca inferior dos operadores de Pucci implica que
P*(D?un) +7|Dune| < liminf(P*(D%u,) +7|Du) < f.

E entdo nos resta verificar que uo, € C(B,).
Passo 4: Provamos que u, € C(B,) verificando que (uy,)nen ¢ uma

sequéncia de Cauchy nesse espaco. Como P+ é subaditivo, temos

frn = PH(D*(uy — U + Um)) + 7| D(tp — U, + )|
< P+(D2(un = Upm)) + Y| D(Un — Um)| + fin,

em que
Jn—fm < P+(D2(un — Unm)) + Y| Dty — )|

Observando que u,, = u,, = g sobre 0B, e revertendo a ordem de u, € U,y,,

pelo principio do maximo temos

Sgp(un - um)iv Sgp(um - un)i S C an - meLP(BT) —0

quando n,m — oco. Portanto, |[un, — wn| jep,) — 0 quando n,m — oo e a

sequéncia é de Cauchy em C(B,), o que completa a demonstragao. [ ]

Proposigdo 3.5 Seja f € LYQ) e u € C(Q). Se u é uma solugdo

Le-viscosidade de
P_(DQU) —y|Du| < f em {u > 0},

entao

T < '+ diam(Q)C || fF :
sgpu _sgg)u + diam(€2) Hf LT+ ()

em que C' = C(\ v,n,diam(QY)). Da mesma forma, se u é uma solugao

L-viscosidade de
P~ (D*u) — v|Du| > f em {u < 0},

entao

supu~ < supu~ + diam(Q)C Hf’
Q

0 LA+ (ut)) |

Demonstragao. Seja (2 satisfazendo a condigao do cone exterior. Seja (f,,) C
C*>(Q) tal que f, — f em LP(Q) e |f, — f| = 0 em quase todo ponto z € (.
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Seja 1, € W24 N C(Q) solucao de

P+(‘D2¢n)+7|Dwn| an_f 7em Qu
Y, =0 , sobre 09).

Além  disso, como 1, é uma solugio cldssica, tem-se que|[thn| e <

C’l(diam(Q))Q_% [ full o> 5to & |[¥nll ey — 0. Entdo pelo item (g) da

Proposicao 2.18, temos que

P(D*(u+n)) < PH(D*n) + P~ (D)

|Du| — D)y, < |Du — Dy,|.

Definindo w = u + ¢, — ||| 1 (€2), temos que

P~ (D*w) — 4| Dw| =P~ (D*(u+tn = [¥nll () = YD+ ¥ — [[¥nll ()]
<P (D*u) + PH(D*(¢n — [[Unll g () = v D(u+ n)|
+ D [9nll ooy |
< P~ (D*u) + PH(D*y) = P~ (D* [l () — 7| Dul
= Y DPn| + D [[¢n]| oo (@ |
< [+ PHDn) = DVl = P~ (D* ¥l 1 (2))
+ 7D [[¢hn]] L=(Q)]
<fH+f—f
= f.

Assim, P~ (D*w) — v|Dw| < f, em {w > 0} C {u > 0}. E como P~ (D?u) —
v|Du| + PT(D*,) + v|D1p,| é continua, pela Proposicao , segue que

supw < supw” + diam(Q)C Hf;[

Q 09 LA+ (wt)) ]
em que C' = C(\, v, n,diam(Q)).
Portanto, tomando n — co temos
< 4 diam(Q)C || fF ,
sgpu < S;qu + diam(€) an LT+ ()
em que C' = C(\, 7, n,diam(2)). [

Definicao 3.6 Sejau : Q) — R. Dizemos que u é duas vezes superdiferencidvel
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(ou subdiferencidvel) em x € Q se ewiste (p, X) € R? x S(d) tal que

1

u(y) < ul) + (py — o) + 5 (X(y =),y —2) + oy — «[)
((y) > () + (poy = ) + 5 (X (y = 7).y — ) + olly — )

quando y — x. Essa relagio é abreviada por (p,X) € D**u(z) ((p, X) €
D>~ u(x)).

Proposigao 3.7 Considere F' satisfazendo a (CE), (P) e f € LP(Q2). Entao,
existe um conjunto de medida nula N' C Q tal que se u é uma solugao
LP-viscosidade de F < f em Q ex € Q\ N’ e (p, X) € D>Tu(z) entdo

F(z,u(z),p, X) < f(z).

Demonstracao. Definimos G(x,r,p, X) = F(x,r,p, X) — f(z). Sejam C C
R x R4 x S(d) um conjunto enumeravel denso, £(r, p, X) conjunto dos pontos

de Lebesgue de G(z,r, p, X), isto é, pontos = € Q tais que

1
im ——— Gy, 7, p, X) = G(z,r,p, X)["dy = 0.
=0 |B,(2)] JB, @)
Pelo Teorema de Lebesgue, £(r, p, X) tem medida total para (r,p, X) fixos, e

portanto

E= [ L(rpX),

(rp,X)eC

ja que G(x,r,p, X) é continuo em (r,p, X) uniformemente em z q.t.p. £ C
L(r,p, X), para todos (r,p, X).

Afirmacgao 3.8 Se 2 € € e (p, X) € D*Tu(?), entio G(Z,u(2),p, X) <O0.

A prova da afirmacao serd feita por contradicdo. Sendo assim, suponha
que existe 6 > 0 de forma que 0 < § < G(&,u(Z),p, X). Sem perda
de generalidade, podemos assumir, por meio de translagdes, que z = 0.

Consequentemente, pela hipétese de que (p, X) € D*Tu(x) temos que

uly) < u(0) + (p.y) + 5 (Xu) +ollyl),

e 0 < 0 < G(0,u(0),p, X). Também podemos substituir X por X + 251,

em que n > 0 suficientemente pequeno de modo que continua valendo
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0 <d < G(0,u(0),p, X) enquanto

u(y) < u(0) + (p,y) + = (X + 201y, y) + o(yl)

= u(0) + (p,y) + s ((Xy + 2n1y,y)) + o|y[*)

RN RN

= a(0)+ p.9) + 5 (Xu) + 520 Ty, 0) + olluP)

1

=u(0) + (p.y) + 5 (Xy9) + 0 (Iy, ) + o(|yP).

A partir de agora, definimos 9 (y) = n {Iy,y) + o(ly|*) > 0.
O objetivo é produzir uma solugao LP-forte ¢ € VVlif(Q) de

G(z,u(x), Dp(z), D*¢(x)) > 0

em uma vizinhanga de 0 de modo que v — ¢ tenha um ponto de maximo local
nessa vizinhanca. No entanto, a construcao dessa solucao resulta em u nao ser
uma subsolugao de LP-viscosidade, pois contradiz a afirmagao de que (u — @)
nao possui um ponto de maximo local em nessa vizinhanca.

Assim, nosso objetivo agora é produzir essa solucao LP-forte ¢ € VVlif(Q)
para encontrarmos essa contradi¢do. Para isso, colocamos
1

5 (X, y) + 9 (y).

p(y) = u(0) + (p,y) +
Logo, pela (CE) temos

G(z,u(z), Dp(x), D*p(x)) — G(0,u(0),p, X)

= G(z,u(2),p+ Xo + Di(z), X + D*)(x)) — G(0,u(0), p, X)
> P~ (D*)(x)) — wr(u(0) — u(@)) —lp + Xz + Di(x) — p|
=P~ (D*)(x)) — wr(u(0) — u(z)) — 7| Xz + Dip(z)|.

Entao, se mostrarmos que
G(0,u(0), p, X)=G(z,u(0),p, X) > P~ (D*(x)) 7| Xo+D(z)|~wr(u(0)—u(x)),

vamos encontrar a contradicao.
Para isso vamos usar o Lema 3.1 porque dai podemos garantir a existéncia
de uma solugao ¥ da desigualdade acima em B, de modo que ¢ = 0 sobre 0B,..

Além disso, novamente pelo Lema 3.1, tem-se que
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. _d
1l e,y < Il pom,) + Culdiam(B))* w1 f ]l o,

hSA

d

~ G2 ( [ 1604005 - G, u<o>,p,X>|Pd:c) .
By (x)
Usando a hipdtese de que x é um ponto de Lebesgue, tem-se que

1]l e 5,y = o).

Como (u — ¢) < —nr? sobre 9B, e (u — ¢)(0) = —(0) = o(r?), tem-se que
u — ¢ tem um maximo dentro de B,, criando assim a contradicao desejada.
Portanto, mostramos que existe um conjunto N/ C € de medida de

Lebesgue nula que satisfaz as hipéteses da proposicao. |

Proposigao 3.9 Seja f € LL (Q) e u solugio L-viscosidade de P~(D?*u) —

loc

~v|Du| < f em Q. Entao, u € duas vezes superdiferencidvel em quase todo ponto
Q. Em particular, se F satisfaz (CE) e u é uma solu¢io L%-viscosidade de
F =0, entao, u é duas vezes diferencidavel em quase todo ponto e as derivadas

pontuais satisfazem a equagdo em quase todo ponto.

Demonstracao. Vamos tratar do caso das subsolugoes. Fixey € Q, 0 < R < 1
tal que B = Bg(y) C Q. Dado k > 1, definimos

k
up = u — §(|x —y* — R?).
Entao

P~ (D*uy) — v|Dug| = P~ (D*u — kI) — | Du — k(x — y)|
< P~ (D*u) — y|Du| — P~ (kI) + kRy
< f4+ k(nA+ Ry) em B.

Pela Proposi¢ao 3.3, temos que

ui(#) < supu+ RO(fll gy + KT (s, B)|)

< supu+ RO(| || o) + KIT* (s B ),

em B para alguma constante C' independente de k e R < 1. Como infgu +

(5)R? < supg g, concluimos que

1
).

k
i%fu + §R2 <supu+ RO(||f|lpacp) + k|T* (ug, B)
B
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Agora observamos que se E™(v) é o conjunto de pontos tais que v é duas vezes
superdiferenciavel, entdao E*(u,) = E*(u) e T'"(ug, B) C E™(uy). Tomando

k — oo obtemos

R? n 1
~ < RC|E* ()N Ba(y)| ™"
ou 4
I\ 1B () 0 Baly)
2C°) — Rd '
Portanto,

1 (1\"_ |E*(w)N Bry)
wn<20> S T Baly)|

para todo y € Q2 e 0 < R < 1 de forma que Bgr(y) C 2. Isso implica que a

densidade de Lebesgue do complementar de E*(u) é menor do que 1 em todo
ponto de €2, e portanto é nula. Concluimos que |E*(u)| = || e que u é duas

vezes superdiferenciavel em quase todo ponto. [ |

Proposigao 3.10 Seja f € L7 (), (P) e u solugio LP-viscosidade de
P~(D*u) — vy|Du| < f em Q. Entio, u é duas vezes superdiferencidvel em
quase todo ponto 2. Em particular, se F satisfaz (CE) e u é uma solugao
LP-viscosidade de F' = 0, entdo, u € duas vezes diferencidvel em quase todo

ponto e as derivadas pontuais satisfazem a equagdo em quase todo ponto.

Demonstragao. Tendo em vista que € contém toda B,(x), podemos aplicar
o Lema 3.1 para obter uma funcéo 1 pertencente ao espaco Wir(B,(z)) de
modo que essa fungao satisfaga a desigualdade P~ (D?y)) —~v|Dv| > f em todo
o dominio B, (z).

Portanto, podemos afirmar que (u — ) é uma subsolugdo de

LP-viscosidade de
P~ (D*(u— 1)) — y|D(u— )| > 0 em €.

Segue, portanto, a partir da Proposi¢ao 3.5, que (u — v) é duas vezes
superdiferenciavel em B,.(z). Além disso, pela Proposi¢ao 2.9, sabemos que v
é duas vezes diferenciavel em quase todos os pontos. Com base nisso, podemos

concluir o resultado desejado. [

Corolario 3.11 Considere F satisfazendo a (CE), (P) e f € LP(f2). Se
u € W*P(Q) é uma subsolugio LP-viscosidade de F = f em Q, entio u é
subsolucao LP-forte de F' = f em (.

Demonstragao. Vamos abordar o caso das subsolugoes, uma vez que o caso

das supersolugoes ¢ inteiramente analogo.
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Com base na Proposicao 3.7, podemos afirmar que existe um conjunto
de medida nula N/ C  tal que se u é subsolucao LP-viscosidade de F' < f em
Q, 2 € Q\ N e (Du(x), D*>u(z)) € D*>Tu(x), entdo

F(z,u(x), Du(x), D*u(z)) < f(x).

Logo, u € VVlQOf(Q) é subsolucao LP-forte de F' = f em Q. De maneira andloga,
provamos que

F(z,u(x), Du(x), D*u(z)) > f(x).

Isto é, u € W2P(Q) é supersolucio LP-forte de F' = f em Q. Portanto,

u € W2P(Q) é subsolucdo LP-forte de F = f em €, conforme desejavamos.
|

Teorema 3.12 Sejam F satisfazendo (CE), F,, satisfazendo (CE) para m =
L,2,..., (P),f € LP(Q), fm € LP para m = 1,2,... e u,, € C() subsolugao

LP-viscosidade de
Fo (2, U (), Dy, D*ty,) = frn €m €

para m = 1,2, .... Assuma que u,, — u localmente uniforme quando m — oo,
e que para B.(xo) C Q e ¢ € W*P(B,(xy)), se

Gm(¥) = Fon(2, um (@), Dp(2), D*p(x)) = fin(®)

9(x) = F(z,u(x), Dy(z), D*p(x)) — f(2),

entao

)t — 0.
L (Br(z0))

Assim, u € uma subsolu¢io LP-viscosidade de F = f.

Demonstracao. A prova sera feita por contradicao.
Suponha, por absurdo, que u nao é uma subsolugdo LP-viscosidade de
F = f. Logo, existe zg € Q,¢,d,r > 0 tais que B,(z9) C Qe ¢ € W2P(B,(x))
de modo que F(x,u(x), Do, D*¢) > f + ¢ em B, (), mas
(u—p)(rg) =0 e wu—@<—0 sobre O (3.4)

Sendo assim, buscamos @, € W2(B,(zo)) N C(B,(x)) tal que

lemll Lo (B, (20 = O (3.5)

Fon(2,um(7), D(@ + 0m), D*(¢ + m)) = fm(z) +2, em  By(z0). (3.6)
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Buscamos ¢,, da seguinte maneira

Fm(% Um(aj)v D(‘P + ‘;Om)v DQ(SD + @m)) - fm(x>
> F(x,u(z), D(p), D*(¢)) — f(x) + P~ (D*pm) — Y[Dom| + gm(z) — g(x)
> &4 gm(x) — g(z) + P~ (D*0m) — 7| Dpm|.

Entao, podemos escolher ¢,, como no Lema 3.1, o que resolve

IP?(DQSOm) - 7|D(pm| Z (g - gm)Jr , €I Br($0)
©m =0 , sobre 0B,.(x).

Como (g — gm)T — 0 em LP(B,(x)) por hipdtese, temos que ¢,, — 0
uniformemente, conforme desejavamos.

Mas isso gera uma contradi¢ao pois u,, — (¢ + ¢.,) deveria ser maior do
que xy sobre 0B, (x() para m grande, devido a (3.4), (3.5) e da convergéncia
uniforme de u,, — u em B,(x¢). Assim, u,, — (¢ + ¢.m) tem um méximo dentro
de B,(xg), o que é impossivel por (3.6) e pela hipétese de que u,, é subsolugao.

|

Na préxima consequéncia, apresentamos o principal resultado desta
dissertacao. Explicaremos como a teoria que desenvolvemos nos permite
obter solugoes fortes para problemas nao- lineares. Embora apresentemos um
caso simples aqui, esse procedimento é bem-sucedido de forma muito mais

abrangente.

Corolario 3.13 Seja ) satisfazendo a condicdo do cone exterior e seja
F(p,X) convexo em (p,X), satisfazendo a (CE) e |F(0,0X)| < k|F(0,X)],
para todo 0 < § < 1. Seja (P), f € LP(Q) e v € C(0N). Entdio existe uma
tmica solugio LP-forte u € WEP(Q) N C(Q) de

F(Du,D?*u) = f,, , emQ
u=1 , sobre OS).

Além disso, para todo Q' € €, ewviste uma constante C =
C(n,p,v, A\, A, diam(Q)) tal que

lellwenry < CUN L~ o) + 1/l r i)

Demonstragao. Seja f,, € C*() tal que ||f—fm||L,,(Q) — 0. Como F' é
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convexa, existe solugdes cldssicas u,, € C%(Q) N C(Q) de

, sobre 0f).

F(Du,,, D*uy,) = f, , em Q
Um = w

Agora definimos

fi = F(Duy, + D(u; — uy), D*uy, + D*(uj — uy,)).

Mas como F'(p, X) satisfaz (CE), temos

fi = F(Duy, + D(u; — uy), D*uy, + D*(uj — uy,))
< PH(D*uy, + D*(uj — ug)) + y|Duy, + D(u; — uy,)|
< PH(D%ug) + PH(D*(uj — up)) + | Dug| + 7 D(u; — ug)|
= PH(D*u) + v[Dur| + P (D*(u; — up)) +7|D(u; — up)|-

J& que fi = F(Dug, D*u;) e consequentemente

fr = F(Duy, D*uy,) < PH(D*ug) + | Dug|.

Assim
fi < PHD?*(uj — ug)) — 71D (uj — wi)| + fr,

equivalentemente,

fi = fr SPHD*(uj — ug)) + | D(u; — ug)].

E assim, como na prova do Lema 3.1
||uj - ukHLOO(Q) < C ||f] - fk”Lp(Q) =0 jak — OQ.

Consequentemente, u,, — wu uniformemente para algum wu. Aplicando o
F(p,X), temos que u é uma solugao

Teorema para Fp,(z,r,p, X)
LP-viscosidade de F(Du, D*u) = f em Q e u = 1) sobre 9. Segue que

ltmllwzsery < CUL o + ol o).

em que C' = C(A, A\ n,p, K,diam(92), dist(€), 0Q2)) e portanto encontramos
|

2 s (. , .
u € WP(Q). Segue do dltimo Corolério que u é uma solugao LP-forte.
Para concluir esta dissertagao, iremos ilustrar uma aplicacao do corolario
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mencionado e apresentar um exemplo pratico de como resolver certos tipos de

equacoes.

Exemplo 3.14 Sejam f € LP(Q)), Q satisfazendo a condi¢io do cone exterior,
(P) e

Fa, X) = zlég{—tr(Aa(iv)X)}

em que A, a € A, tem modulo de continuidade uniforme e satisfaz \I < A, <
AT uniformemente em x, . Nosso objetivo € mostrar que para qualquer funcao

continua ¢ € C(Q) o problema

F(x,D*u) = f ,em Q
u=1 ,sobre 0€2,
tem wma tnica solugio LP-viscosidade (e LP-forte) u € Wi2P(Q) N C(Q).
Para isso vamos definir A;, e f¢ como sendo os molificadores de A, e f,

respectivamente. Também consideramos F* como

Fe(x, X) == sup{—tr(A (x)X)}.

acA

Pelo Teorema 3.3 (ou pelas estimativas C*P apresentadas em [3], Teorema

3) podemos garantir a existéncia de uma fungio v € CEP(Q) N C(Q) que é

loc

solucao de

Fe(z, D*u®) = f¢ ,em Q
ut =) ,sobre 0€).

Seque de [5] (Teorema 1) que a sequinte desigualdade

etz < € Iellimom + v )

em que Q) C ), € satisfeita com u® e f° no lugar de u e f, isto €

Ielhnzzin < € Nl + ¥l )

Além disso, usando o Lema 3 em [5] podemos mostrar que
||U€Hca(§) <C ||f||LP(Bl) )

A
em que  C By, € (0,1),C = C’(A,’y> ey é tal que v > 0 e para todo

x €00 er>0,|B.(x)N(RI\Q)| > ~|B.(x)|. Isso significa que u¢ tem mddulo

de continuidade sobre Q e independente de c.
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Assim, podemos escolher uma subsequencia convergente quando ¢ | 0, ou
seja, u;, — u. Entao pelo Teorema 3.12 temos que u € solugio LP-viscosidade

de

F(x,D*u)=f ,em
u=1 ,sobre OS).

A unicidade € garantida pelo Teorema 2.20.
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A
Propriedades da subconvolucao

Nesta secao do apéndice, abordaremos a definicao da sub-convolucao,
juntamente com algumas de suas propriedades. E importante destacar que
essa ferramenta é amplamente empregada em varios teoremas relacionados ao
tema de pesquisa desta dissertagao, tornando-se especialmente relevante na

Proposicao 2.17.

Definicdo A.1 (Sub e Inf Convolugées) Seja u € C(Q). Para ¢ > 0,

definimos o sub-convolugdo u® de u por

u®(x) == sup (u(y) _ly ==l x|2>

yeN 26

Do mesmo modo, o inf-convolugio u, de u € definido como

ue(z) = inf (u(y) v |y—93|2>

yeN 2e

Lema A.2 (Convergéncia Uniforme do sub e do inf-convolugoes)
Seja u € C(Q). Para € > 0 consideramos u¢ e u. como na Defini¢io A.1.
Entao

U —u e u —u

uniformemente em €2, quando € — 0

Demonstragao. Vamos provar o lema para o caso do sub-convolucao, pois o
caso do inf-convolugao ¢ inteiramente analogo.

Como u é continua no conjunto compacto 2, u é uniformemente continua
e tem um moddulo de continuidade. Representamos por w(-) o médulo de

continuidade de u em €. Segue que

o — af
2¢e
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Como u® > u, temos

Conforme desejavamos. [ |
Note que
ly —xf : ly — z|?
—)¢ — _ _ — — inf
oo =sup )~ ) = (w0 + ).
ou seja, u. = —(—u)°

Lema A.3 Se u é uma sub-solucao C'-viscosidade de
F(z,u(z), Du(z), D*u(z)) = f(z) em Q
e F, f sao continuas, entdo

F(z*,u(z"), Duf(x), M(x)) < f(z¥) q.t.p. para z € QQ(E”u”Lm(m)l/z,

em que x* € § € qualquer ponto de modo que

€ * 1 *
(@) = ula”) — o-la* —al

e para 0 > 0, = {x € Q : dist(x,00Q) > §}.
Note que

Sl = ol <) - u(w) <2 Jull -

assim, |o* — x| < 2(e ||ul| )"? e 2* € Q se x € Qy 172 explicando a

E||u||L0<>(Q))
aparéncia desse conjunto acima.
Defini¢do A.4 (Semiconcavidade e semiconvexidade) Seja v € C(Q).

Dizemos que v é semiconcavo se existe € > 0 tal que

¢ concavo. Dizemos que v € seminconvero se —uv € semiconcavo. Se v €
semiconcavo (ou semiconvezro), a quantidade € € a semiconcavidade (ou

semiconvexidade) de v.

Lema A.5 (Semiconcavidade e semiconvexidade) Seja u € C(f) e
considere a sub e a inf-convolucao u® e u, como dados na defini¢do acima.
A sub-convolution u® € semiconcava sempre que a inf-convolucio u, €

SEMICONVELQ.
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Demonstragao. Segue da defini¢ao de u® que

u(x) + @ = sup <u(y) — ly — x]2> + ElR

2 yen 2e 2e
= sup (ufy) - 14— 07
yeN 2e IS
E entado concluimos que
|z
E —_—
u(x) + 5

¢ o supremo das funcoes afins a, — b,x, em que

2
—M e b, =

ay = u(y) 9

o<

J& que o supremo de fungoes afins é convexo, concluimos que v¢ é semiconvexo.

A semiconcavidade de u. segue do mesmo modo. [ |



B
Suavizador padrao

Nesta secao do apéndice, iremos abordar a definicdo do suavizador
padrao, bem como algumas de suas propriedades. E fundamental ressaltar que
essa ferramenta foi empregada em diversos teoremas desta dissertagdao, como

é o caso do Lema 3.2.
Definigdo B.1 (Suavizador padrdao) i) Definimos n € C*°(R%) por
C ( ! ) 2] <1
exp| ——— ] se |z
n(x) = x> =1
0 se x| >1,

a constante C > 0 é escolhida de modo que fRd ndr = 1.

ii) Para cada 6 > 0, definimos

1= (2)

A funcao n definida acima é chamada suavizador padrdo. As fungoes ng

sao de classe C* e satisfazem

][dnadx =1 e supp(n;) C Bs,
R

em que supp(ns) := {x € R¢: ns(x) # 0} é o suporte da fungao ns.

Em seguida, definimos a suavizagao de uma funcao e enunciamos algumas

de suas propriedades.

Definigao B.2 (Suavizagao padrao) Seja u : Q — R wuma fungio

localmente integravel. Definimos a suavizagdo padrao de u por
Us :=ng *xu em .

Ou seja,

up(z) = f nele — y)uly)dy = ]i ne(y)ulz — y)dy

para x € Q5.
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Agora, vejamos algumas propriedades das suavizagoes.

Teorema B.3 (Propriedade da suavizagao) i) Para cada § > 0, us €

().

it) Seu e C(), entdo
Us — U

uniformemente sobre subconjuntos compactos de §2.

iii) Se u € W,-P(Q) para algum 1 < p < oo, entdo

Us —> U em I/Vlif(Q)



