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Resumo

Moraes Resende, Marcelo; Tomei, Carlos; Granville, Sérgio. Equi-
librios de Nash em mercados elétricos com fungoes de
oferta quadraticas cotadas. Rio de Janeiro, 2023. 88p. Disser-
tagao de Mestrado — Departamento de Matemaética, Pontificia Uni-
versidade Catolica do Rio de Janeiro.

Este trabalho analisa um mercado de eletricidade em que os geradores
declaram fungoes de custo quadréaticas para o operador da rede e também
suas disponibilidades maximas de producgao. O operador, entdao, determina as
quantidades a serem produzidas por cada gerador de modo a atender a uma
demanda inelastica, ao menor custo possivel. Estabelecem-se alguns resultados
que permitem computar os equilibrios de Nash deste modelo e descrevem-se

algumas de suas propriedades, tais como condig¢oes de existéncia.

Palavras-chave
Mercados Elétricos; Simulacao de Mercado; Equilibrios de Nash; Equi-

librio Baseado em Funcoes de Oferta; Estratégias de oferta; Oligopélio.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 2012237/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N°2012237/CA

Abstract

Moraes Resende, Marcelo; Tomei, Carlos (Advisor); Granville, Sér-
gio (Co-Advisor). Nash equilibria in pool-based electricity
markets with bounded quadratic supply functions. Rio de
Janeiro, 2023. 88p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

This work analyzes an electricity market in which generators declare
quadratic cost functions for the grid operator and also the maximum capacity
available. The operator then determines the quantities that each generator
must produce to meet an inelastic demand at the lowest possible cost. Some
results are established that allow computing the Nash equilibria of this model

and some of their properties are described, such as existence conditions.

Keywords
Electricity Markets; Market Simulation; Nash Equilibria; Supply
Function Equilibrium; Strategic Bidding; Oligopoly.
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1
Introducao

1.1
Apresentacao do problema

Considere um sistema elétrico com N agentes, isto é, proprietarios de
geradores termelétricos. Cada agente j possui uma capacidade real de geracao
G, € Rsg e um custo real, dado por uma fungao quadrética o;(g) = %gQ da
quantidade g de energia gerada, em um dominio {O,@J, com ¢; > 0.

O operador decide a geragao de cada térmica (o despacho do sistema)
através de um leilao. Cada agente j da um lance (sua estratégia), dado por um
par (bj,ﬁj), que é uma declaracdo de custo e quantidade maxima. Ou seja,
b; > 0 é o coeficiente quadrdtico da curva de custos que o agente j declara
para o operador® (talvez diferente de ¢;), e g; > 0 ¢ a capacidade que o agente
j declara disponivel para o operador (talvez diferente de G).

Uma vez definidas as estratégias dos agentes, o operador do sistema

resolvera o problema de minimizacao de custos,

N
: bj 2
min E 595 + M x def

91,9 def

S.a

N
> gj+def =d (equacdo de balango)
j=1
Vj, 0<g; <7; (geracdo maxima)
def >0
A funcao objetivo é o custo da operagao. O problema tem varidveis de decisao
g;j, a geragao exigida ao agente j, e def, a demanda nao atendida ou déficit. Sao
tomados como parametros b; e g, (as estratégias dos agentes), d (a demanda dos
consumidores) e M, o custo unitdrio da demanda nao atendida? (a penalidade).
uncao -+g-, com dominio em [0,g.] é uma funcao de oferta quadrética cotada,
'A funcdo % g? d 0,9, fi de oferta quadrtica cotad
justificando o titulo da dissertagao. Trata-se de um abuso de linguagem, pois o termo “funcao
de oferta” geralmente é usado para a derivada dessa funcao, o custo marginal. Para evitar
confusdo, daremos preferéncia ao termo “funcao de custo declarada” ao longo da dissertagao.

2Em mercados elétricos reais, o custo de déficit usado pelo operador para otimizar o
despacho é geralmente calculado por instituigoes reguladoras e sao piiblicos.
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Capitulo 1. Introducio 13

O prego unitario da energia m (o prego spot) é o valor do multiplicador de
Lagrange associado a equacao de balanco, e é o custo marginal de operagao.
As estratégias (individuais) do agente j pertencem ao conjunto
b, N = = _
Sjg = {(bjagj) | g; € (0,G4],0 < b;g; < M} .
A restricao b;g; < M se deve ao fato de que o operador nao teria interesse
em receber ofertas mais caras (i.e., com maior custo marginal) do que o custo

de nao atender & demanda. O espago de estratégias (conjuntas) do sistema (o

conjunto dos agentes) é Sty = Hévzl S]l-)’g.

No Capitulo 2, demonstra-se existéncia e unicidade da solucao do pro-
blema do operador. Se Zj-vzlgj # d, o valor de m também é tnico. Assim,
existem fungoes 4 : 8" — Re g; : S* — {O,Gj}, que mapeiam cada vetor
de estratégias s € S»9 a solucdo do problema do operador. Se Z;V:l g; = d,
definimos 7 (s) = M.

Cada agente recebe 7g; pela energia gerada g;. Essa regra de remune-
racao, em que toda unidade de energia recebe o mesmo preco 7 independen-
temente do agente que a gera, é denominada pay-as-clear ou uniform pricing,
em oposicao a regra de pay-as-bid®.

Sob a regra de pay-as-clear, habitual em sistemas elétricos, o lucro de
cada agente é dado por
SO (1-1)

O objetivo desta dissertacao é distinguir no espaco de estratégias os

Lj(s) = 7(s)g;(s) —

equilibrios de Nash locais e globais. Uma estratégia (sy,ss,...,sy) € S é
um equilibrio de Nash global se e somente se para todo agente j e estratégia

e . b
individual 5" € S},
/
Lj(Sl,SQ, ...,SN) > Lj(Sl,SQ, vy S5—1,8 5, S5+1, ...,SN) .

Em palavras, cada agente escolhe a melhor estratégia que pode, dadas as
ofertas dos outros agentes. Uma estratégia (si, so, ..., sy) € 89 é um equilibrio

de Nash local se e somente se para todo agente j,

b
Je>0Vs' €857,
/ /
||S — Sj” <€ — L]’(Sl, S92, ..ty SN) > L]’(Sl, 82y vy 85—158 5 85415 ey SN) .
3Em leildes pay-as-bid, a energia é remunerada ao preco declarado no leildo: se um agente

declarasse um custo b; e gerasse §;, ele receberia % gf. Para uma descri¢ao mais detalhada
da regra de pay-as-bid e de como ela afeta as estratégias dos agentes no leildo, ver [1, 2].
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O lucro do agente j tem um maximo local em s;, fixadas as estratégias dos

outros agentes. Um equilibrio de Nash global é local, mas o contrario nao vale.

1.2
Um exemplo

Suponha cinco agentes, com capacidades reais
G, =20, Gy =16, Gy =12, Gy, =16e G5 =9
e custos quadraticos com coeficientes
c1=2, =3, c3=1, c4,=becy;=7.

Estes devem satisfazer uma demanda d = 45, com custo de déficit M = 100.
A Figura 1.1 mostra o lucro do agente 1 em funcao de sua estratégia

(b1,7,) quando as ofertas dos demais agentes sao

(b2,95) = (5,12), (b3, 3) = (3,9), (bs,74) = (7,12) e (b5, 75) = (10,5) .

Cada ponto do grafico é obtido resolvendo o problema do operador definido
na Secao 1.1 — variando os valores de b; e g, — e substituindo os resultados de

preco e geragoes na equagao (1-1).

600 -

400 + |

200

Figura 1.1: Lucro do agente 1 fixadas as outras ofertas, duas perspectivas.

Esta fungao apresenta uma descontinuidade quando g, = d — gy — g3 —
g, — g5 = 7, associada ao fato de que, se o agente 1 declara uma capacidade
abaixo desse valor, o operador nao tera a sua disposicao capacidade de geragao

suficiente para atender a totalidade da demanda e havera déficit.
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Fixado by, o lucro em fungao de g, para valores acima de 7 ¢ uma sucessao
de parabolas, exemplificada pela curva rosa, até certo valor em que o lucro
passa a ser uma constante. Para um valor fixo de g;, o lucro em funcao de b,
¢ uma funcgao (em preto) com o mesmo padrao de alternincia entre trechos
crescentes e decrescentes, até atingir um trecho crescente linear. Os trechos
crescentes sao mais ingremes que os decrescentes.

Pela defini¢ao da Secao 1.1, somente maximos locais da fun¢ao na Figura
1.1 podem ser equilibrios de Nash locais, e isso s6 se os outros agentes também
estiverem maximizando seus lucros localmente. Os maximos locais da Figura,
excetuando maximos locais na fronteira do dominio e na descontinuidade,
formam “L”s, tal como desenhado em vermelho.

Encontrar equilibrios de Nash para este problema envolve nao somente
maximizar as fungoes lucro de cada agente, que nao sdo continuas, diferencia-
veis ou concavas em todo dominio, mas também compatibilizar os maximos
dos varios agentes. Isto é, o grafico do lucro do agente 1 muda se alterarmos
as ofertas dos agentes 2 a 5. Méximos locais podem surgir ou desaparecer,
maximos globais podem passar a ser somente locais e vice-versa. E o ponto de
maximo (b, g;) efetivamente declarado pelo agente 1 para o operador também
influenciard na funcao lucro a ser otimizada pelos demais agentes. Por exem-
plo, embora o agente 1 seja indiferente a quaisquer dois pontos de um mesmo
“L”, eles podem levar a otimizagoes distintas para os demais agentes.

Esta dissertagdo mostra que os equilibrios de Nash do problema (sejam
locais ou globais) possuem bastante estrutura. Mostraremos que os equilibrios
locais formam um ntimero finito de caixas N-dimensionais no espaco S*9 e
que todos os equilibrios em uma mesma caixa sao equivalentes, no sentido de
levarem ao mesmo despacho do sistema, mesmo preco spot e mesmos lucros dos
agentes. Além disso, cada caixa tem um certo ponto tal que a inexisténcia de
equilibrios de Nash globais em sua vizinhanca implica que nao existe nenhum
equilibrio de Nash global na caixa.

Para o exemplo acima, existem quatro caixas de equilibrios de Nash
locais, mas somente uma possui equilibrios de Nash globais*. Nela, a geracdo

de cada agente ¢

g1 = 125, go = 103, gs = 100, g4 = 6.7 e g5 = 9.9 s
4 Esta caixa (de equilibrios de Nash locais) é
by € (0,4.6), by € (0,5.6), g5 € (10,12), g, € (6.7,11.5), g5 € (5.5,9)

Gy = 12.5, G, = 10.3, by = 5.8, by = 8.7, bs = 10.5

Mas nem todo ponto dessa caixa é equilibrio de Nash global.
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sem déficit. O prego serd 57.7 e os lucros serao

Ly =566, Ly =435, Ly =>528, Ly =273 ¢ Ls = 212

1.3
Um pouco de contexto

A dissertacao relaciona trés temas amplamente discutidos na literatura:
teoria dos jogos, leiloes e oligopdlios.

A teoria de oligopélios é uma area da teoria econdmica que estuda as
interacgoes estratégicas entre empresas competindo entre si por um determinado
mercado. Habitualmente, quanto menor o niimero de empresas, maior é o
poder destas de definir os precos dos bens que produzem. Entre as abordagens
tedricas, duas das mais conhecidas sdo a de Bertrand e a de Cournot [3]. No
oligopolio de Bertrand, as empresas escolhem os pregos de seus produtos e
as quantidades sdo definidas pelo interesse do consumidor. No oligopdlio de
Cournot, as empresas competem em quantidades e o preco ¢ definido pela
demanda. As solug¢oes nos dois modelos correspondem a equilibrios de Nash
de um jogo: os pregos ou quantidades escolhidos maximizam os lucros de cada
agente, fixadas as estratégias (pregos ou quantidades) dos outros agentes.

Embora os modelos de oligopélio de Bertrand e Cournot sejam os
mais estudados na literatura econdémica, os comportamentos estratégicos das
empresas costumam ser mais complexos. Por exemplo, a literatura estuda
modelos em que os agentes fazem uma sequéncia de escolhas ao longo do
tempo, reagindo as mudancas de estratégias de seus rivais [4, 5, 6], ou modelos
que diferenciam produtos de cada agente [7, 8]. A abordagem mais adequada
depende de muitos fatores, como a estrutura do mercado, a natureza do
produto, as estratégias das empresas e as condicoes regulatérias [9].

Em mercados elétricos, as empresas de geragao nao podem definir por
conta propria o quanto produzir de eletricidade nem quanto cobrar, tal
como em outros mercados. A capacidade limitada de transmissao de energia,
a necessidade de equilibrar a oferta e a demanda de energia em tempo
real, a homogeneidade do bem comercializado, e a forte regulamentagao sao
caracteristicas peculiares do setor [10], que indicam a necessidade de modelos
de oligopodlio adaptados. Em suma, a regulagao e as leis fisicas que governam
a operacao condicionam o comportamento estratégico dos geradores.

As regras dos mercados elétricos de cada pais sdo muito diferentes [11],

mas podemos distinguir trés grandes classes de modelos [12]:

a. Mercados elétricos monopolisticos em que uma unica empresa, geral-

mente estatal ou fortemente regulada pelo Estado, controla a geracao,
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transmissao e distribuicao de energia e nao ha competicao®. Esse modelo

era predominante na maioria dos paises até a década de 1990 [12].

b. Mercados elétricos por custos auditados em que os produtores de energia
elétrica apresentam seus custos de producao a entidade reguladora. Esse
modelo de mercado visa garantir que os produtores sejam remunerados
pelos custos efetivamente incorridos na producao de energia. Este é o
modelo atualmente em voga no Brasil, mas existe ampla discussao acerca

da migragdo para um modelo por ofertas [14, 15, 16], descrito a seguir.

c. Mercados elétricos por ofertas em que os geradores apresentam em cada
estdgio (geralmente uma semana, um dia, ou um intervalo de horas dentro
de um dia) suas ofertas de prego para a venda de eletricidade no estagio
seguinte, e a entidade reguladora seleciona as mais competitivas para
atender a demanda. Esse modelo de mercado é baseado na competicao

entre os produtores e ¢ amplamente adotado na Europa e Estados Unidos.

O modelo apresentado na Secao 1.1 se refere a um mercado por ofertas.
Nestes, a competicdo entre geradores se da mediada pelas regras de um
leilao®. Cada agente escolhe ndo precos ou quantidades simplesmente, mas
uma fungao de custos — tal qual a funcdo quadréatica da Secao 1.1. Para
diferentes quantidades de energia geradas, ele cobrara um preco diferente e
cabe ao operador decidir o ponto dessa fun¢do de custos em que ele quer
despachar. Este modelo de oligopdlio, chamado de equilibrios baseados em
fungoes de oferta, foi inicialmente tratado por Klemperer e Meyer [18]. Os
autores consideram um espaco de estratégias formado por func¢oes duas vezes
diferenciaveis, mas sem considerar limites de produc¢ao dos agentes, e mostram
a existéncia de multiplos equilibrios de Nash globais.

Embora o artigo nao tenha abordado mercados elétricos especificamente,
nao demorou para que fosse aplicado ao setor. O modelo de Klemperer foi
usado no mercado elétrico britanico [19, 20|, que havia recentemente passado
por uma reestruturagao, de um mercado monopolistico para um mercado por
ofertas. A possibilidade de conluio entre agentes geradores foi considerada em
[21]. O caso de capacidades de geragdo limitadas e existéncia de pregos teto

para a eletricidade foi analisado em [22].

5Uma excecdo é o modelo de comprador tinico, em que a empresa estatal estabelece
contratos de compra de energia com outros geradores privados e revende a energia para os
consumidores [13]. Neste caso, hd competicao entre geradores, mas os precos da energia sdo
negociados em contrato e podem diferir para cada gerador — ndo hd um preco spot.

5Na teoria econdmica, um leildo é qualquer mecanismo em que um leiloeiro (no nosso
caso, o operador) recebe informacdo dos ofertantes (os custos e capacidades dos agentes
geradores) e a utiliza para definir as quantidades compradas ou vendidas a cada um e os
valores que estes devem pagar ou receber (preco e quantidades da energia) [17].
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Em mercados reais de energia, o espago de estratégias dos geradores nao
sao fungdes duas vezes diferenciaveis, mas funcoes definidas pelas regras do
leildo. Usualmente, sdo funcoes de custo lineares por partes’, ndo decrescentes,
com um numero maximo de segmentos pré-estabelecido [23, 24]. A falta de
diferenciabilidade e convexidade estrita deste tipo de funcao dificulta seu
tratamento, motivo pelo qual é comum a literatura recorrer a outros tipos de

fungao. Em [24], por exemplo, considera-se como espago de estratégias fungoes

de custo para um agente j do tipo 0, In (q’g), em que os agentes escolhem o

G]
valor de 0; em suas declaracoes ao operador. A escolha da fungao se deve ao fato

de que, conforme g tende a G, a fungao de custo se aproxima assintoticamente

a um segmento vertical, representando o fato de que a capacidade ¢ finita.

Em relagao a estes trabalhos, esta dissertacao apresenta duas principais
diferencas. Primeiro, o espago de estratégias consiste de fungoes quadraticas
cotadas e parametrizadas por um coeficiente b;. Este espaco ¢ mais restrito
que fungoes duas vezes diferencidveis e considera explicitamente limites de ca-
pacidade, sem recorrer a suavizagoes continuas, como em [24]. Acreditamos
que muitos dos resultados obtidos ao longo da dissertacdo podem ser gene-
ralizados para fungoes estritamente convexas mais gerais. Segundo, em todos
os artigos citados, nao é possivel ao agente declarar para o operador um va-
lor de capacidade, tal como consideraremos aqui. Mesmo nos trabalhos que
consideram limites de capacidade, estas sao tratadas como valores fixos sobre
os quais os geradores nao tém ingeréncia. Entretanto, em sistemas elétricos
reais, é possivel que geradores exercam poder de mercado limitando as capa-
cidades oferecidas ao operador. Por exemplo, alguns autores argumentam que
a crise elétrica da Califérnia em 2000-2001 foi exacerbada pela possibilidade
de os geradores removerem capacidade de geragao do mercado em dias de pico

(alegando a necessidade de manutencao das usinas) [25].

1.4
Organizacao do texto

O Capitulo 2 apresenta a solucdao do problema do operador e suas
propriedades. Demonstraremos que o problema equivale a encontrar um preco
tal que a oferta dos agentes encontra a demanda. A minimizacdo de custos
quadraticos tratada nesta dissertagdo ¢ um problema de programacao convexa
[26, 27], que equivale a projetar um vetor sobre um hiperplano cotado [28, 29].

A programacao linear pode ser entendida como encontrar um hiperplano

que intercepta o conjunto admissivel e minimiza (ou maximiza) a fungao

TAs fungdes de oferta neste caso (a derivada das fungdes de custo declarado) sdo
constantes por partes.
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objetivo. Veremos que, no problema convexo que tratamos, existem certas
superficies que fazem o mesmo papel desses hiperplanos. Cada superficie esta
associada a um valor para a varidvel preco — o multiplicador de Lagrange.
Resolver o problema convexo equivale a encontrar a superficie de menor preco
que intercepta um subconjunto do conjunto admissivel.

Os capitulos seguintes tratam da existéncia e caracterizacao dos equi-
librios de Nash quando os agentes declaram fungoes de custo quadraticas ao
operador. Serao considerados trés niveis de complexidade crescente. O Capitulo
3 traz o caso em que os agentes possuem capacidades G; infinitas e escolhem
somente custos bj, num espago de estratégias S°, em oposigao 4 S em que
o agente escolhe tanto custos como capacidades. Isto simplifica as fungoes de
lucro ij e permite encontrar os equilibrios a partir de um resultado de ponto
fixo. Neste caso, o equilibrio de Nash existe e é a solu¢ao tnica de um dado
sistema de equacgoes, resolvido a partir de métodos numéricos habituais.

No Capitulo 4, a capacidade dos agentes G; é finita, mas o espago
de estratégias segue sendo S’ — o operador considera o préprio G; para a
capacidade do agente ao resolver a minimizacao de custos. A funcao lucro
ﬁj passa a ser nao diferenciavel em alguns pontos. Podemos descrever todos
os equilibrios de Nash locais para o problema, que, se existirem, formam um
nimero finito de caixas N-dimensionais em S°. Em cada caixa, os equilibrios
sao equivalentes, no sentido de produzirem o mesmo despacho, preco e lucro
para os agentes. Também estabelecemos um resultado que permite encontrar
equilibrios de Nash globais se eles existirem.

O Capitulo 5 por fim resolve o problema tal como apresentado na Secao
1.1: os agentes declaram ao operador tanto custos b; como capacidades G; — o
espaco de estratégias ¢ S»9. Novamente, encontraremos um numero finito de
caixas de equilibrios de Nash locais equivalentes e estabeleceremos resultados
que permitem encontrar equilibrios globais, se existirem.

Baseado nos resultados obtidos nos capitulos anteriores, o Capitulo 6
apresenta um algoritmo computacional que encontra equilibrios de Nash locais

e globais para o problema, além de exemplos de aplicagao.
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2
O problema do operador

Associamos ao problema do operador as variaveis duais T, N5 M € My po
N b )
i 2g7+ M x def 2-1
1, clef ]ZI 29 T ¢ 1)
s.a

N
Ygitdef=d :m (2-2)

j=1
def >0 M pes (2-4)

Em particular, m é o preco da energia. Variagoes e extensoes desse problema
sao frequentemente denominadas “problema do operador”, “problema de mi-
nimizagao de custos”, “problema da operacao termelétrica” ou “problema qua-
dratico do mochileiro”.

Apoés resolvé-lo, o operador comunicara aos agentes os valores de g;, o

quanto de energia devem gerar, e o preco T.

2.1
Existéncia e unicidade da solucao

O conjunto admissivel do problema de otimizagao (2-1) é um conjunto
nao vazio no RN (dado que def = d e Vj, g; = 0 sempre resolve as restrigoes
do problema, ja que d > 0) e compacto. Pela continuidade da fungao objetivo,
segue que existe ao menos uma solugao.

Uma condicdo suficiente para garantir a unicidade da solucao
6timal é Vj,b; > 0. De fato, combinagdes convexas de solugoes distintas
(91,92, .-, gn, defy) e (hy, ha, ..., hy, defs) seriam pontos factiveis (pois o con-

junto admissivel é convexo) e, para t € (0, 1),

1De forma mais geral, a existéncia e a unicidade de um minimo para o problema do
operador continuariam garantidas se substituissemos as parabolas % gJQ- por qualquer outra
funcdo continua e estritamente convexa em g;, ou se adiciondssemos restri¢oes no conjunto
admissivel, mas mantendo-o compacto, convexo e nao vazio.
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) b;(tgi (1= t)ho)? + Mt def +(1 — 1) def] < (2-5)
t(Z ng#—M dlef> + (1 —1) (Z l;ihf+Md§f> — (2-6)

bi o B bi 4
(Z 59 M d?f> = (Z Fhi+M d2ef> :

o que é absurdo. A passagem de (2-5) para (2-6) usa dois fatos: (i) a fungao
gg2, b > 0, é estritamente convexa; e (ii) para algum j, g; # h; (caso
contrario, a restrigdo (2-2) implicaria def; = defy e, logo, as duas solugoes

seriam idénticas).

2.2
Um problema equivalente

O objetivo nesta secdo é encontrar uma tunica equacdo que, ao ser
resolvida, nos conduz a solugdo do problema do operador (2-1). Essa equagao
serda bastante util em demonstragoes acerca das propriedades dos equilibrios
de Nash, tratadas nos préximos capitulos.

Seguiremos essencialmente [28]. Inicialmente, enumeramos as condigoes
de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) para o problema, observando que tais condi-
¢Oes sao necessarias e suficientes quando se otimiza uma fungao convexa em

um poliedro convexo (ver Teorema A.1 no Apéndice A):

Vj, m=1bj X g; +1; =1, (2-7)
Vi, M < lg; — g1 =0 (2-8)
Vi, m, % gy =0 (2-9)
ﬂ:M—QDef (2-10)
Npey < def =0 (2-11)
d—def—> g; =0 (2-12)
j
Vj,0<g; <g; (2-13)
def > 0 (2-14)
Ny 20 (2-15)
Vi, m; 20, 1,20 (2-16)

As equagbes (2-7), (2-8), (2-9), (2-13) e (2-16) podem ser escritas sepa-

radamente para cada agente j. Essa observacao nos motiva a tentar resolver
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estas 5 equacoes em separado, o que leva ao seguinte lema:

Lema 2.1 Suponha g; > 0 e b; > 0, para todo j. Entao, para um valor fizo de
7, o sistema formado por (2-7), (2-8), (2-9), (2-13) e (2-16) tem solu¢ao unica

Vj, g; = max {min{;,g}} ,0}
J

Vj, ﬁj = Inax {7'(' — b]g_],O}
vju Q]’ = max {Oa _ﬂ-}

Prova. Por simplicidade de notagao, suprimimos o subindice j. Primeiro, pro-
vemos que ¢ = max {min {%,f]} ,0}, n = max {m — bg,0} e n = max {0, —7}
sdo solugdo para as equagoes (2-7), (2-8), (2-9), (2-13) e (2-16). Para isso,

divida em 3 casos:

1. 7<0;entao g=0,n=0en=—7

A

2.0<7m<bg;entao g=7,n=0en=0

3. m>bg;entao g=g, n=m—bgen=0

Em qualquer um dos 3 casos, basta substituir os valores acima nas equagoes e
(2-7), (2-8), (2-9), (2-13) e (2-16) para verificar que elas sdo satisfeitas.

Provaremos a unicidade por contradi¢do. Suponha haver duas solucoes
para o sistema formado por (2-7), (2-8), (2-9), (2-13) e (2-16), dadas por
S® = (90,70, 5®) e S = (4@, 7@, 5®). Por (2-7) vale que:

bg® + 7 — g = pg® 5O _ @ — 1

b (9 = g?) + (10 = 7®) = (1® = @) =0 (2-17)

Suponha que gV < ¢@. Por (2-13), ¢® < g e, logo, ¢V < g.
Consequentemente, por (2-8), 7). = 0. De forma semelhante, podemos usar
(2-13) e (2-9) para concluir que g® > 0 e ® = 0. Substituindo estes valores

de 7V e n® em (2-17):

b (g(l) _ 9(2)) — 77(2) + ﬁ(l)

O lado direito da expressao acima é maior ou igual a zero, por (2-16).
Mas isso é absurdo, pois (uma vez que b > 0) implicaria g©") > ¢, Raciocinio
simétrico pode ser usado para provar que ¢ nio pode ser maior que ¢®.

Concluimos que gV = ¢,
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Agora, suponha 7! < 7. Por (2-16), 7% > () > 0 e, assim, por (2-8),
g? = g. Por (2-9) (e aqui é importante a hipétese de que § > 0 do enunciado),
n® = 0. Substituindo em (2-17) (e dado que ja sabemos que gV = g):

ﬁ(l) —_ 7@ = ﬂ(l)

Mas isso implicaria, por (2-16), que 7 — 74 > 0, uma contradicao.
Simetricamente, podemos provar que 77(1) nao pode ser maior que ﬁ(z).

Concluimos que 7Y = 73,

Por fim, a equacio (2-17) revela que, se gV = ¢@ e 5V = 5 entao

n) = Q(Q), o que conclui a demonstracao. u

O Lema 2.1 permite escrever o problema original a partir de uma tnica
equacdo, desde que as capacidades dos geradores do sistema (os g;) sejam

suficientemente grandes:

Teorema 2.1 Suponha que Zj.vzlgj > d > 0 e, para todo agente j, g; > 0,
bj > 0 e bjg; < M. Existe um tunico valor possivel para o multiplicador de
Lagrange 7 associado d solugdo (unica) do problema do operador (2-1). Este
valor € a solugao (também tinica) da equagao:

Zmin{;,gj} —d (2-18)

J

Além disso, a solucao do problema do operador satisfaz m > 0 e def = 0.

Prova. Para provar que a solu¢ao da equagao acima existe e é tUnica, basta
ver que o lado esquerdo da equagao é uma funcdo estritamente crescente de 7,
para m < max{b;g;}. De fato, essa desigualdade garante que existe ¢ tal que
min {7 /b, g,} = 7/b,. E, assim, ao menos uma parcela do somatério crescerd
com o aumento de 7 (enquanto as outras se manterao constantes ou também
crescerao). Portanto, o lado esquerdo da equacdo é uma fungao continua e
estritamente crescente de 7, que assume o valor 0 para 7 = 0 e Z;V:l g >d
para m = max{b;g;}. O teorema do valor intermedidrio garante a existéncia
da solugao da equagao, enquanto a monotonicidade garante a unicidade. Mais
que isso, 0 < 7 < max{b;g,}.

)"

Vamos verificar que (g ) - , def (0)), a solugdo (tnica, pelo que vimos
]:

j
na Secao 2.1) do problema do operador, de fato resolve a equacao (2-18). Se
def® £ 0 terfamos m = M, pelas condicdes de KKT (2-11) e (2-10). Mas,
dado que V7, bM > gj, o Lema 2.1 garante que Vj, g; = g;, e entdo, por (2-12),
def =d —3; g_;j < 0, o que contradiz (2-14).
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Assim, def® = 0. Combinando equacio (2-12) e o Lema 2.1, g; =

max {min {bl, g}»} ,0}, podemos escrever
J

Z max {min {W,g_j} ,O} =d
j b
Como d > 0, o lado esquerdo da equagdo nao ¢é nulo e assim 7 > 0. Isso

significa que min {bﬂ, g}} > 0 e, portanto, podemos reescrever a féormula tal
J

qual no enunciado deste teorema. [ |

Para Z;yzl g; > d, o Teorema 2.1 permite resolver o problema do operador
do seguinte modo: primeiro, encontre o valor de 7 satisfazendo a equacgao
(2-18)%. Em seguida, utilize o Lema 2.1 para encontrar o valor das geragoes de
cada agente: g; = min {%, gj} (essa formula usa o fato de que © > 0). O valor
do déficit sera zero.

O teorema seguinte mostra a solugdo do problema do operador no caso

oposto, isto é, quando Z;V:l g; <d.

Teorema 2.2 Suponha novamente que, para todo j, vale g; > 0, b; > 0,

bjgi < M e Zévzl g; < d. Entao, a solucao (unica) do problema do operador
, ON (0) :
(2-1) € dada por (gj ) | def com:
J:

Além disso, se Z;V:l g; < d, s6 hd um valor de 7 que satisfaz as condigoes
de KKT (2-7) a (2-16), que é 7© = M. Caso )., g; = d, qualquer valor de
7 no intervalo [max;{b,;g;}, M| satisfaz KKT.

Prova. Primeiro vamos supor > g; < d. Por (2-13), Zgj(p) < XYg <d e
(2-12) implica def® > 0. Por (2-10) e (2-11), #® = M. Pelo Lema 2.1,
Vj,gj(-o) = max{min {M/b;,g,},0} e como 0 < b;g; < M, vale gj(o) =g;. O
valor de def® ¢ obtido pela equacio (2-12).

No caso > g; = d, seguimos a demonstracao do Teorema 2.1 para
provar que def® = 0. Isto &, se def® > 0, terfamos # = M, e entdo
Vj,¢9; = max{min{M/b;, g;}.,0} = g;, e al def = d— > g; = 0, o que é
absurdo. Como def = 0, devemos satisfazer 3, g; = d (equagao (2-12)), o que
s6 ocorre se Vj,g; = g; (do contrario, 3j,9; < g; — >;9; < >;9; = d). Isso

prova as equagoes do teorema. Para o valor de 7, note que as condigoes (2-7)

2Maculan et al [28] propdem um algoritmo de tempo linear para resolver esta equagao.
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a (2-16), as tnicas ainda a verificar, sdo:
VJ, ﬁjzﬁ_bjgj >0

ﬂDef:M—WZO,

o que vale para qualquer 7 € [max;{b;g;}, M]. [

Corolario 2.2.1 Novamente, suponhamos para todo j, g; > 0 , b; > 0,

bjgi < M ed > 0. Entao, na solucio 6tima do problema do operador, gj(»o) > 0.

Prova. No caso de Z;V:l g;i < d, pelo Teorema 2.2, Vj,g; = g; > 0. Se
j-vzl g; > d, use o Teorema 2.1 para concluir Vj,¢; = min{n/b;,g;} > 0,
pois ™ > 0. |

O corolario ainda vale sem a restri¢ao b;g; < M, com pequenas alteragoes

na demonstragao.

2.3
InterpretacOes geométricas

2.3.1
Uma interpretacao para o problema equivalente

Apesar de as demonstracoes dos Teoremas 2.1 e 2.2 serem relativamente
trabalhosas, eles sao, em verdade, bastante intuitivos e estdo relacionados
ao conceito de custo marginal dos geradores. Vamos supor que o operador
precisa atender a uma demanda d, discretizada: cada agente oferece unidades
de energia a pregos crescentes. O operador deveria, comecar comprando as
unidades mais baratas até satisfazer toda a demanda.

Para funcoes de custo quadraticas, o custo de cada unidade® de j é dado
por b;g;. A primeira unidade de cada agente tem custo quase zero (o que
explica porque todos os agentes sdo acionados, como indicado no Corolario
2.2.1), mas o custo de cada unidade vai crescendo linearmente a medida que
o operador exige maiores quantidades do agente. Em particular, depois de
adquirir algumas unidades, o preco spot é o preco da préxima unidade. Ao
longo do processo, alguns agentes podem esgotar as unidades oferecidas.

A versdao continua do argumento é a interpretacao da equagao (2-18).
Fixado um prego 7, um agente j gera quantidades de energia até que seu custo
marginal (declarado) iguale esse preco (ou seja, bjg; = m) ou, se isto nao for

possivel (pois b;g; < ), ele geraria a plena capacidade (g; = g;).

30 custo marginal no contexto discreto.
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Lema 2.2 A fungio v(w) = Z;V:l min{%,gj} ¢ nao-decrescente, linear por
J
partes e concava em m. Os segmentos lineares sao delimitados por pontos com

T = b;g;, para algum 1.

Prova. Sem perda de generalidade, suponha b1g; < bygs < ... < bygny. Entao

TN é se ™ < bigh
v(m) = {51 G + 7 i % se bigi <7 < bit19i+1
>l g se T > bygn

é uma funcao linear por partes e estritamente crescente para m < bygy, dado
que b; > 0, e constante para m > bygn. Como os coeficientes Z;VZHI bi de cada
J

segmento linear decrescem com o aumento de i, a funcao é concava. [

A funcdo v(m) é a fungao de oferta, pois diz, para cada valor possivel para
o preco 7, o quanto de energia os agentes do sistema elétrico estariam dispostos
a ofertar. Ela ¢ desenhada na Figura 2.1, considerando quatro agentes (N = 4)
para os quais b1g; < bags < b3gs < bygs. Habitualmente, o preco é apresentado
no eixo das ordenadas®. As varidveis sio dadas por a; = ( ;V:Z %)—1 e
Vi = 3’:1 g; + bigi Zj'v:iﬂ é

TC
M ,,,,,,,,, R R PP
Dy Gy |-mmmmmmm ‘
_ Ay
bs3gs +--- i - - - :‘
_ as I
ngZ OO 1._._.___ : :
_ a | | |
b1g1 R £ I ‘ all Y2 : | :
)41 Y2 Y3 Ya -9

Figura 2.1: Funcao de oferta de energia do sistema elétrico.

No primeiro segmento do grafico, em que 7 < b;g;, nenhum agente gera

a maxima capacidade. Para um prego m, cada agente j gera ;. Ao atingir
J

4Esta convencdo grafica foi estabelecida por Alfred Marshall em seu livro Principles of
Economics, do fim do século XIX, e é seguida na literatura econdémica desde entdo [30].
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o preco big;, o primeiro agente satura sua capacidade. A partir dai, um
aumento unitario no valor de 7 ird aumentar a geragao total do sistema de uma
quantidade menor que um aumento unitario de 7w no primeiro segmento, pois
a geracao do primeiro agente nao pode mais crescer. Cada ponto de inflexao
(7, b;g;) representa a saturacao de um agente.

A Figura 2.2 exemplifica trés possiveis valores para a demanda d. Resolver
a equacao (2-18) é encontrar o ponto em que a curva de oferta cruza o valor
da demanda d. Se a demanda ¢ d, o prego esta entre bygs € b3gs, de modo que
os dois primeiros agentes estao saturados, enquanto os outros dois ainda nao.
Com uma demanda ds, é possivel cruzar a curva de oferta e a demanda com
qualquer valor de 7 acima de b4g4 (e abaixo do maximo valor possivel 7), o
que é coerente com o Teorema 2.2. A demanda d3 nao pode ser atendida: nao
é possivel cruzar a curva de oferta com a demanda. O déficit é ds — Z?:l Jj
e o prego, M, pelo Teorema 2.2 (neste caso, o pre¢o nao é determinado pela

intersecao das curvas, ja que ela nao existe).

e
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Figura 2.2: Cruzamento de oferta e demanda.

2.3.2
Geometrizacdao do problema original

E facil eliminar a varidvel def no problema do operador,
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N b N
min Zég?—i-M d—> "y (2-19)
j=1

g1,--,9N j=1

S.a

N
> ogi<d
j=1

Completando quadrados e removendo termos constantes, a fun¢ao obje-

2
tivo pode ser alterada para Zév:l (\/ %J gj — \%T> . Fazendo a transformacéao
J

o b .
de varidveis h; = /3 g;, chegamos ao problema equivalente:

s.a
Vj, 0 < h; <h, (2-20)
N2
> Ehj <d (2-21)
j=1 V Y
7 bjf ’ . . . . .
com h; = \/;gj. Ha dois casos a considerar. No primeiro, o hiperplano

H : Zévzl \/szhj = d ndo encontra a caixa’ ]_[j-\f:1 [O,Ej]. Isso ocorre quando
d > Zj\f:l \/%ﬁj. No segundo, o conjunto admissivel é uma caiza truncada,
dada pela intersecao da caixa com o semi-espago fechado associado a H
contendo a origem. Nesse conjunto, procuramos o ponto h = (hy,..., hy)

mais proximo do ponto M = M (\/%le e ﬁ)
Os resultados das se¢Oes anteriores tém interpretacao geométrica.

.~ . — : 7 M .
— A restrigao Vj,b;g; < M nos Teoremas 2.1 e 2.2 equivale a h; < o, 0

ponto M esta fora da caixa ou no seu vértice h mais afastado da origem.

— Logo, as parcelas h; — % na funcao objetivo sao negativas e o 6timo é
J

h se H nao encontra a caixa. Se encontrar, o 6timo esta na face da caixa
truncada contida em H. Caso contrario, haveria alguma coordenada ¢

em que poderiamos aumentar h, e reduzir a funcao objetivo.

— A projecgao ortogonal do ponto M no hiperplano H ¢é a intersecao deste

hiperplano com o segmento que liga a origem a M, ja que os dois sao

50 produto cartesiano de intervalos nos eixos.
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perpendiculares — o vetor dos coeficientes do hiperplano (, / %, cee 1/%)

— Se a caixa for suficientemente grande, de modo que as equagoes (2-20)

sejam indcuas, essas observagoes implicam que a solucao 6tima estard

na intersegao do segmento A € [0, M] — ) (\/%le o ﬁ) com H. A

Figura 2.3 ilustra o caso tridimensional: S ¢ a solug¢ao étima.

h3

h1
h2

Figura 2.3: Grandes capacidades: 6timo no interior da face em H.

-1
O valor do parametro A em S ¢ d( A l%) , justamente o valor da
variavel dual 7. Conforme a demanda d muda, o hiperplano H se move

paralelamente, e a solu¢ao 6tima variara sobre o segmento 0M.

No caso mais geral, as restrigoes (2-20) devem ser consideradas. Agora,
o segmento OM intercepta o hiperplano H em um ponto S fora da caixa.
Pelo Teorema 2.1, a solucdo 6tima é o ponto de intersecao® entre H e o

caminho linear por partes

Ao A -
C:Ael0,M] — |ming ——=,hy¢,...,mins ——=,h ,
o.M ( {\/251 1} {vaN N}>
e, neste ponto, novamente, A = w. A Figura 2.4 ilustra para um caso
tridimensional. A caixa é apresentada em rosa e o caminho C, em azul.
S é a solucao otima, intersecao de C' e H. Na figura, b1g1 < bygo < b3g3.

O caminho C' coincide com o segmento OM para valores pequenos de A.

6A visualizacio permite uma demostracio do Teorema 2.1 que dispensa o uso das
condigoes KKT, mas ndo vamos dar detalhes.
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Quando A atinge b;g;, ha uma inflexdo e o caminho passa a percorrer a
face hy = hy (isto é, o agente 1 passa a ser usado a capacidade méxima).
Ao atingir bygo, 0 caminho passa a percorrer a aresta hy = hy , hy = hs.

Por fim, quando A > bsgs, o caminho chega ao vértice h.

Figura 2.4: Caso geral: 6timo na fronteira da face em H.

— Existe uma interpretacao geométrica para o ponto 6timo dada por uma
descricao simples das superficies de nivel do preco m. No problema
habitual de programacao linear, consideram-se hiperplanos paralelos
dados por niveis da fun¢do objetivo que tém que encontrar o conjunto
admissivel. Agora, o conjunto admissivel é a parte do hiperplano H
dentro da caixa. As superficies de nivel do preco sao os conjuntos L. :
rnax{\/QT)jhj} = c. Visualmente, considere translagdes de RY de modo
a levar a origem a algum ponto do segmento OM: o nivel corresponde a

fronteira da translacao do quadrante de coordenadas todas negativas.

Mais precisamente, se um ponto de L. € solugao do problema do operador,
o preco sera c. Podemos resolver a minimizagao encontrando, dentre as

superficies L. que interceptam H em pontos dentro da caixa, aquela
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associada ao menor preco, ou seja,
min ¢
C,hl,...,hN

S.a

max{\/2bjhj} =C

Vj, 0< hy < hy
N

2
> \|—hj=d
j=1 bj

As superficies L. dependem dos valores de b;. Diferentes custos levariam

a outro hiperplano H e a outras superficies de nivel.

2.4
Propriedades da solucao 6tima

O lema seguinte estabelece algumas propriedades da solucao do problema

do operador (2-1) e do problema equivalente estabelecido pela equagao (2-18).

Lema 2.3 Suponha Zj«vzlgj >d >0 e, para todo j, g; > 0,b; >0 ebjg; < M.

0)

N
Seja (g(o))jzl a solugio do problema do operador e 7 o wvalor (iinico, pelo

Teorema 2.1) do multiplicador de Lagrange associado a esta solugio. Entao:

a. 70 = max;<y {bjgj(o)}

-1 _
b, 70 = maX jeS(N)\0 {(ZjGJ é) [d = Yiese gl]}

em que S(N) € o conjunto das partes de {1,2,....N} e J é o complementar

de J em relagio ao conjunto {1,2, ..., N}.

Prova.

a: Pela positividade do preco (¥ (ver prova do Teorema 2.1 e Lema 2.1),
sabemos que Vj < N, bjg](-o) = min {W(O),bjgj}, de modo que Vj < N, 7 >
bjgj(-g), implicando 7 > max;<y {bjgj(»o)}.

Suponha por contradicdo que 7@ > max <y {bjgj(o)}. Pelo Lema 2.1,

todo agente j tem geragao gj(o) igual a # ou g;. Mas por hipoétese, g(o) < #
J

J
Assim, temos Y« gj(_o) =>;<n 9; > d, 0 que contradiz que gj(p)

é a solucao
6tima do problema do operador (ver equacao (2-18) ou (2-2)). Segue que

7 = max;<y {bjgj(o)}.

b: Defina a particao de {1,2, ..., N} dada por Jyu: = {j < N|b;g; > 7@}
e Jpay = JC, = {j < N|bjg; < 70}, Pela equacdo (2-18):

part
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o)

oG+ D TZd

1€J punr j€Jpart I

-1 B
de modo que 7 = (Zjerm i) [d — Yied gl}.
Basta agora provar que VJ € S(N), com J # 0, 7@ >

(ZZEJ b%)il [d — > jege gj}. Isso equivale a provar que :
Z gi + Z ﬂ >d= Z G + Z ﬂ
jeJe ’ ieJ bz N ’iEqull ' JE€Jpart bj

Rearranjando os termos:

i . e 20
D= D Gz ). T_Z b,

jeJe iGqull jEJpam J ieJ

Podemos eliminar os termos comuns a ambos os somatorios do lado esquerdo

(e direito) da inequagao. Seja A = J N Jpps:

i . e 20
P > -
E : gj E gi = E bj E b,

J€JIpart\A ieJ\A JE€JIpart\A i€J\A

Mas isso ¢ verdade, pois j € Jpqt\A implica g; > %j), pela definicao de
Jpart- E 1 € J\A implica i € Jpy, de onde g; < # [ |

O Lema 2.3(a) essencialmente confirma que o preco () estabelecido pelo
operador é de fato o custo marginal do sistema elétrico — no sentido de ser o
custo marginal do agente mais caro para o sistema.

Ja o Lema 2.3(b) estabelece o problema de encontrar o prego m que resolve
a equagao (2-18) como um problema de otimizagdo combinatoéria: encontrar
o conjunto J € S(N)\D que maximiza o lado direito da equagdo. Mas o
verdadeiro valor desta equacao estd em fornecer uma férmula explicita para
7 como funcdo somente de varidveis exégenas ao problema do operador (os

valores de b;, g; e d).

N
Lema 2.4 Suponha b;,b;,g;,9; > 0 e b;jg; > b;g;. Seja (g](o)), L@ solugao do
]:

problema do operador.

a. Se gj(o) = g;, entao gZ(O) = Gi;

b. Se g§°) < gi, entao g]('o) < gj;

Prova.
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a: Pela condigdo de KKT (2-9), 1, = 0. Suponha g < g, entdo 7; = 0
pela condigao (2-8). Pela condicao (2-7):

_ _ 0 _
T =0;g; +1; = bigf ) —1, < bg;
Mas b;g; + 1; > b;g;, o que ¢ uma contradigao.

b: Pela condicao de KKT (2-8), 7; = 0. Suponha g](-o) = g;, de modo que
n. = 0. Pela condicao (2-7):
L

0 _ _
wzbigf)—ﬂizbjgﬁm

Mas b;g; +1; > bjg; e bigfo) =1, < bigi < b;g;, o que ¢ uma contradicao. M
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Equilibrios de Nash em S’ com capacidades ilimitadas

No capitulo anterior, discutimos a solu¢ao do problema do operador para
valores fixos de b = (by,bs, ..., by) €8 = (G, Gs, - - -, G )- O principal resultado
é o Teorema 2.1, que estabelece, sob certas condigoes, um problema equivalente:
encontrar 7 que resolve ;< min {blj,gj} =d.

Variando os vetores b e g, a solucao do operador muda, afetando o preco,
as geragoes e lucros. Consequentemente, alguns valores de b e g devem ser mais
interessantes para os agentes que outros. Neste e nos proximos capitulos, o foco
estd em encontrar pontos b e g que sao equilibrios de Nash locais e/ou globais,
isto é, em que cada agente maximiza o seu lucro (local ou globalmente), fixadas
as estratégias dos outros agentes, como definido no Capitulo 1.

Cada capitulo trata de um caso particular, com niveis crescentes de
complexidade. Para comegar, supomos que cada agente j tem uma capacidade
total de geracdo G; infinita, submetendo para o operador somente um valor
b; € Sj(? = (O,Z_)j] — o operador considera g; = oo ao resolver o problema de
minimizagdo de custos’. No Capitulo 4, a capacidade real dos agentes G; serd
finita e fixa, g, = G, e no Capitulo 5, os agentes escolhem um valor g; €0, G,).

O principal resultado deste capitulo é o seguinte.

Teorema 3.1 Suponha que Vj, G; = 0o. Se hd pelo menos trés agentes, para
l_)j e penalidade M suficientemente grandes, entdo existe um tunico equilibrio

de Nash local, que é também global.

3.1
Lucro de cada agente

Como explicado no Capitulo 1, a decisdao de despacho ocorre através de
um leilao, em que cada agente j declara um parametro b; para o operador, e
este resolve o problema de minimizagao de custos (2-1).
-1
Proposicao 3.1 Se M > d( ;\/:1 bl> , entao o pregco spot em fungdo do
J

vetor b = (by,...,by) € S® = nj.Vzl(o,Bj] ém(b) = d(ZN 1)71. O lucro do

=11,

Note que a restricio bjg; < M usada em outros capitulos desta dissertagao ndo ¢é
pertinente ao contetido deste capitulo.
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agente j é

d r
1+ b; (S 1)

e, firadas as estratégias dos demais agentes, se N > 1, sua estratégia otima é

Cj

Li(b,... by) = <bj _ 2)

-1
1 —

i#]

A hipotese sobre M é razodvel: em mercados elétricos reais, as entidades
reguladoras (em alguns casos, o préprio operador) definem as regras do jogo (o
que inclui os valores de M e l_)j) e podem garantir que M > d (ijzl 1/@) - Por
exemplo, se o operador impuser um tratamento isonémico a todos os agentes,
V7, Z;j = b, e bastaria tomar M > d%.

Prova. Como nao ha limites maximos de geracdo, o custo marginal de cada
agente iguala o preco spot 7 na solugao do problema do operador: Vj, g; = %

Por contradicao, suponha 7 > M. Entao ). g; = Zbﬂj > MZ% > d.
Isso implicaria déficit negativo, um absurdo. Logo, 7 < M e o déficit é zero®.

Pela restricao de balanco e do fato de o déficit ser nulo, temos Zj.vzl g; =
-1
T Zj.vzl é =d,ounm=d (Z?f:l i) , como no enunciado da proposicao®.
O lucro de cada agente é dado pela equacao (1-1),

2
C; C; C; m
b= = Gai= (- 5)a = (5= 5) (7
J

Substituindo a expressao obtida para m, chega-se ao valor de L; anunciado.

Resta calcular a estratégia 6tima. O dominio da fungao lucro é o espago
de estratégias S® = [V, S? C RY,. Um célculo de derivadas (ver Proposicio

A.1) mostra os seguintes fatos, se N > 1:

- L;i>0eb>%

OL; 1

2L 1 -1 3
— 8b§j >0 bj > 2 (Zl;é‘] E) + 5Cj

limy, oo Lj = 0
-1 —_
Portanto, o iinico méaximo da func¢ao é min {Cj + (Z#j l%) 7bj}. |

2Se o déficit ndo fosse zero, o operador poderia aumentar a geracio de algum agente j
em dg; pequeno e reduzir o déficit e, logo, a fungdo objetivo de (M — b;g;)dg; > 0.
3A férmula para 7 também segue da equagdo (2-18), tomando g; — oo.
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Assim, (by,...,by) € S é equilibrio de Nash (tanto local como global,

ja que a expressao de L; tem um tnico maximo local) se s6 se

-1
Vj < N, bj =min{ ¢; + Z; b (3-1)
i#j i

se N > 1. A figura abaixo mostra um exemplo tipico para a fun¢ao lucro L;
de um agente j em fungao de b;, fixados os lances dos demais*. Como esperado
pelas condi¢oes de primeira e segunda ordem, a func¢ao comeca coOncava e

-1

crescente até atingir o maximo em b; = ¢; + (Zi# bi) , € em seguida decresce
-1

tendendo assintoticamente a 0. A partir de b; = 2 (Zi# l%) + %Cj (um

-1
valor superior ao maximo c; + (Z#j bl) ) a fungdo fica convexa. A mesma
7
funcao, em situagoes em que as capacidades sao finitas, tratadas nos capitulos

subsequentes, tem varios maximos locais ao longo da cauda.

Lucro
r

Figura 3.1: L; em funcao de b;.

3.2
Existéncia e unicidade do equilibrio de Nash

Veremos no Teorema 3.2 que, com capacidades ilimitadas, hd um tnico
equilibrio de Nash, sob certas condigoes. Precisamos de dois lemas preliminares.

Vamos tratar as equagoes (3-1) como um problema de ponto fixo.

Lema 3.1 Sejam € N; v &€ Rxoq, p1, 2, .., ftm € Rog. Sem >2 ouv >0, o

sistema em x1, s, ..., T, dado por

4A curva considera quatro agentes e demanda d = 15. O agente cujo lucro é representado
possui custo ¢; = 1. Os custos declarados dos demais agentes (valores de b; para i # j) séo
2, 5 e 10. Esses valores sdo utilizados na férmula do lucro da Proposigao 3.1.
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-1

Vi <m,x; = Z +v (3-2)
i<m Ti
i#]
possui uma unica solugao em RZ,,
i1 1

Tj= T gt ”J+§

com S sendo o unico ponto fixo de

-1
1 1

i<m 4

Sem =2 e v =0, osistema (3-2) ndo tem solucao. De fato, x; = 3 +
e Ty = lg + x1 SO teria solugao se py = —pg, 0 que ¢ impossivel dado que

W1, e € Rog. Se m =1 e v =0, o sistema nao esta bem definido.

Prova. Acrescente uma equagao e uma variavel ao sistema (3-2),

S = Z +v (3-3)

i<m Zi

1 —1
o=+ (5- 1) (30
Ly

Como z; € Ryp e v >0, temos que x; > pj e S — i > 0, o que permite

escrever, desenvolvendo (3-4),

Esta equacao quadrética tem duas raizes r; + = = & F+3 14 \ " + 52 Se existisse

2
J

jtalquexj:'rj,,,teriamos:cj<%+%— % % pois S > 0e p; > 0. Al
1 1 1
S=—4+Y —4+v>5+> —+v>S5,
i i<m Y i<m Li
i#] i#]

obrigando x; = r; . Voltando a equagao (3-3),

i<m

_y—i—Z( l u2+;2) = d(9)

e falta ver que esta equacao tem uma unica solugao, para m > 2 ou v > 0.

Para isso, calculamos a primeira e a segunda derivada de ®, para s > 0:
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onde usamos o fato de que p; > 0,Vj. Além disso, tomando limites:

iy 2(s) =

1
lim &(s)=v+ » —
lim ®'(s) = m
s—0 2

Se v =0, ®(s) é uma funcao estritamente crescente, concava, que “parte”
de 0 até um valor finito. A condigao para que ®(s) cruze a fungao identidade
em algum ponto é lim,_,o ®'(s) > 1, ou seja m > 2. Se v > 0, entdo o teorema
do valor intermediario é suficiente para provar a existéncia de tal cruzamento.

Pela concavidade estrita da funcao, o cruzamento é tnico (ver Figura 3.2). W

fis)=s f&)=s

T @(s)]

o § T - (s)

= 0)

Figura 3.2: Ponto fixo de ®(s) nos casos m > 2 e v > 0.
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O (tnico) ponto fixo x* da func¢do definida por (3-2), com v = 0, é a

(inica) raiz comum das fungoes
N\
vj:xeRgonj—uj—(Z;) .
i#j i
Lema 3.2 Se Vj, vj(x) <0, entdo Vj, xv; < xj.

Isto é, o conjunto Vj, v;(x) < 0 estd dentro de uma caixa [[;<y [0, 27]. A
Figura 3.3 é o caso tridimensional (o conjunto satisfazendo v;(x) < 0 é a regido

delimitada pelo nivel v;(x) = 0, desenhado na figura, contendo a origem).

Figura 3.3: Os niveis v; = 0 e sua intersegao x*, no caso tridimensional (N = 3).

Prova. Tomemos um ponto x€ RY, fora da caixa [];<y [0, #7], ou seja, tal que

existe g com x4 > xj;. Seja p = x — x* e tome n tal que p, = max p;. Logo,
Pn > pg >0 (3-6)

O argumento explora a monotonicidade das fungoes v; em relagao as suas
variaveis: vamos ver que a derivada direcional de v, no segmento ligando os
pontos x* e x é positiva, de modo que v,(x) > v,(x*) = 0 e, assim, X nao

satisfaz as condi¢oes do teorema. Mais precisamente, defina a funcao

gj 1t €[0,1] — v;(x* + tp)
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vy -2 1 -2
Como =1 e para todo i # j, 5.2 = —ux; (Zk# xk) , temos
-2
4, (Vo (x* +1tp),p) = p; — >3 pilai +1p) 2 | D ——
dt ’ ’ > ' iz T o

=pj— (Z *1) > piay +tpi)

iz T W)
Entao L
dgj 1 L
(Y] S+
5P (;@Hpi) ;( Pi)

—2
Mas p,, > 0, por 3-6, e (Z#j #tp) iz (f + tp;)~? < 1, implicando

dgj
dt

Como esta inequagao é valida para todo j, temos, em particular, que

> Pj— DPn -

%” > 0. Mas entdo g,(t) é uma funcdo estritamente crescente, partindo de

9n(0) = v,(x*) = 0. Assim, g,(1) — g,(0) = v,(x) > 0. [

Com os Lemas 3.1 e 3.2, concluimos a existéncia e unicidade do equilibrio
de Nash no caso de capacidades infinitas, se ha mais de dois agentes e se a

penalidade M e os custos maximos b; sao suficientemente grandes.

Teorema 3.2 Sejam N > 2 agentes com capacidades de gera¢ao infinita
e fungoes de custo quadrdticas de coeficientes c; > 0, e seja o espago de

estratégias S® = j-V:l (0, Bj]. Defina S como o inico ponto fizo de

-1
1 2 1
(I)(O):SER>OI—>E (CQJ—F-F 4]4‘52)

j<N §

-7 0 _g c} 1 )2
Se M > d ZJ 1b e, para todo j, b; > b; 5+ 0>—|— i—i-(W),
entao eziste um unico equilibrio de Nash (tanto local como global), dado por

b = b§0), para todo j.

~1
Prova. Como visto na Secao 3.1, M > d(Z] 1b> implica que b =
(b1,ba,...,by) é Nash (local e global) se s6 se

Vi< N,bj=minqc;+ | > —| .b (3-7)
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Isso é verdade no caso de b = b®, pois o Teorema 3.1 (fazendo
v =0, pij = ¢; e trocando z; por b;) e a hipdtese l;j > bgp) implicam que
-1
Vi < N,o =¢; + (zKN b}>> < b;. Logo, b©® ¢ Nash.

£ Vi
Falta demonstrar que b(® é o tinico equilibrio de Nash possivel. Suponha

haver outro equilibrio b = (bgl), e ,bg\l,)) Como b(!) satisfaz (3-7), temos

-1
Vi, bg-l) <cj+ (Zi# b(11>> , ou seja, v;(bM) < 0. Pelo Lema 3.2,
v, b < bl < b

-1
Mas entao, pela equagao (3-7), Vj < N, bg»l) =cj+ (ZiSN b(11)> e, pela

i#j Vi
unicidade da solucdo (Teorema 3.1), terfamos b)) = b, |

3.3
Quando o nimero de agentes cresce

Considere uma sequéncia (c;);cy € seja by = (bp,1,bn2,. .., bny), com
n > 2, a solugdo (tnica, pelo Lema 3.1)
-1
1
bn,i

Vi<nbn;=ci+|>]

i<n

i#]

Se M e b; forem suficientemente grandes, conforme Teorema 3.2, b, é o

equilibrio de Nash resultante de considerar os primeiros n termos da sequéncia.

Um resultado usual em modelos econémicos é que a competicao pressiona

os agentes a declarar custos cada vez mais proximos a seus custos reais: o limite
da diferenca b, ; — ¢;, com n tendendo a infinito, comumente ¢é zero.

oco 1 x :
Entretanto, quando 3272, o, converge, b, ; nao tende a c;. Se convergisse,

—1 —1
0= lim b li L > li L 0
= Jim by —¢p=lim | > p— | > lim (> =) >0,
i<m T i<n
i#] 1#]

usando b,; > c¢;. Essa hipotese nao ¢ realista: (cj)j nao admitiria cota

eN
superior. O resultado seguinte diz que se os coeficientes ¢; sao cotados por

um valor L, entao b, ; tende a c;.

50 ponto b(®) ¢ o tinico satisfazendo V7, vj(b(o)) = 0. Ou seja, b(® é 0 x* no Lema.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 2012237/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N°2012237/CA

Capitulo 3. Equilibrios de Nash em S® com capacidades ilimitadas 42

Proposicao 3.2 Sejam > 2, v =0 ex = (v1,%2,...,Tm) € RY, a solugio

do sistema (3-2). Se o0s p;’s sao uniformemente cotados por L, entdo

Vi < < 2L
] — J /J’J m — 1
Prova. Seja 7 tal que T; = MaX;<y, T;.
1) 1)
. x;
Vi<m,xz;—pi=|> — <> — =— (3-8)
iz i i#j Ui m—1
Em particular
T; m — 1
TVim WS g S ol
Como Z—:; ¢é decrescente com m, seu maior valor ocorre quando m ¢ minimo,
ou seja, m =3 e % = 2. Assim

Vi <m,z; <x; <2u; < 2L

Voltando & equagdo (3-8), temos, para todo j, r; — p; < —= < 22 como

queriamos demonstrar. [ |

Uma consequéncia da demonstracao ¢ que b; < 2max; ¢;: nenhuma oferta

b; ird superar o dobro do maior coeficiente quadratico c;.
—1

3 1

Jj=1 b;

as condicoes do Teorema 3.2 sdo satisfeitas para todo n > 2, e b,, é equilibrio

Isso implica que, se M > d (Z e bj > 2L para todo j, entdo

de Nash global. Com uma condi¢ao ainda menos restritiva, prova-se que, se

-1
infien(b;) > L e M > d lim, (Z?l bl> , entdo b,, é equilibrio de Nash
J

para n suficientemente grande (ver Teorema A.2 no Apéndice).

3.4
Propriedades adicionais do equilibrio

Proposicao 3.3 Sejam N > 2 agentes com capacidades de geracao infinita,
fungoes de custo quadrdticas de coeficientes c; > 0 e espago de estratégias
SJI-’ = (0,b,]. Se as condigoes do Teorema 3.2 sobre M e Bj sdo satisfeitas, o

equilibrio tem as sequintes propriedades.
a. Para todo 7 < N, bgo) independe da demanda.
b. Preco e geracoes sao lineares com a demanda.

c. Nenhum agente gera mais que metade da demanda®.

6Como N > 2, essa condicdo é coerente com a inexisténcia de déficit.
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d. Se ¢; > ¢;, entao b§0) > bEO). Isto ¢, a ordenagao dos agentes por lances

ou por fungoes de custo € a mesma.
e. O lucro de todos os agentes é estritamente positivo.

f. Para todo j < N, ¢; < b§0) < 2max; ¢;.

Prova.
Satisfeitas as condi¢oes do Teorema 3.2, no equilibrio, os lances, o precgo
e a geragao de cada agente sao

2
Cj

1 1 \?
Frsw |1+ (mm) (39)

-1
i 1 d o x© 1
= — (& _ = —=
( S(0) d b§0)d b9 g(0)

J=1 .7 J

b(o)

respectivamente. O ponto fixo S nio depende da demanda d, de modo que
os valores de bg-o) no equilibrio também nao variam com a demanda. Pelas
férmulas acima, o prego e a geragdo sao lineares com a demanda (cada agente
atende sempre a mesma fracao da demanda). Isso prova (a) e (b).

Para ver (c),

-1

(0) FO) G(0)\ 2
95" 1 c;S c;S 1
T~ 50 S 1+ : + :

A demonstracao de (d) ¢ direta a partir de (3-9).

Para (e), uma vez que 7(® = b§0) g](-o) para todo j, temos (ver Segao 3.1)

Ly =79 = 2 (") = (o7 = 2) (o)

-1
Mas b§ =cj+ <Z#] b<0)> >4 e g](o) > 0, desde que d > 0.

Para (f), ver demonstra(;ao da Proposicao 3.2 e comentario ao fim da

Secao 3.3. [ |
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4
Equilibrios de Nash em S’ com capacidades limitadas

Neste capitulo, cada agente j possui uma capacidade total de geracao
G, > 0, que diferentemente do dltimo capitulo, ¢ finita. Os agentes ddo como

. O operador, entao, resolve o

lance um valor b; no intervalo SJI-’ = (0, %
problema de minimizacdo de custos (2-1), considerando os valores declarados
de b; e as capacidades g; = G;.

Para u,v € R", dizemos que u > v se e somente se u; > v; para
j=1,...,n. O resultado a seguir serd demonstrado e refinado na Proposi¢ao

4.1, Teorema 4.2, Teorema 4.3 e Teorema 4.4.
Teorema 4.1 Suponha G; e 8 = [Li<n (0, g} como acima. Entdo
- J
a. Se <N G, < d, qualquer ponto do espago de estratégias é Nash global.

b. Se ngNéj > d > 0, os equilibrios de Nash locais no interior de S°
formam um nimero finito de caizas E; em Sb, i < 2V — (];) —N—-1. Em

cada F;, o despacho, preco e lucro resultantes sao constantes.

c. Seb € E; ndo € um equilibrio de Nash global, entao qualquer outro ponto
b* € E; com b* > b também ndo é Nash global.

4.1
Caso de déficit

Proposicao 4.1 Suponha ngNéj < d. Entdo qualquer ponto em S°® =

[Li<n S]l? ¢ um equilibrio de Nash global e leva ao mesmo despacho g; = G

do sistema e aos mesmos lucros dos agentes.

, junto com o Teorema

Prova. A restricao das estratégias ao espaco b; € (0, %
2.2, implica que a solu¢do do problema do operador serd Vj, g, = G; e
def = d — Yoy Gj, para qualquer n-upla de lances (b, bo,...,by). Isto &,
todo agente gera a maxima capacidade, mas isso nao ¢é suficiente para atender
a totalidade da demanda, havendo déficit pelo montante sobressalente.

Pelo mesmo Teorema 2.2, o preco da energia é sempre m = M (com
a convengao de que o preco ¢ M também mno caso >-,;<y G; = d, em que o

multiplicador de Lagrange associado a restri¢ao de balango de energia (2-2) nao
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é unicamente definido). Para qualquer agente 7, o seu lucro é L; = MG;— %@?,

e como este valor nao depende de b;, todo vetor de estratégias ¢ Nash. ]

O resultado prova o item (a) do Teorema 4.1.

4.2
Homogeneidade: dividindo S” em cones

Desta secao até o fim deste capitulo, vamos supor ;< G; > d > 0. Pelo
Teorema 2.1, para b € S°, h4 uma tinica solucdo do problema do operador, e
para ela, def = 0.

Abusando um pouco a notagao, vamos considerar as fungoes prego m(b),
geragao g;(b) e lucro Lj(b) = m(b)g;(b) — §¢7(b) para indicar a dependéncia
dos valores obtidos pela solucao do problema do operador! em termos do
parametro de entrada b.

Definimos dois subconjuntos complementares de agentes:
Tra(0) = {5 < N g;(0) = G;} ,  Jan(b) = {j < N| g;(b) < G;} |

respectivamente os conjuntos de agentes que geram a capacidade plena ou

parcial (dai os nomes full e part) na solugao 6tima obtida pelo operador.

Lema 4.1 Seja ngNéj >d>0ebcS.

a. j € Jpa/rt(b> <~ 7T(b) < bjéj , J € qull(b) S 7T(b) > bj g -

b. m(b) = (d — 2 jeruu(b) éj) / (Zjerm(b) %)

c. O lucro é dado por

NEE
L;(b) = (bj _ Cﬂ) Licun(b) , s¢j € Joan(b)

2/ |14 b e dpare(d)
1#£]
d - ZiGqul?(b) é@ o s 1 -1 e
Lj(b) = | G- |2 > 7 G, se j € Jpun(b)
ZiEJpart(b) E 2 iEJpart(b) i

1A unicidade da solucdo do problema do operador, provada em 2.1 garante que a funcio
g estd bem definida, enquanto o Teorema 2.1 implica em 7 bem definida.
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Pelo item (b), o prego é proporcional & média harménica® dos lances dos

agentes em Jyq.>.

Prova. Pelo Lema 2.1, g;(b) = min{%?), éj}, e a primeira afirmacao é

imediata. Para a segunda, some as geracoes dos agentes em J,q+ € em J full4,

> uLl. >, Gj=d

jEJpart(b) ‘7 jEqull(b)

e isole m(b).

Substituindo a férmula para o prego do item (b) na expressao do lucro e

sabendo que g;(b) = @, se J € Jpart(b), ou g;(b) = G;, se j € Jpuu, obtém-se
as férmulas para o lucro L;(b) do item (c). |

Vamos considerar alguns subconjuntos especiais de S°. Seja C; =
{b € 8| Jpu(b) = J}. Nesta defini¢cao, J pode ser qualquer subconjunto de
agentes diferente de {1,2,..., N}°. Por exemplo, C{1,2) € o conjunto dos veto-
res de estratégias que levam a solu¢oes do problema do operador em que os
agentes 1 e 2 (e somente esses) geram a plena capacidade. Ja Cy é o conjunto
das estratégias que levam a solugoes com todos os agentes gerando apenas uma
parcela de sua capacidade total. O conjunto C; é o subcone associado a J. Essa
nomenclatura provém do fato de que C; é um conjunto de segmentos limitados

partindo da origem, conforme estabelece o seguinte Lema.

Lema 4.2 Suponha ngNéj > d > 0. Sejab € 8 e 0 € Ry tal que
(0b) € Sb. Entdo

m(0b) = bx(b) ,  g(0b) =g(b) ,  Jpart(0b) = Jpare(b) -

Prova. Pelo Teorema 2.1,

g:min {Wép),éj} =d.

Se todos os b; forem multiplicados por ¢, entao basta multiplicar 7 pelo mesmo
0 para manter esta igualdade. Pelo mesmo teorema, nao existem dois valores

de 7 que resolvem Y1 min {9%7 Gj} = d, e assim w(6b) = O (b).

-1
2A média harménica aqui é card(Jpa,(b)) (Zjer .(b) bi) .
ar 7
3A férmula também é valida na situacdo tratada no Capitulo 3, quando todos os agentes
estdo em Jpqr¢, bastando fazer Jpuu = 0.
40u use diretamente a equacdo do Teorema 2.1.
®Se todos os agentes gerassem com capacidade mdxima, »_ g; = > G; > d, um absurdo.
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Entao, g;(fb) = min{”gz:’), éj} = min{”(b),éj} = g,(b), o que

implica, por definicao, Jyu(0b) = Jpart(b). [ |
Subcones sao descritos por desigualdades.

Lema 4.3 Suponha 3 ;<y G; > d > 0. Entdo b € S® pertence a C; se s6 se

. d_ZieJéz‘ . d_ZiGJéi -
ViedJ b < S zielTi yig g CT et G
Ga¥]

Pela unicidade da solucao do operador, nao ha intersecao entre subcones
diferentes, o que equivale a dizer que, para todo b € §°, s6 ha um subconjunto

J satisfazendo as condi¢oes do Lema 4.3.

d=> .. G; . . . .
Prova. (<) Defina A = 2763 As duas condigbes do enunciado implicam
i¢J b;

b;G; <Asej€eJebG;> Asej¢ J. Assim

jed

Yoo xS 1 _
me —, G, :)\Z——I—Zszd
j=1 b jeJ b
e pelo Teorema 2.1, temos 7(b) = A. Pelo Lema 4.1 (a), Jsu(b) = J.

(=) Se b € Cy, pelo Lema 4.1 (b), temos

m(b) = d=2jes G Zje"; G;
2 ¢ 5,
e por (a), valem as duas condigbes do enunciado. [ |

Lema 4.4 Suponha Y ;< G; >d >0 e sejab e Cy, com J # 0. Tome g € J
e um ponto b’ tal que 0 < b, < b, e para todo j # q, V; = b;. Entdo

m(b') =n(b), Vi< N, gi(b’) = gi(b)
o que tmplica b’ € C;.

O fato que b’ € C; segue direto do lema anterior.
Prova. Como q € Jpu(b), “lg})) > %?) > G, pelo Lema 4.1(a). Logo,
b) - b) - b) -
Z min{ﬂé/'),Gj} = min{ﬂ'é/ ),Gq} +Zmin{ﬂé ),Gj}
J<N J q J#aq J

= g:min{ﬂl(:)),@j} =d

J
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A dltima igualdade vem do Teorema 2.1. Pela unicidade da solucao desta

equagao, do mesmo teorema, m(b’) = 7(b). Entao

i 4. ) =min { TG} = (o),

gwﬁ:mmﬁwﬁa}=@:%m>
[ |

Pelo Lema 4.4, reduzir os lances de um agente em Jg,;(b) ndo afeta
as geragoes, 08 precos e, consequentemente, os lucros. Por indugao, podemos
reduzir a oferta de qualquer nimero de agentes em Jy,; e manter a solugao
do operador inalterada. Em termos geométricos, se b pertence a C;, a caixa
[T (0, b]x [T;¢s bi também pertence.

O préximo lema caracteriza as fronteiras dos subcones.

Lema 4.5 Suponha 3 ,;<y G;>d>0. Sejab € 8. Entio
3J, beaC; <= 3j <N, (b;G;=n(b)VbG,;=M)
em que OC; representa a fronteira de Cy.

Prova.

(<) Se b;G; = M, entdao b € 9S°. Logo, b € 9C;, com J = Juu(b).

J& se b;G; = m(b), entdo, pelo Lema 4.1(a), j € Jyu(b). Tome € > 0
eb™, bt com b; =b; —€ b =b;+eeb; =b =0b,Vi# j. Pelo Lema
4.4, b~ € Cj,,,m)- Vamos ver agora que b* ¢ C;, ). Por contradicao, se

b* € Cj,,, 1), teriamos, pelo Lema 4.3:

Yicspunt) Gi A=Yy, G w(b) b,
- A -

d —
bj+e=0b" < — G
J ! G] Ziera7.t(b) % G] Zierart(b) i G]

em que a penultima igualdade vem do Lema 4.1(b). Mas isso é absurdo.

Portanto, a afirmacdo é verdadeira, com J = Jsu(b).
(=) Seja b € S’ satisfazendo (bjéj # m(b) Ab;G; < M) para todo j, e
defina J = Jpu(b). Vamos provar que b esta no interior do subcone C; — e

logo nao pode estar na fronteira deste nem de nenhum outro subcone, ja que

os subcones nao tém intersecao.
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Por 4.1(a), Vj € J,m(b) > b;G; e Vj ¢ J m(b) < b;G;. Entdo existe
e € (0,1) tal que:
Vi€ J,

1+¢ 7(b)
- < —
1—e¢ bjGj
1+€< bjéj
1—¢ 7(b)
Vj <N, bj(1+¢)G; <M

Vi &,

ja que }—J_“Z é uma fungdo continua e crescente no intervalo € € (0,1), e sua

imagem é o intervalo (1, 00).
Tome b’ tal que (1 —€)b; < b; < (1 + €)b; para todo j. Pela tltima das

equagoes acima, b;@j < M e assim b’ € 8°. Entdo

. d—e;G; d—Yie; Gi
AR wras oy Sl s s g
0 Sigr iy (1= )b Xigs 5079
(1+¢) d—Xe; G (1+€)W(P) <G,

A=, G d—Y.,GC
\V/J c J, C Z’LE] : > ZZEJ I
GiXigry  GiXigspa—g
b
= (1—6)7T£ ) > (1‘|‘€)b] >bj
G;
Segue do Lema 4.3 que b’ € C;. Assim, existe uma vizinhanca do ponto
b que estd em C;: b esta no interior do subcone. [ |
4.3

Equilibrios de Nash locais no interior de subcones

Em equilibrios de Nash locais, cada agente maximiza seu lucro local-
mente, fixadas as estratégias dos outros agentes. Os lucros sao obtidos das
fungoes do Lema 4.1(c), que sdo diferentes em cada subcone , pois as parce-
las consideradas nos somatérios mudam a depender de quais agentes geram a
capacidade plena ou parcial. No interior de cada subcone, essas parcelas sao
sempre as mesmas, o que garante a diferenciabilidade das fungbes de lucro.
Equilibrios de Nash interiores a um subcone, portanto, podem ser encontrados
igualando as derivadas parciais dos lucros a zero.

As implicagoes estao resumidas no resultado a seguir.

Teorema 4.2 Seja Y ;cnG; > d > 0 e J com card(J) < N — 1. Um ponto

b € RY, é um equilibrio de Nash local no interior do subcone C;y se sé se
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Vi ¢ J, bj:cj+< > bl) (4-1)

i¢JU{j}
. d— e, Gi - . d—Yics Gi
Vi ¢ J, a <G, VjelJ b < =—""— (4-2)
L+ 3¢ s0i bi ’ e igJ bL
VJ < N, bjéj <M (4_?))

Se card(J) = N — 1, nao hd equilibrio de Nash local interior a C;.

Prova. Primeiro, as condigoes (4-2) e (4-3) sdo necessarias e suficientes para

ue b € RY esteja no interior de C;. De fato, se as condicoes sio satisfeitas, o
) DO ’

d_ZiEJ Gi
1
Zigj b;

condigdes (4-2) implicam que Vj ¢ J, b;G; > w(b) e que Vj € J, b;G; < w(b).

Lema 4.3 garante que b € C; e o Lema 4.1(b), que 7(b) = . Entao as

Pelo Lema 4.5, b nao estd em nenhuma fronteira e, portanto, é interior a Cj.

Para demonstrar a reciproca, suponha b no interior de C; (logo, fora das
fronteiras de qualquer cone). As condigoes (4-2) e (4-3) surgem diretamente
do Lema 4.3 e da defini¢io de S°, respectivamente. Do Lema 4.1(a) e 4.1(b),
podemos fazer Vj € J,b,G; < w(b) = d_zief Pelo Lema 4.5, a igualdade
nao pode valer, donde provamos (4-2). o

Falta provar que um ponto no interior de C; (inclusive para card(J) =
N —1) é Nash local se e s6 se satisfaz (4-1). Se b estd no interior de C;, existe

e tal que, para todo ponto x com ||x — bl| < €, temos, pelo Lema 4.1(c),

_ -1

. d—> AGil Cj 1 —2

wes s [, [1- (52) o
ZigJ z igJ Li

G

Vi ¢ 7, Lix) = (- ) [

- 2
d— ZieJ Gi ]
L+ 25 Yig o) o

Nessa vizinhanga de b, tais fungoes sdo diferenciaveis. Suponha card(J) <

< . dL; . -1

N — 1. Entao, para j ¢ J, W;(b) =0sesdseb; =c;+ (Zi¢Ju{j} bl) , COIMO
visto na demonstracao da Proposicao 3.1. J4 para j € J, a func¢do lucro é
constante em toda vizinhanga. Assim, a condigao (4-1) é necessaria e suficiente
para que b seja Nash local.

No caso de card(J) = N — 1, s6 hd um agente p ¢ J e o lucro desse

agente, se |z, — by| < € é dado por:
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entdao b, um ponto no interior de C;, ndo pode ser Nash local. [ |

Nem sempre as condigoes (4-2) e (4-3) podem ser satisfeitas (ver demons-
tragao do Corolario 4.2.1) e, consequentemente, pode haver haver subcones sem
nenhum equilibrio de Nash local em seu interior. E possivel até nio existir ne-
nhum subcone com equilibrios locais interiores (ver exemplo na Secao 6.1.3).

O coroldrio seguinte estabelece uma parte do Teorema 4.1(b): que os
equilibrios de Nash locais formam caixas E;. Pelo Lema 4.4, todos os pontos de
E; levam ao mesmo preco spot, as mesmas geracgoes e aos mesmos lucros. Para
demonstrar a parte faltante — que nao existem mais de 2% — (]; ) — N—1 caixas —
usaremos um resultado da Secao 4.5, que afirma nao existirem equilibrios locais
nas fronteiras entre cones. Desse modo, as caixas em cada subcone formam os
tinicos equilibrios possiveis no interior de S e o niimero limite vem do fato de
nao haver caixas nos subcones com somente um ou dois agentes fora de J —e

de nao haver subcone com J = {1,2,... , N}.

Corolario 4.2.1  a. Nao hd equilibrio de Nash (local ou global) interior a
C;y se card(J) = N — 2.

b. Os equilibrios de Nash locais em um subcone Cj, se existirem, formam

uma caiza de dimensao card(J).

c. Se b é Nash local interior a C;, entdio b’ tal que

Vig¢J V=b; eVielJ b <b

também ¢é equilibrio de Nash local.

Prova.

Pelo Lema 3.1, o sistema (4-1) ndo tem solugdo quando hé somente
duas equagdes, provando (a). Caso contrario, para um dado conjunto J com
card(J) < N — 2, existe uma unica solugdo para o sistema, um vetor de
dimensdo N — card(J) com coordenadas b}, para os agentes j ¢ J.

Falta verificar (4-2) e (4-3). Ha trés casos em que estas nao podem ser

atendidas e, consequentemente, nao existirao equilibrios de Nash locais em Cj:

1. Sed—Y;c; G; <0, de modo que a condicio (4-2) ndo pode ser satisfeita

(para ¢ € J, nenhum valor b, positivo satisfaz a condi¢ao);

2. Se existir j ¢ J tal que

d— Zz’eJ éz
L+ b5 Yigsogsy o

Zéja
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o que também impossibilita (4-2);
3. Se existir j ¢ J tal que b;éj > M, o que impossibilita (4-3).

Se ndo cairmos em nenhum desses casos®, entdo temos card(J) graus de

liberdade: para os agentes em J, qualquer valor de b; em

)M d—-Y; G
0, mn{ =, ==+
Gi G 2igr g

satisfaz as condigoes (4-2) e (4-3), formando uma caixa de equilibrios de Nash

locais no interior de C;. Isto prova (b) e o item (c) é consequéncia. |

4.4
Algumas ferramentas

Nesta secao, vamos fixar as ofertas de todos os agentes, exceto um, e
analisar como o lucro deste agente muda conforme este varia seu lance. Isto
é, vamos olhar para um subespaco unidimensional de S°. H4 dois objetivos:
o primeiro é permitir uma melhor intuicao dos resultados obtidos nas segoes
anteriores. O segundo é demonstrar na proxima se¢ao que pontos nas fronteiras
dos subcones C; (desde que nao estejam na fronteira de S?) nao sio equilibrios

de Nash locais.

4.4.1
O lucro como area

Supondo 3>,y G; > d > 0, pelo Teorema 2.1, o problema do operador
é equivalente a resolver a equacao (2-18) em 7, que pode ser reformulada do

seguinte modo:

Vi < N, min{W,Gi} =d— g min z,éj
b; — b;
J#i
O lado direito dessa equacao, uma funcao de 7, é a demanda residual do

agente ¢. Ela indica, para cada nivel de preco 7, o quanto da demanda nao é

atendida pelos outros agentes’. O lado esquerdo é a fungdo de oferta do agente

5Em resumo, a condicdo para existéncia de equilibrios de Nash locais em Cj é

d— ZieJéi
dig bi

0 in{b*G,} < biG,} < M
< <min{bjG;} < max{bjG,} < M,

satisfeita mais facilmente para d pequeno, mas maior que ), ; G, e M grande.

"Lembrando que V7, g; = min {%, Gj}7 pelo Lema 2.1.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 2012237/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N°2012237/CA

Capitulo 4. Equilibrios de Nash em S? com capacidades limitadas 53

i. A solucao do problema do operador se da ao preco em que as fungoes de
oferta e de demanda residual do agente ¢ se cruzam.

A figura 4.1 ilustra o cruzamento das duas curvas, com 0 preco no eixo
vertical. A demanda residual é representada pela curva em azul, uma funcao
nao-crescente, linear por partes, e convexa em 7 (Lema 2.2). Se o prego é zero,
a demanda residual é d (ndo ha geragao). Na medida em que o prego cresce, a
demanda residual diminui, até chegar em 0 ou d — 37, G, o que for maior —
no caso desenhado, d — 3>;; G > 0.

A funcao de oferta do agente i estd em verde. A geracdo do agente
aumenta com o preco, até atingir a capacidade méaxima G; quando o preco
for b;G;. A partir desse ponto, aumentos de preco ndo alteram a geracido do
agente i. Quando o prego supera max;<y{b;G,} (um valor menor ou igual a
M, por hipétese), tanto a oferta do agente i como sua demanda residual sao
constantes (segmentos verticais na figura). O prego no cruzamento das duas

curvas é menor que M, e ndo representamos na figura pregos acima de M.

M
max{b;G;}

JET

-

#+

-
-

Figura 4.1: Funcoes de oferta e de demanda residual do agente .

O cruzamento das duas curvas, o ponto (g;(b),7(b)) na Figura 4.1, é a
solugdo do problema do operador. O agente i gera g;(b) e o prego é 7(b).

A receita do agente i, m(b)g;(b), é a area de um retdngulo na figura
4.1. A figura também mostra, em vermelho, o custo marginal real do agente i,
o produto ¢;g;. A area sob a curva vermelha de 0 a g;((b)) é seu custo total.
Portanto, o lucro do agente i é a area A do trapézio verde na figura, o resultado
de subtrair a receita pelos custos.

Supondo as estratégias dos outros agentes fixas, se o agente aumenta o

valor de b; , ele altera a inclinagdo da curva de oferta, como se vé na Figura
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4.2. A solucao do problema do operador se desloca sobre a curva de demanda
residual para a esquerda, aumentando o preco e reduzindo a geracao do agente

i. A area do trapézio — o lucro do agente — pode crescer ou diminuir.

M

L e

Ci

G;

Figura 4.2: Como o lucro do agente ¢ muda com mudancas de b;.

As duas figuras seguintes ilustram casos particulares. Na Figura 4.3, o
agente ¢ esta em J fu”(b)S. A demanda residual e a oferta do agente i se cruzam
no segmento vertical da curva de oferta. Uma redugdo no valor de b; nao
alteraria a solu¢ao do problema do operador (o cruzamento das duas curvas

ocorreria no mesmo ponto (g;(b), w(b)), tal como demonstrado no Lema 4.4.

M
max{b;G;)
n(b)
b;G;
—
by G _
i (b) = Gi
ij
=
d

Figura 4.3: Agente em Jy,.

8Note que o agente i estd em J,q¢(b) na Figura 4.1, j4 que a geragdo g;(b) é menor que
sua capacidade.
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A Figura 4.4 mostra o caso em que o cruzamento das duas curvas esta
abaixo da curva de custo marginal w(b) < ¢;g;(b). O lucro do agente segue
sendo L; = m(b)g;(b) — %g¢;(b)?, ndo mais a drea de um trapézio, mas a

diferenca de areas entre o triangulo vermelho e o verde da figura.

M
n(b)
: Ci
| 9i(b) = G;
Figura 4.4: Caso com pre¢o menor que o custo marginal do agente.
4.4.2

Maximizacao da area

Maximizar o lucro individual do agente ¢, fixadas as estratégias dos outros
agentes, significa, portanto, encontrar o ponto da curva de demanda residual
que maximiza a area de um trapézio, ou a diferenca de areas dos triangulos na
Figura 4.4. Vamos explicitar essa area e maximiza-la.

A Figura 4.5 mostra, em azul, uma demanda residual padrao: ela é uma
funcao linear por partes nao-crescente e convexa, que pode ser expressa como
f(x) = max;{—a;(z — 5;)}.

Mais concretamente, vamos encontrar expressoes para «; ¢ ;. Sem
perda de generalidade, vamos supor biG; < byGy < ... < by_1Gn_1. Se
bj-1Gj_1 <7 < b;G;, a demanda residual do agente N é

_ 1 _
r=d- Zmin{W,Gi} —d-7Y - -Y G,
i#N bi i>j bi i<j
i#N
ou, explicitando m em funcao de =,
-1

S zbli [x— (d—ZGZ)

1<
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Comparando com a expressao de f;(x), vemos que

-1

Oéj: Zl s ﬁjz(d_ZGz) .
iy bi i<j
i#N

Vale que ; > Bj11, que a; < aj;1 (pela convexidade) e que «;f; <

a;j+18j+1, como é exemplificado para o181 < apf2 na figura.

—9 —

a4
a2 ‘
afrp— 7 N\ 03
STz
c & X
| B |
| B3 |
| B2 |
= pr=d —
Figura 4.5: Parametros a e § das fun¢des de demanda residual.
A area que representa o lucro em funcao do ponto g é:
€ 9 €\ 2
Alg) = fl9)g = 59" =max (= (a; +5 ) 9" +aiBig .
A expressao A;(g) = — (ozj + %) g* + a;B;9 é uma pardbola concava, com
A;(0) = 0 e maximo em g¢y** = 2?}%07 dado por A;(gj**) = (gzjii)j Sua,
derivada é dA;
Tg(g) = —(205 + c)g + a;; . (4-5)

Portanto, A(g) é uma envoltéria de pardbolas. Quando g é pequeno,
f1(g9) > fj(g) para j # 4 (estamos no primeiro segmento, da esquerda para
a direita, do gréfico da fungdo linear por partes mostrado na Figura 4.5) e a
pardbola é Ay(g) = — (0z4 + %) g%+ ayBag. Ao atingir a intersecao do primeiro
com o segundo segmento da funcdo, a f3(g) passa a dominar e a parabola é
dada por A3(g) = — (ag + %) g% + asf339.

Vamos considerar as derivadas laterais de A(g) nos pontos de inflexao
da funcao linear por partes. Um ponto de inflexdo +; ocorre quando f;(y;) =

+1(7:), sendo f;(g) = —a;(g — B;). Resolvendo essa equagao, encontramos
J+1\7j i\g i\g j ¢
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_ 9fin — b (4-6)
’ ajp—a;
Entao: A A
dfg(’ﬂ )= djgﬂ () = = Qa1 + )y + @ Bin
dA dA;
dfg(’ﬁ) = T;(’Yj) = — (20 + )y + ;3

Subtraindo e usando (4-6),

dA | dA 1541 — @B;
()= ==(~7) = Qvsrr — Qv B — s .
dg (% ) dg (73 ) ( Qa1 — ( Qjt1 Q]) + ;8 — a4

= aj118j41 —o;3; >0

Proposigao 4.2 A(g) nao possui mdazximos locais em pontos de inflexdo. Um

ponto de inflexdo € um ponto de fronteira de algum subcone.

Prova. Se A(g) vem crescendo com ¢ antes de chegar a um ponto de inflexao
(%(vj_ ) > 0), entdo necessariamente ela seguird crescendo quando a geragao
aumentar além desse ponto (%(ﬁr ) > 0). Portanto, ndo é possivel que um
ponto de inflexdo maximize a area do trapézio — se este fosse o caso, %(’yj’ ) >0
e %(7}“) <0, o que é um absurdo. B

Em um ponto de inflexao, o prego é b;G;, para algum j. Pelo Lema 4.5,

um ponto de fronteira. |

A Figura 4.6 mostra um exemplo para a derivada A’(g). No primeiro salto
da derivada, a fungdo A(g) é crescente tanto a esquerda como a direita — nao é
um maximo, pois aumentos de g aumentam a area. No segundo salto, a funcao
é decrescente a esquerda e crescente a direita — tanto aumentos como redugoes
de g neste ponto aumentam o lucro. No 1ltimo salto, a funcao é decrescente dos
dois lados — o agente poderia reduzir g e aumentar seus lucros. Saltos em que
a funcao é crescente a esquerda e decrescente a direita — que corresponderiam
a maximos locais — nao sao possiveis.

Maximos locais para o lucro do agente N s6 podem ocorrer, entdao, em

pontos em que a derivada (4-5) é nula,

(B —g) = (o +en)g -

A Figura 4.7 intepreta geometricamente os dois lados dessa equagao. Fixada
uma geragao ¢, o lado esquerdo é a altura da funcdo de demanda residual (o
segmento vertical azul da figura). Dividir esta altura por g leva ao valor de by

necessario para que o cruzamento da oferta com a demanda residual ocorra
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dA
g |

;\r\mg

Figura 4.6: Derivada da area.

com uma geragao g para o agente N. Ou seja, a; + ¢y ¢ justamente o lance

-1

6timo do agente N, se ele estiver em Jpq,: b%ﬁ =cy+oa; =cy+ (Z i>j b1> 5
i£EN '

como ja obtido na equagdo (4-1). Na figura, o lado direito da equagdo é o

segmento vertical verde.

Figura 4.7: Estratégia 6tima de um agente.

4.5
Equilibrios de Nash locais nas fronteiras de subcones

Pelo Lema 4.5, existem dois “tipos” de fronteira. Diremos que b € S°
pertence a uma fronteira interna do espago de estratégias se 35 < N, b;G; =
m(b) A Fg < N, b,G, = M e pertence a uma fronteira externa se 35 <

N,b;G; = M. Em palavras, a fronteira externa consiste de pontos na fronteira

de S°, enquanto as fronteiras internas sdo comuns a pelo menos dois subcones.
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Teorema 4.3 Nao existem equilibrios de Nash locais em fronteiras internas

do espaco de estratégias S°.

Prova. Seja b um ponto em uma fronteira interna. Defina J_, Jy e J, como o

conjunto de agentes ¢ < N tais que

Pela definigdo de fronteira interna, Jy # (). Também é verdade que J, # () (caso
contrério, todo agente geraria a plena capacidade, >~y g;(b) = X<y G; > d,
o que é absurdo).

Tome p € J; e seja b’ = (by,..., b, 1,b,,bp11,...,by). Vamos analisar
L,(b'), o lucro do agente p conforme este varia seu lance b;, mantendo as
ofertas dos outros agentes fixas.

Seja m um agente em .Jy. No ponto b, o preco é 7(b) = b,,,G,,; a geracio
de um agente j em JyU J_ é g;(b) = min {%:’),éj} = Gj; e a geragao de um

mb) A\ _ bmGm

agente 7 em J; (incluindo p) é g(b) = min {T’ Gj} = o

Se aumentamos o lance do agente p, o preco aumenta. O agente p gerara

menos e os agentes que ainda nao saturaram aumentarao sua geracao, ja que a

M

Gy’
: + / + 5

existe b, tal que, se b, € [bp, b, ), 0 preco nao aumenta tanto a ponto de saturar

curva de oferta do agente p foi aumentada®. Por continuidade, como b, <

mais agentes e Jp,u(b") = J_ U Jo.

Da mesma forma, existe b, tal que, se b, € (b; , bp>, nenhum outro agente,
além dos que estao em Jp, deixa de estar saturado (e além disso p nao passa a
gerar a plena capacidade) e Jy,u(b') = J_.

A Figura 4.8 ilustra os dois casos, de aumento ou reducio de bj,. O
cruzamento entre as curvas de oferta e de demanda residual, na situacio b, = b,
ocorre em um ponto de inflexao desta ultima. Isso implica, como visto na tltima
secdo, que o agente p nao estd maximizando sua oferta em b,.

De fato, se b, € {bp, b;;), o lucro do agente p em fungao de b, é dado
pela expressao do Lema 4.1(c) para o lucro de um agente em J,4+. No caso
Ji = {p}, o tinico agente que nao gera a plena capacidade quando b;, € [b,, b})
é o prépriot? p e o lucro é

L,(b) = (4, - ) [d— Y G

=4 / / +
Como essa expressao é crescente com by, qualquer b, € (by, by;) aumenta o lucro

do agente p, e, assim, b nao é Nash local.

90 argumento formal é extenso e nio detalhamos nesse texto.
10A demanda residual do agente p é um segmento vertical para 7 > b, G,p.
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———————

-

______ Jruu(b') = J_

-
-

-

-
-

Figura 4.8: Alteragao do lance de p € Jp4,+ em pontos de fronteiras internas.

Quando J; # {p} é mais facil expressar o lucro como fun¢ao da geracao

g, em vez do lance b,. A troca de varidveis é possivel: pelo Lema 4.1(b),

n() _ d=Yjerun G
M, 140, Y b
J#p

g9, = gp(b') =

J& que Jy # {p}, a férmula é uma bijecao entre g, e b, com inversa

-1

1 1 d_Z'J_ JOG.
bp(gp): ZF ( Y J—l

/
jedy Vi 9p
J#p

definindo assim o lucro em funcdo da geracao Ej(g;) =
Lj(bi,...,b,(g,), - bn). Se Jy # {p} (ou seja, ha outros agentes em .J

além de p), temos, pela equacao (4-4):

-1

- 1 — C
Ly(g) == 2 [g; — (d— > Gj) 9 = 5 (9,)°
jedy Ui jeJ_UJo
J#p
- -1 -1
_ 1 Cp IN\2 1 d a '
==l 2| ol X - 2 Gy
jeJL I jeJ I J€J_UJy
L \ j#p J#p
[ C
- _ _oﬁ + 2"} (g]’,)2 +a"f7yg,

com a notagao a® e ST introduzida na Secao 4.4.
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Aplicando o mesmo argumento!, se b, € (b‘ b+>, temos p € Jpae(b') €

D
- -1 -1
T—/ 1 1 Cp /\2 1 Val /
jeJLUJy 7J jeEJUJy 7 JEJ_
L j#p J#p
S o
— o+ 2] @2 +a5,

Nao surpreendentemente, as férmulas de E;(g;) e f/; (g,) sdo as mesmas

obtidas para as dreas do trapézio. Suas derivadas sdo dadas pela equacao (4-5).
dL, ai )
T;(gp) - Tgp(gp) > 0. Ou seja,

é possivel o agente p melhorar o seu lucro aumentando ou reduzindo seu lance

Seguindo os desenvolvimentos da Se¢ao 4.4.2,

b, (0 que reduz ou aumenta sua geragao g,, respectivamente). Logo b nao é

um equilibrio de Nash local. |

A existéncia de equilibrios de Nash locais em fronteiras externas é um

problema em aberto.

4.6
Globalidade

Pelo Corolario 4.2.1(c) um equilibrio de Nash local induz uma caixa de

outros equilibrios locais. O mesmo vale para equilibrios globais.

Teorema 4.4 Seja J # (). Se b é equilibrio de Nash global no interior de Cy,

entao um ponto b’ tal que
\V/j¢<], b;:b] € VJEJ, b;gbj
também é Nash global no interior de C;.

A demonstracao é apresentada com um vocabulario algébrico, e admite
uma reinterpretagao geométrica que nao apresentamos.
Prova. Por inducao, basta supor que somente um agente tem o seu lance
alterado: tomamos f € J e b’ = (by,... b5 1,0}, bs11,...,by), com by < by.
Seja um agente ¢ qualquer e defina um vetor de estratégias s tal que
sq € Sy (um niimero entre 0 e M/G,), sy = U} e para todo j ¢ {f,q}, s; =b;.
A excecao é o caso ¢ = f, em que definimos s; € S;’ ej#f, s; =0;. Comoo

agente ¢ e a estratégia s, sdo genéricos, b’ serd Nash global se s6 se

Ly(b') = Ly(s).

HAgora Jy UJg # {p}, pois Jy # 0. O caso J_ = () ndo tem maiores implicagdes para o
argumento.
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A demonstragao se divide em quatro casos. Dois fatos serao uteis:
1. Ly(b) = L,(b") (Lema 4.4).

2. Se m > m(b),
min l,éf = min il,éf = éf .
by 0,
jé que, pelo Lema 4.1(a), b;G < b;Gy < m(b) < 7.

Caso 1: s, >b,eq# f

Pelo Teorema 2.1, para o vetor r com ry = s, e 1 = b;, j # q,

min{ﬂ(r),Gq} —d- ¥ min{ﬂér),G]} —min{W[Sr),Gf}.

Sq i¢{a.f} : f

J

Como r, = s, > by, m(r) > w(b). De fato, suponha que nao: 7(r) < m(b). Como

Y j<n Gj > d, temos J # {1,2,..., N}. Assim, ou o0 agente ¢ estd em Jyq.4(b)

e %ﬁ) < %{’) < G, ou algum outro agente j & {q, f} estd em Jpu(b) € @ <
J
mb) o G,. De todo modo, terfamos min{w(r),éq} + X2 min{@,éj} <
J

b; Sq
>_j<xn Min {”é?),éj} = d, um absurdo.
- J
Pelo Fato 2,
min {Mr),Gq} =d— Z min {WZE”’G]} — min {W(/r) ,Gf} ,
%4 i#{a.f} i f
implicando 7(s) = (r) (pela unicidade no Teorema 2.1). Logo, g,(s) =
min {”S(:),éq} = g¢,(r). Como prego e geragdo sao iguais, o lucro também é:

L,(s) = L,(r). E L,(b) > L,(r), pois b é Nash global. Pelo Fato 1,
Lg(b') = Lg(b) = Ly(r) = Ly(s)

e conclui-se a demonstracao para esse caso.

Caso 2: s, <b,eq€e J,comq# f
Consideramos novamente o vetor de estratégias r. Pelo Lema 4.4, w(r) =
m(b) e g,(r) = g4(b), e ai Ly(r) = L,(b). Pelo Teorema 2.1,

min{ﬂr),Gq}—d— 3 min{?,Gj}—min{Wb(:),Gf},

Jit{a.f}
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e, do Fato 2, o lado esquerdo dessa equacao ¢ igual a

i— 3 min{?,Gj}—min{ﬂ(/r),Gf}.

it{a.f}

Segue, pela unicidade do valor do preco spot, provada no mesmo Teorema, que

7(s) = m(r) e g,(s) = min {“s(j),@q} = g,(r). Assim, usando o Fato 1,

Lq<b/> = Ly(b) = Ly(r) = Ly(s) .

Caso 3:s,<byeq¢J
Suponha 7(s) > m(b). Pelo Teorema 2.1,

z s i#Fa} { b
>d—m1n{£s),Gf}— Z min{iSS),]}
f J¢{f.a} J
:d—mm{wb(,s),Gf}— Z mln{ﬁ(s)aj}
I J¢{f.a} J
em que a ultima igualdade vem do Fato 2. Como %j) > %}b) e, pelo Lema

4.1(a), Gy > T2,

min {W@,Gq} > WI()? = min {Wé:’) ,Gq}

assim, min{”s(:),éq} > d — min{”b(?,Gf} — Yi¢ifa) min{”b(:),@j}, uma
contradigao, pelo Teorema 2.1. Logo, 7(s) < w(b).

Pelo Corolério 4.2.1, card(J) < N — 2 e existe i ¢ {f,q} fora de J:

go(b)=d—G; — W(bb) — > min {Wéb) ,Gj} (Teorema 2.1 e Lema 4.1(a))
: JE{fai} J
= d — min {W(,b),Gf} _rb) > min {W(b) ,Gj} ( Fato 2)
% b ielraa b
) = | 7(s) - fms) = :
<d—min{ —=, Gy — — Y min .G, ¢ (pois m(s) < m(b))
by bi elran) b;
. [ 7m(s) . 7m(s) _ —
= d — min y ,Gyr— > min 2 ,Gj ¢ (pois m(s) < m(b) < b;G;).
f J¢{f.q} J
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Portanto, a demanda residual do agente ¢ quando o vetor de estratégias ¢ s,

DR:d—mm{”(,S),Gf}— 3 mm{”éjs),aj},

f i¢{f.q}

é um valor no intervalo (gq(b), min{G,, d}} Existe 7* € [n(s), 7(b)] tal que

d—min{zf } me{b] } DR. (4-7)

J¢{f.a}
De fato, o lado esquerdo é uma funcao continua nao-crescente de 7*, que

assume os valores g,(b) < DR, se 7* = m(b); e d — X, 4, min{?,éj} >

d = min {2 ,Gf} it min {%, G} = DR, se 7 = ()
Deﬁna s > (0 de modo a obter

min {;,Gq} — DR (4-8)
q

Isso é possivel, pois o lado esquerdo é continuo em s} com imagem (0,G,] e o

q
lado direito é menor ou igual a G,.

Suponhamos, por absurdo, s; > b, Como 7* < n(b), temos

min{’r* G, } < min{%}b),éq} = g,(b), levando a contradicio DR < g¢,(b).
Entao s; < by < =

Portanto, podemos definir um vetor de estratégias t € S tal que ¢, = Sy

e Vj #q, t; = b;. Por globalidade, L,(b) > L,(t). Por (4-7) e (4-8),

e e P R
% f ¢}

*

de modo que w(t) = =«
Ly(t) = m(t)ge(t) — %ng(t)2

7(s) e, logo, g,(t) = DR = g,(s). Assim

>
> L,(s). Finalmente, pelo Fato 1,

Lq(b/) = Ly(b) > Ly(t) > Ly(s) -

Caso 4: g=f
Como b ¢ equilibrio de Nash global,

Vs; € 85, Lg(b) > Ly(br,...,bp-1,8p,bsi1,...,by) -

Pelo Fato 1, podemos substituir L¢(b) por L¢(b’) na expressao acima e

concluir que b’ maximiza o lucro do agente f globalmente. [

Este resultado completa a demonstragao do Teorema 4.1(c).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 2012237/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N°2012237/CA

5
Equilibrios de Nash em S*¢

Neste capitulo, cada agente j possui uma capacidade total de geracao

finita G; > 0. Os agentes ddo como lance um par (bj,7;) no espaco
87 ={(b;,7,) | 7; € (0,G,),0 < byg; < M} .

O operador, entao, resolve o problema de minimizacao de custos (2-1), consi-
derando os valores declarados de b; e g;.

O principal resultado neste capitulo é muito semelhante ao Teorema 5.1.
Teorema 5.1 Sejam G; e S =T[;<y S]l-”g como acima e M (Zj<N Ci) > d.
- - J

a. Os equilibrios de Nash locais no interior de S*9 em que <N # d
formam um nimero finito de caivas E;, i < 2V — (];7) — N—1. Em cada

E;, o despacho, preco e lucros resultantes sao constantes.

b. Ses € E; é um equilibrio de Nash global, outro equilibrio de Nash global é
obtido realizando as sequintes operacoes: reduzir a oferta by de um agente
k que esteja gerando com toda a capacidade declarada ou aumentar a
oferta g, de um agente p que esteja sendo despachado sé parcialmente,

mantendo-se em S"9.

Ao longo do texto, indicamos as alteragbes necessarias nos argumentos

do Capitulo 4 que levam a demonstracao do Teorema 5.1.

5.1
Dividindo S*9 em regides

Novamente, para cada s = (b,g) € 8%, existem funcdes 7(s), def(s),
gi(s) e Lj(s) = m(s)g;(s) — 5g:(s): o prego, o déficit, a geracao e o lucro de
um agente j que resultam do problema do operador para os lances dados por
s. Agora, ao declarar capacidades pequenas, os agentes podem induzir déficit.

Os conjuntos complementares relevantes dependem das escolhas g;:

Tran(s) = {7 < N g;(8) =73} » Jpare(s) = {3 < Nl gs(s) <7} -

A contrapartida do Lema 4.1 consiste em substituir G; por g;- Aqui

também é necessario levar em conta a possibilidade de déficit.
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Lema 5.1 Sejas = (b,g) € S* ed > 0.
a. j € Jpart(s) == m(s) <b;g; , j € Jru(s) <= 7(s) > b;g; .

=3, 95

€J ry11(s) 77 _

s Sey<nG; <d, m(s)=M.
J€JIpart(s) bj

c. Seyi<ng;>d, o lucro é dado por

j d— i s) Ji
Ly(s) = (bj N CJ) it ] , s€J € Jpare(s)

2/ | 1405 Yictan(s) bi
i
d - ZiGqul'l(S) gz s -1
LJ(S) = Z #] T gj_ §j + Z N §327 S@j € qull<s)
i€Jpart(s) b; i€ Jpart(s) b

d. Se Y j<ng; < d, o lucro € dado por

. _ Cj_

Vj <N, Li(s) = Mg; — 57,

Prova. No caso 3,<n7; > d, a demonstragao é idéntica a do Lema 4.1. No
caso Y;<n G; < d, pelo Teorema 2.2, 7(s) = M (com a convengao 7(s) = M
quando Y-,y g; = d), e entdo segue (b), e que Jyu(s) = {1,2,..., N}. Como,
Vj < N, b;g; < M = 7(s), segue (a). Por fim, basta substituir 7(s) por M e

g;(s) por g; na expressao do lucro para obter (d). |

Em vez de subcones, agora dividimos 89 nas regides associadas a J:
Ry ={s €8 Jpun(s) = J} .

Aqui, J pode ser qualquer subconjunto de agentes, inclusive {1,2,..., N},
uma regiao que nao existia quando os agentes declaravam somente seus custos
(Capitulo 4). Como serda mostrado no Lema 5.2, essa é a regido em que
>j<ng; < d. Exceto pelo conjunto (2N — 1)—dimensional >,y 7; = d,
qualquer ponto dessa regiao tera déficit nao nulo. Fora dessa regiao, vale o
Teorema 2.1 e nao ha déficit.

Ainda existe a homogeneidade! de grau 0 no vetor b, ou seja, se b € R,
6> 0e (6b) € S, entdo (fb) € R;. No entanto, néa ha homogeneidade nas
capacidades g.

Agora adaptamos o Lema 4.3 para tratar o caso J = {1,2,..., N}.

1A demonstracéo é a mesma que no Lema 4.2 no caso ngN g; >d>0. Se ngN g; <d,
Jrui(0b) = Jpuu(b) ={1,2,...,N}.
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Lema 5.2 Sejas = (b,g) € S"9.
a. s pertence a Rip . N se s se Yy i<y g; < d.

b. s pertence a Ry, com J #{1,2,..., N} se sd se

, d— e Ji , d—>%e g _
Vied b< i iesIi o oyig g T Lierbi 5
T 9 Y ¢ 1+0b; Zﬁ}]bi !

Prova.

(a) Pelo Teorema 2.2, 3-,.ng; < d implica Jpu(s) = {1,2,...,N}. J&
>j<n g; > dimplica Jyuu(s) # {1,2,..., N}, pois caso todos gerassem a plena
capacidade >=;<y g;(s) = X;<n J; > d, 0 que é absurdo.

(b) (<) Somando as capacidades dos agentes que nao estao em .J,

_ _ 1 A= 1 -
;> (1-0) X - ks -,

j¢J icJ j¢J DN YETY e icJ

Assim 35,y g; > d e podemos aplicar a demonstragao do Lema 4.3.

(=) Seb e Ry, com J#{1,2,...,N}, vale 3,-ng; > d pela primeira

parte do lema, e aplica-se a mesma demonstragao do Lema 4.3. [

A seguir, a contrapartida do Lema 4.4. Agora, hd duas variagbes a
considerar para o vetor s: ou um agente diminui seu custo declarado ou

aumenta sua capacidade declarada.

Lema 5.3 Sejas = (b,g) € R,. Suponha uma das duas hipdteses a sequir.

a. ¢ € J es = (b,g) satisfaz 0 < b, < by, g, = g, e, para todo

]7& q, b; :bj7§;' :gj'

q

b.p¢ Jes = (b,g) satisfaz g, < g, < min {@p, %}, b, = b, e para todo
j #pa b; - bj7§;' :gj'
Entios' € Ry e
n(s)=m(s), Vi<N, gi(s') = gi(s) .
Prova. Consequéncia direta do Lema 5.2 e Lema 5.1(b). [

Por fim, o préximo lema caracteriza as fronteiras das regides, correspon-

dendo ao Lema 4.5.
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Lema 5.4 Sejas = (b,g) € 8. Entdo

N
3, s€0R, < .7, =dV (3j <N, bg, =n(s)Vbg, =MVg,=G)

=1

em que OR; representa a fronteira de R ;.

Prova.

(<) Se bjg; = M ou g; = G, para algum j, entdao s € 9S8, Se
Zf\il g; =d,s € ORf12,. N}, Pelo Lema 5.2(a).

Se b;g; = 7(s) e bjg; < M devemos ter 7(s) < M e assim >;cy g; > d,

pelo Lema 5.1(b). Podemos entao aplicar a mesma demonstragao do Lema 4.5.

(=) Seja s € S satisfazendo, para todo 7,
o N
i=1

Defina J = Jpuu(s). Provemos que s esta no interior da regiao R — e logo nao
pode estar na fronteira de nenhuma regiao.

Se "N, g, < d, isso segue diretamente do Lema 5.2(a).

Se ¥ .,G; > d, pelo Lema 5.1(b), o preco é 7(s) = d_z:je‘;{qj. Pelo
Lema 5.1(a), Vj € J,b;g; < m(s) e assim as condigoes do Lema 5.2J¢;alyem com
desigualdade estrita. Por continuidade, pequenas alteracoes das declaragoes de
custo e capacidade b; e g; preservam estas desigualdades. Assim, existe uma

vizinhanc¢a do ponto s que estda em R ;: S esta no interior da regiao. |

5.2
Equilibrios de Nash locais

Assim como no capitulo anterior, os equilibrios de Nash locais podem
estar no interior das regioes R; ou em suas fronteiras. No interior de cada
regiao, a diferenciabilidade da funcao lucro permite encontrar equilibrios locais
igualando as derivadas parciais dos lucros no Lema 5.1(c) a zero. Isso leva ao

Teorema seguinte, analogo ao Teorema 4.2.

Teorema 5.2 Seja J com card(J) < N —2. Um ponto s = (b,g) € R*N é um

equilibrio de Nash local no interior da regido Ry se so se

Vi ¢ J, bj—cj+< > bl) (5-1)

igJU{j}

d— ZiEJ—{'} 9;
Vied g = 17t
’ & 2+¢; Xigs s,

(5-2)
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. d— 3"y G _ . d— 3"y G
V& J, &N <g., Vied b < —ZE&L0 (5-3)
L+b oty o, TG ey,

Se card(J) é N —1 ou N —2 , ndo hd equilibrio de Nash local interior a R ;.
Secard(J) =N e M > d (Z]-SN é)_l, nao existem equilibros de Nash

locais no interior de R ;.

O sistema formado pelas equagdes (5-1) e (5-2) ainda possui solugao
tnica, uma vez fixado J com card(J) < N — 2. De fato, uma vez que se
encontrem os valores de b; resolvendo (5-1), as equagoes (5-2) formam um
sistema linear determinado nas variaveis g;. Um calculo, de facil verificagdo,

dé a seguinte solucao, para S = Ziw(%),

d
245+ (1+¢8) Cies—5) 1+1cis '

Mesmo existindo solugao desse sistema, pode nao haver equilibrios de
Nash locais no interior de R, se as condicoes (5-3) e (5-4) ndo puderem ser
satisfeitas. Quanto maiores os valores de M e G, e quanto menor d, mais facil

serd satisfazer essas desigualdades (ver demonstragao do Corolario 5.2.1).

Prova. Omitimos os detalhes, ja que a demonstracao é idéntica a do Teorema
4.2: primeiro, demonstra-se que as condigoes (5-3) e (5-4) equivalem a s estar
no interior de R; para, em seguida, igualar as derivadas parciais da funcao
lucro a zero e chegar as condigoes (5-1) e (5-2).

A tnica diferenca em relagao ao Teorema 4.2 é que o lucro dos agentes
em .J varia com g, (quando nao havia declaragao das capacidades ao operador,
o lucro para estes agentes era constante em toda a regiao). Assim é necessario
derivar o lucro de todos os agentes (ndo s6 dos que nao estao em J), o que
gera a condicdo adicional (5-2).

O caso card(J) = N — 1 pode ser demonstrado tal como no Teorema
4.2 e o caso card(J) = N — 2 vem do fato de o sistema (5-1) ndo ter solugao
quando ha somente duas equagoes, tal como demonstrado no Lema 3.1.

No caso card(J) = N, suponha, por contradi¢do, que um ponto s no
interior de R é equilibrio de Nash. Pelo Lema 5.1(d),

. _ Cj_
Vj <N, Lj(s) = Mg; — 575 -
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Conclui-se que, para todo agente, g; = CMj, o maximo da funcao quadratica

acima. Caso contrario, como estamos no interior de R, algum agente poderia

aumentar ou diminuir g, € aumentar seu lucro, e esse ponto nao seria Nash.
Consequentemente a geracao total do sistema seria 3,y

<N o M~ d, por hipdtese. Mas isso é absurdo. [ |

Corolario 5.2.1 Seja card(J) < N — 2. Entdo os equilibrios de Nash locais

em Ry, se existirem, formam uma caiza de dimensao N.

Prova. Pelo Lema 3.1, o sistema composto por (5-1) e (5-2) possui uma tnica
solugao 0}, para j ¢ J, e g;, para j € J.

Se, para todo j em J, g; < G, e, para todo k nao pertencente a J,
d_ZiEng(
140y ZiiJu{j} %
7, que satisfazem (5-3) e (5-4). Estes sao os pontos da caixa E dada por um

< min{ b Gk}, entao ¢ possivel encontrar valores para b; e

produto cartesiano de caixas em b e g:

be ] (0 mln{M dzﬂg%}) N0

jeJ gJ gj ZiéJ b; jeJ

d— qr M
ge Hg;‘ X H ( Lics Ji min{[ﬁ, Gj}) ,
j

jeJ j¢J L+ b ZZ¢JU{J} oF

provando o resultado. [ |

Falta analisar os equilibrios de Nash em fronteiras. Assim como no
Capitulo 4, dividimos as fronteiras em dois tipos, conforme o Lema 5.4.
Fronteiras externas do espaco de estratégias S®9 sdo pontos em que Jj <
N,bjg; =M oug; = G;. Fronteiras internas sao os pontos fora das fronteiras
externas tais que »,cng; = d, ou, para algum j, b;g; = 7w(b). Ou seja,
sao pontos entre regides. O Teorema seguinte é andlogo ao Teorema 4.3.

Novamente, o caso de fronteiras externas esta em aberto.

Teorema 5.3 Ndo existem equilibrios de Nash locais em fronteiras internas,

exceto possivelmente por pontos em que 3,y G; = d.

Prova. Seja s um ponto em uma fronteira interna, com >-;<y g; # d. Entao
>j<n g; > d, pois, caso contrario o ponto estaria no interior de Ry, . . Sejam

J_,Jy e Jy os conjuntos de agentes ¢ < N tais que
beG, < 7(b) , b9, = 7(b) , b9, > 7(b).

Pela definigdo de fronteira interna, Jy # 0. Pelo Lema 5.1(a), também

vale que J, # () (caso contrario, todo agente geraria a plena capacidade,
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>j<n 9i(b) = X;<ng; > d, o que é absurdo). Consequentemente, podemos
aplicar o mesmo argumento do Teorema 4.3, isto é, para um agente p ¢ J,
existe um intervalo de valores [b,, b;; ) em que Jpy é J_ U Jp e um intervalo de
valores (b; ,by) em que Jyp € J_, tal como ilustrado na Figura 4.8. Na transigao
de um intervalo para o outro, a derivada apresenta um salto positivo, como
descrito na Proposicao 4.2, de modo que nao podem haver maximos locais do

lucro do agente p em b,,. ]

Com o Teorema 5.2, o Corolario 5.2.1 e Teorema 5.3, fica demonstrada a

parte (a) do Teorema 5.1.

5.3
Globalidade

A seguir, apresentamos resultado analogo ao Teorema 4.4, e que conclui

a demonstracao do Teorema 5.1.

Teorema 5.4 Ses = (b,g) € 8 ¢ equilibrio de Nash global no interior de

uma regido Ry, entdo um ponto s’ = (b',g') € 89 tal que
VigJ Uy=0b; eg;>9g;, Vi€J b;<b; eg;=7;
também é Nash global em R ;.

O ponto s’ do teorema pode estar na fronteira de S®9, se existir j tal que

7; = min{g}, 57 }.

Prova. Novamente, basta supor que somente um agente tem o seu lance al-
terado. No caso de reducao do valor b; de um agente j € J, a demons-
tracao é idéntica a do Teorema 4.4. No outro caso, considere p ¢ J, s’ =

(bagla R 7§p—1’§lp7§p+17 R 7§N) € g;; 2 gp-
Para o agente p, como s é equilibrio de Nash global, para (ug, uy) € S;;’g

Ly(s) > Lp(bl,...,bp,l,ug,bpﬂ,...,bN,yl,...,gp_l,ug,§p+1,...,§N,) .

Pelo Lema 5.3, podemos substituir L,(s) por L,(s’) na expressao acima
e concluir que s’ maximiza o lucro do agente p globalmente.

No caso de outro agente g # p, vamos apresentar uma demonstracao
geométrica. Primeiro, suponha que o agente ¢ altere suas estratégias para
(7"2, r7), de modo que o cruzamento entre a curva de oferta e demanda residual
se desloque para a direita. A Figura 5.1 ilustra esse caso. As curvas pontilhadas

sdo a nova demanda residual (em azul), devido ao aumento da declaracao de
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capacidade do agente p, e a nova oferta do agente ¢ (em verde). As curvas nao
pontilhadas sao as ofertas e demandas residuais originais.

E ficil ver que a curva de demanda residual é alterada somente em
pontos a esquerda do cruzamento entre a oferta (original) e a demanda residual
(original) — demonstragao semelhante & do Fato 2 da prova do Teorema 4.4.
Portanto, como pode ser visto da figura, o novo cruzamento entre oferta e
demanda residual se dd a um prego 7' e geragdo g, que jd eram atingfveis pelo

b

agente ¢ antes das mudangas de estratégias. Logo, (r2,79) é uma estratégia

Q9 q

inferior ou igual a (b4, g,) para o agente q.

ﬂ(f))
T

Figura 5.2: Alteracao da oferta do agente ¢ no sentido de aumentar o preco.

b
qQ’

cruzamento entre a oferta e demanda residual se deslocar para a esquerda é

O caso em que o agente altera suas estratégias para (r Tg), fazendo o

ilustrado na Figura 5.2. As curvas verde e azul possuem o mesmo significado.

Desta vez, o agente ¢ pode reduzir a capacidade ofertada, alterando sua
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oferta para a curva vermelha, e chegar a um preco 7’ maior, com a mesma
geracao. Logo, seu lucro aumentaria. Mas novamente, o preco 7" era atingivel
originalmente com a mesma geracao. Assim, a estratégia 6tima do agente ¢ é
manter-se na estratégia (by,g,)-

Portanto, quando o agente p ¢ J aumenta sua oferta de capacidade, qual-
quer outro agente ¢ nao pode aumentar seu lucro desviando-se da estratégia

(bg,9,)- Assim, s’ é equilibrio de Nash global. [
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Simulacao Computacional

Os resultados apresentados nesta dissertacdo permitem encontrar equi-
librios de Nash locais e globais computacionalmente. Este capitulo apresenta
algoritmos com esse intuito, para os casos apresentados nos capitulos 4 (agentes
declaram somente b € S° e as capacidades sdo limitadas) e 5 (agentes decla-
ram (b, g) € §9). O caso do capitulo 3 (agentes declaram somente b € S e
as capacidades sao ilimitadas) serd apresentado como um subcaso do primeiro,
na Secao 6.1.1.

Como sempre, consideramos como dados o nimero de agentes no sis-
tema N; seus custos e capacidades reais, respectivamente (cy,cs,...,cn) €
(G1,Gs, ...,Gy); o custo de déficit M e a demanda d.

A implementagao foi feita em MATLAB, em computador com processa-
dor Intel(R) Core(TM) i7-8565U CPU 1.80GHz e 16 GB de RAM.

6.1
Caso S’ com capacidades limitadas

6.1.1
Algoritmo

O seguinte algoritmo encontra todos os equilibrios de Nash locais no
interior de Cj, se existirem. Também verifica a existéncia de equilibrios de

Nash globais em C; e, caso positivo, retorna um deles.

Algoritmo 1 Encontrar equilibrios de Nash em C;,

1: Fixe J com card(J) < N — 2 e € pequeno.

2: Encontrar s > 0 que resolve
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4: Verificar se

d—=S"Gi>0 e Vj¢J

ieJ

d — A .
S

Caso negativo, pare: nao existe equilibrio de Nash local em C;.

5: Para todo j € J, calcular

P (M d-%,G
ke A e

=2

: Os equilibrios de Nash locais sdo a caixa

IT (0, b;) x TT®; -

jeJ jeJ

7. Verificar se b = [[ ¢, ij X [I;¢ b} € equilibrio de Nash global.

Descrevemos em mais detalhe a implementacao dos passos acima. Os
passos 2 a 6 do algoritmo se baseiam no Teorema 4.2 e Corolario 4.2.1.
Os passos 2 e 3 do algoritmo calculam a solu¢ao do sistema (4-1) — dada
pelo Teorema 3.2. O passo 4 verifica se as condigoes (4-2) e (4-3) podem ser
satisfeitas. Caso positivo, os passos 5 e 6 retornam todos os pontos no interior
de C; que satisfazem essas condigoes e sao, portanto, equilibrios de Nash locais.
Esses pontos, como vimos, formam uma caixa.

O passo 7 se baseia no Teorema 4.4. Por esse teorema, se ha equilibrios
de Nash globais no interior de C;, entao, para ¢ suficientemente pequeno,
[ljes 0 x ILj¢s b} € equilibrio de Nash global. Nao sabemos o quao pequeno 4
precisa ser. Assim, se [];c; €b; X [];¢; b7 no passo 7 nao ¢ um equilibrio de Nash
global, nao podemos rigorosamente dizer que nao existem outros equilibrios
globais no interior de C;: s6 sabemos que pontos da caixa com b; > dN)j para
todo j € J ndo o sao. Mas possiveis equilibrios globais estarao restritos a uma
vizinhanga minuscula do ponto [];c; 0 X I;¢; b;.

Podemos aplicar o algoritmo a todos os subconjuntos J C {1,2,... N}
com cardinalidade menor que N — 2, se o objetivo for encontrar todos os
equilfbrios possiveis no interior de S® (dado que o Teorema 4.3 exclui a
possibilidade de outros equilibrios interiores, isto é, em fronteiras internas de
8%, ou parar se e quando acharmos C; com equilibrio de Nash global. Como o
niumero de subcones em que equilibrios de Nash sao possiveis é 2V — (];[ ) —N-1,
a complexidade do algoritmo descrito cresce exponencialmente com o nimero
de agentes.

No caso de capacidades ilimitadas, apresentado no Capitulo 3, basta fixar

J = (), resolver os passos 2 e 3 (o0s passos 4 em diante ndo se aplicam) e verificar
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as condicdes do Teorema 3.2. Caso positivo, o ponto em S® encontrado no passo

3 é o unico equilibrio de Nash global (e local).

6.1.2
Implementacdao computacional

No Passo 2, usamos o método de Newton-Raphson, com ponto inicial
S =2i¢s é Como se vé na Figura 3.2, esse ponto esta a direita do ponto fixo.
Logo, a concavidade da funcao ® garante que o algoritmo convergira para ele
(e ndo para zero, que seria o caso se inicidssemos com um ponto a esquerda do
ponto fixo). As derivadas de ® sdo calculadas, em cada iteragdo do método,
usando a formula explicita (3-5), obtida na demonstragao do Lema 3.1.

Para verificar a globalidade no passo 7, tomamos um agente j < N,
fixamos as estratégias dos N — 1 concorrentes e calculamos o lucro L; em uma
malha de pontos em S;’ . Se em algum ponto da malha, o lucro for maior que
no ponto testado, entdo este nao ¢ um equilibrio de Nash global'. O mesmo
processo € realizado para todos os agentes.

Para um caso com 14 agentes, o algoritmo levou cerca de 14 segundos

para percorrer todos os subcones C; com card(J) < N — 2.

6.1.3
Exemplo

Sejam quatro agentes, com custos (cy,co,c3,¢4) = (0.8,0.4,0.3,0.2) e
capacidades reais (G, Go, G, G4) = (600, 1200, 1300, 5000). O custo de déficit
é M = 6000. A Tabela 6.1 mostra os resultados do Algoritmo 1, para alguns
valores de demanda d.

Subcones C; com card(J) > N — 2 ndo podem ter equilibrios de Nash
locais em seu interior, pelo Teorema 4.2 e Corolario 4.2.1(a). Assim, a busca
por equilibrios se restringe aos subcones indicados nas colunas da tabela.

A primeira linha mostra os valores de b; (para j ¢ J) encontrados apés
aplicar os passos 1 a 3 do Algoritmo 6.1.1 em cada subcone. Estes valores sao
independentes da premissa de demanda.

O passo 4 verifica a existéncia de equilibrios de Nash locais. As células
da tabela em vermelho mostram subcones (colunas da tabela) que, para dada
demanda (linhas da tabela) nao possuem equilibrios de Nash locais. Nas células
restantes (em amarelo ou verde), o algoritmo prossegue com os passos 5 e 6.
A tabela mostra os limites superiores Ej (encontrados no passo 5), com j € J,

para que um ponto seja equilibrio de Nash local. Ou seja, equilibrios de Nash

10 desempenho computacional poderia melhorar se, ao invés de analisar uma grade de
pontos em S;’, analisdssemos somente os pontos de méaximo local.
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Tabela 6.1: Exemplo com 4 agentes e espaco de estratégias S°.

J=1{1} J=1{2} J =1{3} J =1{4}
i ; i by =113 | by=118 1} b5 =123
i b, =058 | b, =068 | ! b, =083 { by =089
| b3 =049 1§ b;=059 | by=0.71 i by =082
b, = 0.41 b, = 0.52 b, = 0.64 by =069 !

b, = 0.96

d =500

d = 1000

d = 2000 b; < 0.46 b, < 0.17 bz < 0.15

d = 3000 b; < 0.78 b, < 0.39 bs < 0.37

d = 4000

d = 4500 by < 1.27

d =4900

d = 6000

. Nem local, nem global Nash local Equilibrios locais contendo

equilibrios globais

locais em um subcone C; possuem valores fixos para b; no caso de j ¢ J,
mostrados na primeira linha da tabela (e invariantes com a demanda); e o
valor de b; para j € J pode variar no intervalo (O, Bj), indicado na tabela para
cada possivel valor de demanda.

Por exemplo, para a demanda d = 2000, o subcone Cg4; nao possui
equilibrios de Nash locais. No subcone Cysy, os equilibrios formam o segmento
unidimensional b € 1.18 x 0.83 x (0,0.15) x 0.69. No subcone Cygy e Cy13, 08
equilibrios de Nash sao segmentos em que by e b; variam, respectivamente. No
caso do subcone Cy, s6 o ponto (0.96,0.58,0.49,0.41) é equilibrio de Nash local
(motivo pelo qual as células dessa coluna nao possuem férmula).

Por fim, o passo 7 fixa, para cada subcone e para todo j € J, b; = EB]‘ e
verifica se esse ponto da caixa ¢ equilibrio de Nash global. Utilizamos ¢ = 1077,
As células em verde sao aquelas em que tal ponto é equilibrio de Nash global;
as células em amarelo sdo aquelas em que nao é.

Neste exemplo, ndo ha nenhum equilibrio de Nash global quando a
demanda é maior que 3000 (pelo menos para os valores testados). Se a demanda
esta entre 500 e 3000, o tnico equilibrio de Nash global encontrado esta no
subcone Ry. Diferente dos equilibrios locais, os quais foram encontrados todos,
somente um equilibrio de Nash global foi localizado (o equilibrio com b; = d~)j
para j € J). H& outros equilibrios de Nash globais, mas todos eles levarao a

mesma geragao, preco e lucro dos agentes.
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6.2
Caso Sh9

6.2.1
Algoritmo

O seguinte algoritmo ¢ aplicavel no caso em que os agentes declaram para

o operador tanto fungoes de custo b, g?- /2 como disponibilidades maximas g;.

Algoritmo 2 Encontrar equilibrios de Nash em R ;

1: Fixe J e € pequeno.

2: Encontrar s > 0 que resolve

3: Para todo j ¢ J, calcular

)

1 c? 1\2
by =2+ -+ ]+<) :
S 4 S

12

e para todo j € J, calcular

-1
14 e

g;:d(2+cjs+ > 1+st) :
icJ—{j} + ¢;S

4: Verificar se

d— .. aF
Vj ¢ J, 2;16ng

<min{M,b;G;} e VjelJ g;<Gj.

Caso negativo, pare: nao existe equilibrio de Nash local em R .

5: Para todo j € J, calcular

- {M d—zz'ngf}
9

b; = min ,
=%
958

e para todo j & J,

_ M d—>"._,a*
f]j:min{G } egjziz@gl.

Jo 7w *
b; bis

6: Os equilibrios de Nash locais formam a caixa:

be T (0,b;) x [T0;,

jeJ i¢J
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gelg <11 @ 3) -

JjeJ JgJ

7. Verificar se (b, g) com

b=]]eb;x[[t; ¢ g=119; %113
jeJ

jed i¢J 2

é equilibrio de Nash global.

Os passos 2 e 3 resolvem as equagoes (5-1) e (5-2) do Teorema 5.2. O passo
4 verifica se é possivel atender as condigoes (5-3) e (5-4) do mesmo teorema.
Caso positivo, os passos 5 e 6 calculam a caixa de equilibrios de Nash locais.
Por fim, o passo 7 verifica a existéncia de equilibrios de Nash globais, baseado
no Teorema 5.4, aplicando-se as mesmas ressalvas apresentadas na Sec¢ao 6.1.1.

Pelo Teorema 5.3, o algoritmo encontra todos os equilibrios de Nash
locais no interior de S®9, com possivel excecdo de pontos em que >i<ng; =d.
Encontra também um equilibrio de Nash global em R, se existir e se € for
suficientemente pequeno (Teorema 5.4). Pode haver outros equilibrios globais
em R, mas terao mesmas geracoes, lucros e preco, sendo, assim, equivalentes.

Os passos 2 e 7 sao implementados conforme descrito na Segao 6.1.2.
Para os casos de 14 agentes testados, o algoritmo tipicamente leva cerca de 30

segundos para percorrer todas as regioes Ry com card(J) < N — 2.

6.2.2
Exemplo

Consideramos o mesmo sistema elétrico apresentado na Secao 6.1.3, mas
agora os agentes podem declarar tanto b; como g;. A Tabela 6.2 mostra
os resultados. As cores tém a mesma interpretacao que na Tabela 6.1. Os
valores de b; para j ¢ J encontrados no passo 3 estdo na primeira linha da
tabela (novamente, independem da demanda), enquanto os valores de g; para
j € J calculados no mesmo passo variam com a demanda e sdo mostrados nas
respectivas linhas (em letras vermelhas).

Os equilibrios de Nash em cada regiao formam uma caixa de dimensao
quatro (em Rg), com os limites méximos para b;, j € J, e minimos para g;,
j ¢ J, indicados na respectiva célula da tabela. O limite minimo para b;, j € J,
é zero e o limite maximo para g, é* G;. Ambos sdo suprimidos da tabela.

Ressaltamos que, nas células em verde, que indicam a existéncia de equi-
librios de Nash globais em dada regiao, os pontos que satisfazem as desigual-

dades indicadas sao equilibrios locais, mas nao necessariamente globais. Nessas

ZNeste exemplo especifico, §; = min{G;, M/br} = G, em todas as regides.
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regides, somente podemos ter certeza que os pontos com

be[[0.e)x[[t; e g8=11g %13

jeJ i¢J = j¢J

sdo equilibrios de Nash globais. Novamente, usamos € = 10~°.

Tabela 6.2: Exemplo com 4 agentes e espaco de estratégias S9.

\ b, =058 | b,=068 | i b, = !
| b3=049 1§ b3=059 1§ by=071 | i
{ by =041 | by=052 | by=064 | by=069 | ;
d = 2000 g1 =329 g, = 564 g3 = 656 G4 =760
g1 > 287 by < 1.00 g1 > 327 g1 > 326 g1 > 320
o > 475 Jo > 484 b, < 0.66 Jp > 460 gy > 440
g3 > 561 g3 > 552 g3 > 525 bs < 0.58 g3 > 480
Ja > 675 Ja > 634 Ja > 584 Ja > 557 b, < 0.52
d = 3000 g1 = 493 J, = 846 Js = 984 Ja = 1139
g1 > 431 by < 1.00 g1 > 491 g1 > 490 g1 > 480
o > 713 o > 727 b, < 0.66 go > 690 g, > 661
g3 > 842 g3 > 829 gz > 787 bs < 0.58 gz > 721
ga > 1014 Ja > 952 Ja > 876 Ja > 837 b, < 0.52
d = 3700 Ja = 1405
g1 > 532 g1 > 592
g2 > 879 . > 815
gz > 1039 g
ga > 1251 .
d = 4000
g1 > 575
g > 951
gz > 1123
ga > 1352
d = 4500 [ [ [ e
. Nem local, nem global Nash local Equilibrios locais contendo

equilibrios globais
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7
Conclusao

Essa dissertagao analisou equilibrios de Nash locais e globais em mercados
elétricos em que as func¢oes de custo reais e declaradas por agentes geradores
ao operador do sistema elétrico sao quadraticas e cotadas.

Mostramos que, quando as capacidades sao infinitas, sob certas condi-
¢oes, existe um unico equilibrio de Nash local, que é também global. Quando
o nimero de agentes tende a infinito, esse equilibrio tende ao equilibrio com-
petitivo (em que agentes declaram seus custos reais ao operador).

Com capacidades limitadas, os equilibrios de Nash locais no interior do
espaco de estratégias formam um nimero finito de caixas. Em cada caixa, o
preco, a geracao e os lucros sao iguais, e assim podemos, com algum abuso, falar
em um numero finito de equilibrios de Nash locais, cotado por 2V — (12v ) —N-—1.

As caixas possuem dimensao significativamente menor que o espago.
Se o agente declara somente custos, as caixas tém dimensao varidvel — a
cardinalidade de J, sendo C; o subcone em que a caixa esta. Ja se o agente
declara custos e capacidades, a dimensao das caixas é o numero de agentes V.

Outro resultado para o caso de capacidades finitas ¢ que um ponto de
uma caixa ser (ou nao ser) equilibrio de Nash global implica que outros pontos
também sao (ou nao sdo). Mostramos que vizinhangas de um vértice especifico
de cada caixa sao os locais mais indicados para buscar equilibrios globais.

Com esses resultados, elaboramos algoritmos para encontrar equilibrios
de Nash locais e globais, que foram descritos e exemplificados no Capitulo 6.

Existem ainda diversas questoes ainda em aberto a serem exploradas. Por
exemplo, a existéncia e caracterizacao de equilibrios de Nash locais e globais na
fronteira do espago de estratégias (no caso de capacidades finitas). Outra frente
de trabalho é buscar métodos computacionais mais eficientes de percorrer os
subones/regides — é bem possivel que a existéncia ou niao de equilibrios de
Nash locais ou globais em uma regido permita afirmar algo sobre a existéncia
ou nao de equilibrios em outros subcones/regides. A extensao dos resultados
para fungoes de custo mais genéricas e para o caso de o problema do operador
incluir outras restrigoes fisicas dos sistemas elétricos também é relevante para

a compreensao de sistemas elétricos reais.
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A
Demonstracoes adicionais

O Teorema A.1 prové uma demonstracao simples para o fato de que
as condi¢oes de KKT sao suficientes no caso da otimizagdo de uma funcao
convexa sobre um poliedro convexo. O teorema usa o fato de que uma funcgao
convexa é sempre superior que sua aproximacao afim. Vale observar que
existem condigoes mais gerais em que pode ser demonstrado que as condigoes

de KKT sdo necessérias e suficientes [26].

Teorema A.1 Seja o problema de otimizagdo

s.a.

Ax <b

com F uma fungdo real convexa e diferencidvel no R" e A uma matriz.
Entao as condigoes de KK'T sdo suficientes para otimalidade da solugdo.

Isto €, se xq e \g satisfazem:

AfEO < b

VI (z) = ALA
Ay (Azg —b) =0
Ao <0

xo € solugcao otima.

Prova. A condigao (A-1) garante que z estd no conjunto admissivel. Basta,
portanto, provar que para todo y no dominio, F'(y) > F(zo).
Seja y tal que Ay < b. Pela desigualdade do gradiente de funcgoes
convexas:
F(y) > F(xo) + VEF'(20)(y — o)

Por (A-2):
F(y) > F(xo) + NA(y — o)
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Apéndice A. Demonstracbes adicionais

Por (A-4), Ay < be A\ <0, implicando \; Ay > \jb. Logo:
F(y) = F(xo) + Xy (b — Azo) = F(o)
com a tultima igualdade vindo de (A-3).
A Proposicao A.1 é utilizada na demonstracao da Proposicao

Proposicio A.1 Seja N > 1 e a fungdo com dominio S°

d r
L0 (Sigs )|

C.
Lj(bl, .. .,bN) — <bj - 2j>

. 9L 1\ 9L 1
EntCLOTb;>O(—)bj<Cj+(Zi#jb7> e BbJQ.J >O<—)bj>2(zi7éjb7

Prova. Calculando derivadas, encontramos

86

3.1.

)_1+%cj.

2 ¢
oL; _ d 1—9 Zl (j‘?)
0b; 1+b; (Zi;ﬁj b%) iz Vi) 140, (Zi;ﬁj b%)
e
2L, 2% (Xizj 3 1
a&b;:_ ( #b? T2+ 2y <2Cj_bj> '
O I S e
Dessas formulas e do fato de que 3, ; b% > 0 (pois S* C RY)),
OL; 1 — 3
J>0<:>1—2(Z) (J 2)1 >0
ob; Z0) 14 (Tig )
1 1 ;
= b Y >2 (> (j—cj)
1, L, 2
1#£] i#£]
1 1\
= (bj—) (D] <l = b<c¢+ | —
1#£] i#]
e
0L, 1 3
8b§j >0 <= 2+ (;bz) <20j—bj> <0
1\ 3
<~ bj>2( ) + ¢
iz bi 2
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O Teorema seguinte ¢ mencionado ao fim da Secao 3.3.

Teorema A.2 Suponha L > 0 tal que 0 < (¢);y < L e b, =
(b1, bn2, .o buy), comn > 2, resolvendo
-1
1
bn,i

ngn,bn’j:Cj—F E
i<n
i#j

3 -1
Se inf ey (bj) > L eM > dlim, (2?21 ;J) , entdo existe k tal que para

-1 _
t0d0N>k,M>d(ZN 1) e, para todo j < N, bj > by ;.

J=1b;

Prova. Pela definicao de limite, existe k* tal que

~1
"1
Vn > k¥, M >d Z = .
j=1 bj
Seja k > max {k:*, — 2 11, 2}. Se N > k, pela expressao acima, temos
lnfj€N<b]')—L
~1
M >d (Z?’:l ;) . Além disso, para todo 7 € N, N > k > % + 1. Logo,
j 3¢
pela Proposigao 3.2, b; > ¢; + A?—fl > by [

O Lema seguinte nao foi usado nesta dissertacao, mas mostra que os

lances b; decrescem com um aumento do nimero de agentes.

Lema A.1 Seja (cj)jeN >0eb, = (by1,bn2,...,bnn), comn > 2, que resolva
-1
. 1
VJén,bn’j:Cj—F Zb ‘
i<n Ynyi
i#j
Entao bk+1’j < bk,j'
Prova.
Pelo Lema 3.1,
ci 1 A2 1 | 2 1
bp .= L 1 — A by = 2L 4+ — 9oy =
biT o T TN T e Ty T TN T T

com Sy e S sendo as respectivas solugoes de

-1

¢ 1 c? 1
50:@0(50)22(2—1-50—1— 4+S§> e

i<k
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~1
¢ 1 |

Sl:q)l(Sl):K;_l (2+5,1+ 4"‘5%)
Assim, basta provar que S; > Sp.

A fungao @ é concava com limg o Pp(s) = 0 e limg_,o Pj(s) > 1 (como
na demonstragao do Lema 3.1). Com um pouco de anélise, demonstra-se que,
para s < Sp, Po(s) > s (ver Figura 3.2).

Suponha por contradigdo que 57 < Sp. Entao ®y(S;) > Sp. Além disso,
D,(S1) > Py(S1) (pois ®; tem uma parcela a mais no somatorio, positiva e

nao-nula). Mas isso implicaria ®1(S;) > Si, o que é absurdo. |
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