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Resumo

Santos, Mariana Gomes Dias dos; Lima, Roberta; Sampaio, Rubens.
Analise do custo computacional do método de Monte
Carlo: uma abordagem estocastica aplicada a um problema
de vibracgoes com stick-slip. Rio de Janeiro, 2023. 95p. Tese
de Doutorado — Departamento de Engenharia Mecanica, Pontificia
Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

Um dos objetivos desta tese é analisar o custo computacional do
método de Monte Carlo aplicado a um problema modelo de dinamica,
considerando incertezas na forca de atrito. O sistema mecanico a ser
estudado é composto por um oscilador de um grau de liberdade que se
desloca sobre uma esteira em movimento. Considera-se a existéncia de atrito
seco entre a massa do oscilador e a esteira. Devido a uma descontinuidade
na forca de atrito, a dindmica resultante pode ser dividida em duas fases
que se alternam, chamadas de stick e slip. Neste estudo, um parametro
da forga de atrito dindmica é modelado como uma variavel aleatéria. A
propagacao de incerteza é estudada por meio da aplicagdo do método
de Monte Carlo, considerando trés abordagens diferentes para calcular
aproximacoes da resposta dos problemas de valor inicial que modelam a
dindmica do problema: NV) aproximagoes numéricas calculadas usando
método de Runge-Kutta de 4° e 5° ordens com passo de integracao variavel;
NF) aproximagoes numéricas calculadas usando método de Runge-Kutta de
4° ordem com passo de integracao fixo; AN) aproximagao analitica obtida
com o método de multiplas escalas. Nas abordagens NV e NF, para cada
valor de pardmetro, uma aproximacao numérica foi calculada. Ja para a AN,
apenas uma aproximacao analitica foi calculada e avaliada para os diferentes
valores usados. Entre as varidveis aleatorias de interesse associadas ao
custo computacional do método de Monte Carlo, encontram-se o tempo de
execucao e o espaco em disco consumido. Devido a propagacao de incertezas,
a resposta do sistema é um processo estocastico com uma sequéncia aleatéria
de fases de stick e slip. Essa sequéncia pode ser caracterizada pelas seguintes
variaveis aleatérias: instantes de transicao entre as fases de stick e slip,
suas duragoes e o numero de fases. Para estudar as variaveis associadas ao
custo computacional e ao processo estocastico foram construidos modelos
estatisticos, histogramas normalizados e graficos de dispersao. O objetivo é
estudar a dependéncia entre as variaveis do processo estocastico e o custo
computacional. Porém, a construcao destas analises nao é simples devido a
dimensao do problema e a impossibilidade de visualizacao das distribuigoes

conjuntas de vetores aleatorios de trés ou mais dimensoes.
Palavras-chave
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Abstract

Santos, Mariana Gomes Dias dos; Lima, Roberta (Advisor); Sam-
paio, Rubens (Co-Advisor). Analysis of the computational cost
of the Monte Carlo method: a stochastic approach applied
to a vibration problem with stick-slip. Rio de Janeiro, 2023.
95p. Tese de doutorado — Departamento de Engenharia Mecanica,
Pontificia Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

One of the objectives of this thesis is to analyze the computational
cost of the Monte Carlo method applied to a toy problem concerning
the dynamics of a mechanical system with uncertainties in the friction
force. The system is composed by an oscillator placed over a moving
belt. The existence of dry friction between the two elements in contact
is considered. Due to a discontinuity in the frictional force, the resulting
dynamics can be divided into two alternating phases, called stick and slip.
In this study, a parameter of the dynamic friction force is modeled as
a random variable. Uncertainty propagation is analyzed by applying the
Monte Carlo method, considering three different strategies to compute
approximations to the initial value problems that model the system’s
dynamics: NV) numerical approximations computed with the Runge-Kutta
method of 4th and 5th orders, with variable integration time-step; NF)
numerical approximations computed with the Runge-Kutta method of 4th
order, with a fixed integration time-step; AN) analytical approximation
obtained with the multiple scale method. In the NV and NF strategies, for
each parameter value, a numerical approximation was calculated, whereas
for the AN strategy, only one analytical approximation was calculated and
evaluated for the different values of parameters considered. The run-time
and the storage are among the random variables of interest associated with
the computational cost of the Monte Carlo method. Due to uncertainty
propagation, the system response is a stochastic process given by a random
sequence of stick and slip phases. This sequence can be characterized by the
following random variables: the transition instants between the stick and
slip phases, their durations and the number of phases. To study the random
processes and the variables related to the computational costs, statistical
models, normalized histograms and scatterplots were built. Afterwards, a
joint analysis was performed to study the dependece between the variables of
the random process and the computational cost. However, the construction
of these analyses is not a simple task due to the impossibility of viewing
the distributionto of joint distributions of random vectors of three or more

dimensions.
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1
Introducao

O método de Monte Carlo (MC), utilizado na constru¢do de modelos
estatisticos (uma aproximagao para modelos probabilisticos), em integragao
numérica e em otimizacao de fungoes objetivo, se tornou muito popular devido
a sua aplicabilidade e simplicidade de implementagao [1]. O método pode
ser aplicado em diversas areas como pesquisa operacional, previsao climatica,
mercado financeiro e engenharia. Nesta tese, o método MC sera usado como
uma ferramenta para construir modelos estatisticos da resposta de um sistema
com uma entrada estocastica. Na construcao de tais modelos, o MC pode ser
dividido em trés etapas: a geracao das realiza¢oes de entrada, a transformacao
do objeto aleatério e a obtencao das realizagoes de saida. Na primeira etapa,
as realizacoes do objeto aleatério de entrada sao geradas de acordo com um
modelo probabilistico conhecido. Na segunda etapa, o método transforma um
problema estocastico em varios problemas deterministicos, onde em cada um é
utilizado uma realizacao do objeto aleatoério de entrada. Devido a propagacao
de incertezas, os resultados obtidos pela transformacao também sao objetos
aleatérios, conforme mostrado em [2, 3|. Na dltima etapa, para cada amostra
do objeto aleatério de saida é construido um modelo estatistico. Um critério
de convergéncia é usado para determinar se as estatisticas amostrais atendem
a um erro pré-definido. Se o critério nao for atendido, deve-se aumentar o
tamanho da amostra de entrada até que o critério seja cumprido, isto quando
a varidvel tiver estatisticas definidas. Em [4, 5] sdo tratados os conceitos de
probabilidades que baseiam o método, sua descricio e algumas aplicagoes
numeéricas em um ambiente MATLAB.

Em geral, a construcao de um modelo estatistico com acuracia exige uma
amostra composta por um numero grande de realizagoes. Por isso, trabalhar
com este método significa lidar com uma grande quantidade de dados [6].
Vale observar que o método de MC é baseado na Lei dos Grandes Numeros
[5]. O tamanho da amostra também influéncia na qualidade da construgao de
histogramas normalizados que podem ser construidos para os objetos aleatérios
de saida. Além disso, mensurar se o tamanho da amostra é suficiente torna-
se mais complexo quando o problema implica em trabalhar com espacos de

dimensao superior a dois, onde aparece uma dificuldade extra na visualizacao
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das distribui¢oes de probabilidade.

A medida que o nimero de realizagoes aumenta, o histograma normali-
zado tende a se aproximar da distribuicao de probabilidade do objeto aleatério
de interesse. Para o caso de vetores aleatérios, cuja distribuicao de probabi-
lidade conjunta é dada por uma superficie (ou hipersuperficie), normalmente
um numero ainda maior de realizagoes é necessario, em comparagao com o
que seria utilizado para aproximar a distribuicao para uma variavel aleatoéria.
O tamanho da amostra do objeto aleatorio esta relacionado com a acuréacia
tanto dos modelos estatisticos quanto dos histogramas normalizados, que sao
ferramentas importantes para analisar os objetos aleatorios de saida. Porém,
em alguns casos nao é possivel gerar o tamanho de amostra necessario de-
vido a limitagoes computacionais de hardware (como memoria e processador)
e a uma limitagao temporal (como o tempo de execugao para tratar todas as
realizagoes). Em contrapartida, geralmente, o método de Monte Carlo é para-
lelizavel, ou seja, é possivel dividir um problema em varias partes e executa-las
de forma independente, contribuindo para a diminui¢ao do tempo de execucao.
Outro ponto importante relacionado ao custo computacional é o tipo de trans-
formacao a qual as realizacoes sdo submetidas. Estas transformacoes podem
ser simples, como no caso da soma de duas variaveis aleatorias, ou complexas,
como por exemplo um problema de valor inicial (PVI).

Nesta tese, o método de Monte Carlo foi aplicado para construir o
modelo estatistico de um processo aleatorio associado a dindmica de um
sistema. O sistema a ser estudado é composto por um oscilador de um grau
de liberdade que se desloca sobre uma esteira em movimento. Considera-se a
existéncia de atrito seco entre a massa do oscilador e a esteira. Devido a uma
descontinuidade na forca de atrito, a dindmica resultante pode ser dividida
em duas fases que se alternam, chamadas de stick e slip. O objeto aleatério
de entrada é uma variavel aleatoria que modela um dos parametros da forga
de atrito seco. A transformacao a qual cada realizacao sera submetida é o
PVI que modela a dindmica do sistema. A saida é um processo estocastico
associado a dindmica do sistema e as variaveis aleatorias associadas ao custo
computacional. Foram usados trés métodos de aproximacao diferentes para
calcular aproximagoes para a resposta de cada realizacao. Nesta tese, o custo
computacional consumido para executar cada método foi modelado como uma
variavel aleatéria. Estudou-se a distribuicao conjunta do custo e de variaveis

aleatérias associadas ao processo estocastico da resposta do sistema.
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1.1
Métodos de aproximacao

Sistemas dinamicos, em geral, sao modelados por problemas de valor
inicial compostos por equagoes diferenciais ordinarias (EDO) ou parciais
(EDP), com condigoes iniciais e/ou de contorno. Em [7-9] alguns dos métodos
utilizados para modelar sistemas dindmicos podem ser encontrados.

No contexto de problemas dinamicos estocasticos estudados através do
método de Monte Carlo, a etapa de transformagao das realizagoes exige resolver
problemas de valor inicial. Isto implica que, para cada realizagdo, um PVI
deve ser resolvido. Ou seja, é preciso integrar uma equacao diferencial de
acordo com suas condigoes iniciais e/ou de contorno. Quando um PVI nao
tem solugao analitica conhecida ou calcula-la é uma tarefa complexa, métodos
de aproximacao podem ser usados. Os métodos mais populares sao os analiticos
[10-13] e numéricos [14-17]. Ambos podem fornecer aproximagoes com tanta
precisao como for desejada, porém com custos diferentes.

Os métodos numéricos foram muito desenvolvidos nos ultimos anos e
amplamente aplicados em problemas de diversas areas da engenharia. Pacotes
computacionais de facil utilizacao foram criados e hoje fazem parte dos mais
tradicionais programas de simulagdo numérica. Segundo Atkinson [14] e Savi
[17], 0 método de Runge-Kutta é um dos métodos numéricos mais populares
por aliar simplicidade de implementagao e precisao. De forma geral, para
a aplicacdo desse método, é preciso definir um intervalo de integracao e
posteriormente discretiza-lo. Assim, é criada uma malha, cuja particao pode ser
uniforme ou nao, onde o incremento entre dois pontos contiguos é chamado de
passo de integragao. Usando uma integracao numérica no dominio do tempo,
uma aproximagcao para a resposta do sistema é calculada para cada ponto
da malha usando informacoes dos pontos anteriores. Por isto, a acuracia de
uma aproximacao esta relacionada com a discretizacao da malha, quanto mais
refinada uma malha, mais proximo serao os pontos e menor o erro de uma
aproximacao. Porém, isto acarreta um ntmero maior de calculos, o que por
consequéncia aumenta o custo computacional, tanto em relacao ao tempo de
execugao, quanto em espago em disco. Em compensacao, com um passo de
integracao grande, a integracao pode perder precisao e nao conseguir identificar
caracteristicas importantes da resposta. Adicionalmente, como aproximagoes
numéricas sao calculadas ponto a ponto de acordo com as informacgoes dos
pontos anteriores, este tipo de aproximacao nao permite o entendimento direto
de como a dinamica depende dos parametros do problema. Por isso, ao mudar
o valor de algum parametro, é necessario fazer uma nova integracao numeérica,

ou seja, para a mesma quantidade de valores analisados, a mesma quantidade
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de integragoes numéricas devem ser calculadas.

Os métodos analiticos também podem ser usados para calcular aproxi-
macoes de respostas de PVIs. Dispondo de uma expressao analitica para fazer
uma andalise paramétrica, ao invés de integracdes numéricas para cada valor
de pardmetro, seria necessario fazer apenas substituicoes de valores. Uma vez
que com aproximagoes analiticas é possivel explicitar como a resposta depende
dos parametros do sistema. Na literatura encontra-se alguns tipos de métodos
analiticos como o método do balango harmonico [18, 19] e os métodos de per-
turbacao [20-23].

Os métodos de perturbacao s@o uma familia de técnicas analiticas am-
plamente aplicadas para calcular aproximagoes para PVIs. O objetivo dos mé-
todos de perturbacao é transformar um PVI em uma familia de PVI lineares,
os quais as solugoes analiticas sdo conhecidas. Assim, solucionando hierarqui-
camente toda familia de PVIs, uma solugao do problema pode ser encontrada.
Porém, esta nova familia de PVIs é formada por uma quantidade infinita de
problemas, o que torna a tarefa de resolugao impossivel de ser concluida. Como
alternativa, pode se calcular uma aproximacao, calculando hierarquicamente
a solucao de alguns destes PVIs. Um inconveniente dos métodos analiticos ¢é
definir quantos PVIs precisam ser resolvidos para obter-se uma aproximacao
com acuracia. Se um numero insuficiente de PVIs for utilizado, pode-se obter
resultados incoerentes. E pelo contrario, se um numero excessivo for usado,
o custo é desnecessariamente aumentado. Alguns dos métodos de pertubacao
mais usados sdo Lindstedt-Poincaré (MLP) [24-26] e multiplas escalas (MME)
[27-29]. Nesta tese, o0 método usado para calcular uma aproximacao da solugao

do PVI do problema modelo ¢ o método de miltiplas escalas.

1.2
Custo Computacional: método de Monte Carlo combinado com métodos
de aproximacao

No artigo [30], os autores fizeram uma anélise paramétrica de um PVI
nao linear considerando incertezas. O método de Monte Carlo foi utilizado
com o objetivo de construir um modelo estatistico da resposta do PVI. Nesse
problema foi estudada a influéncia de dois parametros, um deles assumia 40
valores diferentes e o outro 8, totalizando 320 combinacoes a serem analisadas.
Para cada combinacgao foram geradas 2 mil realizagoes totalizando 640000 in-
tegracoes numéricas. Para efetuar todas essas integragoes de forma sequencial,
seriam necessarios 2,5 anos. Como alternativa, os autores escolheram utilizar a
estratégia de paralelizagdo. As integragoes foram divididas em 16 computado-

res, reduzindo o tempo de simulagdo para 55 dias. Deve-se notar que, mesmo
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com a paralelizacao, o tempo de execucao continuou relativamente longo e
demandou quase 2 meses.

No artigo [31], os autores tinham como objetivo estudar a resposta de um
sistema eletromecanico com vibragoes com stick-slip considerando incertezas.
Stick-slip é um tipo particular de vibragdo que se caracteriza por apresentar
uma dindmica dividida em duas fases, uma delas chamada de stick e a outra
de slip, que se alternam. Nesse trabalho, o método de Monte Carlo também
foi usado para construir um modelo estatistico para as variaveis de saida da
resposta do sistema. Para calcular aproximacoes para a solucao dos PVIs
foi usado o método de Runge-Kutta de 4° e 5° ordens. Nesse estudo, foram
considerados dois valores para o coeficiente de atrito, além de duas fontes
de incertezas, que foram modeladas como varidveis aleatérias na entrada do
sistema. Para cada um dos valores do coeficiente de atrito, foram geradas 10
mil realizacoes das varidveis aleatérias de entrada. No total foram feitas 20 mil
integracoes numéricas. Com o objetivo de diminuir o tempo de execugao total
das integragoes numéricas, os céalculos foram paralelizados, o que reduziu o
tempo de execucao total para 30 horas. Outra estratégia adotada no problema
para facilitar o pds processamento foi dividir os 20GB de dados gerados
através das integragoes numéricas em 40 arquivos com 500 MB cada um. Essa
estratégia, de dividir em varios arquivos de tamanho menor, foi escolhida dado
que tratar varios arquivos de 500MB é mais eficiente computacionalmente do
que um unico arquivo com 20GB.

O alto custo computacional de executar o método de Monte Carlo com-
binado com integracdes numéricas e a limitagdo dos recursos computacionais
destacam a importancia de estudar os tempos de execugao e o espago em
disco. Afinal, o custo computacional pode inviabilizar a execucao dos cédlculos.
O tempo de execucao também pode variar com os valores dos parametros de
um problema. Com o objetivo de diminuir o custo computacional, nos artigos
[32, 33], os autores propuseram combinar o método de Monte Carlo com uma
integracao analitica ao invés de uma numérica e compararam os tempos de
execucao entre as duas abordagens.

No artigo [32], o sistema analisado ¢ modelado por um PVI envolvendo a
equagao de Duffing [34] onde a condigdo inicial de deslocamento foi modelada
como uma variavel aleatéria com distribuicao beta. Foram consideradas 66
distribuicoes beta diferentes, cada uma com 10* realizacdes. Dois métodos de
aproximacao foram usados para calcular aproximagoes das respostas dos PVIs,
o método de Runge-Kutta de 4° e 52 ordens e uma aproximacao analitica de
2° ordem calculada pelo método de Lindstedt-Poincaré. Com isso, 66 - 10*

integracoes numéricas foram calculadas e o tempo de execugao total foi de
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aproximadamente 6 horas. J4 com o método de Lindstedt-Poincaré apenas uma
aproximacao analitica foi calculada e avaliada para cada realizacao. O tempo
de execucao para concluir o método de MC combinado com a aproximacao
analitica foi de aproximadamente 3 minutos. Neste artigo também foi estudado
a influéncia do parametro que controla a nao linearidade da equagao de Duffing.
Para este caso, também foram consideradas 66 distribui¢oes beta diferentes
com 10* realizacoes e 11 valores do parametro que controla a nao linearidade.
Para o método de MC combinado com o método de Runge-Kutta, 7,26 - 10°
integracoes numéricas foram feitas e os tempos de execugao total aumentaram
de acordo com o aumento do valor do parametro que controla a nao linearidade.
J& para o método de MC combinado com a aproximacao analitica, os tempos
de execucao em relacao ao valor do parametro que controla a nao linearidade
nao aumentaram.

No artigo [33] também ¢é proposto combinar o método de MC com um
método analitico para diminuir o custo computacional. Neste artigo, foi usado
um sistema cuja dindmica foi modelada por um PVI envolvendo atrito seco
onde a condicao inicial de deslocamento também foi modelada como uma
variavel aleatéria com distribuicao beta. Foram consideradas 22 distribuicoes
beta diferentes cada uma com 10? realizacoes. Dois métodos de aproximacao
foram usados para calcular aproximacoes das respostas dos PVIs, o método
de Runge-Kutta de 4° e 5° ordens e uma aproximacao analitica de 1° ordem
calculada pelo método de miuiltiplas escalas. Com a abordagem do método
de MC combinado com o método de Runge-Kutta foram feitas 22 - 10*
integracoes numéricas com tempo de execucao total de aproximadamente
10 dias. Enquanto que com o método de maultiplas escalas apenas uma
aproximacao analitica foi calculada e avaliada para cada realizacao. O tempo
de execucao para concluir o método de MC combinado com a aproximacao
analitica foi de aproximadamente 11 minutos.

Analisando a diferenca entre os tempos de execucao do método de MC
combinado com aproximacoes numéricas e analiticas, pode-se concluir que
a escolha do método de integracao utilizado para calcular as aproximagoes
tem grande influéncia no custo computacional. Também pode-se observar que
os tempos de execucao sao influenciados pelo valor dos parametros de um
problema, principalmente na abordagem com aproximagoes numéricas. As
variaveis de tempo de execucao e espaco em disco também sao aleatorias,
apesar de normalmente serem tratadas de forma deterministica. Nos artigos
[35, 36] os autores usaram o mesmo sistema analisado em [33]. Porém, nestes
novos trabalhos o tempo de execucao foi modelado como uma variavel aleatéria.

Nos artigos [35, 36] também foi usado o método de MC combinado com
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o método de Runge-Kutta de 42 e 5° ordens e com o método de multiplas
escalas. Nestes trabalhos, um parametro da forca de atrito seco foi modelado
como uma variavel aleatoria com distribuicao uniforme. Com o objetivo de
construir modelos estatisticos e histogramas normalizados para a varidvel do
tempo de execucao foram geradas 10° realizacoes. Com a abordagem do método
de MC combinado com o método de Runge-Kutta foram feitas 10° integracoes
numeéricas. A média e o desvio padrao para as realizagoes da variavel do tempo
de execugao para essa abordagem foram de 41,7 segundos e 3,1 segundos. Ja
com método de multiplas escalas apenas uma aproximacao analitica de 1°
ordem foi calculada e avaliada para cada realizacdo. A média e o desvio padrao
para as realizagoes da variavel do tempo de execugao para essa abordagem
foram de 10,4 segundos e 1,2 segundos. Mostrando que, em média, a abordagem
com aproximacao analitica é 4,00 vezes mais rapida que com a abordagem
numérica e também é menos sensivel a variacdo, uma vez que o desvio padrao

é 2,58 vezes menor.

1.2.1
Tempos de execucao

Um dos objetivos desta tese é o estudo dos tempos de execugao através
da construcao de modelos estatisticos e histogramas normalizados. Este tipo
de analise é uma pratica comum na area da computacao, onde estudos sugerem
a existéncia de uma logica por tras do comportamento dos tempos de execugao
que podem auxiliar em um melhor entendimento a respeito da performance de
algoritmos. Como nos artigos [37, 38|, onde os autores estudaram os tempos
de execucao aplicados em algoritmos de busca local estocastica. Algoritmos de
busca local estocastica sao métodos de escolha usados para resolver decisoes
computacionais e problemas de otimizacao, usados em diversas areas como
ciéncia da computagao, pesquisa operacional, engenharia, quimica entre outras
[39-41]. Segundo Barrero em [37] e Ribeiro em [38], os primeiros estudos sobre
o comportamento dos tempos de execucao estao nos artigos [42, 43].

No artigo [37], os autores construiram modelos estatisticos para as varia-
veis de tempo de execucgao associados a oito algoritmos de busca. Na analise
realizada, apenas os tempos de execucao bem sucedidos foram avaliados, ou
seja, 86 execugoes que conseguiram encontrar uma solucao foram consideras.
Segundo este artigo, a distribuicao da variavel dos tempos de execucao geral-
mente pode ser aproximada por uma distribui¢ao lognormal, com excecao de
alguns problemas de maior complexidade, que sao melhor aproximadas por
uma distribuicdo exponencial. Além disso, foi mostrado que parametros do

algoritmo podem influenciar a distribuicao da variavel de tempo de execucao.
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Ja no artigo [38], os autores tinham o objetivo de descrever uma nova
ferramenta para comparar dois algoritmos baseados em busca local estocastica.
Em um primeiro momento, os autores consideraram que a distribuicao dos
tempos de execucao de dois algoritmos de busca local estocéstica seguiam uma
distribuicao exponencial, com isso foi calculado a probabilidade de um deles
encontrar um valor de solucao em um menor tempo. Em seguida, esse conceito
foi extrapolado de forma a considerar que os tempos de execucao pudessem ter
outras distribuigoes.

Apesar do estudo dos tempos de execucdo ser uma pratica comum
na area de computagdo, nesta tese, a analise dos tempos de execucao foi
feita com uma abordagem e aplicacao diferente. Os tempos de execucao
estudados sao associados a combinacdo do método de Monte Carlo com
métodos de aproximacao, com objetivo de estudar a influéncia destes métodos
na distribuicao de probabilidade e modelo estatistico das variaveis, assim como
a influéncia dos pardmetros do sistema. Para isso, foi usado um problema

modelo que envolve vibra¢oes com stick-slip.

1.3
Problema modelo e objetivos

1.3.1
Problema modelo: sistema com vibracdes de stick-slip

O problema modelo usado nesta tese é um oscilador de um grau de
liberdade composto por um amortecedor, uma mola e uma massa que se desloca
sobre uma esteira que também estd em movimento. Considera-se a existéncia
de atrito seco entre a massa do oscilador e a esteira. O atrito seco é uma
forca de oposigdo ao movimento relativo entre duas superficies em contato.
A existéncia da forca de atrito seco pode causar na dindmica do sistema
um fenémeno chamado stick-slip, que é objeto de estudo em varios artigos
encontrados na literatura [44-50]. A forca de atrito é modelada considerando
uma descontinuidade entre os parametros chamados de forca de atrito estatica
e dinamica, que estd relacionada com a velocidade relativa entre os corpos,
fazendo assim com que a dinamica resultante possa ser dividida em duas fases
que se alternam, chamadas de stick e slip. As fases de stick ocorrem quando
ha um equilibrio entre a forca da mola e a forca de atrito, fazendo com que
a massa e a esteira tenham velocidade relativa nula, ou seja, os dois corpos
possuem velocidades iguais. Quando a forca da mola supera a forca de atrito,
tem-se as fases de slip, a massa passa a ter aceleragao, fazendo com que os

corpos tenham velocidades diferentes.
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Em geral, PVIs que modelam a dinamica destes sistemas com atrito
seco nao tém solucdo conhecida e sua resposta é construida em partes. E
comum encontrar na literatura trabalhos que aplicam métodos numéricos para
obter aproximagoes para a resposta deste tipo de problema. Entretanto, a nao
linearidade e a transicdo abrupta entre as fases dificultam bastante o processo
de integragao [51-53]. Os métodos analiticos podem ser usados como estratégia
para reduzir os custos computacionais, sem perder a precisao das aproximagoes

e até mesmo para prever os instantes de transicao.

1.3.2
Objetivos

Este é um trabalho multidisciplinar que trata de métodos de aproxima-
¢do, quantificacao de incertezas, modelagem estocastica e custo computacional.
Um dos objetivos desta tese é analisar os custos computacionais do método de
Monte Carlo combinado com métodos de aproximagao, aplicado ao problema
modelo envolvendo o fenémeno de stick-slip e modelagem estocastica.

Como o PVI que governa a dindmica do problema modelo ndao possui
solugdo analitica conhecida, foram usados métodos de aproximagao para
calcular aproximagdes para a resposta do sistema. Os métodos usados foram o
método de Runge-Kutta de 4° e 5° ordens com passo de integragao variavel, o
método de Runge-Kutta de 4° ordem com passo de integracao fixo e o método
de multiplas escalas. Foi calculada uma aproximacao analitica de 12 ordem para
que fosse possivel prever os instantes de transi¢do entre as fases considerando
apenas informagoes inicias de cada fase, sem que seja necessario discretizar o
intervalo de integracao com passo de integragdo pequeno. Para verificar se a
aproximagcao de 1° ordem atende a um critério de erro determinado, foi definida
uma métrica e as aproximagoes calculadas com o método de Runge-Kutta de
4° e 52 ordens foram usadas como referéncia.

Com o objetivo de realizar um estudo estocastico dos custos computacio-
nais, um parametro da forga de atrito foi modelado como uma variavel aleato-
ria de distribui¢cao uniforme. Devido as incertezas consideradas no problema,
o PVI que modela a dindmica do problema, tornou-se um PVI estocastico.
Assim, as aproximagoes para a resposta do sistema sao processos estocdsticos
que podem ser caracterizados por uma sequéncia aleatéria de fases de stick e
slip. Definido um intervalo de integracao, algumas das variaveis de interesse
associadas aos processos estocdstico sdo os ntmeros de fases de stick e slip e
suas duragoes.

A propagacao de incerteza é estudada através do método de Monte Carlo,

considerando trés abordagens diferentes que combinam o método de MC com:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912777/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1912777/CA

Capitulo 1. Introducio 24

— NV) aproximagoes numéricas calculadas usando método de Runge-Kutta

de 4° e 5° ordens com passo de integracao variavel,

— NF) aproximagoes numéricas calculadas usando método de Runge-Kutta

de 4° ordem com passo de integracao fixo; e

— AN) aproximacao analitica obtida com o método de multiplas escalas.

Nas abordagens NV e NF para cada valor de pardmetro uma aproximacao
numérica foi calculada. J& para a AN apenas uma aproximacao analitica
foi calculada e avaliada para os diferentes valores usados. As variaveis dos
custos computacionais, de tempo de execucao e espaco em disco, também sao
estudadas nesta tese.

Para avaliar a influéncia dos métodos de integracao nos custos computa-
cionais foram construidos modelos estatisticos e histogramas conjuntos para as
variaveis associadas a cada abordagem. Também foi estudado se as variaveis
associadas aos processos estocasticos e ao tempo de execucdo sdo indepen-
dentes. Para isso foram usados graficos de dispersao e histogramas conjuntos
normalizados de vetores aleatorios. Porém, estes vetores sao de dimensao trés
e a visualizacao de suas probabilidades usando histogramas normalizados nao
¢ simples devido a dimensao do problema. Por isso, foi usada a estratégia de
dividir os vetores aleatorios para que eles se tornassem de dimensao dois e as-
sim a construcao dos histogramas conjuntos normalizados fosse possivel. Outra
estratégia utilizada foi realizar uma transformagao de coordenadas de modo
a facilitar a visualizacdo de dependéncia ou independéncia entre as variaveis

associadas ao processo estocastico e aos tempos de execucao.

1.4
Organizacao da tese

Este trabalho esta organizado em seis capitulos. O primeiro é dedicado a
introducao e discussao dos assuntos abordados na tese. No segundo capitulo,
o problema modelo foi apresentado e detalhado. Trés métodos de aproximacgao
foram usados para calcular aproximagoes da resposta do problema modelo. No
terceiro capitulo, estes trés métodos foram discutidos e foi mostrado como as
aproximacoes foram calculadas. No quarto capitulo, os custos computacionais
de cada abordagem que combina o método de Monte Carlo com os métodos de
aproximagao foram discutidos. As estratégias usadas para executar cada abor-
dagem foram detalhadas. Os modelos estatisticos, histogramas normalizados e
analises das variaveis aleatorias associadas ao processo estocastico e aos custos
computacionais foram discutidos no quinto capitulo. As consideragoes finais

foram feitas no sexto capitulo.
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2
Problema modelo: oscilador com atrito seco

O método de Monte Carlo detalhado no capitulo anterior pode, em geral,
ser aplicado em qualquer problema de natureza estocastica. Em particular,
nesta tese ele foi aplicado a um problema modelo que envolve o comportamento
dindmico de um oscilador com atrito seco.

Neste capitulo, primeiro é apresentada uma definicdo para atrito seco e
como ele pode ser modelado. Depois, o problema modelo escolhido para este
trabalho é descrito junto com o PVI que descreve sua dindmica e as condicoes
que permitem determinar se em um determinado instante de tempo o sistema

se encontra em uma fase de stick ou de slip.

2.1
Atrito seco

Atrito pode ser encontrado em sistemas mecanicos reais que tém super-
ficies em contato com movimento relativo. Em geral, a forca de atrito pode
ser associada com a resisténcia ao movimento relativo entre duas superficies
em contato. Na maioria dos casos, estas forcas nao sao desejaveis devido aos
efeitos de dissipacao de energia e desgaste dos sistemas, enquanto que as vezes
sdo necessarios para o funcionamento correto dos sistemas. No entanto, ambas
as situagoes requerem que a forca de atrito seja modelada corretamente para
obter uma resposta dinamica precisa do sistema. Devido aos fenémenos com-
plexos que podem ocorrer em um sistema com atrito seco, esta forca é objeto
de estudo de vérios pesquisadores [46, 52, 54].

O primeiro modelo matematico de atrito foi desenvolvido por Coulomb e
é conhecido como atrito de Coulomb. Este modelo afirma que o atrito sempre
se opoe ao movimento relativo entre dois corpos em contato e depende de
apenas um parametro chamado de coeficiente de atrito. No entanto, a forca de
atrito de Coulomb pode falhar em descrever a maior parte de efeitos de atrito
ao se basear no uso de apenas um parametro. Para o modelo de Coulomb, o
valor maximo da for¢ga quando a velocidade relativa é nula é igual ao valor da
forca quando a velocidade relativa é nao nula.

Alguns estudos verificaram que a forca de atrito pode assumir valores

maiores quando a velocidade relativa é nula do que assume quando a velocidade
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relativa é nao nula, apresentando assim a necessidade de introduzir no modelo
dois coeficientes de atrito diferentes, chamados de estatico e dindmico. Este
tipos de modelos podem apresentar um fenémeno conhecido como stick-slip. A
ocorréncia de stick-slip pode dificultar a modelagem e a simulacao de sistemas
dindmicos, uma vez que é um fendmeno com transi¢des abruptas entre as fases

de stick e slip.

2.1.1
Atrito de Coulomb

Pelo modelo de Coulomb, quando a velocidade relativa entre as superfi-
cies em contato ¢ nao nula, a magnitude da forca de atrito é proporcional a
forca normal entre as superficies em contato. Este modelo depende da veloci-
dade relativa entre os corpos, exceto quando esta é nula [54]. A Fig. 2.1 mostra
um grafo da forga de atrito pela velocidade relativa. Quando a velocidade re-

lativa é diferente de zero, a for¢a é dada por

fat(u) = fasign(u), (2-1)
onde fy é a forca de atrito dinamica e u é a velocidade relativa entre dois corpos.
Quando a velocidade relativa é nula, a forca de atrito pode assumir qualquer
valor dentro do intervalo de [fy, —f4]. Embora este modelo seja simples, a
dificuldade de especificar o valor da for¢a de atrito quando o sistema apresenta

velocidade relativa nula gera uma dificuldade na implementacao desde modelo.

2 Ja

) ' —Ja
-2 0 2
u [m/s]

Figura 2.1: Representacao do modelo de Coulomb com f; =2 N.

2.1.2
Atrito de Coulomb modificado

O modelo de atrito de Coulomb modificado [54] leva em consideracao
que essa forca pode assumir valores maiores quando a velocidade relativa é

nula, do que assume quando a velocidade relativa é nao nula, apresentando
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a necessidade de introduzir no modelo dois coeficientes de atrito diferentes
chamados de estatico e dindmico. A Fig. 2.2 mostra um grafo da forca de
atrito pela velocidade relativa. Quando a velocidade relativa ¢ diferente de

zero, a forca é dada por

fat(u) = fasign(u), (2-2)
onde f; é a forca de atrito dindmica e u é a velocidade relativa entre os corpos.
Quando a velocidade relativa é nula, a forca pode assumir qualquer valor dentro
do intervalo de [f., —f.]. Devido a essa descontinuidade entre os valores da

forca de atrito, o sistema pode apresentar stick-slip.

2 fe
fa

~fa
2 -1,
-2 0 2
u [m/s|

Figura 2.2: Representacao do modelo de Coulomb modificado com f. =2 N e
fa=1N.

2.1.3
Atrito de Coulomb modificado nao linear

O atrito de Coulomb modificado nao linear também apresenta uma
descontinuidade entre a forca de atrito dindmica e estatica. Este modelo foi
inspirado em um exemplo dado em [20]. Porém diferente do modelo de Coulomb
modificado quando a velocidade relativa entre os corpos é diferente de zero, a

relacao da forga é nao linear em relacao a velocidade relativa e é dado por

fulu) = Sau(u? = 3) + fasign(u) (2-3)
onde a é uma constante, u é a velocidade relativa e f; é a forca de atrito
dindmica. Quando a velocidade relativa é nula, a forca pode assumir qualquer
valor dentro do intervalo de [fq, —f.]. Esse modelo foi inspirado em um

exemplo dado em [20].
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2 fe
fa —

—_— —Ja
_2 r ‘ _fe

-2 0 2
u [m/s|

Figura 2.3: Representacao do modelo de Coulomb modificado nao linear com
a=01e f; =05N.

2.2
Problema modelo: Oscilador com vibracoes de stick-slip

O sistema mecanico analisado nesta tese trata-se de um oscilador massa-
mola-amortecedor apoiado sobre uma esteira. O oscilador permite o movimento
relativo entre a massa e a esteira, e, por sua vez, a esteira se movimenta
com velocidade constante, como mostrado na Fig. 2.4. Entre as superficies da
massa e da esteira é considerada a existéncia de atrito seco, o que pode induzir
vibracoes de stick-slip. Como foi indicado, quando isso ocorre a resposta do
sistema é caracterizada por dois comportamentos distintos, chamados de stick e

slip. Estas fases, de duracao nao nula, se alternam com uma transicao abrupta.

y(t)

m

Figura 2.4: Oscilador com atrito seco entre as superficies da massa e da esteira.

O sistema é modelado pelo PVI dado por

mij(t) + by(t) + ky(t) = falu), (2-4)
com condigoes iniciais y(0) e y(0). Na equagao anterior, y(t) é a posi¢ao da
massa m, b o coeficiente de amortecimento, k a constante da mola, f,; a forca

de atrito entre a massa e a esteira e u a velocidade relativa entre elas.
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A forga de atrito considerada neste sistema segue o modelo de Coulomb
modificado nao linear descrito na secao 2.1.3. Para definir os parametros da
forca de atrito de acordo com a parametrizacdo do problema modelo, a Eq.

(2-3) é apresentada novamente,

Jat(u) = zl))au (u* — 3) + fasign(u) (2-5)

onde u = (v — ¥), a é uma constante, v é a velocidade da esteira e f; é a

magnitude da forca de atrito dindmica. Para v = 0, a for¢a pode assumir
valores entre [—f., fe], onde f. é a magnitude da forga de atrito estatico.

As condigoes para detectar se a resposta do sistema, para um certo

instante de tempo t, é caracterizada por uma fase de stick ou uma de slip

sao detalhadas a seguir. A Fig. 2.5 mostra esquematicamente, um exemplo de

como pode ser a resposta de um sistema com vibragoes de stick-slip onde:

— o ntmero de fases de stick é representado por n®‘*;

— o nimero de slip é representado por n*'%;

— a duracdo de cada fase de stick é representado por d*!“*:
— a duracdo de cada fase de slip é representado por d*'*?;

— os instantes de transicao sao representados por t;.

Nesta ilustracao foi escolhido, arbitrariamente, que a resposta comecasse por
uma fase de stick, mas poderia também ter comecado por uma fase slip. A

resposta da dinamica pode ser expressa em partes como

y;(t) , se as condicoes de stick forem atendidas
y(t) = (2-6)
yp(t) , caso contrario
onde y;(t) é a solucao correspondente as fases de stick e y,(t) é a solucao das

fases de slip, com

G E[L, ..,n*s]) pe[1,...,nP), 1 €l,.., ntchs 4 pslis], (2-7)

As fases de stick sao caracterizadas pela velocidade relativa nula (u = 0)

e pelo valor da forga de atrito estar entre

—fe < Jat < Je- (2-8)
Durante uma fase de stick, para determinar o valor da forca de atrito, a
cada instante faz-se um balango de forcas usando a Eq. (2-4). Nesta fase, a
velocidade da massa é igual a da esteira (;(t) = v), ou seja, os dois corpos se

movimentam juntos, e por ser condi¢ao necessaria que a fase tenha duragao nao
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ditiCk dilip d;tick d;lip d?tick d]?”p d;tsﬁl;f dzlsil?p
— —A —
Il“ stick IlSt slip I 2" stick I 2" glip I I j”l stick Ij’h Slipl I ns”{km I ”sup”’ I
| I I |- I -1 1 |
0 t t t3 ty 1 t th

Figura 2.5: Esquema da dinamica de uma resposta com vibragao de stick-slip.

instantanea, deve-se cumprir que durante esta fase, a massa tenha aceleragao

nula (¢;(¢) = 0). Substituindo estas condi¢oes na Eq. (2-4), tem-se

bo+ky; = fur. (2-9)
Ao longo de uma fase de stick, o valor da forca de atrito varia de acordo com a
posicao da massa como dado pela Eq. (2-9), assim substituindo esta equagao
na Eq. (2-8) pode-se escrever uma expressao que limita os valores que y pode

assumir durante uma estas fases. Esses limites sao dados por

_fe — bv fe - bU,
B — <y; < -

Para uma velocidade de esteira positiva, a posicao y cresce e consequentemente,

(2-10)

o valor de f,; também. Esse crescimento ocorre até que o valor da forca de atrito
atinja seu valor maximo f.. Neste instante, a fase de stick termina e uma fase
de slip se inicia. Durante a fase de stick, a massa exibe um movimento retilineo

uniforme com solucao analitica exata conhecida e dada por

yi(t) = yj(tos) + v(t — toy) para to; <t <t., (2-11)
onde ty; e t.; sao instantes associados com o inicio e fim da j-ésima fase de
stick. Portanto, y,(to;) representa a posicdo da massa no instante inicial de
uma fase de stick. E importante observar que esses valores coincidem com a
posicao da massa no final da fase de slip imediatamente anterior. Se y;(to.;),
for inicio de um intervalo de integragao, este valor sera igual ao deslocamento
inicial (y(0)).

Quando o sistema nao estd em uma fase de stick, ele deve encontrar-se
em uma fase de slip. Neste caso, a velocidade relativa entre a massa e a esteira
nao é nula e o valor da forga de atrito é definida pela Eq. (2-5). Assim, a Eq.
(2-4) torna-se

mplt) + Di(t) + kyp(t) = s au(u? = 3) + fysignu). (2-12)
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Considerando a Eq. (2-12), uma fase de slip é modelada por um PVI nao linear
que nao apresenta solucao analitica exata conhecida. Neste caso, a utilizacao
de métodos de aproximacao sao necessarios para calcular uma aproximacgao

para a resposta do sistema.
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Métodos de aproximacao

Neste capitulo sao apresentados os métodos de aproximagcao usados para
calcular aproximagoes para a reposta do problema modelo definido no capitulo
anterior. Primeiro, é feita uma introdugao sobre os métodos de perturbacao
e em seguida especificado como aplicar os métodos de Lindstedt-Poincaré e
multiplas escalas. Também ¢é detalhado como uma aproximagdo de primeira
ordem para a resposta do problema modelo usando o método de multiplas
escalas é calculada. Além das aproximagoes analiticas, também sdao usados
métodos numéricos para calcular aproximagoes, dois métodos de Runge-Kutta
foram usados e sao detalhados neste capitulo. Assim, como a diferenca entre
eles. Por tltimo, ¢é verificado se a aproximacao analitica de primeira ordem

estd dentro da margem de erro definida.

3.1
Métodos de perturbacao

Considerando um problema de valor inicial nao linear genérico como

(1) + war(t) + f(@(t),z(t) = 0 (3-1)
com condigoes iniciais 2(0) e #(0), onde x é o pardmetro de deslocamento, wy é
a frequéncia natural do sistema quando f(&(t),z(t)) = 0 e f é uma fungdo nao
linear de 4(t) e x(t). Para a teoria de perturbagio a resposta do problema esta
associada com um parametro chamado de parametro de perturbagao, €. Este
termo pode ser introduzido no problema ou ser escolhido como um parametro
ja existente no problema que assuma valores pequenos, € << 1. Para aplicagao
das técnicas de perturbacao, o parametro € deve ser introduzido de maneira
a tornar um problema linear quando ele assumir valor igual a zero. Com este
objetivo, o pardmetro de perturbagao € é colocado na Eq. (3-1) multiplicando

o termo de f como dado em

i(t) + wiz(t) + ef(@(t),z(t) = 0. (3-2)
Estes métodos consideram como solucdo do problema uma série uniforme em

potencias de €, dado por

z(t) = 2o(t) + ex1(t) + Exa(t) + . + € a00(t). (3-3)
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Os termos da série tem significancia reduzida de acordo com o crescimento da
ordem de €, garantindo que os termos de ordens altas se comportem apenas
como pequenas corre¢oes para os termos de ordens inferiores, e ndo dominem
a solugao geral [55, 56]. Ao supor ¢ = 0, a Eq. (3-2) se torna linear, e
tem solucao conhecida. Considerando esta hipdtese, o termo xg é a solucao
da equacgao linearizada e os outros termos x; sao perturbacgdes em relagao
a solucao linearizada. Pelo teorema fundamental da teoria de perturbacgao
definido em [13], ao aplicar a solugao dada na Eq. (3-3) no PVI da Eq. (3-2), o
mesmo pode ser transformado em uma familia de PVIs lineares com solugoes
analiticas conhecidas. Assim, a solucdo do problema é calculada resolvendo
todos estes PVIs hierarquicamente. Porém, isto envolve fazer infinitos cdlculos
o que torna o calculo da solu¢ao impossivel. Como alternativa a soluc¢ao pode
ser truncada em um termo A e assim, uma aproximacao de h-ésima ordem
pode ser obtida.

Os métodos de perturbacao sao uma familia de metodologias usadas em
calculos de aproximagoes analiticas. Dois dos métodos mais famosos entre as
técnicas de perturbacgao sao os métodos de Lindstedt-Poincaré e de multiplas
escalas. O método de Lindstedt-Poincaré é usado para calcular aproximagoes
para solugoes periddicas e tem como principal caracteristica escrever a frequén-
cia da resposta em func¢ao do deslocamento inicial (2(0)). J& o método de mul-
tiplas escalas pode ser usado em sistemas que apresentam solucao aperiddicas
ou com diferentes escalas de tempo. Sua principal caracteristica é a troca da

variavel independente ¢ por multiplas escalas de tempo.

3.1.1
Método de Lindstedt-Poincaré

O método de Lindstedt-Poincaré visa o calculo de aproximagoes anali-
ticas periddicas. A técnica desenvolvida por Lindstedt para evitar os termos
seculares, foi escrever a frequéncia de um sistema como funcao do seu des-
locamento inicial. Assim, para calcular esta frequéncia, é preciso escrever o
problema de forma que este termo fique explicito na equagao. Por isso, pri-

meiro define-se um novo parametro 7 como

T =uwt, (3-4)
onde w é uma funcao definida como uma série de poténcias de € e em funcao

do deslocamento inicial, z(0). Essa fungao pode ser escrita como

w(z(0)) = wo + €wi (2(0)) + € wa(x(0)) + ... + € wuo(x(0)), (3-5)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912777/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1912777/CA

Capitulo 3. Métodos de aproximacio 34

onde wy ¢ a frequéncia natural do sistema quando e = 0 e w, com h =1,2,3, ...
sao corregoes da frequéncia wy.
O préximo passo é aplicar as Eqs. (3-4) e (3-5) na equagao do problema,

assim a Eq. (3-1) se torna

w? @"(1) + wy (1) + ef (7'(7),2(7)) = 0, (3-6)
onde [ representa a derivada em relagao a 7 e Z(7) é uma nova varidvel em
funcdo de 7. Este método também assume como solucdo do problema uma

série em potencias de € como dado por
(1) = Zo(7) + €21 (T) + € To(T) + ... + € Too(7) . (3-7)

3.1.2
Método de muiltiplas escalas

Para problemas com aperiodicidade, diferentes escalas de tempo ou
amortecimento, o método de miltiplas escalas se mostra mais eficiente do
que o método de Lindstedt-Poincaré. Em problemas com amortecimento, por
exemplo, em geral uma escala esta associada ao deslocamento do corpo e uma
outra ao decaimento de amplitude. A principal caracteristica do método de
multiplas escalas é a troca da variavel ¢ por multiplas escalas de tempo. Neste
trabalho foi tratada apenas a expansao derivativa, definida por Nayfeh em [11],

que expande a variavel t em uma série de poténcias de € como

T, =€t para h=0,1,2,... (3-8)

Com a aplicagao de novas escalas, a Eq. (3-3) se transforma em

Z(1h) = Zo(1h) + €Z1(Th) + € To(Th) + o + € Too(Th) (3-9)
sendo Z(7;,) uma nova variavel em fun¢do das novas escalas de tempo. Como
estratégia para calcular as aproximacoes, os termos 7, sao tratados como
variaveis independentes, apesar das Uinicas varidveis realmente independentes
serem somente t e €. Agora que z(7,) é fungdo de diferentes escalas deve-
se calcular as derivadas em relacdo a cada um destes novos termos. Como
as escalas sdo tratadas como independentes, a regra da cadeia é usada para
transformar a derivada em relacao a t para as novas escalas. Dessa forma a

primeira derivada é dada por

dx . dTo @ dTl or . or or

ar _ dm — e 4 3-10
dt dtaT0+dtaT1 aro+€8n+ ’ (3-10)

e a segunda
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d?z  dry Ox dry 0% dry Ox dry O0x
> = a3 T +e— +e— 55
dt dt 075 dt 0ty 1 dt Oy dt Otf
0%z 0%z 0%z
= 42 24 11
078 + 687'07'1 T or? + (3-11)

Com a nova solu¢ao z(7,) definida pela Eq. (3-9) e suas derivada pelas Egs.
(3-10) e (3-11), estas equagoes podem ser substituidas no PVI nao linear e
seguindo a metodologia geral dos métodos de perturbacao, uma aproximacao
analitica pode ser calculada de acordo com a ordem desejada. Porém, uma
familia de PVIs lineares que antes eram de equagoes diferencias ordinarias,
devido a aplicacao das novas escalas, passam a ser de equacoes diferencias

parciais.

3.1.3
Calculo de um aproximacao analitica para fases de slip

Como discutido no capitulo anterior, um problema com atrito seco pode
ter sua dinamica dividida em duas fases distintas, stick e slip, e sua resposta
pode ser construida em partes como dado pela Eq. (2-6). As fases de stick por
serem modeladas como um movimento retilineo uniforme possuem solugoes
analiticas conhecidas e dadas pela Eq. (2-11). Com as condigoes e a solugao

das fases de stick definidas, a Eq. (2-6) pode ser reescrita como

y(t) = yi(t) = y;(tog) + ot —toy) ,se —fo < fu < fe e % <y < f—%
Yp(t) , caso contrario

(3-12)
Ja as fases de slip por serem modeladas por um PVI nao linear, o método

de multiplas escalas foi usado para calcular uma aproximacao de primeira

ordem. Assim, a Eq. (2-4) se torna

m iy (£) + biy() + kyy(t) = ;au (W2 = 3) + fu sign(u) . (3-13)

Adicionando o parametro de perturbacao e, tem-se

mplt) + €bi(t) + ky(t) = Sacu(@u? = 3) + fusign(u). (314)

Com o objetivo de calcular uma aproximacao de primeira ordem, as novas
escalas foram definidas como 79 = t, 74 = et e a Eq. (3-9) foi truncada no

segundo termo, e é dada por
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y_p(7—077_1) ~ gpo(ToaTl) +€gp1(7—077—1) ) (3‘15)
assim como suas derivadas

Ay, 070 Oy | 011 Oy _ Oy | Oty

~ = 3-16
it ~ ot ory ot Om  om | om (3-16)

Ty Ao 0 | dn 05 do 05y | dn O3y

dt? dt Ot dt Orom dt Orom dt Otf

Yy 0%y 0%y

= 2 L e 3-17
oté e 0Ty T1 T ot ( )
Por simplificacao, foi adotada a nomenclatura de 0y,/0r;, = 0y, Assim,

substituindo as Egs. (3-15), (3-16) e (3-17) no PVI da Eq. (3-14) e pelo teorema

fundamental de perturbacao, obteve-se a familia de PVIs lineares dadas por

m 872-0 Ypo + F Ypy = Jfa, (3—18&)
m 830 Ypr Tk Ypy = =207, Or Ypy — b 0ry Ypo + a0y Yy —av. (3-18b)

Lembrando que com a aplicacao das escalas de tempo, as equacgoes diferenciais
passam a ser parciais e as constantes de integracdo passam a ser fungoes
das novas escalas. Neste caso, como s6 duas novas escalas foram usadas, as
contantes de integracao passam a ser fungoes de 7. Os PVIs da Eq. (3-18) sao
dependentes e devem ser resolvidos hierarquicamente, assim a solugdo para

Upo (70, 71) ¢ dado por

VimmI/m J;d (3-19)

Para definir as fungoes C(71) e Cy(11) é preciso resolver o proximo PVI da Eq.

Upo (10, 71) = C1(11) eVhmmI/m 4 Co(m) e

(3-18). Para isso a solucao de ¥, (7, 71) deve ser substituida na Eq. (3-18b)

\/k‘ vk /]C
mazogpl +k?jp1 = [_2m187101_bm101+a m[C&] e\/mm]/m
m m m
+ [2m187102+bm102—a km[c’;| G—MTol/m.
m m m

(3-20)

Eliminando os termos seculares uma relacao para C1(1) e C2(71) é encontrada
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Vkm Vikm . Vkm

—2——10pC, —b——1IC)+a I1C, =0, (3-21)
m m m
Vk Vk Vk
Z—mlaTlCﬁbTmICQ—a Tre,=o. (3-22)

m
As Eq. (3-21) e (3-22) s@o equagoes diferenciais ordindrias lineares e tém

solugao analitica conhecida dada por
Cl (7'1) = 01’1 €Tl(a7b)/2 s (3—23)

Cy(1y) = Cyoy e @70/2 (3-24)
onde (', e Uy sao constantes de integragao que sao determinadas de acordo
com as condigoes iniciais de cada fase de slip. Com as fungoes Ci(1) e Cy(71)
determinadas, pode-se voltar para o dominio do tempo ¢ e uma aproximacao

de primeira ordem para cada fase de slip é escrita como

yp(t) = Cy (1) eYFmtlm o Cy(t) e~ Vhmtl/m o ) (3-25)
Aplicando a Lei de Euler, a Eq. (3-25) pode ser reescrita em notagao trigono-

métrica dada por

yp(t) = € (t—to.) [C1p cos(x/%(t —to01)) + Cap Sin(\/E (t—toy))] + J;d , (3-26)

onde z = e(a — b)/2, C1, = yp(tos) — fa/k e Cop = [9p(tos)) — 2d]/Vk. Os
valores de y,(to;) € yp(to;) variam de acordo com o inicio de cada fase. No
inicio de uma simulagao, elas correspondem as condigoes iniciais y(0) e ¢(0),
respectivamente. Depois disso, elas coincidem com os valores de y;(t) e y;(¢)
no final da fase de stick imediatamente anterior. Assim a Eq. (3-12) pode ser

reescrita, tornando-se

yj(t):yj(to,l)+v<t_t0,l) , S€ _fe < fat < fe €
_fek_ bv S Y S fe_kbvv
y(t) =~
yp(t) = e* (=t (O, cos(VE (t — to,)) +
Co,p sin(VE (t —to))] + L2, , caso contrario
(3-27)

Esta equacao é o que chama-se de aproximacgao analitica para a resposta do

problema modelo tratado nessa tese.
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3.1.4
Previsao dos instantes de transicao

A ocorréncia do fenémeno de stick-slip na resposta de um sistema pode
ser um complicador na modelagem e na simulacdo devido a dificuldade em
determinar o valor da forca de atrito nas fases de stick e detectar corretamente
os instantes de transicao. Uma vez que com uma aproximacao analitica, tem-
se uma expressao para cada fase é possivel prever estes instantes de transi¢ao
analiticamente. Com esse objetivo, foi escolhido calcular uma aproximacao de
primeira ordem para que o termo t fosse isolado nas expressoes e assim fosse
possivel prever os instantes de transigao.

Para executar uma simulagao usando a aproximacao analitica como esta
expressa na Eq. (3-27), ainda seria necessario discretizar um intervalo de
simulagao com passo de integracao pequeno, pois seria necessario verificar para
cada ponto da malha qual expressao usar, a da fase de stick ou slip. Utilizar
a aproximacao analitica desta forma ja significa uma vantagem em tempo de
execugao comparado ao uso de aproximagoes numéricas como foi mostrado nos
artigos [33, 35, 36, 57]. Porém, ao usar a expressao analitica para prever os
instantes de transicdao, tem-se uma vantagem ainda maior. As condigbes de
stick nao precisam ser testadas para cada ponto da malha do intervalo. Por
isso, nesta secao o termo ¢, dado pela Eq. (3-27), foi escrito em fungao dos
parametros do problema.

Uma das principais caracteristicas da teoria de perturbagdo é que o
parametro de perturbagao, €, deve assumir valores pequenos, ou seja, € << 1
[13]. Esta caracteristica foi usada para reescrever os termos de ¢ em funcao dos
pardmetros do sistema da Eq. (3-27). O termo z = €(a — b)/2, que aparece em
e*(t=t0.0)  da Eq. (3-27) depende de e, assim supondo que e << 1, também tem-
se que o valor de z tende a zero. Por consequéncia, o valor do termo e*(¢~t.)
tenderia a um. Com essas suposi¢oes e usando transformacoes trigonométricas,

a Eq. (3-27) pode ser reescrita como

yi(t) = y;(tos) +v(t —toy) yse —fo < fa < feoe

y(t) = Sleptr <y < legie

yp(t) = Cs5, cos(\/E(t —tog) — Cup) + f—,j , caso contrario
(3-28)
onde C3, = /C7, +C3, e Cy), = atan(Cy,/Chyp). Para verificar que nao
houve perda na qualidade da aproximagao analitica dada pela Eq. (3-27) em
relagdo a Eq. (3-28), foi feita uma simulagdo para comparar as aproximagoes
de y(t) e y(t). Esta simulagao é mostrada na Fig. 3.1 ¢ os dados usados sao

apresentados na Tab. 3.1.
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\ Parametro \ Valor \ Unidade H Parametro \ Valor \ Unidade \

m 1 kg k 0.1 N/m
v -2 m/s y(0) 1 m
b 1 (N's)/m y(0) -1 m/s
a 0.1 | (kgs)/(m?) fe 2 N
€ 0.0001 - g 9.81 m/s?
7 1 N Al 103 s

Tabela 3.1: Valor dos parametros usados nas simulagoes.

‘—Aprox. analitica Aprox. reduzida‘

N VN /N
Ea0f N\ / N\ /
N / \ 4
20t N/ | | \x./ |
0 10 20 30 40 50
t[s]
4 - \ ‘
: [\ foA
ot/ fooN
-2 —-— o I — I
0 10 20 30 40 50
t[s]

Figura 3.1: Velocidade e deslocamento do sistema usando as aproximacoes

analiticas e reduzida.

Comparando as respostas das simulacoes mostradas na Fig. 3.1, verifica-se
que a qualidade da aproximagao analitica nao foi quase modificada. Assim, o
proximo passo € reescrever os termo t em funcao dos parametros do sistema
respeitando as condi¢oes para cada fase ocorrer.

Para determinar os instantes de transi¢ao de uma fase de stick para uma
de slip, usa-se a expressao de y;(t) da Eq. (3-28). Desta forma, o sistema
encontra-se em uma fase de stick e deseja-se prever o instante final da fase
corrente. Em resumo, as condig¢oes para o sistema se encontrar em uma fase de
stick sao velocidade relativa nula e a posi¢do da massa estar entre o intervalo
de [Ymins  Ymaz)- O sinal da velocidade da esteira determina se a posi¢ao do

sistema no final de uma fase de stick é Y,in OU Ymae. Assim, a expressao de
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y;(t) foi reescrita da seguinte forma

Ymaz, Sev >0

Yyi(tos) + v (t; —toy) = (3-29)

Ymin, S0 <0.
Na expressdao escrita a cima, a posigdo (y;(to;)), o instante inicial (¢o;) e a
posicao final (Ymin OU Ymas) de uma fase de stick sdo conhecidos, com isso
somente o instante final (¢;) é desconhecido. Reescrevendo a Eq. 3-29 tem -se
uma expressao para calcular ¢; dada por
Ymaz — Y;(tos)

v

t; = (3-30)

Ymin — yj(to,l)
v
Para finalizar, a expressao dos instantes de transicao das fases de slip para

+toy, sev>0

+t0y. sev <O0.

stick é calculada. Para esta etapa, usou-se a expressao da velocidade do sistema

durante as fases de slip, para isso a derivada da Eq. (3-28) é dada por

Up(t) ~ —Cspsin (VE(t, — tos) — Cay) V. (3-31)
A condicao de que a velocidade da massa deve ser igual a velocidade da esteira

foi usada para obter os instantes t,, assim 7,(t) = v, resulta em

—Cy,sin(VE(t, — to;) — Cip)VEk =1v. (3-32)
Nesta equacao, somente os valores do inicio da fase (to;) e dos pardmetros k e
v sao conhecidos, os valores das constantes de integracao C' ), e Cy, precisam
ser definidos de acordo com as condigOes iniciais da fase, além do instante final
t,. Para calcular os instantes de transicdo, t,, de slip para stick, primeiro ¢é
necessario calcular as constantes de integragao usando a Eq. (3-28). Assim, a

Eq. (3-32) pode ser reescrita como

[asz'n (cgji/%) + 044
vk

Deve-se notar que a condigao usada para obter as Eqgs. (3-32) e (3-33) (a

t, = + to,. (3-33)

velocidade da massa é igual a velocidade da esteira) é uma condi¢do necessaria,
mas nao suficiente para determinar os instantes de transicao entre as fases de
slip para stick. Esta condicao s6 se torna completa com a verificacdo de que
a posicdo da massa deve estar dentro do intervalo [Ymin, Ymaz|- A Fig. 3.2
mostra um esquema ilustrativo de como os instantes de transi¢do sao previstos

usando uma aproximacao analitica dada pelas Eqgs. (3-32) e (3-33).
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i sli
d§tICk d: p
]A ]A
A A Y4 A )
7 stick ]‘”’ slip

D e,

Figura 3.2: Esquema ilustrativo de como calcular os instantes de transi¢cao com
uma aproximacao analitica.

3.2
Aproximacao numérica

Em geral, para a implementacao de métodos numéricos de integracao
de um PVI é necessério discretizar a variavel independente do problema. Em
problemas dinamicos, esta variavel é usualmente o tempo. Para calcular uma
aproximacgao numérica é preciso definir um intervalo de integracdao, o qual
sera discretizado, passando do dominio continuo para um discreto. A Fig. 3.3
mostra um esquema de como um intervalo de [0, ¢,] é discretizado sendo ¢; os
pontos de uma malha e At o passo de integracao. O parametro At determina
o refinamento da malha de integragdo, assim quanto menor o valor deste
parametro mais pontos sao considerados em um intervalo de integracao e mais

refinada é a malha.

Figura 3.3: Discretizagdo de um intervalo de integragao.

Como uma aproximacao numérica é calculada para cada ponto da malha e o
calculo de cada ponto depende do calculo do ponto anterior, quanto menor o
valor de At maior a acurdcia de uma aproximacao. A Fig. 3.5 mostra um
esquema ilustrativo de como uma aproximacao numérica é calculada. Por

consequéncia, essa relacao entre At e a qualidade de uma aproximacao se
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reflete no custo computacional. Pois, quanto maior a quantidade de pontos a

serem calculados, maior o tempo de execugao e o armazenamento em disco.

stick 5P
d]’,L Ia.
r A Y4 A

‘th . .th .

] stick sli
I | I |]| |p | I
Frrryprori || —

R{V\/ AV AV RVAV AV VA"

Figura 3.4: Esquema ilustrativo de como calcular uma aproximag¢ao numérica.

Os métodos de Runge-Kutta sao muito populares por aliar simplicidade
de implementacao e precisao [14, 17]. Estes métodos foram desenvolvidos por
volta de 1900 e sao uma familia de métodos interativos usados para calcular
aproximagdes numéricas de solugoes de PVIs. Neste trabalho, foram usados
dois métodos de Runge-Kutta com passos de integracao diferentes. O primeiro
¢ o método de Runge-Kutta de 4° e 5° ordens que estd implementado no
software MATLAB e é conhecido como a funcao ODE45. Este é um método
de passo de integracao variavel. O usuario ndo consegue definir o valor de
At usado pelo integrador, a funcao s6 permite que seja definido um passo
de integracao maximo, pois célculos para pontos intermediarios podem ser
feitos para que a qualidade desejada de uma aproximacao seja alcancada. O
outro método de Runge-Kutta usado foi o de 4° ordem, este integrador foi
implementado pela autora no software MATLAB. O método de Runge-Kutta
de 4° ordem foi escolhido devido a sua facilidade de implementacao e acuracia
[58]. A op¢ao por implementar o préprio integrador se deu pelo fato de desejar
controlar o At usado, por isso este método foi chamado de integrador com passo
fixo. J& o integrador usando a funcao ODE45 foi chamado de integrador com
passo variavel. Para mostrar a diferenca da discretizacdo de um intervalo de
integracao usando integrador com passo fixo e variavel, foi feita uma simulagao
do problema modelo usando os dois métodos e considerando os mesmo valores
de parametros. O resultado dessa simulagdo foi mostrado em um grafico de
dispersao, assim, somente os pontos para os quais as aproximacoes foram
calculadas foram plotados. Na Fig. 3.5 é mostrado um grafico de dispersao
da aproximagao numérica para a solucao da velocidade do problema modelo
usando a) integrador com passo variavel e b) integrador com passo fixo. Pode-

se perceber que com o integrador de passo variavel, a discretizacao da malha
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do intervalo de integracdo nao é uniforme, apresentando uma maior densidade
de pontos perto das regides onde ocorrem as transi¢oes entre as fases e os
extremos da velocidade nas fases de slip. Ja para o integrador com passo fixo,
a malha uniforme definida é respeitada e somente estes pontos sao calculados

independente da proximidade de regioes de extremo ou mudanca de fase.

a) 7 b)

Figura 3.5: Simulagao das aproximagoes da resposta de y(t) calculada usando
aproximagoes numéricas com a) passo varidvel e b) passo constante.

Como ja mencionado, determinar os instantes de transicdo com acurécia
em problemas com stick-slip ¢ um dos desafios de se trabalhar com essa
dindmica. Por isso, como visto na simulacao mostrada na Fig. 3.5, perto dos
instantes de transicao o integrador diminui o passo de integracao para garantir
que estes instantes sejam capturados corretamente. Porém, esta estratégia faz
com que o custo computacional aumente. Para exemplificar esta relacao entre
passo de integracao, qualidade da aproximacao e custo computacional, foram
feitas outras duas simulagoes usando a fun¢do ODE45 considerando passos de
integracao maximos diferentes. O intervalo de integracao usado foi de [0, 50]
segundos e os valores dos parametros usados estdo na Tab. 3.1. A primeira
simulagao foi usando At = 2, considerado grande e esta na Fig. 3.6. A area
marcada na Fig. 3.6 mostra que com um passo de integracao grande como
este, os instantes de transicao nao sao capturados corretamente, pois esta area
mostra um intervalo de transicao entre as fases de stick e slip que nao deve
existir. O tempo de execucgao desta simulacao foi de 0,23 segundos e o arquivo

para armazenar os dados desta simulacao foi de 4 KB.
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0
— -1
n
g
= -2 \ /
-3 . ! !
20 25 30 35

t[s]

Figura 3.6: Instantes de transicao entre as fases de stick e slip com passo de

tempo de 2.

Para a segunda simulacao foi usado um At = 0,0002, um passo considerado
pequeno. O resultado obtido é mostrado na Fig. 3.7. Pode-se verificar que os
instantes de transicdo foram capturados mais precisamente com este passo de
integracdo, mostrando a relagdo do passo de integracao com a acuracia das
aproximagoes numéricas. O tempo de execucdao desta simulagao foi de 1,35

segundos e o arquivo para armazenar os dados desta simulacdo foi de 3.467
KB.

20 25 30 35
t |s]

Figura 3.7: Instantes de transicao entre as fases de stick e slip com passo de

tempo de 0.0002.

O tempo de execucao da simulagao com At = 2 é aproximadamente 5,63 vezes
menor que o da simulagdo com At = 0,0002. Ja o espago em disco da simulagao
com At = 2 é aproximadamente 866 vezes menor que o da simulagdo com

At = 0,0002. Em um exemplo deterministico e com intervalo de integragao
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pequeno, os custos computacionais sao razoaveis, apesar de ter uma diferenca

expressiva entre os custos para cada simulagao.

3.2.1
Validacao das aproximacdoes analiticas

Para validar a aproximacao analitica calculada neste capitulo foi determi-
nada uma métrica e as aproximacoes calculadas pelo método de Runge-Kutta
de 4° e 5° ordens foram usadas como referéncia. O erro méaximo admitido para
uma aproximacao analitica neste trabalho é de 1,5-1073. Para calcular a mé-
trica definida para validar as aproximagoes analiticas, primeiro calcula-se a

diferenca entre os instantes de transicao para as fases de slip para stick

ep = (tﬁN — t:f)VV) sendo p = [1,...,n*""] (3-34)

depois, calcula-se a média destas diferencas

e = média(e,) , (3-35)

onde e é o erro de uma aproximacao analitica com uma numeérica, t;‘N é
o instante de transicdo de uma fase de slip para stick calculado com uma
aproximacao analitica e ti)v V' ¢ o instante de transicio de uma fase de slip para
stick calculado com uma aproximacao numeérica. A escolha em usar os instantes
de transicao para calcular o erro entre as aproximacoes se deu pelo fato destes
instantes serem uma das principais caracteristicas da dinamica de um sistema

com stick-slip.
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== Aprox. analitica = Aprox. numérica

y(f) [m]

1800 1850 1900 1950 2000
t [s]

1650 1700 1750

y(t) [m/s]

1650 1700 1750 1800 1850 1900 1950 2000
t[s]

Figura 3.8: Aproximagoes do deslocamento e velocidade do sistema usando os

métodos de multiplas escalas e de Runge-Kutta de 4° e 5° ordens.

Antes de calcular o erro entre as aproximacoes, foi feita uma simulacao
considerando o intervalo de integragao de [0, 2000] segundos e os valores dos
parametros da Tab. 3.1. Na Fig. 3.8 as aproximacoes analiticas e numéricas
para o deslocamento e velocidade do sistema sao mostradas. Para visualizar
melhor as curvas referentes a cada aproximacdo, nos graficos somente os
ultimos 350 segundos do intervalo de integracao foram mostrados. Pode-
se verificar que as duas aproximacodes continuam coincidentes, tanto para
velocidade quanto para deslocamento. Os diagramas de fase também foram
mostrados no grafico da Fig. 3.9. Usando a métrica dada pela Eq. (3-35), o erro
desta aproximacao analitica é de 1,3-1073. Como o erro maximo admitido é de
1,5-1073, a aproximacao analitica de primeira ordem calculada neste capitulo

atende o critério de validagao.
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== Aprox. analitica ==== Aprox. numérica

y(t) [m]

-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10
y(t) [m/s]

Figura 3.9: Diagrama de fase das aproximagoes da resposta do problema
modelo usando os métodos de multiplas escalas e de Runge-Kutta de 4° e

5° ordem.

Os custos computacionais para executar essas simulagoes estao na Tab.
3.2. Comparando os tempos de execucao, pode-se verificar que a simulacao
usando a aproximacao analitica é aproximadamente 6,41 vezes mais rapida
que a usando aproximacao numeérica. J4 ao comparar os valores de espago em
disco, a vantagem em usar métodos analiticos é ainda mais expressiva, uma vez
que o espago em disco usado com a aproximacao analitica é aproximadamente

502,2 vezes menor que com a aproximag¢ao numérica.

’ Aproximacao \ Tempo de execugao [s] \ Espago em disco [MB] ‘
Analitica 2,10 1,81
Numérica 13,46 900

Tabela 3.2: Custos computacionais das aproximagoes.
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Método de Monte Carlo: custo computacional

4.1
Método Monte Carlo

O método de Monte Carlo é uma ferramenta fundamental quando se
trabalha com problemas estocasticos. Uma das aplicagoes deste método é
construir modelos estatisticos de objetos aleatérios, os quais tem modelos
probabilisticos nao conhecidos. Quando um objeto aleatério passa por uma
transformacao, o processo pode ser dividido em trés partes: a primeira esta
relacionada a geragdo de realizagoes de um objeto aleatério com modelo
probabilistico conhecido; a segunda parte é a aplicacao de uma transformacao;
e a ultima estd relacionada com a obtencao de realizagoes dos objetos de saida.
Desta forma, as incertezas das variaveis de entrada sdo propagadas através da
transformacao para as variaveis de saida, que também serao objetos aleatérios.
Estas transformacoes podem ser dadas por fung¢ées matematicas desde as mais
simples as mais complexas. A complexidade de uma transformacao, em alguns
casos, pode dificultar e até impedir a obtencao de um modelo probabilistico

de saida. Por isso, uma alternativa é construir um modelo estatistico.

Fixado um erro:

Entrada: Salda:

geragao Processamento amostras do
de amostras do e objeto aleatdrio
objeto aleatério das amostras

Construgao de um

Se nao estio modelo estatistico

aumente tamanho da amostra
Se estd0, g As estatisticas estao dentro : \

fim! da margem de erro prescrita?

Figura 4.1: Algoritmo para as simula¢des de Monte Carlo.
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O método de Monte Carlo é uma ferramenta muito usada para construir
modelos estatisticos e um esquema de como o método funciona é mostrado
na Fig. 4.1. Fixado um erro, gera-se realizagoes de um objeto aleatério de
entrada com modelo probabilistico conhecido. Entao aplica-se a transformacao
desejada de forma deterministica para cada uma das realizagoes, gerando assim
realizagoes de objetos aleatérios de saida. Se este modelo estiver dentro da
margem de erro prescrita, fim do processo, se nao, aumenta-se o tamanho
da amostra de entrada e inicia-se novamente o processo. Baseado na Lei dos
Grandes Nuimeros e no Teorema do Limite Central, que garante a convergéncia
do modelo estatistico quando um nimero elevado de realizagoes é gerado,
trabalhar com o método de Monte Carlo implica em lidar com uma quantidade
elevada de realizagoes. Um exemplo de como a quantidade de realizagoes
influéncia na qualidade do modelo estatistico pode ser vista na construcao
de histogramas normalizados. Esta ferramenta é usada para aproximar uma
fungao densidade de probabilidade (FDP) e uma funcao de probabilidade
quando se trata de variaveis aleatérias continuas e discretas, respectivamente.
Para exemplificar, foram construidos dois histogramas normalizados de uma
variavel aleatéria com distribuicao de probabilidade normal usando amostras
de tamanhos diferentes. Na Fig. 4.2, os histogramas sao dados em azul e as FDP
pela curva vermelha, na Fig. 4.2 a) tem-se o histograma com 500 realizac¢oes
e na Fig. 4.2 b) tem-se o histograma com 10° realizacdes. Pode-se verificar
que uma amostra com 10° realizacdes aproxima melhor a FDP desta varidvel

aleatéria do que a amostra de 500 realizacoes aproxima.

a) 500 realizagdes b) 100.000 realizagdes

0.45

0.4

03l 0.35

031
0.25 |

0.2
0.2

0.15
0.15

o1r 01f

0.05

Figura 4.2: Histogramas normalizados construidos com a) 500 e b) 105 reali-
zacoes de uma variavel aleatoria com distribuicao normal com média igual a
um e variancia zero.

Mas este mesmo tamanho de amostra, pode nao ser suficiente para aproximar

uma FDP bivariada por um histograma conjunto normalizado, pois neste caso
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deseja-se aproximar uma superficie ao invés de uma curva. Para exemplificar,
foram geradas 10° e 107 realizacoes de um vetor aleatério composto por duas
variaveis aleatorias com distribui¢oes de probabilidade normal e independentes.
Para cada um dos conjuntos de realizacoes foi construido um histograma
normalizado (um histograma conjunto das componentes do vetor) e foi tragada
a FDP do vetor. Na Fig. 4.3, os histogramas conjuntos sao dados em azul e as
FDPs bivariadas sdo dadas pelas superficies vermelhas. Na Fig. 4.3 a) tem-se
um histograma com 10° realizacges e na Fig. 4.3 b) tem-se um histograma com
107 realizacoes. Comparando os dois histogramas com tamanhos de amostra
diferentes, pode-se verifica que a amostra com 107 realizacdes aproxima melhor
a FDP de um vetor aleatério de dimensdo 2. E importante destacar que a
visualizacao de incertezas usando histogramas conjuntos é limitado a objetos

aleatoérios de dimensao 2.

a) 100.000 realizagdes b) 10.000.000 realizagoes

0.2 0.2

Figura 4.3: Histogramas normalizados construidos com a) 100.000 e b)
10.000.000 realizacoes de duas varidveis aleatérias independentes com distri-
bui¢ao normal com média igual a um e varianga igual a zero.

Devido a elevada quantidade de dados necessaria para construir um mo-
delo estatistico com acuracia, entre outros fatores, problemas estocasticos po-
dem ser classificados como problemas de big data. Problemas de big data sao
caracterizados pelo grande volume de dados que devem ser armazenados e tra-
tados, dos quais podem ser extraidos informagoes importantes. Neste contexto,

o custo computacional é um requisito importante para a viabilidade da exe-
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cugao de problemas com este tipo de abordagem. Uma vez que os tempos de
execugao podem impedir a obtengao dos resultados dentro do prazo estabele-
cido, ou até mesmo, o impedimento total por falta de memoria ou espago de
armazenamento (do inglés storage). Tratar um grande volume de dados pode
ser extremamente custoso, por isso, em muitos casos € necessario tracar es-
tratégias para otimizar o desempenho do computador, como a paraleliza¢ao
dos célculos ou salvar os resultados em arquivos menores para otimizar o poés
processamento dos dados. Para o contexto deste trabalho, onde a transforma-
¢ao a ser aplicada é dada pelo célculo de aproximacoes da resposta de PVIs,
outra estratégia para diminuir o custo computacional é utilizar métodos de

integracao menos custosos.

4.2
Estratégias

Com o objetivo de realizar um estudo estocéstico dos custos computa-
cionais de executar o método de Monte Carlo, foi escolhido como problema
modelo o sistema dinamico que envolve o fendmeno de stick-slip, detalhado no
capitulo 2. Para isso, um parametro da forca de atrito foi modelado como uma
variavel aleatéria de distribuicdo uniforme. Devido as incertezas consideradas
no problema, o PVI que modela a dinamica deste problema, tornou-se um PVI
estocastico. Assim, as aproximacoes para a resposta do sistema sao processos
estocasticos caracterizados por uma sequéncia aleatéria de fases de stick e slip.
Neste trabalho a combinacao do método de Monte Carlo com cada método de

aproximacao usado ¢ chamada de

— abordagem AN quando a aproximacao de primeira ordem calculada pelo

método de miiltiplas escalas é usada junto com o método de Monte Carlo;

— abordagem NV quando aproximacgoes numéricas calculadas pelo método
de Runge-Kutta de 4° e 5° ordens com passo de integracao variavel sao

usadas junto com o método de Monte Carlo;

— abordagem NF quando aproximagoes numéricas calculadas pelo método
de Runge-Kutta de 4° ordem com passo de integracao fixo sao usadas

junto com o método de Monte Carlo.

4.2.1
Abordagem AN

A abordagem AN combina o método de Monte Carlo com a aproximacao
analitica de primeira ordem calculada usando o método de multiplas escalas.

Como mostrado, com este método foi possivel calcular duas expressoes que
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permitem prever os instantes de transicdo entre as fases. Com isso, para esta
abordagem nao € preciso discretizar o intervalo de integracao.

Para executar as simulagoes usando esta aproximagao ¢ preciso apenas
definir o intervalo de integracao, as condigoes iniciais e substituir os valores
dos parametros nas expressoes. Para isso, foi criado uma rotina no software
MATLAB usando a Eq. (3-30) para prever os instantes de transi¢ao entre as
fases de stick para slip, e a Eq. (3-33) para prever os instantes de transigao

entre as fases de slip para stick.

- Definir um intervalo de integragdo: [0; f]

- Definir condic8es iniciais do problema: y(0) e 1(0)

- Criar variavel f; que indica os instantes de transi¢do entre as fases

- Criar y(t;) e Y(t;) que sdo as variaveis de estado nos instantes

- Definir Yyin = = fo =00/ k, Ymar = fe—b-v/ke u =v-y(t;)
- No inicio da simulagdo: ; = 0, y(t;) = y(0) e y(t;)=y(0)

- Criar uma iteragdo: enquanto t; < t

~ Fazer enquanto t; <t

-Testar as condi¢Bes das fases de stick: Y(t;) < Ymax, y(t]») > Ymine U < ey

- Prever o instante final de uma fase de stick: f; = t;da Eq. 3-30
- Salvar posicio e velocidade no instante final desta fase:
y(t) = y(t)) e y(t)=y(t;)
se n3o
j - Calcular os valores das constantes de integracdo usando método numérico:
C3p€ Cap
- Prever o instante final de uma fase de stick: f; = t,da Eq. 3-33
- Salvar posicio e velocidade no instante final desta fase:
y(t) = y(ty) e y(t)=y(t,)

fim

L fim

Figura 4.4: Parte do algoritmo usado na abordagem AN.

A Fig. 4.4 mostra parte do algoritmo usado na rotina programada para simular
a aproximacao da dindmica do sistema usando a abordagem AN. E importante
destacar que as mesmas expressoes calculadas pelas Egs. (3-30) e (3-33)
sao usadas para todas as realizagoes da variavel de entrada. Estas equagoes
foram avaliadas para cada realizacdo através de substituicao de valores nas

expressoes.
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4.2.2
Abordagem NV

A abordagem NV combina o método de Monte Carlo com aproximagoes
numéricas calculadas pelo método de Runge-Kutta de 4° e 5° ordens. Este
método esta implementado no software MATLAB e pode ser usado através da
funcao ODE45. Como ja mencionado, este ¢ um método de passo de integracao
variavel que permite o usuario definir o passo maximo, mas nao se tem controle

do passo minimo.

- Definir um intervalo de integragdo: [0; f]

- Definir condic8es iniciais do problema: y(0) e y(0)

- Definir o passo de integracdo: Atyy

- Definit Yyin = = fo =0 0/ k Yyar = fo—b-v/ke u =v-y(t))
- Discretizar o intervalo: [0:Atyy:t,,]

- Chamar a fungdo ODE45 e passar as variaveis: [0; £,], ¥(0) e y(0)

~ Fazer para todo instante £,
-Testar as condi¢Bes das fases de stick: Y(t;) < Ymax, y(tj) > Ymine U < ey
- Calcular y(t;) e y(t;) integrando a Egs. 2-9
se ndo
- Calcular y(t;) e y(t;) integrando a Egs. 2-12

fim

< fim

Figura 4.5: Parte do algoritmo usado na abordagem NV.

A Fig. 4.5 mostra parte do algoritmo usado na rotina programada para
simular as aproximagoes da dindmica do sistema usando a abordagem NV.
Diferente da abordagem AN, onde a mesma aproximagao foi usada para todas
as realizacoes, na abordagem NV para cada realizacdo uma nova aproximacao

numérica é calculada.

4.2.3
Abordagem NF

A abordagem NF combina o método de Monte Carlo com aproximagoes
numéricas calculadas pelo método de Runge-Kutta de 4° ordem. O integrador
usado nesta abordagem foi implementado pela autora da tese para garantir
que a integragao fosse feita usando um passo de integracao fixo. Para isto, o

integrador também foi implementado no software MATLAB.
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- Definir um intervalo de integragdo: [0; f]

- Definir condic8es iniciais do problema: y(0) e 1(0)

- Definir o passo de integracdo: Atnr

- Definir Yyin = — fe—b-0/k, Yyaxr = fe—b-v/ke u =0v-y(t))

- Discretizar o intervalo: [0:Atng:t,,]

- Chamar a fungdo RK de passo fixo e passar as variaveis: [0:Atnp:t,], ¥(0) e y(0)

~ Fazer para todo instante £,
-Testar as condi¢Bes das fases de stick: Y(t;) < Ymax, y(tj) > Ymine U < ey
- Calcular y(t;) e y(t;) integrando a Egs. 2-9
se ndo
- Calcular y(t;) e y(t;) integrando a Egs. 2-12

fim

< fim

Figura 4.6: Parte do algoritmo usado na abordagem NF'

A Fig. 4.6 mostra parte do algoritmo usado na rotina programada
para simular as aproximacoes da dindmica do sistema usando a abordagem
NF. Assim como na abordagem NV, neste caso também foi calculada uma

aproximacao para cada realizacao.

4.3
Modelagem da variavel aleatéria F

Neste trabalho o pardmetro modelado como uma variavel aleatéria é o
parametro relacionado a forga de atrito, fy, da Eq. (2-5). Este pardmetro é

modelado como uma variavel aleatéria uniforme, Fj, com funcao de densidade
de probabilidade (FDP) dada por

pra) = (T HETEE (&)
0 caso contrario

onde [; é o limite inferior e [, é o limite superior do suporte. Os limites do
suporte devem respeitar algumas caracteristicas dadas pelo modelo de atrito
mostrado na Fig. 2.3. O limite superior ndo pode assumir valores maiores que
o de f.. Como f. é um parametro deterministico com valor fixo igual a 2,0,
o limite superior escolhido foi de 1,8. Ja o valor do limite inferior deve ser
escolhido de maneira a nao permitir que as curvas da Fig. 2.3 referentes aos

valores de u # 0 nao cruzem o eixo de f,; = 0. Para respeitar esta caracteristica
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escolheu-se o valor do limite inferior igual a 0,8. Assim, o suporte da variavel
F,; é dado por [0,8; 1,8]. A Fig. 4.7 mostra os histogramas normalizados e a
FDP para uma distribuigao uniforme em a) com 10° realizacdes e em b) com
4 - 10* realizacoes. Para as abordagens AN e NV foram usadas amostras com
10° realizacoes, ja para a abordagem NF foi necessario diminuir o tamanho da
amostra usada para 4 - 10* realizacoes devido ao custo computacional desta

abordagem.

12 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 12

0.8 1 1.2 14 16 1.8 0.8 1 1.2 14 16 1.8
fa fa

Figura 4.7: FDP de F,; e um histograma normalizado com 10° realizacoes.
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5
Analise dos resultados

A discussao dos resultados é dividida em trés partes, referentes aos
resultados associados ao processo estocastico, ao custo computacional de
executar as trés abordagens propostas e a andlise conjunta. Além disso,
antes de analisar os modelos estatisticos das varidveis aleatérias associadas
a0 processo estocdastico, na Secao 5.1 verifica-se que a aproximagao analitica
usada na abordagem AN satisfaz o critério de erro escolhido em cada realizacao
de Fj. Para isto, usou-se a métrica definida pela Eq. 3-35 e as aproximacoes
calculadas na abordagem NV foram usadas como referéncia. Uma vez que a
aproximacao analitica foi validada, considera-se que os processos estocasticos
calculados usando cada uma das abordagens propostas sao iguais. Ou seja, o
numero de fases de stick e slip e suas duragoes sao consideradas iguais para as
trés abordagens.

Na Secao 5.2 sao construidos modelos estatisticos e histogramas norma-
lizados das variaveis aleatorias que representam o numero de fases de stick e
slip, N*'* ¢ N*"P assim como para as variaveis aleatérias que representam as
duracoes totais das fases, Dk ¢ Db,

Na secao 5.3, sao tratadas as variaveis associadas ao custo computacional,
dadas pelo tempos de execucdo, R, e o espaco em disco, S. Estas varidaveis
sao distinguidas de acordo com a abordagem usada, pelo uso dos indices
Oan, Ony e Onr referentes as abordagens AN, NV e NF, respectivamente.
O tempo de execucao (R) como o préprio nome indica, estd relacionado ao
periodo de tempo necessario para concluir uma execugao do método de Monte
Carlo. O espaco em disco, do inglés storage, esta associado com o tamanho
do arquivo necessario para armazenar os dados referentes a aproximacao da
resposta do sistema. Com a construcao dos modelos estatisticos e histogramas
normalizados destas variaveis, pode-se verificar que a abordagem escolhida
afeta o modelo estatistico dessas variaveis.

Posteriormente, na Se¢ao 5.4 é feita uma analise conjunta dos tempos de
execucao com as variaveis associadas ao processo estocastico para estudar a

relacao entre elas.
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\ Parametro \ Valor \ Unidade H Parametro \ Valor \ Unidade \

m 1 kg k 0.1 N/m
v -2 m/s y(0) 1 m
b 1 (N's)/m y(0) 4 m/s
a 0.1 | (kgs)/(m?) fe 2 N
€ 0.0001 - g 9.81 m/s?
li 0.8 - Ls 1.8 -

Crel le—9 - Atyrp 0.005 S

Tabela 5.1: Valor dos parametros usados nas simulagoes.

5.1
Validacao da aproximacao analitica

Como ja mencionado nos capitulos anteriores, na abordagem AN apenas
uma aproximacao analitica foi calculada e avaliada para cada valor de para-
metro. Ja para os métodos numéricos para cada novo valor de um parametro
uma nova integracao precisa ser feita. Neste caso, a quantidade de realizagoes
em uma amostra indica a quantidade de integragoes calculadas nas abordagens
numéricas. Os parametros mostrados na Tab. 5.1 foram usados nas simulagoes
e sdo iguais para todas as abordagens. O intervalo de integracao escolhido foi
de [0 2000] segundos. A Fig. 5.1 mostra uma realizacao das abordagens AN e
NV considerando os primeiros 100 segundos do intervalo de integracao, com
as quatro primeiras fases de stick e slip. Devido a propagacao de incertezas, os
instantes de transicdo também sado variaveis aleatérias.

Com o objetivo de estudar se a aproximacao analitica de primeira ordem
satisfaz o critério de erro pré-estabelecido, esta foi avaliada considerando os
mesmos valores que tomam as 10° realizagoes de F,; na abordagem NV. Logo,

foi usada a métrica dada pela Eq. 3-35, que foi reescrita como

epi = (o —t0)) (5-1)

e; = média (ep,;) (5-2)

onde o indice i estd relacionado com a ntmero de realizacao (ou seja, i €
[1,...,10°]), o indice p estd relacionado com o nimero de transi¢des entre
as fases de slip para stick (ou seja, p € [0,...,n""]), t!V é o instante de
transicao p entre uma fase de slip para stick associada a aproximacao analitica
de primeira ordem usada na abordagem AN de uma realizacdo i e tI]XZ»V éo
instante de transicao p entre uma fase de slip para stick associada a uma
integracao numérica da abordagem NV de uma realizacao ¢. Assim, para uma

realizacao sdo calculadas as diferencgas entre os instantes de transicao das fases
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de slip para stick, e depois calcula-se a média destas diferencas. Desta forma,
a varidvel e também é uma varidvel aleatéria que foi chamada de E com 10°
realizagoes.

Para verificar se todas as aproximagoes estao dentro do erro definido, foi
construido um histograma normalizado da amostra de E. O valor 1,5 1073
foi adotado como critério de erro maximo admissivel. Assim, se o suporte
nao ultrapassa este valor, a aproximacao analitica satisfaz o critério. Isto se
verifica na Fig. 5.2, onde ilustra-se o histograma normalizado da amostra de F,
e a linha vertical vermelha indica o erro determinado. Como o suporte desta
varidvel est4 entre [8,8-107%, 1,49-1073], os erros de todas as realizacdes estdo

abaixo do erro maximo.

4
1 slip L oordlp 3 slip 4™ slip [ Analytical
5] '/ '/ '/ '/ ----- Numerical| |
o i
)
ok i
A | Y Y ) oty Y ~ Y the 2t 7
-2 / I / L / . .
— N v P 100
st o3 nd ;. rd (450 th o5
1% stick 21% stick 3" stick 4" stick t1s]

Figura 5.1: A velocidade y(t) para uma realizagdo ao longo das primeiras fases
de stick e slip.

Uma vez que as aproximagoes satisfazem o erro indicado, tanto o nimero
de fases como suas duragoes, preditos pelas diferentes abordagens, foram
considerados iguais neste trabalho. A nomenclatura adotada para as fases de
stick:

stick __ stick __ stick __ stick
7DAN_DNV—DNF_D )

stick __ stick __ stick __ stick.
- NaN" = NRv" = NyE™ = N
e para as fases de slip:

slip slip slip slip
7DAN_DNV_DNF_D )

slip slip slip slip
AN — NV — NF — N .
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1 0000 1 1 1 1 1 1

8000 -

6000 -

4000 -

2000 -

0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 15
e %1073

Figura 5.2: Histograma normalizado do erro e a tolerancia definida.

5.2
Construcao dos modelos estatisticos das variaveis associadas ao processo
estocastico

As aproximacoes para a resposta do sistema sao processos estocasticos
caracterizados por uma sequéncia aleatéria de fases de stick e slip. A Fig. 5.3
mostra um exemplo de uma realizacao de um processo estocéastico com intervalo
de integracao de [0, t,,], que comega por uma fase de stick e termina com uma
fase de slip, onde d5""* | d5l"P, n*"'% e n*' sao realizagoes de varidveis aleatérias.
Como os modelos probabilisticos destas varidveis sao desconhecidos, foram
construidos modelos estatisticos e histogramas normalizados para as variaveis
aleatérias de interesse. Em seguida, graficos de dispersao foram usados para

estudar a relagao destas varidveis com Fj.

stick dslip d;tick dslip stick d;”p dStslthllf dS”,p

1 1 2 ] nst nslip
—A—— —A —A——
I 17 stick I 1" slip IZo stick |2o slip I I j* stick IPo inpI Insmk I nstip I
| | | I |1 I 11 1 |
0 ty tr ts ty 4 tr1 ty

Figura 5.3: Esquema de uma realizagao do processo estocastico.

Os ntimeros de fases de stick e slip sdo dados pelas variaveis N*1* e NP
respectivamente. Em cada integracdo (realizagdo) o ntumero de fases de stick

e slip s6 difere em um méaximo de uma unidade, dependendo em qual fase o
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sistema se encontrava no inicio e no fim do intervalo. Como cada realizagao da
variavel de entrada resulta em um processo estocastico de saida, as amostras
de N#tick o NP também sdo compostas por 10° realizacoes. Estas realizacoes
foram usadas para construir os histogramas normalizados da Fig. 5.4 e calcular
as estatisticas amostrais da Tab. 5.2.

Na Fig. 5.4 sao mostrados os histogramas normalizados das variaveis a)
Nstiek e b) N*UP_ Analisando estes histogramas pode-se verificar que N*¥* ¢
NP s30 varidveis aleatérias discretas com suporte de [80, 100] e [81, 101],
respectivamente. A diferenca de uma unidade entre o nimero de fases de stick
e slip em uma realizacao pode ser vista também no suporte dos histogramas. A
semelhanca entre N ¢ N*P também ¢é dada pelas estatisticas da Tab. 5.2,
visto que as diferencas entre as médias, de 0,69, e entre os desvios padroes, de
0,11, sao pequenas. Ja os momentos de 4° ordem tem valores iguais mostrando

que os dois histogramas tem o mesmo achatamento.

. , .. | Desvio | Momento de | Momento de
Variavel | Média . o o
padrao 3° ordem 4° ordem
N stick 91.95 6.16 —0.29 1.76
Nt 92.64 6.27 —0.28 1.76

Tabela 5.2: Estatisticas amostrais das varidveis NStk ¢ Nstip,

e

Figura 5.4: Histograma normalizado do ntmero de fases de stick e slip,
respectivamente, N*/* ¢ Nlip,

As varidveis de duracao das fases de stick e slip também sao importantes

na analise dos processos estocasticos. Cada fase pode ter duragoes diferentes.

Por exemplo, a da primeira fase de stick, dada por d5“*, pode ser diferente

da duracgao da j-ésima fase de stick, dada por dj-mk. A mesma situacao pode
acontecer para as fases de slip, tendo-se no total n*#* +n"P varidveis diferentes

por realizacdo. Por isso, novas varidveis foram definidas denominadas de d*"
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e d*!°F que sao dadas pelo total das duracoes das fases de stick e slip em uma
realizagao, ou seja,

Nstick:
stick stick
Ut =N dter (5-3)
j=1
Nslip
Jslip li
d*"? = Z dy™®. (5-4)
p=1
Dado um intervalo de integracao de [0, t,], tem-se que para cada realizagao

Jotick | qliv — ¢ (5-5)
Assim, as amostras de D*!* e D*!" também possuem 10° realizacoes que foram
usadas para construir os histogramas normalizados da Fig. 5.5 e calcular as
estatisticas amostrais da Tab. 5.2. Na Fig. 5.5 sdo mostrados os histogramas
normalizados das varidveis a) D*“* ¢ b) D*'P. Analisando estes histogramas
pode-se verificar que D®* ¢ D" g3o varidveis aleatérias continuas com
suporte de [208, 966] e [1032, 1790], respectivamente. Visto que para as
simulagoes calculadas neste trabalho o intervalo de integracao foi de 2000
segundos, os suportes destes histogramas respeitam a relagao dada pela Eq.
(5-5), assim, como a média amostral das varidveis dada na Tab. 5.2.

Os histogramas da Fig. 5.5 parecem estar espelhados um em relagao ao
outro. Os valores de desvio padrao, momento de 3° ordem e 4° ordem iguais
podem confirmar esse efeito. Uma vez que os desvios padroes amostrais e os
momentos de 4° ordem amostrais de ambas as varidveis sao iguais, ou seja,
mostram que eles tém mesma dispersao e achatamento. J4 os momentos de 3°
ordem possuem valores iguais e sinais trocados, mostrando que o histograma
da Fig. 5.5 a) possui mais realizagoes a direita da sua média e o histograma

da Fig. 5.5 b) possui mais realizacoes a esquerda da sua média.

<108  a) <103 b)

0 0-
200 400 600 800 1000 1000 1200 1400 1600 1800

dstick dslip

Figura 5.5: Histograma normalizado das duragoes totais das fases de stick e
slip, respectivamente, D*"* e D3t
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., , 1. Desvio | Momento de | Momento de
Variavel | Média . o o
padrao 3° ordem 4° ordem
Dstick1.631.27 | 219.19 —0.25 1.84
Dstp 1368.7 | 219.19 0.25 1.84

Tabela 5.3: Estatisticas amostrais das variaveis D5tk ¢ Dslip,

Com as variaveis do nimero de fases e suas duragoes definidas, foi feita
uma andlise entre a relagdo dessas variaveis com Fy. A Fig. 5.6 a) mostra os
graficos de dispersao entre as variaveis das duragoes totais das fases de stick e
slip, D*k ¢ D%P com Fj; ¢ em b) entre as varidveis do niimero de fases de
slip, N*"" com Fj;. Lembrando que devido a natureza do problema, os valores
de N#UP ¢ N5tk tem no maximo diferenca de uma unidade. Analisando a Fig.

5.6 tem que

— quando o valor de f; aumenta, a duracio total das fases de slip (d*P)

também aumenta, assim como o niimero de fases (n*!*?);

— quando o valor de f; aumenta a duracdo total das fases de stick (d*!"*)

diminui, enquanto o nimero de fases (n***) aumenta.
a) b)
1000 1000 105 4
800 11200 100 = |
5 2 s 9] F]
< 600 11400 'z, = =1
s : S 90
400 1 1600 85| =
200 - , 1800 80 ,
1 1.5 1 1.5
fa Ja

Figura 5.6: Grafico de dispersao entre as variaveis em a) do total da duragao
das fases de stick e slip e f; e em b) do nimero de fases de slip e f,.

Para todas as realizagoes, o valor de f, é deterministico e fixo. Com isso,
quanto maior o valor de f; menor a diferenca entre esses dois parametros,
o que faz diminuir a duracdo das fases de stick e aumentar as de slip. Para
exemplificar esta relacao foram construidos dois digramas de fase considerando

os valores extremos de f; usando a aproximacao analitica de primeira ordem e
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aproximagoes numéricas com passo variavel. Os valores dos parametros usados
estao na Tab. 5.1. A Fig. 5.7 mostra o diagrama de fases para f; = 0, 8. Quando
fq assume este valor, tem-se a maior diferenca entre os valores deste parametro
e f. e para este caso tem-se n*t* = 80, n®r = 80, d*"“* = 11,9 segundos e
d*"? = 13,0 segundos.

-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10
§(t) [m/s]

Figura 5.7: Diagrama de fase de uma realizagdo com f; =0, 8.

A Fig. 5.8 mostra o diagrama de fases para f; = 1,8. Quando f; assume este
valor, tem-se a menor diferenca entre os valores deste parametro e f, e para
este caso tem-se n*t* = 50, n* = 51, d*¥* = 2.0 segundos e d*'? = 17,9

segundos.

AN sene NV

"5 -20 .15 -10 -5 0 5
y(t) [m/s]

Figura 5.8: Diagrama de fase de uma realizagdo com f; =0, 8.
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5.3
Construcao dos modelos estatisticos do tempo de execucao e espaco em
disco

Um dos objetivos deste trabalho é estudar o custo computacional de
forma aleatéria. Para isto, o método de Monte Carlos foi combinado com
trés abordagens de integracao diferentes, AN, NV e NF. As duas varidveis
de interesse relacionadas ao custo computacional sao o tempo de execucao, R,
e o espago em disco, S (storage) que também sao variaveis aleatérias. Por isso,
nesta sec¢ao foram construidos modelos estatisticos e histogramas normalizados
para cada destas variaveis.

As simulagoes usando as abordagens AN e NV foram calculadas em um
computador com as seguintes configuragoes: processador AMD Ryzen 9 3900X
12-Core (3.80 GHz) e de 32Gb RAM,; ja a abordagem NF foi calculado em um
computador Server Lenovo SR650, com 2 processadores Intel Xeon Gold 5120
(2.20GHz), com 14 cores cada um (28 cores no total) e 64Gb RAM. Devido
ao custo computacional em executar a abordagem NF, além de diminuir o
tamanho da amostra de Fj; também foi necessario usar um computador com
um maior nimero de processadores. Como cada fase é modelada por um PVI
diferente, esforcos diferentes sdo necesséarios para resolver cada uma delas, visto
isto o tempo de execucao também foi avaliado de acordo com as fases. Assim,
o tempo de execugao para integrar todas as fases de stick em uma realizacao

) : o li ; li
é dado por rgl* e para slip é dado por 5”7, sendo rg = relick 4 3%

5.3.1
Modelos estatisticos dos tempos de execucao

Nesta subsecao sao mostrados os modelos estatisticos e os histogramas
normalizados dos tempos de execugao total (R), dos tempos de execucao para
as fases de stick (R*"“*) e para as fases de slip (R*""), para as trés abordagens
AN, NV e NF.

Para executar o método de Monte Carlo de forma sequencial, usando a
abordagem AN, seriam necessarios aproximadamente 7 dias para concluir todas
as simulagoes, e usando a abordagem NV seriam necessarios aproximadamente
77 dias. Para evitar essa demora, essas duas abordagens foram executadas em
um computador com 12 processadores e com a estratégia de paralelizacao dos
calculos, os tempos foram reduzidos para 0,5 dia e 6,5 dias, respectivamente.
J& para a abordagem NF foi necessario reduzir o tamanho da amostra devido
ao longo tempo de execucao requerido para completar todos os céalculos das
105 realizacoes. Considerando este tamanho de amostra, em forma sequencial

seriam necessarios 1909,7 dias, e usando a estratégia de paralelizacao, e
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um computador com 28 processadores, o tempo de execucao seria reduzido
para aproximadamente 68,2 dias. Assim, a amostra para esta abordagem foi
reduzida para 4 - 10* realizacdes, uma vez que a tendéncia dos resultados nio
estava mais sofrendo alteracoes significativas. Com isso, para completar os
calculos de forma sequencial com este tamanho de amostra seriam necessarios
aproximadamente 770 dias, mas com a estratégia de paralelizagdao o tempo foi
reduzido para 27,5 dias. Pode-se verificar que esta abordagem é muito mais
custosa que as outras duas, pois mesmo com o uso de um computador com
mais processadores e diminuindo o tamanho da amostra, os célculos levaram
quase 1 més para serem concluidos.

Os histogramas normalizados dos tempos de execugao total sdo mostra-
dos na Fig. 5.9. Em a) as realizagoes referentes a abordagem AN sao mostradas,
em b) as da abordagem NV; e em c¢) as da abordagem NF. Analisando a forma
e o suporte destes histogramas pode-se verificar que o tipo de integracao tem
influéncia direta no modelo estatistico das variaveis dos tempos de execucao.
O suporte do histograma referente a abordagem AN é de [3,66 9, 23] segundos,
a abordagem NV é de [21,7 85, 87] segundos e a abordagem NF é de [1.555,55
1.920,51] segundos.

As estatisticas amostrais calculadas para cada variavel aleatéria sao apre-
sentadas na Tab. 5.4. A média amostral da variavel R,y é aproximadamente
11,94 vezes menor que a média amostral de Ryy, que por sua vez é aproxima-
damente 24,92 vezes menor que a média amostral de Rypr. Ja o desvio padrao
amostral da variavel R4y é aproximadamente 13,89 vezes menor que o desvio
padrao amostral de Ryy, que por sua vez é aproximadamente 9 vezes menor
que o desvio padrao amostral de Ryr. O sinal do momento de 3° ordem indica
se a maioria das realizagoes estdo a direita ou a esquerda da média. Neste
caso, os momentos de 3¢ ordem amostrais para as variaveis Ray e Rypr tem
sinal positivo, o que indica que a maioria das realizagoes estao a esquerda das
suas respectivas médias amostrais. J& o momento de 3° ordem amostral para
a variavel Ryy tem sinal negativo, indicando que a maioria das realizacoes
estao a direita de sua média amostral. Considerando a diferenca entre os PVIs
que modelam cada fase, espera-se que o esforco computacional necessario para
executar cada um delas também seja. Por isso, cada histograma da Fig. 5.9 foi
desmembrado em outros dois histogramas referentes as varidveis R/ e Rleip .

Os histogramas normalizados para os tempos de execucao associados a
abordagem AN sao mostrados na Fig. 5.10 sendo em a) as fases de stick, b)as
fases de slip e ¢) o total. O suporte do histograma normalizados da variavel
Rsick ¢ aproximadamente 10® menor que o da varidvel Rfﬁ@. Isso se deve pela

forma como os instantes de transicao sdo previstos na abordagem AN.
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Figura 5.9: Histogramas normalizados para dos tempos de execucao total
associados a abordagem a) AN, b) NV e ¢) NF.

, 1. Desvio | Momento de | Momento de
Abordagem Meédia padrao 3° ordem 4° ordem
AN 5.51 s 0.43 s 0.16 3.62
NV 65.80 s 6.02 s —1.08 7.69
NF 1,64-10%s | 54,21 s 23,01 718,53

Tabela 5.4: Estatisticas de primeira ordem das variaveis Ray, Ryyv € Ryr.

a) b) c)
6000 1 1
4000
0.5 0.5
2000
0 A 0 o
0 2 4 4 6 8 4 6 8
stick 3 slip
TAN %10 TAN TAN

Figura 5.10: Histogramas normalizados dos tempos de execugao de a) stick, b)
slip, ¢) total associados a abordagem AN.

Como discutido em capitulos anteriores, a aproximacao para a resposta do
sistema é calculada usando as previsoes dos instantes de transicdo dadas pelas
Egs. (3-30) e (3-33). O tempo de execugao das fases de stick sao referentes ao
calculo dos instantes de transicao das fases de stick para slip que sao dados pela
Eq. (3-30). Neste caso para calcular um instante ¢; é preciso, apenas, substituir
os valores dos parametros que ja sao conhecidos. Por outro lado, os tempos de
execucao das fases de slip sao referentes ao calculo dos instantes de transicao
das fases de slip para stick que sdo dados pela Eq. (3-33). Uma vez que esta

equacao ¢ nao linear, devido ao termo trigonométrico, calcular ¢, nao é tao
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simples quanto ¢;. Para calcular os valores das constantes de integracao Cs,, e
(4, tem-se que resolver um sistema nao linear, o qual é dado pela substituigao
das condigbes iniciais do problema nas aproximagoes calculadas para y(t) e
y. Este sistema de equagoes foi resolvido numericamente usando uma funcgao
solver baseada no método de Newton, e implementada no proprio software
MATLAB.

Os histogramas normalizados dos tempos de execugao associados a
abordagem NV sao mostrados na Fig. 5.11 sendo em a) para as fases de stick, b)
para as fases de slip e ¢) para o total. Os suportes dos histogramas para R3: e
Rf\lf?} nao apresentam uma diferenga tao expressiva como os da abordagem AN,
uma vez que estao na mesma ordem de grandeza, apesar da média amostral de
Rff,’%} ser 3,06 vezes maior que R3%*. Com a abordagem NV, o PVI dado pela
Eq. (2-4) ¢é integrado usando os métodos de Runge-Kutta de 4° e 5° ordens
pela fungao ODE45 do software MATLAB.

Como ja discutido, neste integrador o passo de tempo é variavel. A
variacao no passo de integracao é acentuada perto dos instantes de transicao
entre fases, onde o integrador deve ser capaz de detectar qual das duas equagoes
governa a dinamica do problema com precisao, assim como nos extremos do
intervalo de integracao. Além disto, a dindmica nas fases de stick segue uma
equacao linear, ou seja, mais simples e facil de resolver do que aquela das fases
de slip onde a EDO é nao linear, o que justifica, em parte, a diferenga entre os

~ ; 17
tempos de execugao de R3HF e RyP

NV*
a) b) c)
0.2 0.06
0.06
0.04
0.1 0.04
0.02 0-02
0" y 0" 0"
5 10 15 20 25 20 40 60 20 40 60 80
stick slip
TNV TNV NV

Figura 5.11: Histogramas normalizados dos tempos de execugao de a) stick, b)
slip, ¢) total associados a abordagem NV.

Os histogramas normalizados dos tempos de execucao associados a
abordagem NF sao mostrados na Fig. 5.12 sendo em a) para as fases de stick,
b) para as fases de slip e ¢) para o total. Como no caso anterior, o suporte

. ; lz . ,
dos histogramas de R3F e R\'E apresentam diferencas mas mantém a mesma
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’1: %3 .
ordem de grandeza, apesar da média amostral de R)’p ser 2,26 vezes maior

que R3ck Nesta abordagem o integrador usado é método de Runge-Kutta
de 4° ordem com passo de integracao fixo, ou seja, a malha do intervalo de
integracao ¢ dividida uniformemente independente dos instantes de transi¢ao
ou de pontos de extremidade. Entao a diferenca no suporte dos histogramas
de R3lck e Ril,i{i é referente ao esforgo necessario para integrar os PVI que
modelam cada tipo de fase e também a duracao delas. Lembrando que os PVI

para as fases de stick sao lineares, e o dos slips nao sao.

3a) 3b) c)

3 x10 x10 0.02
2

2
1 0.01

1

0 ’ 0 ’ 0 y

500 1500 1000 2000 3000 1600 1800 2000
rstick slip r
NF TNF NF

Figura 5.12: Histogramas normalizados dos tempos de execugao de a) stick, b)
slip, c) total associados a abordagem NF.

5.3.2
Modelo estatistico de espaco em disco

O espago em disco, ou storage, é a variavel que indica o tamanho de
um arquivo para salvar as informagoes das aproximacoes da resposta do
sistema. Esta variavel, diferente do tempo de execucao, so foi avaliada para
as abordagens AN e NV. Os dados da aproximacao para a abordagem NF nao
foram salvos devido ao alto volume de dados. Os dados da aproximagao da
resposta usando abordagem NF geraria um arquivo de aproximadamente 6, 375
Mb. Extrapolando este valor para armazenar 10° arquivos para cada realizacio,
o total seria de aproximadamente 637,6 Gb. Por isso, somente foram salvas
as informagoes associadas ao custo computacional, e o tamanho da amostra
foi reduzido para 4 - 10*. J4 para as abordagens AN e NF o total de dados
gerados foi de aproximadamente 190,88 MB e 96,06 GB, respectivamente.
Assim, somente para as abordagens AN e NV foram construidos modelos
estatisticos e histogramas normalizados das varidveis de espaco em disco que
sdo chamados de San e Syv, respectivamente.

Os histogramas normalizados das variaveis de espago em disco sao

illustrador na Fig. 5.13, em a) para as realizagoes referentes a abordagem AN,
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e em b) para as associadas com a abordagem NV. Os suportes dos histogramas
para as variaveis Syy e Syv sdo [1632, 2050] e [738000, 1238000] bytes. Estes
suportes indicam que os dados das simulagdes com a abordagem AN ocupam
menos espago do que com a abordagem NV, dado que em AN néao é necessario
calcular todos os pontos de um intervalo de integracao. Com a previsao dos
instantes de transicao, os dados armazenados e necessarios para construir uma
simulagdo sdo os proprios instantes, um indicador se o instante ¢ de uma
transicao de uma fase de stick para slip ou vice e versa, e o deslocamento
inicial de cada fase. Ja para a abordagem NV todos os instantes calculados de
um intervalo de integracao precisam ser armazenados, assim como o vetor com

sua malha discretizada.

x1073 a) i %10 b)
6
4
2
0
1600 1800 2000
SAN SNV %«10°

Figura 5.13: Histogramas normalizados do espago em disco.

L1 Desvio Momento de | Momento de
Abordagem Média padrao 3° ordem 4° ordem
AN 1.90 - 103 97.52 —-0.3 1.82
NV 9.607 - 10° | 8.27 - 10* 0.11 2.17

Tabela 5.5: Estatisticas para Say e Syv.
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5.4
Relacdo entre as variaveis de tempo de execucao e do processo estocastico

Até agora, os tempos de execucdo foram analisados como variaveis
aleatérias independentes. Contudo, com a propagacao de incertezas da variavel
aleatoria da entrada [y, pode-se pensar em investigar a relagdo que esses
tempos de execucdo podem apresentar a respeito de outras varidveis que
caracterizam o processo estocastico da resposta do sistema. Neste contexto,
pretende-se avaliar a dependéncia ou independéncia entre estas variaveis.

Esta secao ¢ dedicada a discussao da relacdo dos tempos de execucao,
a variavel aleatéria de entrada e as variaveis relacionadas com os processos
estocasticos. Para isso, foram construidos graficos de dispersao e regressoes
lineares. No calculo das regressoes lineares foi usado o método de minimos
quadrados. Também foram usados histogramas conjuntos normalizados com
o objetivo de analisar as distribui¢oes conjuntas das varidveis e estudar a
dependéncia entre elas. Estes histogramas sao visualizados desde uma vista
superior. O plano mostrado é dado pelo par de variaveis que estao sendo usadas,
e as probabilidades conjuntas sao dadas pela barra de probabilidade ao lado
dos histogramas. Nesta barra as cores em tons azuis tem menor probabilidade
de ocorrer e as cores em tons avermelhados tem maior probabilidade.

A primeira anélise foi feita com os vetores aleatérios compostos pelas
variaveis

— [Ran Ful,
— [RNV Fd] ($
- [RNF Fd]

Por serem vetores com duas componentes é possivel construir histogramas
conjuntos normalizados para visualizar as distribui¢oes conjuntas. A Fig. 5.14
mostra em a) os gréaficos de dispersao das realizagoes das varidveis aleatérias
dos tempos de execugao para a abordagem AN, em b) para a abordagem NV;
e em c) para a abordagem NF com a varidvel de entrada Fy e suas respectivas

regressoes lineares. Estas regressoes possuem as seguintes equagoes

Fany = 1.26 f; + 3.86 (5-6)
Fyy = 14.24 f; + 47.30 (5-7)
Pne =222 fy + 1.61-10° (5-8)

Analisando a inclinagao das regressoes lineares tem-se que o aumento do valor

da variavel f; representa também um aumento no tempo de execugdo nas
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trés abordagens. Este aumento estd relacionado com o valor de f; e com a
duracao das fases de slip, uma vez que quanto maior o valor de f;, maior
a duracgao total das fases de slip em uma simulacdo. Pensando nas equagoes
a serem resolvidas em cada fase, os sticks estao associados a um movimento
retilineo uniforme, regido por uma EDO linear. No entanto, a dinamica dos
slips depende da resolucao de uma EDO néo linear. Por isto, é esperado que
os tempos de execu¢do aumentem a medida que a simulacao apresenta slips de

maior duracao.

a b c
10 ) ) 1800 )
80 ‘
8 ' , 1700
= = 60 =
o 6 " . ™ e
40 1600
4
———— 20————— 1500 ——————
1 14 1.8 1 14 1.8 1 14 1.8
fu’- fd fd
d

Figura 5.14: Gréafico de dispersao das varidaveis dos tempos de execucao

associados a abordagem a) AN; b) NV; e ¢) NF com a variavel de entrada
Fy.

Para analisar as distribui¢oes de probabilidades de cada vetor aleatério, foram
construidos os histogramas conjuntos mostrados nas Figs. 5.15 a), b) e c).
Eles sao observados desde uma vista superior, mostrando o plano rg x fy.
Analisando este histograma e os graficos da Fig. 5.14, verificou-se que as
regressoes lineares estao localizadas proximas as regioes de maior probabilidade
nos histogramas conjuntos, isso é mostrado, nas Figs. 5.15 d), e) e f) em
que as regressoes lineares das Eqs. (5-6), (5-7) e (5-8) foram plotadas juntas
com os histogramas. A Fig. 5.15 mostra uma visao superior dos histogramas
conjuntos normalizados do vetor aleatério [Rn Fy] em a) para abordagem
AN, b) para abordagem NV e c¢) para abordagem NF; e dos histogramas
conjuntos normalizados com as regressoes lineares em d) para abordagem AN,
e) para abordagem NV e f) para abordagem NF. Também foram feitas andlises
conjuntas das varidveis relacionadas ao processo estocastico com os tempos de
eXecucao.

Os processos estocastico sao caracterizados por uma sequéncia aleatéria
das fases de stick e slip, ou seja, os instantes de transicdo entre as fases, o
numero de fases e suas duragoes sao variaveis aleatorias. Neste trabalho, as

varidveis que foram modeladas sdo as de ntimero de fases, N5 ¢ N7 e das
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Figura 5.15: Vista superior dos histogramas conjuntos normalizados a) dos
tempos de execugao total com a forga de atrito f; associado a abordagem a)

AN; b) NV; e ¢) NF.

duracdes totais D! e D% Qs tempos de execucdo também sio separados

de acordo com a fase, assim tem-se os seguintes vetores aleatorios

i [Dstzck’ Nstzck’ Ri{,}\cfk] e [Dslzp’ Nslzp, Riﬁ@],
B [Dstick N stick Rstick] e [Dslip N stip RS“P]. e
3 y LUNY 9 » TVNV D

o stick stick stick slip slip slip
[‘D ,N 7RNF] G[D 7N 7RNF]'

Por serem vetores com trés componentes, a visualizacao das distribuigoes
conjuntas nao é possivel. Pois, precisaria-se de uma representacao em R
Como estratégia, cada um destes vetores foi dividido em outros dois novos,
para analisar os tempos de execuc¢ao com o numero de fases e com as duragoes.
Assim, os novos vetores ficaram como [Dstick Rstick] o [ Nstick Rstick] o mesmo
foi feito para as fases de slip.

As relagbes dos tempos de execugao referentes a abordagem AN com o
numero de fases e suas duracoes totais sao mostradas nos graficos de dispersao
da Fig. 5.16 sendo em a) r3ick e pstick; b psfick o gstick. ¢y p5\% e pstiv: e d) 5\
e n*l"_ As respectivas regressoes lineares sdo representadas pelas linhas pretas.

Estas regressoes sao dadas pelas expressoes
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Felick — 5.92.1075 pstick 1 0.21- 1071 (5-9)
PN =—1-1077 & +0.59- 107 (5-10)
= 59.1072p%" 4+ 0.071 (5-11)
P =1,6-107% d" 4+ 3.27 (5-12)
%1073 %107
11 1
T05 | HHHHHHHHH oo ne——
0 - - - ‘ 0" ‘ ‘ ‘ !
80 85 90 95 100 200 400 600 800 1000
ns tick Jsﬂick
10 4
8
8 1
£k 556
ST, L,
4
41 . . ‘ ‘ . ‘ ‘ ‘
80 85 90 95 100 1000 1200 1400 1600 1800
nsiv’p Js-f'ip

Figura 5.16: Gréfico de dispersao referente a abordagem AN entre as realiza-
coes das varidveis a) rifick e nstick; b) psfick o dstick: c) r%\’? e nlP; e d) Tfﬁ\’; e
nslz’p'

Pela andlise das regressoes, os tempos de execucao das fases de stick (na ordem
de 1073 segundos) sdo muito baixos comparados com os tempos totais de
execuc¢ao (na ordem de 1 segundo, ver Fig. 5.16). Estas regressoes sdo muito
proximas a uma linha constante, o que sugere que os tempos nao apresentariam
uma dependéncia nem com o nimero nem com a duragao das fases de stick.
Ja os tempos de execucao das fases de slip dominam o tempo de execucao
total da abordagem AN, e o comportamento mostrado na figura nao pode ser
aproximado por uma constante, pois apresenta uma variagao perceptivel. Para
este caso, também foram construidos histogramas conjuntos normalizados,
mostrados na Fig. 5.17, em a) r5ic% e nstick; b pstick ¢ gstick; ¢y 50 o psliv, ¢
d) 5 e pstiv,

Analisando as regressoes de forma isolada, ndao é possivel estabelecer al-
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guma conclusao sobre o comportamento do problema. No entanto, quando os
graficos de dispersao e os histogramas sao observados junto as linhas de regres-
sdo, a estrutura dos dados parece acompanhar a reta de regressao. No caso da
abordagem AN, isto se evidencia no comportamento dos tempos de execucao
com o numero de fases. Questiona-se entao se, fazendo uma transformacao de
coordenadas referindo a estrutura dos dados a essas retas, poderia-se simpli-
ficar o estudo do problema desde o ponto de vista estocéstico, talvez achar

alguma relacao de independéncia entre as novas variaveis envolvidas.

stick

AN

. B N

T

400 600 800
&qt,’f(:k:

%107
8
4
536
o
2
4
0

1000 1200 1400 1600 1800
&qh’p

Figura 5.17: Vista superior dos histogramas conjuntos normalizados das varié-
veis aleatérias referente a abordagem AN sendo em a) r$fich e nstick; b) rsfick o
dstick; C) jsqllp e nslzp e d) SlZP e nsl'ip‘

A mesma analise feita para a abordagem AN foi replicada para a
abordagem NV. Assim, a Fig. 5.18 mostra os graficos de dispersdo em a) r3ic* e
ntck: b pstick o dstick. )¢5l e pslip: e d) 150 e nfP | e as respectivas regressoes
lineares sao representadas pelas linhas pretas. Estas regressoes sao dadas pelas

expressoes
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PN 1 41072 etk 1 14,94, (5-13)
ffl\;s;Ck —2,18-107° " 1 16.20 (5-14)

w0 64 nP — 947, (5-15)
%flv"' — 0.018 & 4 24.06. (5-16)

Estas regressoes, na escala representada nas Fig. 5.18, parecem ser constantes
para os tempos associados aos sticks, mas apresentam uma variagao perceptivel
para as fases de slips.

As vistas superiores dos histogramas conjuntos normalizados sao mostra-

. l .
dos na Fig. 5.19 sendo em a) 73tk e pstick; b) pstick o gstick; ¢) v e n®lP; e d)

slip
Ny

e n®". De novo, percebe-se uma estrutura que segue o comportamento da
regressao. Agora, considerando uma transformacao de maneira a analisar essa
estrutura de dados em relagao as retas, se as novas variaveis forem estocas-
ticamente independentes qualquer corte transversal (no plano composto por
rny ao redor da reta e da frequéncia normalizada) seria proporcional entre si.
Mas isto nao é compativel com o que mostra o grafico, onde a regiao de maior

probabilidade apresenta uma forma sinuosa ao redor da reta.

30 4 30
. 201
10 1
0 : : : ‘ 0" ‘ ‘ ‘ ‘
80 85 90 95 100 200 400 600 800 1000
ns tick JSHCA:
60 60
£z E=
5% 40 "% 40
|
20 20
80 85 90 95 100 1000 1200 1400 1600 1800
nsiip &s-h'p

Figura 5.18: Gréfico de dispersao referente a abordagem NV entre as realiza-
~ ., . . . li . li

coes das varidveis a) riick e nstick; b) pitick o gstick; ¢) p3F e ;e d) ryd e
lip

nr.
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x10™
25 | I
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x10™
0.06 60 4
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Figura 5.19: Vista superior dos histogramas conjuntos normalizados das varié-

veis aleatérias referente & abordagem NV sendo em a) r3ick e pstick; b) p3tick o
. l' . l .

dsticks o) ril e nflP: e d) ry¥ e nSP.

Por dltimo, tem-se os resultados da abordagem NF. As relagoes dos
tempos de execucgao referentes a abordagem NF com o ntimero de fases e suas
duragoes totais sao mostradas nos graficos de dispersao da Fig. 5.20 sendo em
a) ritick e pstick, ) pstick o gstick. o) pSUP o pstiv. o () P52 e @5P | e as respectivas
regressoes lineares sao representadas pelas linhas pretas. As regressoes sao

dadas pelas expressoes:

~nstzck

et — 976 potick 4 3.04, (5-17)
FLE 079 @R — 0.0004, (5-18)
fﬁ;p =28.1 n*'? — 147, (5-19)
FEN = 0.83 &P 4 7.42. (5-20)

Nenhum caso dos apresentados na Fig. 5.20 mostra uma variacao que possa
ser aproximada por uma constante.

Uma vista superior dos histogramas conjuntos normalizados é mostrada
) A : . . i . p
na Fig. 5.21 sendo em a) r$fick e nstick: b) r3tick e d@stick; ¢) r3P e ns'; e d) ryp

e nslip

Retomando o pensamento enunciado acima sobre o estudo da estrutura
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Figura 5.20: Grafico de dispersao referente a abordagem NF entre as realiza¢oes
. li li ;
das varidveis a) r{fick e nstick; b) plick o gstick; ¢) r3'F e nflP; e d) ryp e nlP.
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1000
800 6
3= 600 4
\I;E:«
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200 | | | 0
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: : 0 0
80 90 100 1000 1500
nslip &eh’p

Figura 5.21: Vista superior dos histogramas conjuntos normalizados das varia-

veis aleatérias referente a abordagem NF sendo em a) r3tish e nstick: b) pslick o
stick. slip slip. slip slip

d*ets ¢) riy'p e n®'P; e d) riy’h e nfP.
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dos dados, quando referidos as retas de regressao, serviria para melhorar o
entendimento do problema, e em vista dos comportamentos observados acima

para AN, NV, NF, formulam-se as hipoteses que:

— Para a abordagem AN, as variaveis aleatérias tempo de execucao trans-

formado e nimero de fases sdo estocasticamente independentes.

— Para a abordagem NV, as varidveis aleatérias tempos de execugao
transformado e nimero de fases, e tempo de execucdo e duracoes sao

dependentes.

— Com a abordagem NF, as varidveis aleatorias tempo de execucao trans-

formado e duragoes das fases sdo dependentes.

Para avaliar as hipdteses propostas, é necessario aplicar uma transfor-
macao de coordenadas e posteriormente analisar a dependéncia das variaveis
aleatorias através da comparacao dos histogramas conjuntos normalizados com

os histogramas normalizados do produto das marginais.

5.4.1
Transformacao de coordenadas

Para verificar as hipdteses propostas sobre a dependéncia das variaveis
aleatorias na secao anterior, serdo definidas duas transformacoes de coorde-
nadas. Essas transformacoes serao feitas considerando as dire¢oes dadas pelas
retas de regressao da secao anterior.

A primeira transformacao sera utilizada para explorar a hipdtese onde
Ry, o tempo de execugao transformado, e N sao independentes. Neste caso
é usada uma regressao linear da forma 7(n) = agn + B2, sendo as e [
coeficientes obtidos a partir dos ajustes feitos para calcular as regressoes.

Assim, a transformacao é dada por

To =T — qon — [Py
Ty §yNa =N (5—21)
dg - d
onde 15 e r representam uma realizacao do tempo de execugao transformado,
e do tempo de execugdo (antes da transformagdo), respectivamente. Desta
forma um novo vetor aleatério é definido como [Ry, N2, Ds]. Se a hipétese for
confirmada, espera-se que, no novo sistema, Ry e Ny sejam variaveis aleatorias
independentes. Caso isto acontega, também se procedera a estudar se Ry e a
Dy também sao independentes.
A segunda transformacao sera utilizada para explorar a hipdtese onde

Ry, o tempo de execucao transformado, e D sao independentes. Neste caso
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Figura 5.22: Gréafico de dispersdao das realizagdes das varidveis Ry b e D*P

em a) com as coordenadas originais e em b) com as novas coordenada da

~ . . . .y . 7
transformagao 73; e os histogramas conjuntos normalizados das varidveis Ry'%

e D"’ em c) com as coordenadas originais e em d) com as novas coordenada
da transformacao 7.

¢ usada uma regressao linear da forma 7(d) = asd + f3, sendo a3 e (3
coeficientes obtidos a partir dos ajustes feitos para calcular as regressoes.

Assim, a transformacao é dada por

r3 =1 —azd — [33
T3 qng =n (5-22)
ds =d
desta forma fica definido um novo vetor aleatério dado por [Rs3, N3, D3]. Se
a hipdtese for confirmada, espera-se que, no novo sistema, R3 e D3 sejam
variaveis aleatérias independentes. Caso isto aconteca, também se verificara se
R3 e N3 também sao independentes.

Para ilustrar a aplicacdo de uma destas transformacao escolheu-se o
exemplo do vetor [Ri2 D], A Fig. 5.22 mostra em a) o grafico de dispersao
das realizacoes das variaveis Rf\l,ig e D" ¢ em b) o grafico de dispersio das
mesmas realizagoes do gréfico de a) porém com as novas coordenadas. As
Figs. 5.22 ¢) e b) mostram os histogramas conjuntos normalizados também

das varidveis Ry'p e D*'" sendo na Fig. 5.22 ¢) com as coordenadas originais
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e na Fig. 5.22 d) com as novas coordenadas depois da transformacao 7.

5.4.2
Analise de independéncia das variaveis aleatdrias

As transformacoes de coordenadas definidas na subsecao anterior cha-
madas de 7y e w3 foram aplicadas de acordo com a hipdtese que se deseja
provar.

A transformacao ms sera utilizada para testar a hipétese do tempo de exe-
cucao transformado e o nimero de fases serem varidveis independentes. Neste
contexto, deseja-se avaliar também se os tempos de execucao transformados e
a duracao das fases sao variaveis independentes.

A transformacao w3 sera utilizada para testar a hipétese do tempo de exe-
cucao transformado e a duragao das fases serem variaveis independentes. Aqui
também resulta de interesse descobrir se os tempos de execucgao transformados
e o numero de fases sdo variaveis independentes.

Depois de aplicar a transformacao de coordenadas sdo construidos os his-
togramas conjuntos normalizado e os histogramas dos produtos das marginais.
Estes dois sdo comparados entre si, para verificar se as hipoteses podem ser
confirmadas.

Na abordagem AN, a aproximacao da resposta do sistema é construida
com a previsao dos instantes de transicao, sem a necessidade de discretizar o
intervalo de integracao. Para esta abordagem, devido a forma em que a apro-
ximacgao foi construida, espera-se que o tempo de execucgao seja influenciado
pelo niimero de fases, mas nao pelas duragoes delas. Por isso, a transformacao

7y foi aplicada para as variaveis desta abordagem, tem-se

stick stick

TAN T9 AN

nstick — ngtick (5_23)
stick stick

d ds

(&4

slip slip

TAN Ty AN

nslip — nglip (5—24)
sli slip

detiv &

Considerando as novas coordenadas, os histogramas das Figs. 5.23 e 5.24 foram

construidos. A Fig. 5.23 mostra a vista superior em a) dos histogramas con-

juntos normalizados do vetor [R5k, N5tk]; b) dos histogramas normalizados

dos produtos das marginais do vetor [R5/ N3t*]: ¢) dos histogramas conjun-

tos normalizados do vetor [R5k, Dstiek]; d) dos histogramas normalizados dos
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produtos das marginais do vetor [RS“C’g Dste*] com as novas coordenadas de
mo. Ao comparar os respectivos histogramas conjuntos com os dos produtos das
maginais, para ambos os casos, eles sdo similares. Com isto, confirma-se que

as novas variaveis RS“C’“ e N3 s3o independentes, assim como as variaveis

stick stick
R3";N € D2 )

Abordagem AN: R;’fﬂ{

<104 a) <104 b)

_, 2000 2 2000

el 1000 % 0 1000
0 2 0

80

20

= 0 3 10

[ ~
0 2 0

200 400 600 800 200 400 600 800
Egﬂick: &gtick

Figura 5.23: Vista superior dos histogramas conjuntos normalizados e dos
histogramas dos produtos das marginais das varidveis a) e b) R;tff]’i, com Ntick

c) e d) Rtk com Djt* | respectivamente, para a abordagem AN.

Ja a Fig. 5.24 mostra a vista superior a) dos histogramas conjuntos normali-
zados do vetor [R;lffN N5"P]; b) dos histogramas normalizados dos produtos as
marginais do vetor [R’1% N3"]; ¢) dos histogramas conjuntos normalizados do
vetor [R;lffN D3™]; d) dos histogramas normalizados dos produtos as margi-
nais do vetor [R%% D3] com as novas coordenadas de my. Neste caso, também
tem-se que os respectivos histogramas conjuntos e os produtos das mag1na1s
sao similares. Com isto, pode-se dizer que as novas variaveis RzlfffN e N3P g
independentes, assim como as variaveis R;{fffN e Dstick,

Dado que com a abordagem NV, um integrador de passo variavel é usado,
a hipotese a ser testada é que os tempos de execucao, nimero de fases e as
duragoes nao sao variaveis independentes. Por isso, ambas as transformacgoes

sao aplicadas, a m para verificar que a independéncia dos tempos de execugao

com o numero de fases ndo se cumpre, e a 73 para verificar que a independéncia
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Abordagem AN: R;{ij}N

1
1200 1600 1200 1600
&?Mp Jziip
9 ’

Figura 5.24: Vista superior dos histogramas conjuntos normalizados e dos
. . co = sli li
histogramas dos produtos das marginais das varidveis a) e b) R5 4, com N

= y .
ec)ed) Ry'Wy com D3 respectivamente, para a abordagem AN.

com as duragoes das fases também nao se cumpre. As novas coordenadas sao

dadas por
stick stick stick
NV T, NV s NV
tick tick tick
nstic N n; ic N ng ic (5_25)
stick stick stick
d ds ds
(§]
slip slip slip
Ny T2, NV s NV
li slip slip -
nstr — Ty — N3 (5 26)
sli slip slip
dstiv & ds

Os histogramas das Figs. 5.25 e 5.26 forma construidos considerando as
novas coordenadas. A Fig. 5.25 mostra a vista superior a) dos histogramas con-
juntos normalizados do vetor [R§'Y, N35¥*]; b) dos histogramas normalizados
dos produtos das marginais do vetor [R5} N3] com as novas coordena-
das de m3; ¢) dos histogramas conjuntos normalizados do vetor [R5}, D3/ ];
b) dos histogramas normalizados dos produtos das marginais do vetor [R;tﬁ\c/‘“/
Dste*] com as novas coordenadas de m,. Ao comparar os respectivos histogra-

mas conjuntos com os dos produtos das maginais, para ambos os casos, eles
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ndo sido similares. Sendo assim, R§%, e N3 sio dependentes, assim como

R3'%h e D3'F sdo dependentes.

Abordagem NV: Ri\%. e Ry'icr,

b)
0.1
[
0
80 9Q 100 80 90 100
,ng tick ng tick

€ 2>

=22 = DO L[S
n o w N

~ ~

400 600 800 400 600 800
Jgtick Jgt?’(;k

Figura 5.25: Vista superior dos histogramas conjuntos normalizados e dos
histogramas dos produtos das marginais das varidveis a) e b) R§/% com Nyt

ec)ed) RS com D3k respectivamente, para a abordagem NV,

A Fig. 5.26 mostra a vista superior a) dos histogramas conjuntos normalizados
do vetor [Rgfﬁ{'}v N3"]: b) dos histogramas normalizados dos produtos das

o i y
marginais do vetor [R3 %, N3 ] com as novas coordenadas de m3; ¢) dos

histogramas conjuntos normalizados do vetor [Rgfé@v D3™1; b) dos histogramas

normalizados dos produtos das marginais do vetor [R;%V Dl | com as novas
coordenadas de my. Ao comparar os respectivos histogramas conjuntos com os
dos produtos das maginais, para ambos os casos, eles nao sao similares. Sendo
assim, R;Z{'}V e N3 sdo dependentes. A mesma coisa acontece entre R;Z{'}V e
D3 que sao dependentes.

O resultado anterior é esperado, lembrando que a resposta de uma
realizacao usando os métodos de Runge-Kutta de 4° e 5° ordens com passo
de integracao variavel é influenciada tanto pela necessidade de detectar os
instantes de transicao com acuracia, o que deriva em um passo de integracao
menor nas regioes de transicao, quanto pela duracao das fases.

Os resultados obtidos com o integrador de passo fixo usado com a abor-
dagem NF, sugerem que os tempos de execucao e as duragoes das fases sao

variaveis dependentes. Devido a construgao do integrador, neste caso os pontos
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Abordagem NV: B, e RS0,
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Figura 5.26: Vista superior dos histogramas conjuntos normalizados e dos
. . . ., . sl In
histogramas dos produtos das marginais das variaveis a) e b) Ra'?., com N:'*?
3NV 3

= N _
ec)ed) Rywy, com D5 respectivamente, para a abordagem NV.

de extremidade e instantes de transi¢do nao influenciam na discretizacao da
malha do intervalo de integragao. Por isso, para esta abordagem a transforma-

¢ao aplicada é a m3. As novas coordenadas sao dadas por

stick stick

'NF T3 NF

nstick — ngtick (5_27)
stick stick

d ds

e

slip slip

'NF T3 NF

nslip — nglil’ (5—28)
slip slip

d s

Com as novas coordenadas foram construidos os histogramas das Figs. 5.27

e 5.28. A Fig. 5.27 mostra a vista superior a) dos histogramas conjuntos

normalizados do vetor [R§isk, N$%eF]: b) dos histogramas normalizados dos

produtos as marginais do vetor [R5k, N5teF]: ¢) dos histogramas conjuntos

normalizados do vetor [R§i¢k, D3tik]: d) dos histogramas normalizados dos

produtos as marginais do vetor [R! ¢k, Dst*] com as novas coordenadas de 3.

Ao comparar os respectivos histogramas conjuntos com os dos produtos das
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maginais, para ambos os casos, eles nao sao similares. Com isto, confirmasse

que a nova variavel R5lick e N3t* s3o dependentes, assim como as varidveis

stick Nstick
R37NF e D3 .

Abordagem NF: R%”{i}

a) b)
20 20 0.02
2 0 002 £% 0 0.01
[
-20 0 -20 0
80 a0 100 80 Q0 100

stick
T3 NF

n;iick n;‘ﬂf{:k
c) %107
20
"fi 1 I 1 52
S50 ML 52
-20 0
400 600 800 400 600 800
Js-t?'(:k &ﬂ’ic;’c
3 3

Figura 5.27: Vista superior dos histogramas conjuntos normalizados e dos
histogramas dos produtos das marginais das varidveis a) e b) R5%k, com Nj§tick

ec)ed) Rgtﬁ\‘f’} com D3teF | respectivamente, para a abordagem NF.

A Fig. 5.28 mostra a vista superior a) dos histogramas conjuntos normalizados

do vetor [Rgf};@F N3"]: b) dos histogramas normalizados dos produtos das

marginais do vetor [R3 yr N3 7]; ¢) dos histogramas conjuntos normalizados

do vetor [R;%F D5'™); b) dos histogramas normalizados dos produtos das

o li li
marginais do vetor [R; v D3 7] com as novas coordenadas de m3. Ao comparar

os respectivos histogramas conjuntos com os dos produtos das maginais, para
ambos os casos, eles sao similares. Com isto, confirmasse que a nova variavel

slip slip ~ - : SR slip Nstick
R3 nyr e N3 sao independentes, assim como as varidveis Ry yp e D3
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6

Consideracoes finais

Neste estudo, um oscilador de um grau de liberdade com stick-slip foi
escolhido como problema modelo. Foi considerado um atrito seco estocastico,
sendo o parametro da forca de atrito dinamico modelado com uma distribuicao
de probabilidade uniforme. O foco desta tese estd nos custos computacionais
de executar simulagoes estocasticas e na relagdo destes custos com as variaveis
associadas a dinamica do sistema.

Considerando o problema deterministico, nao é possivel resolver analiti-
camente o PVI que modela a dindmica deste sistema, devido a nao linearidade
da forca de atrito seco. Por isso, técnicas de aproximacao foram usadas. Como
consequéncia, o problema estocastico foi aproximado por meio de trés abor-
dagens que combinam o método de Monte Carlo com metodologias de apro-
ximagao. Na abordagem AN) uma aproximagao analitica de primeira ordem
foi obtida com o método de miltiplas escalas; NV) as aproximacoes numéricas
foram calculadas usando o método de Runge-Kutta de 4° e 5* ordens com
passo de integracao varidvel; NF) as aproximagoes numéricas foram calcula-
das usando o método de Runge-Kutta de 4* ordem com passo de integracao
fixo. Nas abordagens NV e NF para cada valor de parametro uma aproxima-
¢ado numérica foi calculada. J4 para AN apenas uma aproximacao analitica
foi calculada e avaliada para os diferentes valores usados. Para garantir que
a aproximagcao analitica de primeira ordem atenderia o critério de erro deter-
minado, foi definido uma métrica e as aproximacgoes da abordagem NV foram
usadas como referéncia.

Com os métodos numéricos, cada aproximagao foi obtida discretizando a
equagao no dominio do tempo seguindo o método de Runge-Kutta. O método
baseia-se em pequenos passos de tempo para garantir a precisao da solucgao.
O método de Runge-Kutta de 4% e 5* ordens foi usado através de uma
fungdo ja implementada no software MATLAB, chamada de ODE45. Essa
funcao permite que o usuario determine o passo de integragdo maximo, mas
o algoritmo pode identificar a necessidade de calcular pontos intermediarios
para garantir a acuracia da aproximagao. No problema abordado na tese isso
acontece perto dos instantes de transicao entre as fases de stick e slip e nos

pontos onde a velocidade de massa apresenta maximos locais. J4 com o método
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de Runge-Kutta de 4* ordem, a funcao usada foi implementada pela autora da
tese com o objetivo de discretizar o intervalo de integracao de maneira uniforme
e, assim, controlar o passo de integracao. Com o método de multiplas escalas
uma aproximacao dada por uma expressao analitica pode ser obtida para as
fases stick e slip. A aproximagcao analitica foi construida como uma funcao por
partes, devido & mudanca repentina no comportamento entre as fases stick e
slip. Uma vez que a expressao analitica é conhecida, somente a informagao
dos instantes de transi¢do e as condigOes iniciais no inicio de cada fase sao
necessarios para definir uma aproximacgao para o comportamento do sistema
em qualquer instante dentro do intervalo de analise.

Estas metodologias tém impacto direto nos custos computacionais. A
abordagem AN pode ser considerada vantajosa se comparada as abordagens
NV e NF, onde passos de integracao pequenos sao necessarios para garantir
a acuracia nas aproximacoes. Isso, pode ser um fator decisivo para definir a
viabilidade de um estudo estocéastico, dado o grande nimero de realizagoes
que precisam ser calculadas e os custos computacionais envolvidos em tais
abordagens. Todos esses aspectos se refletem nos resultados obtidos para a
analise das variaveis estocasticas relacionadas ao processo estocastico e aos
custos computacionais.

Algumas das varidveis associadas ao processo estocastico que caracteriza
a resposta do sistema sao os nimeros de fases de stick e slip e a duragao
total das fases. Uma vez que as aproximagoes numéricas das abordagens
NV e NF e a aproximagoes de primeira ordem da abordagem AN respeitam
o erro pré-determinado, as varidveis associadas ao processo estocastico sao
consideradas iguais para as trés abordagens. Com isso, foram construidos
modelos estatisticos e histogramas normalizados para cada uma delas. As
variaveis dos nimeros de fases de stick e slip sao do tipo discretas e com
suporte dos histogramas normalizados bem proximos, o que era esperado uma
vez que dentro de um determinado intervalo de integracao os numeros de
fases de stick e slip s6 podem se diferenciar no maximo em uma unidade,
dependendo em que fase o sistema estd no inicio e no fim da simulacao. A
semelhanca dos histogramas normalizados para esses ntimero de stick e slip
também é confirmada pelas estatisticas amostrais calculadas. Ja as variaveis
das duracoes totais das fases de stick e slip sao continuas. Seus histogramas
normalizados e as estatisticas amostrais calculadas refletem o comportamento
da resposta de um sistema com stick-slip. Por exemplo, a soma da duracao
total de fase de stick e slip em uma realizacao, deve ser igual ao intervalo total
de integracao, e esta relagdo acontece com as médias amostrais destas variaveis.

Outra estatistica, que mostra esta relacao, é a de assimetria, que tem valores
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iguais e sinais trocados.

Diferente das variaveis associadas ao processo estocastico que nao sao
afetadas pelas abordagens usadas, as variaveis associadas ao custo computaci-
onal sao. Esta influéncia fica evidente ao analisar os histogramas normalizados
e os modelos estatisticos construidos para as variaveis dos tempos de execucao
e espaco de armazenamento associadas a cada abordagem. O suporte do his-
tograma normalizado dos tempos de execucao associados a abordagem NA é,
aproximadamente, 10 vezes menor que o suporte associado a abordagem NV,
e, aproximadamente, 1000 vezes menor que o suporte associado a abordagem
NF. A média amostral dos tempos de execucao mostra que a abordagem AN
é, aproximadamente, 12 vezes mais rapida que a abordagem NV e 298 vezes
mais rapida que a abordagem NF'. J4 a abordagem NV é, aproximadamente, 25
vezes mais rapida que a abordagem NF, dado suas médias amostrais. A abor-
dagem AN é menos sensivel a variagao, dado que seu desvio padrao amostral é,
aproximadamente, 14 vezes menos que o desvio padrao amostral de NV, e 126
vezes menos que o desvio padrao amostral de NF. Esses resultados também
podem ser observados nos histogramas conjuntos dos tempos de execucao e do
parametro da forca de atrito dindmica, bem como nos histogramas conjuntos
dos tempos de execuc¢ao e numero de fases e duragao total, onde os suportes
associados a cada abordagem sao visivelmente diferentes.

Também foi estudada a relacdo dos tempos de execugdao em relacao
as variaveis associadas ao processo estocastico. Pode-se verificar que estas
relacoes sao diferentes de acordo com a abordagem, isto se da pela forma
que cada aproximacao foi construida. Os tempos de execucao vinculados com
a abordagem AN e as varidaveis do niimero de fases de stick e slip sdo variaveis
dependentes. Por outra parte, os tempos de execucao e as duragoes totais sao
variaveis independentes. J& os tempos de execugao associados a abordagem NV,
as variaveis do ntmero de fases de stick e slip e as de duragoes totais de fases
sao variaveis dependentes. Os tempos de execucao associados a abordagem NF

e as duragoes totais de fases de fases de stick e slip sdo dependentes.
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