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Esse capitulo fornece o embasamento tedrico aos capitulos que se

seguem.

2.1.
Processos Estocasticos

Uma variavel segue um processo estocastico quando ela se desenvolve ao
longo do tempo de maneira parcialmente ou totalmente aleat6ria, mas de acordo
com regras de probabilidade bem definidas, de maneira que previsdes futuras
podem ser expressas somente em termos de distribuicbes de probabilidades.
Mais formalmente, um processo estocastico € definido por uma lei de

probabilidade para a evolugao da variavel X no tempo. Entado, para os instantes
i < b < I3 dados, podemos calcular a probabilidade de os valores

correspondentes X, X,e X; estarem em um intervalo especifico, por exemplo
prob( a; < X, < by, a2 < X,< by, ... ). Quando chegar o instante t e observamos o

real valor de X,, poderemos condicionar a probabilidade de futuros eventos a

esta informacao.

Os processos estocasticos sao classificados como:

e Estacionarios ou nao-estacionarios, conforme suas propriedades
estatisticas (média e variancia) forem constantes ou ndao no tempo;

e Em tempo discreto ou continuo, conforme as mudancgas de valor da
variavel se derem em determinados momentos ou a todo instante;

e De estado discreto ou continuo, conforme os valores assumidos pela

variavel pertencerem a um conjunto discreto ou continuo.
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2.1.1.
Propriedade e Processo de Markov

Uma variavel estocastica )N(t possui a Propriedade de Markov quando a

distribuicdo de probabilidades de )N(,+1 depende somente de )N(, (isto e,

independe do que ocorreu antes do instante f). Isso quer dizer que somente a
informacgao atual que temos sobre a variavel sera util para prevermos o valor que

ela tera no futuro. Em outras palavras, o caminho seguido pela variavel até

chegar ao estado X, ndo é relevante. Em termos matematicos:

~

prob()N(,+1 Xy = xo,)N(1 = x1,)~(2 = xz,...,)N(t = xt): prob()N(t+1 )N(t = xt) (1)

Um processo que satisfaz a propriedade de Markov é chamado de
Processo de Markov.

2.1.2.
Processo de Wiener ou Movimento Aritmético Browniano (MAB)

O movimento browniano recebe esse nome de seu descobridor, o botanico
escocés Robert Brown, que em 1827 observou e descreveu esse tipo de
movimento irregular ao observar grédos de pdlen suspensos em agua. Essa
descoberta, aparentemente trivial, revelou-se de extrema importancia na fisica e
culminou com sua explicagdo completa e rigorosa por Albert Einstein em 1905.
Alguns anos apos o trabalho de Einstein, o matematico americano Norbert
Wiener provou que a trajetoria browniana entre dois pontos quaisquer possuia
comprimento infinito. Diz-se que essa trajetoria € “patologica”, ou seja, € uma
curva continua mas que n&o possui derivada continua em nenhum de seus

pontos.

Seja z(t) um processo de Wiener. Entdo, qualquer mudanga em Z, isto &,

dZ, correspondente ao intervalo de tempo df, possuird as seguintes

propriedades:
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A mudanga na variavel Z em um pequeno intervalo de tempo dt é
dada por dZ=&-+/dt, onde & & uma varidvel aleatéria com
distribuicdo normal padréo, isto é, & ~ N(0,1);

ii. A variavel aleatéria &, é serialmente descorrelacionada, isto é, para
dois intervalos distintos t# s, E(§,&,)=0;

iil. dZz é um processo de Markov de tempo continuo.

Da primeira propriedade deduz-se que 0z possui distribuigdo normal com

média 0 e variancia dt, isto é, dZ ~ N(O,\/E) . Pode-se observar que a variancia

de um processo de Wiener aumenta linearmente com o intervalo de tempo.

A segunda propriedade nos permite afirmar que um processo de Wiener
possui incrementos independentes e é, portanto, um caso particular de processo
de Markov. Nao havendo correlagao entre dois valores da variavel € em instantes
de tempo distintos, entdo também nao havera correlacdo entre os respectivos

valores de dz. Ou seja, os valores de dZ para quaisquer dois intervalos

diferentes sdo independentes, de modo que Z(t) segue um processo de Markov.

2.1.3.
Processo de Wiener Generalizado ou Movimento Browniano com
Drift

O processo de Wiener pode ser generalizado em processos mais

complexos. A mais simples generalizagdo é o movimento browniano com drift:
dx=a-dt+o-dz (2)

onde x é a variavel que segue o processo de Wiener generalizado, « e o sdo
constantes, dt é o incremento de tempo e dZ é o incremento de Wiener. A
constante o é chamada de paradmetro de drift e implica uma taxa de crescimento
temporal (drift rate) em X de apor unidade de tempo. O termo o -dZ representa

a incerteza do caminho percorrido por X e a constante o é chamada de

parametro de variancia ou volatilidade. Pode-se notar que o processo de Wiener
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nada mais é que um caso particular do processo generalizado, no qual as taxas

de drift e variancia sdo iguais a zero e um, respectivamente.

Em um intervalo de tempo df, a mudanca na variavel X, denominada dx,

possui distribuicdo normal com média adt e varidncia o‘dt, isto &,
dx ~ N(adt,o+/dt). Tanto a média como a variancia aumentam linearmente com

o intervalo de tempo.

2.1.4.
Movimento Browniano Generalizado ou Processo de Ito

O movimento browniano generalizado ou processo de It6 nada mais € do
que uma generalizagdo do movimento browniano com drift na qual os
parametros de drift e variancia podem variar no tempo. E dado pela seguinte
equacao:

d% = a(x,t)- dt + o(x, 1) - &F (3)

onde dZ é um incremento de Wiener e a(x,t) e o(x,t), agora fun¢des conhecidas

e deterministicas do estado atual X e do tempo t, sdo denominados taxa de

crescimento esperado instantaneo e variancia instantdnea do processo de It6.

O processo de It6 possui média dada por a(x,t)-dt e varidncia igual a

o2 (x,1)-dt, isto &, o% ~ Nla(x,t)ot, o(x, V).

2.1.5.
Movimento Geomeétrico Browniano (MGB)

Trata-se de um caso particular do processo de It6 no qual a(x,t)= ax e

o(x,t) = ox, a e oconstantes. Substituindo na eq. (3):

dX = ax-dt+ox-dz (4)

Dividindo-se 0 MGB por x o resultado é um MAB:
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X gdtvo-ds (5)
X

Ou seja, as variagdes proporcionais de x (i.e., dx/x) possuem distribuicdo
normal pois se trata de um MAB. Portanto, se In(x) tiver distribuicdo normal, x
tera distribuicao lognormal. A média e a variancia do MGB sao respectivamente

2 z
x,e" e x5e*™ (e" t —1), onde x, € o valor de x em t=0.

2.1.6.
Processo de Reversao a Média ou de Ornstein-Uhlenbeck

Movimentos brownianos tendem a divergir de seus pontos iniciais. Essa
caracteristica pode ser verdade para algumas variaveis econémicas, como
precos de ativos de especulacdo, mas ndao o é para commodities como 0
petréleo, por exemplo, cujo preco estaria relacionado a seu custo marginal de
producdo de longo prazo. Assim, enquanto no curto prazo poder-se-ia modelar o
preco do petréleo como um MGB, tal modelagem ndo seria apropriada em
analises de longo prazo. Nesse caso, um modelo mais apropriado para o preco
do petroleo seria um processo de reversao a média, cuja forma mais simples é

dada pela equacao:
dx = n(x - x)dt + o0z (6)

onde 77 é a velocidade de reversao, x é o nivel para o qual x tende a reverter, o

€ o parametro de volatilidade e dZ é um incremento de Wiener.

Um processo de reversdo a média € um processo de Markov, muito
embora seus incrementos ndo sejam independentes. Isso pode ser visto através
da eq. (6), onde se vé que a variacao esperada de x depende da diferenca entre
X e x. Além disso, quanto mais distante estiver x de seu valor normal X, maior

sera a probabilidade de a variavel retornar para X .

Sendo x, o valor da variavel x no instante t=0, o valor esperado de x em
qualquer instante futuro t é dado por X +(x, — X)e™” . Nota-se que esse valor

esperado tendera a x para valores elevados de t. A variancia de (x, — X), por
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2
, o - . ~
sua vez, é dada por 2—(1 -e 2”’). Analisando a expresséo, pode-se observar
n

que para valores elevados da velocidade de reversdo (7—-c) a variancia do
processo tende a zero, o que significa que x nunca se desviaria de x nesse
caso. Por outro lado, caso a velocidade de reversdo fosse zero (7=0), a
expressdo para a varidncia de x; resumir-se-ia a o°f, 0 que corresponde

simplesmente a um movimento browniano.

2.1.7.
Lema de It6

Processos de It sdo processos estocasticos em tempo continuo. Porém,

assim como processos de Wiener, ndo sao diferenciaveis.

No entanto, havera ocasides onde serd necessario diferenciar fungdes de
processos de 1t6. Desenvolvido em 1951 pelo matematico japonés Kiyosi It, a
propriedade que ficou conhecida como Lema de It6 permite derivar qualquer
processo estocastico de uma variavel que seja fungéo de outra varidvel que siga
outro processo estocastico.

Seja X(t) uma variavel estocastica que siga o processo descrito pela eq.
(3) e seja I:'(x, t) uma funcado pelo menos duas vezes diferenciavel em x e uma
vez em t. O diferencial dF desta funcao é dado pelo lema de Ité:

9°F oF

F_|oF oF 1 Ldt+b(x.1)
x? b

dF =| — ) —+—b?(x,t
at+a(x )8x+2 (x )a

—dz (7)
X

Portanto, I:'(x, t) também segue um processo de It6 com média igual a

2 2
OF axF + 1 b2(x02°F & variancia iguala[b(x,t)g—j .

ot ox 2 Ox2
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2.2,
Métodos Numéricos de Avaliacao de Ativos

Quando métodos analiticos ndo sao possiveis ou ndo sdo conhecidos,
existem basicamente trés métodos numéricos usados para se avaliar ativos que
seguem processos estocasticos: arvores binomiais, diferencas finitas e

simulacao de Monte Carlo.

2.2.1.
Modelo Binomial

Esse modelo, proposto por Cox, Ross e Rubinstein em 1979, assume que
em um intervalo de tempo dt o pregco do ativo pode realizar um movimento de
alta (up) ou baixa (down) com probabilidades p e 71-p, respectivamente.
Basicamente, esse método procura discretizar o processo de neutralidade ao
risco representado pela equagéo diferencial parcial (EDP) de Black e Scholes

para entdo utilizar programacao dindmica para determinar o valor do ativo.

s

uds

ud®s

a5

a dt 2dt Jdt

Figura 2: Arvore binomial de trés passos.

Na figura, u e d correspondem aos fatores de subida e descida de pregos,
respectivamente. S é o prego do ativo no instante {=0.

Estendendo esse método para &rvores com maior nimero de passos,
torna-se possivel representar todos os caminhos que o pre¢co de um ativo pode
seguir ao longo do tempo. Os autores mostram em seu artigo que os parametros
s&o dados por:
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o U= e"‘/a
e d=u"
e dt = T/n, onde n é o numero de passos na arvore entre os instantes
inicial e final
er-dt _ d
e p= g se o0 ativo ndo pagar dividendos.
u —

No caso de o ativo pagar dividendos a uma taxa continua g, a equagao

elr-ardt _ 4
torna-se p =
u-d

Cox, Ross e Rubinstein mostram que conforme se aumenta a discretizagdo
do tempo (aumentando-se n), o modelo binomial converge para um MGB.
Demonstra-se também que, aumentando-se n, o resultado do método binomial

converge para a solugao analitica de Black e Scholes.

Na pratica, ao se construir uma arvore binomial que represente os
movimentos no pre¢go de um ativo, procura-se escolher os parametros u e d
sendo conhecida a volatilidade do preco o ativo. O prego pode subir de um fator
u ou decrescer de um fator d, sendo que nesse caso (mundo real) as

u-dt

probabilidades sdo q e 7-g, onde g é dada por q:e—d, sendo u o

parametro de drift do MGB que descreve a trajetoria do preco do ativo.

2.2.2.
Método das Diferencas Finitas

O Método das Diferencas Finitas avalia um derivativo pela resolucdo da
EDP obedecida por ele. Essa equacao diferencial é transformada em um
conjunto de equagdes diferencgas, as quais sao resolvidas interativamente.

Para ilustrar essa abordagem, consideremos uma put americana sobre um
ativo que néo paga dividendos. A EDP a que a opgdo em questdo deve
satisfazer (equacao diferencial de Black-Scholes-Merton) é:
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2
o s peg2 9T (8)
ot S 2 05?

Divide-se o tempo de vida da opcao (7) em N intervalos de tempo iguais,
cada um de cumprimento ot = T/N, resultando em um total de N+1 instantes de
tempo (0, ot, 24, ..., T).

Escolhe-se Ss como sendo um valor para o preg¢o do ativo de tal forma
que, uma vez atingido esse valor, a put ndo possua praticamente valor nenhum.
Dividindo o intervalo [0, SpsJem pequenos intervalos 0S = S,4/M, obtém-se M+1
valores para o pregco do ativo igualmente espacados entre si (0, 8S, 24S ,...,
Smax)- O valor S, € escolhido de modo que um desses valores seja o valor atual
do ativo.

Os instantes de tempo e os valores do ativo formam um plano composto

por (M+1)x(N+1) pontos, conforme mostra a figura 3.

T SOCK price
T . . . . . . . . . .
|
L] L] L] L] L] L] L] L] L] L]
l L] ] L] L] L] - - ] - i
. . . - . . . . - . -
[ ] L] - . W w ® 1- - ® -
] L] ] ] L[] . . L] L] . -
[} - - - . . - - - - .
L] L] L] L] L] L L] L] L] L] &
2AS T - - - - L] - L] L] - L]
AN L - L] - - - - - - - -
Tiume
IR 2 - - S N— & - - i
o+ Ad T

Figura 3: Representagéo grafica do grid do método das diferencas finitas.

Cada ponto (/,j) € uma coordenada cartesiana desse plano e corresponde
a um instante iot e um prego joS. A variavel f;; representa o valor da opgéo no

ponto de coordenadas (i,)).
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2.2.2.1.
Método das Diferencas Finitas Implicito

Para um ponto (i,j) desse plano, a derivada Jf/dS pode ser aproximada pela

expressao:
ﬁ _ fi,j+1 - fi,j—1 (9)
0S 20S

A derivada segunda em S, F#/JS°, pode ser aproximada por:

9%f  fijm+fi i —2f; (10)
282 582

Para a derivada de fno tempo, Jf/Jt, a aproximagao sera dada por:

g _ fi+1,j - f:/
ot ot

Substituindo as eq. (9). (10) e (11) na EDP (8) e dado que S=jdS, podemos

reescrever a eq. (8) como:

j Jlij+ i+1,j

onde:

1. 1 )
a]- =Erj§t—50-2j25t
b, =1+r8t+o? j26t

1, 1 )
c. =——rjot——oc2j?6t
/ 2] 2 J
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O valor da opgao (put) no instante T € max (K-Sr, 0), onde Sy é o valor do
ativo em t=T e K é o preco de exercicio. Entao:

fy; =max [K - j5S, 0] j=0,1,.., M (13)

O valor da opgéo é K quando o prego do ativo é zero, portanto:

fo =K i=0,1,..,N (14)

O valor da opcgao ¢é igual a zero quando S=S,,s, de modo que:

fry =0 i=0,1,..,N (15)

As eq. (13), (14) e (15) definem o valor da opcdo nas condi¢cdes de
contorno S=0, S=S, € t=T. Para encontrar o valor de f em todos os outros
pontos utiliza-se a eq. (12). Iniciando pelos pontos (7-dt), chega-se a um sistema
com (M-1) equacdes e (M-1) incégnitas:
a]fN_1,l_1 +b]fN—1,] +C/fN_1r/+1 = fNr/ j= 1, 2, sy M'1

cujo lado direito é calculado pela eq. (13). Além disso, as eq. (14) e (15) nos dao
que fy.1.0 = Ke que fy. m = 0.

Uma vez solucionado o sistema, cada valor de fy.;; € comparado com (K-
J6S). Se fy.1j for menor, o exercicio antecipado € 6timo no instante (7-ot) e fy.1;
sera igual a (K-joS). Repete-se esse procedimento até se determinar o valor da

opgao em t=0.

2.2.2.2.
Método das Diferencas Finitas Explicito

O método das diferencgas finito implicito possui como vantagem o fato de
ser robusto, isto é, de sempre convergir para a solucdo da equacgéao diferencial
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conforme oS e of tendem a zero. Porém, possui o inconveniente de que M-1
equagOes tém de ser resolvidas simultaneamente para calcular os valores f;; a
partir dos valores f;,; . Podemos simplificar esse método assumindo que f/6S e
F1/5S° no ponto (i,j) sdo os mesmos no ponto (i+1,j). Nesse caso, as eq. (9) e
(10) ficam, respectivamente:

of _ fitjor = finjor 0°%f _ fitjor + T j = 2f
0S? 8S°

b

oS 20S

Substituindo na eq. (8) essa se torna:

*

@ fiuaja +07 ) fiaj +C7 ) fiugjun =1 (16)

onde:

1 1. 1 ,
* ——1idi L 225
& 1+r5t( 2rjt+20-j tj

* 1 _ 22
b "_1+r51‘(1 o &)

ot = [ Lsts Loz 2t
1+ rot\ 2 2

A essa abordagem da-se o nome de Método das Diferencas Finitas
Explicito. Como as condi¢cdes de contorno sdo as mesmas tanto no método
implicito como no explicito, os valores da opg¢do em t=T ja sdo conhecidos e 0s
valores em (T-dt) serdo obtidos através da eq. (16), e assim recursivamente até
t=0.

Apesar de mais simples que o método implicito, o0 método explicito nem
sempre converge para a solugdo da equacao diferencial, dependendo dos
intervalos 0S e dt empregados. Uma condicdo suficiente para assegurar a

1

estabilidade do método é escolher 6t < v

o
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2.23.
Simulacao de Monte Carlo (SMC)

Esse método usa a avaliagdo neutra ao risco. O payoff esperado em um
mundo neutro ao risco € calculado usando-se uma amostragem aleatéria
repetida a partir das distribuicdes de probabilidade de cada uma das variaveis de
entrada que determinam o fluxo de caixa, que é entdo descontada a taxa livre de
risco, obtendo-se assim uma distribuicdo de probabilidades ou um “perfil de
risco” do VPL.

Considerando um derivativo que dependa de uma Unica variavel de
mercado S que gera um payoff no instante T e assumindo que as taxas de juros

sdo constantes, podemos valorar o derivativo da seguinte maneira:

1. Gerar uma amostra aleatéria para valores de S em um mundo neutro
ao risco.
Calcular o payoff do derivativo.
Repetir os passos 1 e 2 pra se obterem varias amostras de valor para
o payoff do derivativo em um mundo neutro ao risco.

4. Calcular a média dos payoffs para se obter uma estimativa do payoff
esperado em um mundo neutro ao risco.

5. Descontar o payoff esperado a taxa livre de risco para se obter uma

estimativa do valor do derivativo.

Por exemplo, supondo que a variavel de mercado siga um processo, em

um mundo neutro ao risco, dado por:
dS=4S-dt+0S-dz (17)

onde dz é um incremento de Wiener, ié o retorno esperado em um mundo

neutro ao risco e o é a volatilidade. Para simular o caminho percorrido por S,
divide-se a vida do derivativo em N intervalos curtos de cumprimento Jt e a

equacao (17) aproximada fica:

S(t+ 8t) - S(t) = AS(t)5t + 5S(t)e/ St (18)
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onde S(t) representa o valor de S no instante t e & uma variavel aleatéria com
distribuicdo normal padrdo. A eq. (18) nos permite calcular o valor de S em
qualquer instante de tempo. Outra maneira de se simular o0 caminho percorrido

por S é através da expressao:

2

S(t+t)=S(t)-e (19)

A simulagao de Monte Carlo é particularmente adequada para opgdes que
dependam de mudltiplas variaveis de estado ou opg¢des que dependem do
caminho percorrido pela variavel S, que pode seguir qualquer processo
estocastico. A precisdo dos resultados da SMC pode ser melhorada
aumentando-se o numero de simulagées, porém a um custo computacional mais

alto.
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2.3.
Técnicas de Otimizacao Dinamica sob Incerteza

Existem dois métodos matematicos para resolucao de modelos de opgdes,
sejam elas financeiras ou reais: programacao dindmica e andlise de direitos
contingenciais. Ambos estdo intimamente relacionados e levam a resultados
idénticos em varias situacdes, mas partem de pressupostos diferentes quanto ao
mercado financeiro e as taxas de desconto que as firmas usam para descontar
seus fluxos de caixa. Enquanto na programacgéao dinamica a taxa de desconto
exigida pelo ativo é a taxa de retorno ajustada ao risco, na analise de ativos
contingentes usa-se a taxa livre de risco (risk-free rate) obtida junto ao mercado
de capitais, 0 que da um tratamento menos subjetivo a taxa de desconto. Por
outro lado, 0 método dos ativos contingentes parte da premissa de existéncia de
mercados completos, ou seja, mercados onde o niUmero de estados possiveis é

menor ou igual ao numero de ativos negociados.

2.3.1.
Programacao Dinamica

O método da programacao dindmica é uma ferramenta genérica e é usado
principalmente para avaliar ativos nao replicaveis ou situacdoes onde o mercado é
incompleto. Esse método divide uma seqiiéncia de decisbes em apenas duas
componentes: a decisdo imediata e uma funcao de valoragdo que engloba as
consequéncias de todas as decisdes subseqlientes. No caso de o horizonte de
planejamento ser finito, a ultima decisdo a ser tomada no fim desse horizonte
pode ser encontrada usando-se técnicas tradicionais de otimizagédo estatica. A
solugdo encontrada fornece a funcao de valoracdo a ser usada na avaliagdo da
penultima decisdo, e assim sucessivamente até o instante inicial. Esse método
pode ser usado também em horizontes de planejamento infinito, caracteristica
que parece dificultar o problema mas que € simplificada pelo fato de que cada
decisdo tomada leva a outro problema semelhante ao original. Isso ndo apenas
facilita a solugdo numérica do problema como também por vezes torna possivel
obter uma caracterizagdo tedrica da solucdo e, em algumas situagdes, até

mesmo uma solucao analitica.
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A programacao dindmica pode ser representada essencialmente pela
seguinte equacao, conhecida como Equagdo de Bellman ou Equacao
Fundamental da Otimalidade:

Ft(Xt)szX {”t(xnut)"‘#E[Fm(Xm )]} (20)

onde:
e Xx; = variavel de estado no instante
e u;=variavel de decisao no instante f;
e p=taxa de desconto (varidvel exégena);
e Fy(x;) = valor da oportunidade de investimento no instante t;
e m(x,Uy) = lucro imediato no instante t
e E[F,:(x:1)] = valor de continuagéo (valor esperado no instante t dos
fluxos de caixa futuros a partir do instante +1.

Em suma, o primeiro termo do lado direito da eq. (20) é o lucro imediato e
0 segundo termo constitui o valor de continuacdo. A acao 6tima no instante t é

aquela que maximiza a soma desses dois componentes.

Como afirmam Dixit e Pindyck (1994), a idéia por tr4s dessa equagao é
formalmente expressa no Principio da Otimalidade de Bellman: “Uma politica
Otima tem a propriedade de, qualquer que seja a acio inicial, as escolhas
remanescentes constituirem uma politica otima no que diz respeito ao

subproblema iniciado no estado que resulta das agdes iniciais.”

Em tempo continuo, apds alguma manipulagdo algébrica, a equacao de

Bellman toma a seguinte forma:

p - F(x,t) = max {ﬂ(x, ut) + é E[dF]} (21)

Ou seja, para um investidor que mantenha o ativo de valor F(x,t) por um
curto intervalo de tempo, o fluxo de beneficios imediato junto com o ganho
esperado de capital produzem uma taxa de retorno total igual a p. Isso fica mais

claro ao reescrevermos a eq. (21):
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P z(xut) EldF]/ at (22)
F F

L . . D
que assim é escrita como a férmula de Gordon: K, = F‘+ g.
0

A taxa de desconto, na pratica, pode ser interpretada como o custo de
oportunidade do capital, devendo ser igual ao retorno que o investidor poderia
ganhar em outra oportunidade de investimento de igual risco.

2.3.2.
Direitos Contingenciais (Contingent Claims Analysis)

O método da analise de direitos contingenciais é usado em situagcbes de
mercado completo ou para ativos replicaveis e seus fundamentos vém da teoria
de finangas. Um projeto de investimentos € definido como um fluxo de custos e
beneficios que variam no tempo e que dependem do desdobramento de eventos
futuros incertos. Uma firma que possua o direito a uma oportunidade de
investimento ou a um fluxo de lucros operacionais de um projeto ja completado
possui um ativo que tem valor. Supbe-se que uma economia moderna possua
mercados para os mais variados tipos de ativos, com riscos e retornos os mais
diversos. No caso de esse projeto ser um desses ativos transacionados no
mercado, ele tera um pre¢o de mercado conhecido e determinado pelo equilibrio
entre oferta e demanda desse mercado. Além disso, mesmo ele ndo sendo
negociado no mercado, como essa metodologia parte da hipétese de mercado
completo, pode-se calcular um valor implicito para o ativo relacionando-o a
outros ativos, combinando-os em carteiras de modo a replicar exatamente o
retorno presente e futuro do projeto de investimento em questdo (portfolio
replicante). Assim, em equilibrio, o valor da oportunidade de investimento
(projeto) deve ser igual ao da carteira de ativos que o replica, pois qualquer
diferenca entre os dois valores daria margem a ganhos de arbitragem.

O primeiro passo nesse método € montar uma carteira ¢ livre de risco.
Para tanto, assume-se uma posicao longa (comprada) na op¢ao de investir no
ativo (Fp) e uma posicao curta (a descoberto) em n posi¢cdes no ativo base, cujo

preco unitario € P, Assim, a carteira sem risco é dada por ¢ = Fp — nP,. O
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numero de posicdes do ativo base sera ajustado de maneira a neutralizar o risco
ao qual a carteira esta exposta, fazendo com que seu valor no instante seguinte
independa do fato de o preco do ativo subir ou cair. Consequiientemente, na
auséncia de oportunidades de arbitragem, sua taxa de retorno sera igual a taxa
livre de risco r. Essa situacao é ilustrada pela figura 4.

o P
Po

o

(I)‘l- Py

p tempo

t=0 t=1

Figura 4: Evolucao da carteira ¢ para dois possiveis cenarios.

Aqui, ¢, € o valor inicial da carteira. Apés um intervalo de tempo de um
periodo, dois cenarios podem ocorrer: um de aumento no preco (P;) ou um de
queda (P;), para os quais a carteira assume os valores ¢;" e ¢,
respectivamente. Como a carteira € livre de risco, seu valor no instante =1 deve
Ser 0 mesmo quer 0 Cenario seja positivo quer seja negativo, isto &, ¢;" = ¢, = ¢;.
A partir dessa relagdo de igualdade, a carteira € dimensionada calculando-se o

valor de n.

Isso feito, faz-se uma relagdo entre o lucro esperado e o lucro obtido. O
lucro esperado é dado pela remuneracao da carteira, rg,, enquanto o lucro obtido
€ o0 ganho de capital, ¢, - ¢,, mais os dividendos distribuidos pelo ativo, nrP,
(negativos, pois se trata de uma posigéo vendida, sendo, portanto, um custo). A
relagdo entre os dois lucros deve ser de igualdade de modo a ndo existirem
oportunidades de arbitragem. Assim:

r¢0 — 1_¢0_n.r.P0 (23)
— —_—
remuneragao  ganhode  dividendos

capital
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Por fim, resolve-se matematicamente essa igualdade até se obter a
equacao diferencial parcial. Em seguida, devem-se estabelecer as condigdes de
contorno que modelam as opgoes.

Esse método, embora de aplicagcdo mais restrita que o anterior, dispensa a
escolha de uma taxa de desconto ajustada ao risco do projeto, razao pela qual

se tornou um método bastante popular na area de finangas.
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