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Desenvolvimento Computacional

Os métodos propostos no capitulo anterior sao extremamente simples
de implementar. Nas tabelas abaixo temos os métodos para curvas no plano
e curvas no espago. Cada uma delas conterda também a forma com que

foi calculada a estimativa das derivadas, o nome do método e as variacoes

apresentados.
Curvas no Plano

Tipo de estimativa Nome do Método Variacao

Minimizacao Coordenadas Independentes -
> Rotacao

Separada Coordenadas Dependentes
Minimizacao Minimizagao Simultanea Mudanca na
Conjunta das Coordenads estimativa do parametro

Tabela 5.1: Tabela dos métodos para curvas no plano

Curvas no Espaco
Tipo de estimativa Nome do Método Variagao
Minimizagao Separada | Coordenadas Independentes
Minimizagao Minimizagao Simultanea Mudanga na
Conjunta das Coordenads estimativa do parametro

Tabela 5.2: Tabela dos métodos para curvas no espaco

Fazer uma mudanca de parametro significa mudar a estimativa de s;
segundo a descri¢ao do capitulo anterior.
As variagoes foram feitas na tentativa de obtermos uma melhor apro-

ximagao das curvas por parabolas ou cubicas.

5.1
Curvas no Plano

Os algoritmos propostos para curvas planares seguem diretamente da
andlise da Secao 4.1: calculamos os coeficientes a, b, ¢, e, f, g e h e resolvemos o

método MQP. Fornecemos no Algoritmo [1! um pseudocédigo do método MQP.
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Algoritmo 1

LAll=a=b=c=e=f=g=h=0;
2: for i=1...2q do
Al — AT + [[p5gsi15-gull

end for

m = Al[j] ;

for i=0...2q do

Al[i] < Alli] - m; {Centrando Al em j}

w = weight( Al[i] )?;

a+—a+w (Al[i])?

10 b—b+w (All])?

11:  c—c+w (Alfi)%
Al[i])

]

®

i
122 e—e+w (Ali]) (zj4im7));

13 fef+w (AUf]) (Y5

4 g g+w (A)? (zj42);
15 he—h+w (Afi])?* (y4iys);
16: end for

17: d = ac — b ; {determinante}

5.1.1
Método das Coordenadas Independentes

1

Este método estima ', y}, 27

J

e y;. Para tal estimativa, encontramos

as solucoes resolvendo dois MQP para x e y independentemente. O vetor

tangente encontrado, T = (7’,y}) nao necessariamente tem norma unitdria

e consequentemente o vetor (z7,y7) nio necessariamente ¢ perpendicular ao

sinal(k)(x, y"
vetor T. O vetor normal (N) é dado por WICY )
WP+ (P

Apresentamos um pseudocodigo desse método no Algoritmo 2.

Algoritmo 2

1. call Set Weighted Least Squares Variables (7);
2: T, < (ce = bf)/d ;
3: Ty « (cg —bh)/d ;
4: N, « (af —be)/d ;
5. N, < (ah —bg)/d ;
6: Kk« (eh— fg)/d;
7. N «— sinal(k) (N/||NJ|);
5.1.2

Método das Coordenadas Dependentes

Da mesma forma que o método anterior, este método também estima

!

xl,yi, 2 e yi. Nesse caso fazemos a suposicao que a curva estd parametrizada

pelo comprimento de arco, introduzindo as condigoes
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2 +y? =1
'z + y/y// -0 ’
que sao facilmente observadas no capitulo 2.

Deste modo, com estas equagoes podemos usar o valor estimado de x; e
Y/ para estimar o valor de y; e y;, ou vice-versa. Para tal escolha verificamos o
valor absoluto das funcoes coordenadas do vetor tangente, ou seja, |T,| < |T,|.

Um pseudocéddigo desse algoritimo é apresentado no Algoritmo [3. Note
que solucionamos o MQP para uma coordenada e deduzimos a estimativa da

outra coordenada a partir dessa.

Algoritmo 3
call Set Weighted Least Squares Variables (j);
T,  (cc— bf)/d
T, « (cg —bh)/d ;
if |T,| <|T,| then {Considerando x(y)}
T, « sinal(T,)/(1 — T?2) ;
N, — (af —be)/d;
Ny « -(T.Ny)/ Ty ;
else {Considerando y(x)}
T, « sinal(T,),/(1 — T2) ;
10: N, « (ah —bg)/d ;
11: N, « -(T,N,)/T, ;
12: end if
13: k «— TN, - T,N, ;
14: Ny « -Ty; Ny « T, ;

© oo

Neste algoritmo temos garantidas as propriedades geométricas do vetor
tangente e do vetor normal: T ¢é unitario e N é ortogonal a T. O uso deste
algoritmo satisfaz bem quando a curva é quase o grafico de uma funcao no eixo
y = f(x). O melhor eixo é escolhido na linha 4 do Algoritmo 10. De qualquer

maneira um rotagao ajuda a aproxima-la no caso.

5.1.3
Método com Rotacao

A aproximacao por minimos quadrados funciona bem onde pontos sao
bem distribuidos. De qualquer forma, mesmo nos casos simples como da
circunferéncia os pontos podem ser quase alinhados verticalmente. Para evitar
esta situacao, como em [§], escolhemos um dos eixos x ou y como referéncia
para parametrizagao (veja segao 5.1.2), mesmo que, como em [§8], a pardbola

degenere para um reta quando a tangente estd em 45°.
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No método das coordenadas dependentes, a precisao numérica esta
diminuindo com o angulo. Para compensar este erro numérico, podemos
estimar primeiro a tangente com um dos métodos apresentados, e entao usa-la
para melhor distribuir a amostra. Esta operacao ¢é feita de forma simples por
uma rotagao nos pontos antes da soma (antes da linha 12 no Algoritmo [1),

como podemos ver abaixo

5.1.4
Método da Minimizagdo Simultdnea das Coordenadas (MMSC)

Da mesma forma que os métodos anteriores este método também estima
xh Yy, ol ey e utiliza as mesmas condigoes do método anterior. Estamos
supondo que os pontos amostrados vem de uma curva que estd parametrizada

pelo comprimento de arco, ou seja,

2 +y? =1
.TII” + y/y// — 0

Diferentemente dos métodos anteriores este método nao faz uma estima-
tida das derivadas de forma independente; pelo contrario, este método estima
as derivadas das funcoes coordenadas ao mesmo tempo tentando satisfazer as
condigoes propostas.

Para cada ponto da amostra calculamos o valor de € correspondente,
ja que este sera utilizado no célculo da curvatura, do vetor tangente e do
vetor normal no respectivo ponto. Para estimar o 6, inicialmente necessitamos
do sinal de M e N para sabermos em qual quadrante ele se encontra. Apds
sabermos o quadrante utilizaremos o método da bissec¢ao para acharmos uma
valor aproximado de #. Um pseudocddigo do método da bisseccao é apresentado
no Algoritmo 4. A func¢ao ® mencionada no método é a mesma funcao dada em
(4-16). Esta fungao deve ser construida fora do algoritmo e chamada quando

necessario.
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Algoritmo 4 Bisseccao

1:
2:
3:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:

micial, final
if ®(inicial) < 1072° then
0 «— inicial;
else
0 — (final 4 inicial)/2;
while |®(0)| > 1072
if ®(0)®(inicial) < 0 then
imecial < inicial;
final «— 0,
else
micial < 6;
final «— final;
end if
0 — (final + inicial)/2;
if |inicial — final] < 107'% then
0 — inicial;
end if
end while
end if

Um pseudocodigo do MMSC ¢é apresentado no Algoritmo 5.
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Algoritmo 5

OO NN NN NN N NN N & o e e e e e
© 0 NPT WY Qo © 0Ny O

AR O Lo W W W W W W W
s N O e S A ol e

w
. O

call Set Weighted Least Squares Variables (j);
M — fh+ege N «— fg—eh;
if h>0e g>0 then
v « arctan(g/h);
end if
if h<0eg>0then
v « arctan(g/h) — 7;
end if
if h<0eg>0then
v « arctan(g/h) + 7;

. end if
:if h>0e g <0 then

v « arctan(g/h);

- end if
:if h=0¢e g # 0 then

VT2

. end if
cif M >0e N >0 then

inicial < w/2 — 7 e final «— m —;

call Bisseccao;

Kk« (1/c)(hcos(f) — g sen(0));

T, « cos(f), T, « sen(#), N, «— —sin(#), N, < cos(6);

. end if
cif M <0e N >0 then

inicial < —m — 7y e final «— —7/2 — 7

call Bisseccao;

k<« (1/¢)(hcos(f) — g sen(0));

T, « cos(f), T, « sen(d), N, «— —sin(#), N, < cos(6);

. end if
cif M >0e N <0 then

inicial < —~; e final «— w/2 —~

call Bisseccao;

Kk« (1/c¢)(hcos(0) — g sen(0));

T, < cos(), T, « sen(#), N, « —sin(#), N, < cos(6);

: end if
cif M <0e N <0 then

inicial «— —m/2 — 7 e final «— —~;

call Bisseccao;

Kk« (1/c)(hcos(0) — g sen(0));

T, «— cos(#), T, — sen(d), N, « —sin(f), N, < cos();

. end if
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5.1.5
MMSC com Mudanca no Parametro

Da mesma forma que o outro método estimamos inicialmente a tangente
com o MMSC e usamos essa estimativa para melhor distribuir a amostra.

Apos a estimativa do vetor tangente, fazemos uma mudanca na estimativa
do parametro. Enquanto no outro usavamos a distancia entre px € pgi1, ou
seja, Alg, nesse usaremos apenas |Tx — Tri1|, com z = x cos(0) + ygsen(h).

Essa mudanca faz sentido pois ao rodarmos a tangente teremos T = (1,0) e
2

S
N = (0,1), assim temos que z(s) = s e y(s) = g
Esse procedimente deve ser feito no Algoritmo 1 antes da estimativa das

valores de a, b, ¢, e,f,g e h.

5.2
Curvas no Espaco

Os algoritmos propostos para curvas no espaco seguem diretamente da
analise da Secao 4.2, ou seja, calculamos os coeficientes aq, as, as, ay, as, ag,
e1, ea, €3, f1, fo, [3, 91, g2, g3 € resolvemos o método MQP. Um pseudo codigo

é fornecido no Algoritmo |6 para o método do MQP.
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Algoritmo 6
92 =93 =0;

2: for i=1...2q do

3 Alli] = Alli-1] + [|pj—q+i-1Pj—q+ill
4: end for

5:m = Alfj] ;

6: for i=0...2q do

7. Al[i] < Al[i] - m;{Centrando Al em j}
8w = weight(Al[i] )%

9:  ay «—a; +w (Alli])%

10:  ay < ay +w (Al[i])3;

11: a3 a3 +w (Al[i])%

12 ag < aq +w (Alfi])Y

13: a5 < as +w (Alfi])?;

14:  ag — ag + w (Al[i])%

15:  ep —e +w (Alli]) (rjpi-z);
16:  fr = fi+w (Al (Yerys);
17 g1 g +w (Alf])  (254i-25);
18 ey — ey +w (Alli])? (j4iz);
19: fo = fo+w (AU])?* (y5409));
20: g2 g2 +w (Al (2j4i-2));
21: ez — ez +w (All])? (xj4m25);
22 fo — fatw (AU (yj4im95);
23 gz gz +w (All])® (24i-2));
24: end for

25 d = 10406 — Q10505 — Q90206 + 2&2@3&5 — 30304,

5.2.1
Coordenadas Independentes

" " / 1 " !/ " " s :
T Y Y Yy s By B € 25 Para tal estimativa

encontramos a solugao resolvendo trées MQP para cada uma das fungoes coor-

Este método estima 27, x

denadas x,y, z independentemente. Dessa forma o vetor tangente encontrado
!
J
o vetor (77, yj, 2j) ndo necessariamente é perpendicular ao vetor T. A norma-

T = (2},9}, 2;) nao necessariamente tem norma unitdria e consequantemente
lizagao do vetor normal estimado é feita de acordo com sinal(k).

O vetor binormal é obtido a partir do produto vetorial de T com N e a
normalizacao de B é feita de acordo com o sinal(7).

Apresentamos um pseudocodigo desse método no Algoritmo [7.
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Algoritmo 7

1: call Set Weighted Least Squares Variables (j);

2: T, «— (e1a4a¢ — e1a5a5 — e2a2a6 + €2a3a;5 + e3a2a;5 — e3azay)/d ;

3: Ty — (frasae — frasas — faasas + foaszas + fsasas — fzasay)/d ;

4: T, — (g1a4a6 — 1G505 — G20206 + G2a3as + g3a2a5 — g3azas)/d ;

5: Nx — (61@2@6 — €10a305 — €2a10¢ + €o0303 + €3a1a5 — 63&2@3)/d 3

6: N, < —(era2a6 — €1a3a5 — e2a1a6 + €2a3a3 + €301a5 — €3a2a3)/d ;

7 Nz “— (glaga@- — 010305 — 20106 + §20303 + g3a105 — 3a2a3)/d ;

8: B, «— —(e1a2a5 — erazay — esa1a5 + exaza3 + esaray — esasas)/d ;

9: By — (f1a2a5 fiazay — faaras + faazas + fzaiay — f3a2a2)/d ;
10: B, « —(g1a2a5 — grasas — gaa1a5 + goaoag + gzaias — 93(12a2 /d;

11: a — (T,N, - T.N,)? + (T.N, — T,N,)* + (T,N, — T,N,)?

12: nrmy « /T2 + T2 + T%

13: Kk — a/nrm ;

4: 7~ —((TyN,-T.N,)B,+(T.N,-T,N,)B, +(T,N,—T,N,)B.)/a;
15: T «— (T/nrmr);

16: N « sinal(k) (N/||IN|]);

17: B « sinal(r) (T,N,-T.,N,,T,N, - T,N,,T,N, — T,N,)/||B||;
5.2.2

Método da Minimizagdo Simultanea das Coordenadas (MMSC)

Da mesma forma que o método anterior este também estima x], :c], y],
y], ; j. Contudo neste método nao estimaremos a terceira derivada das
funcoes coordenadas.

Diferentemente do método anterior este método faz uma estimativa das
derivadas das funcoes coordenadas ao mesmo tempo, ou seja, para cada ponto
obtemos os vetores vy, vy, v3 e calculamos o valor de 6 (para curvas no espaco 6
é o angulo entre vy e T na base [v1, Vg, U3]), j& que este serd usado na estimativa
da curvatura, do vetor tangente e do vetor normal.

Na base [v1, vg, v3] estimamos os valores de M e N para sabermos em qual
quadrante f se encontra. Apds sabermos o quadrante, utilizaremos novamente o
método da bissec¢ao (vide Algoritmo [4)) para acharmos um valor aproximado
para 6. A fungdo ® mencionada no método é a mesma funcao dada em (4-
35). Esta fungao deve ser construida fora do algoritimo e chamada quando

necessario.

Um pseudocddigo do MMSC é apresentado no Algoritmo 8.
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Algoritmo 8

e e e e e e T o T =
B A R T

NN NN NN N NN
RS A A e

W oW W W w
EANE oI i e

DO
- O

w
L9

call Set Weighted Least Squares Variables (j);
M—uv,-EeN=uvy-FE;
V= T/2
if M >0eN >0 then
inicial «— w/2 — v e final «— 7w —;
call Bisseccao;
ko ||Gllsen(6)/as;
T — cos(0)v; + sen(f)vy;
N « sen(f)v; — cos(0)vs;
B — T xN;j
. end if

cif M <0e N >0 then

inicial «— —m —y e final «— —7/2 — 7
call Bisseccao;

K ||Gl[sen(0) /ay;

T «— cos(f)vy + sen(d)vs;

N « sen(0)v; — cos(0)vs;

B — T xN;

. end if
cif M >0e N <0 then

inicial < —v; e final «— w/2 —~
call Bisseccao;

k — [|Gl[sen(0)/as;

T « cos(f)v; + sen(f)vs;

N « sen(f)v; — cos(0)vs;

B «— T xN;j

: end if
cif M <0e N <0 then

inicial «— —m/2 — 7 e final — —~;
call Bisseccao;

ko ||G]lsen(0)/as;

T « cos(f)v1 + sen(f)vo;

N « sen(0)v; — cos(0)vs;

B — T xN;

. end if
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5.2.3
MMSC com Mudanca de Parametro

Da mesma forma que o método para curvas no plano, estimamos inicial-
mente a tangente com o MMSC e usamos essa estimativa para melhor distribuir
a amostra.

Este método também faz uma mudanca na estimativa do parametro,uma
vez obtido o vetor tangente pelo MMSC. Ou seja, substituimos o valor de
Al = ||pk — Pr+1l] por Al = |z — Tpya|, com z, = 2, T, + y Ty + 2, T,
Essa mudancga faz sentido uma vez que teremos T e N na base [v1, vy, v3]
respectianmente igual a (1,0,0) e (0,1,0), assim vem de (4-25) que z(s) = s ,
y(s) = li% e z(s) =0.

Esse procedimente deve ser feito no Algoritmo 6/ antes da estimativa das

valores de a1, ag, as, as, as, ag, €1, €2, €3, fi, f2, f3, g1, g2, G3-

5.3
Condicoes de Fronteira

Introduzimos nossos algoritmos para calcular a curvatura e torcao em
um ponto p; com 2q + 1 amostras centrada em p;. Desta forma para pontos
proximos da fronteira da curva, esta condicao nao é satisfeita. Neste caso
podemos reduzir o tamanho de ¢ na janela mével, ou simplesmente calcular a
curvatura e a tor¢ao usando uma janela nao centrada. Nesse ultimo caso, para
curvas no plano, nao temos as garantias tedricas da secao 4.1. No entanto,

nossos experimentos permanecem coerentes, porém menos precisos.
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