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4
Desenvolvimento Teorico

Nosso objetivo nesta dissertacao é a estimativa da tor¢ao, sendo que
esta para curvas no espaco, e principalmente da curvatura. Neste capitulo
descreveremos a parte tedrica necessaria para o entendimento dos métodos.

Considere P = {py, p, ..., Pm} Uma amostragem de uma curva em R? ou
R3, ou seja, uma sequéncia finita de m pontos da curva. Admitiremos algum
ruido na amostragem, ou seja, p; = ¢; + 7;, onde c¢; é um ponto da curva e 7;
¢ uma variavel aleatéria modelando o ruido em c;.

Para estimar a curvatura em p;, 1 < j < m, restringiremos nossos
cdlculos a uma janela de 2¢g + 1 pontos centrados em p;, ou seja, usaremos

apenas os pontos pj_g, ..., Pj+¢ da amostragem P.

4.1
Curvas no Plano

Assumimos, para facilitar a notagdo, que pg = (0,0). Nosso método é
baseado em aproximacoes das amostras por curvas paramétricas. No caso de
curvas planas, faremos esta aproximacao através de curvas paramétricas de
segundo grau. Dessa forma procuramos encontrar conicas parametrizadas da

forma

z(s) = x) s + 3 xf s>

y(s) =vos+3u s
onde s é um parametro. Note que a expansao de Taylor foi truncada no termo
de segundo grau, pois como estamos interessados na curvatura necessitamos

somente da primeira e segunda derivada das fungoes coordenadas.

Podemos assumir também as seguintes restrigoes

Ay =1

!/ /! !N _
roTo +Yo¥y = 0
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e nesse caso o parametro s representa geometricamente o comprimento da
projecao da curva na dire¢ao tangente no ponto py = (0,0). Além disso tais
coOnicas representam parabolas parametrizadas.

Estimativa do Parametro

Ao trabalhar com curvas paramétricas necessitamos estimar o
parametro s; associado ao ponto p;. Uma primeira aproximacao para este
parametro é o comprimento de arco a partir do ponto p;, que pode ser
estimado como segue: defina Alp como o comprimento do vetor pipgs1 com
k variando de 1 até m — 1. O comprimento de arco estimado de p; até p; ¢

definido por
i—1
I, = Al, ,se 1>
- (4-2)
l; = —ZAlk ,se 1< ]
k=i

Estimativa de Minimos Quadrados
Procuramos parabolas parametrizadas que melhor se aproximam dos
dados utilizando minimos quadrados ponderado (MQP) ([15]). Em outras

palavras, estamos procurando xj, (), ¥, € ¥, que minimizem

/ [/ ny __ k ) o /o 1//2 2 ) L /o 1//2 2
f(‘r(ﬁxo’ym yO) - Z Wy |\ T4 (Iosz—i_éxosi) +wz yz (y082+§ 081') )
i=—q

(4:3)
onde w; sao os pesos dos pontos p;. Tais pesos sao escolhidos positivos,
relativamente grandes para |s;| pequeno e relativamente pequenos para |s;|
grandes. Podemos assim considerar pesos da forma w; = a exp(—03s;)/sk,
como em [27], ou entdo w; = 1.

A seguir descreveremos duas formas de encontrar solugoes aproximadas
para o problema de minimizar (4-3). A primeira é mais rdpida computacional-

mente. A segunda é mais lenta e sé funciona quando w; = 1.

4.1.1
Minimizacao Separada das Parcelas

Nesse primeiro método desacoplamos a fungao f dada em (4-3) minimi-

zando separadamente as fungoes

q
1 2
E.(z),25) = Z w; (xl — (@hsi + 5&:6’5?)) (4-4)

i=—q
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q 1 9
E Lyl) = wl( P — /SZ' - //82 ) . 4-5
v (Y0, 90) :Zq yi = (Yosi + 59557) (4-5)
Para os valores de s; podemos usar as estimativas [;, dada em (4-2)), para
o parametro s;. Quando ¢ > 1, o MQP acima tem a seguinte solucao:

ce—bf af — be

!/ —_
Ly = Ty =

ac — b? ac — b?
, cg —bh ah — bg
Y = ac—12 Yo = ac— b2 )
onde
(a= im_g Wi (L)?
b= 5 Xl wi(l)
= 1 Y, wi )
e= Wil
- % g:—q wiz (li)2 Ty
9= 7,(']:7(1 wi 1 yi
S % ;‘]:—q wi (1:)? i
Com estes resultados, nosso estimador de curvatura é dado por

. ch — fg
S iy

Variacao na Estimativa das Derivadas

Uma variagao do método que também consideramos é estimar xj, e x; a
partir da férmula dada em (4-4) e a partir delas obter uma estimativa para yj,
e yy usando (4-1)).

Outra possibilidade é estimar y) e y, usando (4-5) e a partir delas
obtermos z;, ¢ z usando (4-1).

Para escolher entre as possibilidades citadas, optamos por fazer primeiro
a estimativa bésica dada em (4-4) e (4-5) e usar a primeira opgao se |zg| < |yg|
e a segunda opgao se |z5| > |ygl-

Tal variacao foi feita para limitarmos as derivadas das fungoes coode-
nadas, evitando trabalhar com ntimeros muito grandes e para que elas nao

explodissem.
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4.1.2
Analise Tedrica do Método

Como assumimos que pg ¢ a origem da curva, ou seja, r(0) = po, temos

{ (s) = 2(0) + 2/(0) s + 1 27(0) % + O(s*)
y(s) = y(0) +y'(0)s +3¢"(0) s> + O(s*)
O(s3)

com =5+ — 0, quando s — 0. Como p; = (z;,¥;) estd associado ao valor do

(4-6)

comprimento de arco s;, podemos escrever

{ vy = x(s;) = @) s; + L 82 + O(s°) )

yi = y(s:) = ybsi + sy 57+ O(s%)

Caso haja ruido, as equagoes (4-7) serao escritas da seguinte maneira

{ (si) = x; = @ 5i + 520 57 + O(5) + g (4-8)

y(si)) =vi=vosi+ 3908 +O0°) +me
onde 7; = (1), My.i) € 0 ruido correspondente ao ponto p;. Assumiremos que

as varidveis aleatdrias 7; sdo independentes e identicamente distribuidas (i.i.d)

com média zero e variancia o? (Ver ilustragao na figura [4.1).

Pj—q 7

RIS T Pjtq

Figura 4.1: Amostragem da curva com ruido

~ e _ -

Andlise da convergéncia: curvas sem ruido

Denotemos por d a maior valor do parametro no intervalo de amostragem,
ou seja, d = max{|s;|}, por Ky e K; o valor méximo da curvatura e sua derivada
nessa vizinhanga de po: Ko = max{|x(s)|, |s| < d} e K7 = max{|&(s)],|s] <
0}, onde k é a curvatura de r em s. Denote também

ac + 3[bl 3 wilLif?

ac — b?

Apresentaremos agora alguns resultados com as respectivas demos-

tracoes. Inicialmente precisaremos do seguinte lema:
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Lema 4.1 Considerando a estimativa l; de s; dada em (4-2) e assuma que

0Ky < 2e. Entao sinc(e)|s;| < |l;| < |si], onde sinc(z) = sen(x)
x

Prova: Para qualquer ¢ > 0, temos que ¢, = s;, — [; = 2221 Aey, onde
Aep = Asp — Aly, Asp = spy1 — sp e Al = /(211 — 26)% + (W1 — yr)>
Como a curvatura é limitada por Ky, a maior diferenca entre As; e Alj ocorre

quando a curva é um arco de ciculo de raio o Nesse caso o angulo central
0
correspondente é KgAsy e entao

2sen < KoAsy )

Aly, >
0

dai segue que

: ! 2 KoASk .
l; = ; Al > ; KOASksen( 5 )Ask > sinc(e)s;

provando assim o lema. =

Proposigao 4.1 (a) Se 0Ky < € entdo,

1 — sinc(e) , £

|0 — 2'(0)| < ¢ 2'(0) +¢

sinc(e) sine(e)

(b) Suponha que 6Ky < e e 0K < ¢ entao,

1—s1 2 '(0) K
% —2"(0) = ¢ SZZZZ;)(? 7(0)+ gzSsmcg(»s)? (1 += ( 6> 0)

Prova: Sabemos que ||(z"(s),y"(s))|| = |k| < Ky, para todo s € (—6,0)

Assim,

2" (s)| < k] < Ko

Multiplicando por d obtemos,

|2" ()]0 < |k|d < Kod < ¢

Assim pelo Teorema do Valor Médio segue que para qualquer s € (—4,0),

[2(s) —2'(0)] < &

Dessa forma temos para todo @
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Podemos assumir sem perda de generalidade que z'(0) > 0. Entao,

(CU/(O) — S)Si S Z; S (JJI(O) + 6>Si
Dessa forma temos pelo lema 4.1 que

Li
sinc(e)

(2'(0) —e)l; < @y < (2'(0) +¢)
Segue entao a seguinte desigualdade

"(0)l; l;
2’ (0) N €

"0); —el; < x; <
v —eli s @i < sinc(e)  sinc(e)

entao,

1 — sinc(e) ) el;

—el; <z — 2 (0); < “7'(0>l"< sinc(e)

sinc(e)
dai segue que

_Eli < T — x/<0)ll < ll(:p’(())(l — sinc(&)) n £ )

sinc(e) sinc(e)

2'(0)(1 — sinc(e))
sinc(e) sinc(e)

Considere d;(¢) = . Entao podemos escrever

|z — 2/ (0)li] < d (&)L

Logo,
zy —2'(0)] = ac—b2 Zw2l Zw2l2 '(0)1;)
Z——q Zf—q
< L ( Z w2 |||z — ' (0);| + = ol Z Wil |x; — ZBI(O)M)
~ ac—b?

i=—q 1=—q

IN
Q
o | X
(=
I =
™
| —
)
/N
O
M@
S
ST
o~
ST
[\D_
)
o~
w
N—

Demonstramos assim a letra (a). Passamos entdo para a segunda parte
da proposicao. Utilizando o Teorema do Valor Médio como na letra (a), temos

que para qualquer s € (=6, 0)

|z"(s) — 2"(0)| < K16 < e
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Assim, para todo i

(2"(0) — 5)% <z —2'(0)s; < %(35”(0) +e)

Utilizando novamente o lema 4.1/ obtemos

(2"(0) —¢) (l;) < —2'(0)s; +2'(0)l; — 2'(0)l; < 28i%2(@2

(2"(0) + ¢)

Segue entao as seguintes desigualdades

POWP 0 o < P00 <)

2 2 - ~ 2sinc(e)?  2sinc(e)

5 +2/(0)(si — )

e(li)?

"(O)@)*  2"(O))” e(t)® 2"(0)(H)°
2

2 ~ 2sinc(e)?  2sinc(e)?

Vamos desenvolver agora o seguinte termo

K()Si

li SGD( 2)

ST TR
2

sen(v)

2 ,
< %, concluimos que

L.  2'(0)s; K2s? - 2'(0)Koes? - 7'(0)Koe  (1;)?
Si 12 - 12 - 6 2sinc(e)?

2"(0)(1;)? 1 — sinc(e)? € 2'(0)Koe \ (1;)?
; — / 0 ll _ < " 0
2= 2(0) 2 - <$ ( sinc(e)? * sinc(g)? 63inc(5)2> 2
1 — sinc(e)? £ 7/(0) K,
o
e denotando dy(e) = z"(0) Sinc(e)? + sinc(5)2(1 + 5 ), podemos
escrever
/" 2 2

Logo,
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a— Z wil} (= 2/ (0);) — ca”(0) + 0 Y —wili(a; — 2/(0)l;) — ba'(0)

z—fq i=—q
w—a"(0)] = —
a|= Z w22 (x; — 2 (0)1;) — cx”(0)| + |b] |[— Z w2li(x; — o' (0);) — ba" (0)
< 1—*‘1 i=—q
- ac — b?
"(0)12
- 22 |2 — 2/ (01 2"(0)
a Z wil? |z, — 2'(0)]; + 5
< =
- . ac — b?
201 |, — oy, 3+ TR
b] ;qwi il i = &' (0)ls + —
* ac — b?
ac + —\b| Z w?|l;]?
< =
da( ac — b?
= d2(€)¢ |

Em outras palavras, os produtos 0Ky e 0K devem ser pequenos, o que
corresponde a termos uma amostragem densa em regioes de alta curvatura.
Caso isso nao ocorra muitos pontos podem ser considerados distantes para

serem usados na estimativa das derivadas.

Andlise da Convergéncia: Curvas com ruido

Antes de iniciarmos, gostariamos de lembrar que as varidveis m; sao
9 1
independentes e com variancia o2.
Denote
2 \q 42 4 WAl
c ; wily + Zl—fq wil;

Q= S
0 (ac — b2)

o XL it SR ol
b (ac — b?)2

No caso particular onde a amostragem estd simetricamente distribuida numa

vizinhanga de pg e 0s pesos w; sao iguais, temos b = 0, e entao

o CTLul
T

2570 A

=— 171
le—l d

(ac)?
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Podemos observar que se ¢ é grande entdo ;! = a ~ 0?g e Q' = c = o'q.
Proposicao 4.2 Considere a amostragem simetricamente distribuida e:

(a) assuma que a*Qy < . Entdo o erro da estimativa de |z}, — z'(0)| € limitado
pela soma dos erros da proposi¢io 4.1(a) e uma varidvel aleatoria de média
2€T0 € Variancia menor que .

(b) assuma que 0*Qy < 7. Entdo o erro na estimativa de |z — 2"(0)| € limitado
pela soma dos erros da proposi¢ao|4.1(b) e uma vardvel aleatoria de média zero

€ Variancia manor que -y.

Prova: Temos que andlisar o efeito do ruido no calculo da proposicao 4.1.
Se substituirmos z; por x; + 1; nas férmulas de z{, e xj, as estimativas vao

perturbar dos seguintes erros aleatorios respectivamente

( q
2
§ w;lin;
i=—q
Cypy = —
zg a
q
2 2
2 E w; (1) n;
1=—q
€11 =
xg a

( q
Z w; (1;)?
i=—q
Var(ey) = o° q e
Z w; (1)
i=—q
\ Var(egr) = 4o? =

Em outras palavras, o produto 02Qg e 02Q; deve ser pequeno, o qual
corresponde que o nimero de pontos 2¢ 4+ 1 considerado para a aproximacao
deve aumentar com o ruido. Caso isso nao aconteca, o ruido é muito forte para

s 4 s / / 7 /!
garantirmos as estimativas de (xy, y) e (20, Y0 )-

4.1.3
Minimizacao Conjunta das Parcelas

Nessa forma de minimizacao consideraremos o peso igual para todos os

pontos, isto é, w; = 1, para todo i. Novamente nosso objetivo é minimizar
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(4-3) com as restrigoes dadas em (4-1). Usaremos as varidveis x e 6 definidas

de acordo com a seguinte mudanca de varidvel:

(4-9)
(thvh) = (cosb,send)

{ (@) = w(—yha})

Substituindo esssas mudangas na equagao (4-3)), obtemos

q
f(k,0) = iz_q <xz — (84 cos 0 — %RS? sen@))2 + (yi — (s; senf + %ms? Ccos «9)) i

(4-10)

Estimando s; por [; segundo a férmula (4-2), temos que

q
f(k,0) = Z(m?—i—y?) +a+cx?—2ecosf —2f senf + 2gk senf — 2hk cosh
i=—q

(4-11)

onde

o

I
=

g
<o
Bt

i=—q
q
e = E wf l; x;
i=—q

~
|
D=
1
g
SN
ST
&

i=—q
q
g = Z wzQ li Yi
i=—q
q
h = % Z wi2 lz'2 Yi
\ i=—q

Note que inicialmente os valores de I; sdo os mesmos dados em (4-2). Dessa

forma consideramos o problema de minimizar

f(x,0) = ck® — 2ecos ) — 2f senf) + 2gk senf) — 2hk cos : (4-12)

Calculemos entao as derivadas parciais da funcdo dada em (4-12) e
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igualamos a zero, ja que queremos calcular os pontos criticos.

8—f = 2kc+ 2g senfl — 2h cos 6 =0
g? . (4-13)
a0

= 2esenf —2f cosf + 2gr cosf + 2hk senf = 0

Dai vem que

K= 1(h cosf — g senf) (4-14)
c

—esenf + fcos = gk cos + hk send . (4-15)

Substituindo (4-14) em (4-15)) teremos

®(0) = fccosf —ec senf) — gh(cos®  —sen®d) — (h* — g°) senfcos§ . (4-16)

Sabemos que o minimo de f(k,0) é assumido em algum 6 raiz de P,
porém ® pode ter duas, trés ou quatro raizes.
Considere entao o problema de obtermos 6 que seja raiz de ¢ e minimize

f(k,0). Iniciemos assim pelo seguinte lema:

h
Lema 4.2 Considere v um angulo tal que cosy = ————— e seny =
92 + h2
L. Defina M e N respectivamente por
g2 + h2

_fhteg) o clfg—eh)
(h? + ¢2)3/2 (h? + ¢2)3/2

e considere a mudanca de varidvel dada por a = 6 + ~. Entao,
(a) f(k,a) = cK? — 2@(M senav — N cos ) — 2k4/ g2 + h? cos «

(b) os pontos criticos de f(k,a) satisfazem
M cos o + Nsena = sena cos «

(¢) o valor de f(k,a) nos pontos criticos € dado por

_ 2 h2
O(a) = g+ (—cos® a — 2M sena + 2N cos )
c

Prova: Temos que f(x,0) é dada por
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f(k,0) = ck? —2ecos® — 2f senf) + 2gr senf — 2hk cos 0

Assim,

ecosf + fsenfd = (ecosy— fseny)cosa+ (eseny+ fcosvy)sena
1
= ————(eh— fg)cosa+ (eg + fh) senc

/92 + h2
2 h2
_ gF (M senav — N cos ) (4-17)
c

gsenf — hcos) = (—hcosy — gseny)cosa+ (—hseny + gcos-y) sena

= —v¢*+h*cosa . (4-18)

Portanto reescrevendo a fungao f(k,6) obtemos,

(M senav — N cos ) — 26/ g? + h?cosa .(4-19)
c

f(k,a) = cK® —2

Dessa forma provamos a letra (a) do lema proposto. Passamos entao a
letra (b). Derivando (4-19), obtemos

of

= 2kc—2y/g*>+ h?cosa =0
Ok,
of g* + h?
3 = -2 (M cosa + N sena) + 2k4/g? + h?sena = 0
«
(4-20)
Segue entao que
2 2
_ VI (cos ) (4-21)
c
. of
Substituindo (4-21) em B obtemos
a
M cos o + N sena = cos «v sena : (4-22)

concluindo assim a letra (b) do lema.

Passamos entao a tltima parte, ou seja, a letra (c). Esta parte vem da
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substituigao de (4-21) em (4-19), nos dando assim

B 2 h2
d(a) = g+ (—cos® a — 2M sena + 2N cos ) . m (4-23)
c

Do item (b) do lema 4.2/ temos que as solugoes da equacao (4-22) sao
obtidas pela interseccao da hipérbole de equacao Mz + Ny = xy com a
circunferéncia de equacao x? + y? = 1. As assintotas da hipérbole sao as retas
y= N ex = M, sendo assim podemos ter 2,3 ou 4 pontos criticos dependendo
do valor de M e N (ver figura [4.2)).

N

|

r=M

Figura 4.2: Anélise do sinal de M e N para encontrar a interseccao da hipérbole

de equacao Mz + Ny = xy com a circunferéncia z? + y? = 1.

Dessa forma, a solu¢do que minimiza f(k, o) pode ser descrita da seguinte

forma:

1. Se M > 0 e N > 0: Nesse caso temos um tunico ponto critico com
cosa < 0 (sena > 0). Esse ponto minimiza a func¢do f(k,«) e portanto

temos que « € [7/2, 7]. Consequentemente 0 € [1/2 — v, 7 — 7).

2.S¢e M > 0e N < 0: Nesse caso temos um unico ponto critico com
senaw > 0 (cosa > 0). Esse ponto minimiza a fun¢do f(k,«) e portanto

temos que « € [0.0,7/2]. Consequentemente 6 € [—v,7/2 — 7.

3.5¢e M < 0e N > 0: Nesse caso temos um tunico ponto critico com
sena < 0 (cosa < 0). Esse ponto minimiza a fungao f(k,a) e portanto

temos que « € [—m, —7/2]. Consequentemente 6 € [—1 — v, —7/2 — 7).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310355/CA


PUC-RiIo - Certificacé@o Digital N° 0310355/CA

Estimadores de Curvatura Baseados em Aproximagoes por Curvas Paramétricas 51

4. Se M < 0 e N < 0: Nesse caso temos um unico ponto critico com
cosa > 0 (sena < 0). Esse ponto minimiza a fun¢ao f(k,«) e portanto

temos que « € [—7/2,0.0]. Consequentemente 0 € [—7/2 — v, —].

Para encontrar um valor aproximado da raiz utilizamos o método da
bisseccao para a funcao ® no intervalo indicado acima .

Variacao do Método por uma Nova Estimativa do Parametro

Considerando a pardbola (z(s),y(s)) = (z{s + s zf %,y s + 2y s2),
observamos que s; representa a distancia da projegao de (z;,y;) na diregao
tangente a parabola no ponto (0, 0).

Para termos uma melhor estimativa de s;, primeiro fazemos uma estima-
tiva de T usando a estimativa do comprimento de arco dada em (4-2). Obtida
esta estimativa de 6, rodamos novamente a algoritmo com o valor de s; dado

por

s; = x; cos(0) + y;sen(0) : (4-24)

Dessa forma ao rodarmos o algoritmo novamente deixamos de usar como
estimativa do parametro a distancia entre dois pontos e passamos a usar
a estimativa dada em (4-24)). Essa mudanga nos dé na teoria uma melhor

aproximacao para o comprimento de arco.

4.2
Curvas no Espaco

Assumimos para facilitar a notagdo que py = (0,0,0). Como nosso
método é baseado em aproximacoes das amostras por curvas paramétricas,
no caso de curvas no espacgo, faremos esta aproximacao através de curvas
paramétricas de 3° grau, pois tentaremos estimar também a torcao. Dessa

forma procuramos encontrar cibicas parametrizadas da forma

x(s) = xhs + sy s>+ gay s

y(s) =yos+ 308"+ 5ug s :

2(s) =zys+ 220+ 2208
onde s é um parametro. Note que a expansao de Taylor foi truncada no termo
de terceiro grau, pois como estamos interessados na curvatura e na torcao
necessitamos somente da primeira, segunda e terceira derivada das funcoes

coordenadas.
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Uma vez obtida a ctibica ganhamos imediatamente a funcao quadratica

(5):x63+lx”32

(s) =yhs+ 2 5 Y0 S (4-25)
(s) =2 s+ 32 s

IS S

que melhor se aproxima dos dados.

Estimativa de Minimos Quadrados

Procuramos encontrar ctibicas parametrizadas que melhor se aproximam
dos dados utilizando minimos quadrados ponderado. Em outras palavras,

estamos procurando z(, z(, &y, Yo, Yo, Yo » 20, 20 € 2, que minimizem

2
" " " _ 2 " .3
f(x()»xoamoayoayoyyo72072()730) = E wz‘(xi_ xosz‘f‘ l‘ 3 + x S ))

2

i (i + Sulis? + Lul's®))

2

w; (zi — (208 + 52057 + 22('s 3))

(4-26)
Da mesma forma que em curvas no plano, os nimeros reais w; Sao 0s
pesos dos pontos p;. Tais pesos sao escolhidos positivos, relativamente grandes
para |s;| pequeno e relativamente pequeno para |s;| grandes. Podemos assim
considerar pesos da forma w; = « exp(—fs;)/s¥, como em [27], ou entao
A seguir descreveremos duas formas de encontrar solugoes aproximadas
para o problema de minimizar (4-26). A primeira é mais rapida computacio-

nalmente. A segunda é mais lenta e s6 funciona quando w; = 1.

4.2.1
Minimizacao Separada das Parcelas

Nesse primeiro método desacoplamos a funcao f dada em (4-26) mini-

mizando separadamente as funcoes

q
E.(xy, xg, x5 ) = Z wi (z; — xf s — S 20 ()* + § 2 (si)3)2 ,

1=—q

q

2
By v6,v0') = D wi (v — o si — 390 (s)” + 2 (s1)%)

1=—q
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q
P iy / 1.0 2 1 m 3)2
E.(zy, 24,20 ) = E w; (2 — 208 — 5 20 (5:)° + & 20 (s0)°)
i=—q
Usaremos novamente as estimativas /;, dada em (4-2)), para o parametro

s;. Quando g > 1, o MQP acima tem a seguinte solucao:

( o (e1a4a6 — €1a5a5 — €2a2a6 + €2a3as5 + €3a2a5 — €3a304)
0 10406 — A10505 — Aaaas + 2020305 — A3a304
- (frasag — frasas — faazas + faasas + fzazas — fzasay)
0 a1040¢ — A1a505 — A2020¢ + 2&2&3&5 — Q3304
— (g104a6 — g1a5a5 — G2a2a6 + G2a3a5 + 30205 — G303a4)
no=

a1040¢ — A1A505 — A2020¢ + 2@2&3(15 — Q3a304
—(e1asa¢ — e1azas — exa1a6 + esazaz + ezaias — e3aas)

€T =
0 a1040¢ — A1A505 — A2020¢ + 2@2&3&5 — Q3a304
Loyl = —(frazas — frasas — foarag + foazaz + fsaras — fzazas)
0o =

10406 — Q10505 — A2020¢ + 2@2&3&5 — 30304
" —(grasa6 — gra3a5 — gaa1a6 + goasas + gzaias — gzasag)

“0 B 10406 — Q10505 — Q20206 + 2&2&3@5 — a3zaszay
o= —(er1asas — ejazay — esaqias + esasaz + ezaiay — e3aaz)
a10406 — Q10505 — A2020¢6 + 2@2@30,5 — a3a3zaq
o —(fiasas — frazas — fraras + frazas + fzaias — fzazas)
Yo N 10406 — A10505 — Q20206 + 2@2&3@5 — 3304
A = —(graza5 — g1a304 — Got1a5 + 20203 + g3a104 — g302a2)
\ 10406 — A10505 — Q2020 + 2@2&3@5 — a3as3ay
onde
(a1 = i wi(l)?
ay= 3 i, wi(l)?
ag= g L wi(l)?
ag= 3 i wil)!
as = 15 ot wi(L)°
ag = 35 do__q wi(l:)°
€1 = ;1:7(1 w? (lz) xX;
€2 = % g:—q w? (li>2 T
€3 — % g:—q ’UJ? (lz)?) €T;
fi= g wi (L) yi
f2= % Z:_q wf (1) yi
f3= é ;-1:_,1 w; (1) yi
9= =g wil) =
2= 3 L wi (L) 2
\ 93 = % ?:_q w? (1;)* zi

Com estes resultados, nossos estimadores de curvatura e torcao sao dados
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respectivamente por

\/(y‘; ‘;/ Z/y;/) + (z/m// ZL‘/ Z//)2 + (.CL‘/ y;/ y; ;/)
(I,IQ _|_y/2 +Z/2)3/2

(y‘; ‘;/ Z/y‘;/)l'/{/‘{—( / /{ I //)y;/1+(x/y§/ y; ;/) ///
) !0 / l/

(y;2] — 25y7)? +(Z§x — 252])? + (Y] — yjal)?

7(pj) =

ou seja, basta aplicarmos as nossas estimativas de derivadas nas fémulas da

curvatura e torcao apresentadas no capitulo 2.

4.2.2
Minimizacao Conjunta das Parcelas

Para esta segunda forma nao calcularemos a terceira derivada das fungoes
coordenadas, pois as contas sao um pouco mais complicadas nao dando
tempo para serem incluidas nessa dissertagao. Portanto estaremos interessados
somente em estimar a primeira e a segunda derivada dessas fungoes. Dessa

forma estamos procurando (T, N, k) que minimizam a distancia da curva a
2

s
parabola <Ts + mNE).
Em outras palavras estamos procurando (T,N, k) que minimizam a

seguinte funcao

2 2

q
Si
F(T,N, k) = izzq ‘pi— (Ts—i—/fNE)
I 1 2\ 2 1 o\ 2
= Z (q:l - (szi + §/<;N$3i)> + (yi — (Tysi + §/£Ny5i)>
i=—q X )
+ (zZ — (Tzsi + EI{NZS?)> ) (4-27)

A funcao (4-27) representa a fungao (4-26)) escrita de uma forma diferente

com as devidas adaptacoes. Desenvolvendo, obtemos

Zs + K2 Z:—il—2TZ:szZ 2/@N22p182Z2

i=—q i=—q i=—q i=—q 1=—q

(4-28)
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q
sz‘é‘z‘ = (61,f1;91> = E

Si
Z Pig = <€2,f2792> = G
1=—q
com
( q
i=—q
q
€9 = % Z ’U),LQ (lz)2 ZT;
i=—q
q
fi= > wl )y
i=—q
q
fa= % Z wi (1) yi
i=—q
q
g1 = Z w? (I;) z
i=—q
q
\ i=—q

Consideramos entao o problema de minimizar a seguinte funcao

f(T,N,k) =r’c—2T-E—-2sN-G (4-29)

q
onde ¢ = Z wf —?, com as seguintes restricoes:
i=—q
T -T =
T N =0
N-N =
Para tal calculo utilizaremos multiplicadores de Lagrange.

Calculemos entao as derivadas parciais e igualamos a zero uma vez que

queremos os pontos criticos.

% = 2kc—2N-G =0 (4-30)
0

9 G - MWT = AN =0 (4-32)
oN — T A ER i

Da equagao (4-30) vem que kc = N - G e das equagoes (4-31) e (4-32)
vem que (T, N) geram o mesmo plano que (E, G), além disso E-N = kG - T.
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Dai vem que

¢(N-E)=(N-G)(T-G) . (4-33)

Facamos entdo uma mudanca da base canonica para base vy, vq, v3] de

tal forma que

G
v = =
1G]
Uy = E - (’Ul : E)Ul
V3 = U1 XUy

Escrevendo os vetores G, E, N, T na base [vy, vg, v3] obtemos os vetores
G,E,N, T dados por

G = (lal.0.0)
E = (E'Ul,E UQ,O)
T = (cosf,send,0)
N = (—send,cosb,0)
G 0
Assim temos que a curvatura é dada por k = —m e considerando
c

6 o angulo que T faz com vy, podemos escrever a equacao (4-33) na base
[Ul) Vo, U3] por
~G?cosfsenf) = —c(E - v;)send + c(E - vy) cosf . (4-34)
Para calcularmos a curvatura necessitamos encontrar o valor de 6. Vem
da equagao (4-34) a seguinte funcao
®(0) = —c(E - vy)send + c(E - vy) cos § + G? cos 6 send) : (4-35)

Com isso basta encontrarmos 6 que seja raiz da fungao dada em (4-35).
Da mesma forma que foi feito para curvas no plano necessitamos obter o valor
de M e N para sabermos em qual quadrante se encontra o valor de 6 que zera

a funcao ® e que minimiza a funcao

f(x,0) = k%c — 2(E - v1) cos § — 2(E - v5) senf) + 2x||G|| send . (4-36)

Esta fungao é proveniente da funcao dada em (4-29) escrita na base
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[1, Vg, v3]. Utilizaremos novamente o método da bissecgao para encontrarmos
a raiz de .
Variacao do Método por uma Nova Estimativa do Parametro
A estimativa do parametro para curvas no espaco € feita de modo analogo
ao de curvas no plano, ou seja, fazemos primeiro uma estimativa de T usando
a estimativa do comprimento de arco dada em (4-2). Obtida esta estimativa

de T, rodamos novamente a algoritmo com o valor de s; dado por

si=x;T, +yT,+ 2T, ) (4-37)

Dessa forma esperamos encontrar uma melhor estimativa para a curva-

tura.
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