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Preliminares

Neste capitulo exporemos rapidamente os conceitos necessarios de ge-
ometria diferencial, tendo como principais referéncias [4], [7], [24], e curvas

discretas.

2.1
Curvas no Plano

Nesta segao estudaremos um pouco as curvas no plano. Apresentaremos

algumas defini¢oes e propriedades importantes.

Definicao 2.1 Seja I um intervalo contido em R. Uma curva paramétrica
continua em R? é uma funcao r : I — R? definida por r(t) = (x(t),y(t)),

onde x ey sao funcoes continuas de I para R.

Uma curva r : I — R? ¢ dita simples se r for injetiva. Se a curva r estd
definida em um intervalo fechado I = [a,b] e r(a) = r(b) dizemos que r é uma
curva fechada. Uma curva ¢ dita fechada e simples quando ela é simples no

intervalo I’ = [a,b) C I e fechada em I.

Definigao 2.2 Sejar: I = (a,b) C R — R? uma curva. O vetor velocidade

der emty € 1 € dado por

r'(to) = (2'(t0), ¥/ (t))

A norma do vetor velocidade é uma grandeza que representa a velocidade

escalar da curva r em um ponto arbitrario to € I e é dada por

I (to)l] = v/ (o) + ¥/ (t0)?
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2.1.1
Curvas Regulares, Reparametrizacao e Comprimento de Arco

Definicao 2.3 Dizemos que uma curva parametrizada r : I C R — R? ¢
reqular em to € I se v'(ty) existe e nao se anula. A curva r € regular em I se
for reqular, para todo t € int(I). Se r'(ty) = 0 ou nao existe dizemos que r é

singular em t.

Daqui em diante, e a menos de mencgao contréria, entenderemos por curva

uma curva parametrizada regular de classe C'*°.

Proposicao 2.1 Sejar: I — R? uma curva ety € I arbitrdrio. Entdo existe
0 > 0 tal que restrito ao intervalo (to — d,to + 0) o trago de r coincide com o
trago de uma curva u da forma u(t) = (t, f(t)) ou u(t) = (f(t),t), para uma
funcao diferenciavel f : J C R — R.

Prova:

Figura 2.1: Visao gémétrica da Proposicao 2.1.

Como r é regular em tg, temos que r'(ty) = (2'(ty),y'(to)) # (0,0).
Supondo sem perda de generalidade que x'(tg) # 0, isso implica que x’ é um
isomorfismo. Assim pelo Teorema da Funcao Inversa, existe § > 0 tal que x
restrita ao intervalo (to — 0, to+0) é difeomorfismo sobre z((tg—6,to+9)) = J.
Logo podemos definir uma fungao u : J — R? dada por u(t) = r(z=1(¢)).
Precisamos agora mostrar que com essa definicao de u chegaremos na tese da
proposi¢ao. De fato, u(t) = r(z71(t)) = (z(z71 (1)), y(x7(t))) = (t,y(z7(1))).
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Assim defina f(t) = y(z~1(t)). Note que f é diferencidvel e consequentemente,
u também. A prova, para o caso em que y'(to) é diferente de 0 é anologa e
obtemos u(t) = (f(t),t). =

Sejam r : I — R? uma curva e g : J — I uma funcao de classe C°.

Considere entao uma nova curva h : J C R — R? definida por

h(t) =rog(t) =r(g(t)

A curva h entao é uma reparametrizacao de r e vale a regra da cadeia, ou seja,

W'(t) ='(g(t))g'(t)

Observe na figura 2.2 a idéia grafica da reparametrizagao da curva r.

Figura 2.2: Idéia geométrica de uma reparametrizacao.

Definigao 2.4 Sejar : I — R? uma curva e seja ty € I um ponto arbitrdrio.

A funcao comprimento de arco de r a partir de ty € dada por

s(t) = / (©) lde

Definicao 2.5 Uma curva r € dita parametrizada pelo comprimento de arco
(PPCA) quando ||x'(t)|| =1, para todo t € I.

Note que, se r é PPCA entao s(t) = fti |/ (¢)]|dE = ftz d¢ =t — tg, ou

seja, o parametro ¢t ¢ a menos de uma constante igual ao comprimento de arco.
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Teorema 2.1 Toda curva reqular v : I — R? pode ser parametrizada pelo

comprimento de arco.

Prova: Como r é regular temos que a funcao s satisfaz
s'(t) = [Ir'(0)]] > 0

Logo s é estritamente crescente e, portanto, injetiva. Como s é continua a
imagem de I por s é um intervalo J. Concluimos que s possui inversa derivavel
g :J — I. Fazendo h(s) = rog(s), temos que h'(s) = r'(g(s))g¢'(s), portanto
temos que verificar agora o valor de ||h’(s)||. Note que g(s) =t e como g = S~}

St Ol

temos que ||h/(s)|| = 1 pois ¢'(s) =

2.1.2
Vetor Tangente, Vetor Normal e Curvatura

Dada a curva PPCA r: I — R? e s € I arbitrario, o vetor tangente a
rem sy € T(sg) =1'(s0) = (2'(80),4'(80)) e 0 vetor normal a r em sq é o vetor

ortogonal a T dado por N(sg) = (—=¥/(s0), 2'(s0))-

Observagao: Os vetores T'(t) e N(¢) s@o colineares, pois derivando T(t) -
T(t) = 1 obtemos T(t) - T'(t) = 0.

Definicao 2.6 Seja r : I — R? wuma curva PPCA. O referencial
{T(s),N(s)} € chamado referéncial de Frenet de r em sq.

Como foi visto na observagao anterior T'(s) é colinear a N(s), isto

significa que existe uma funcao x(s) que satisfaz
T'(s) = k(s)N(s), sel. (2-1)

Defini¢ao 2.7 A funcdo k definida na equagio (2-1) é chamada curvatura de
r em s € 1. Ou seja, k(s) = T'(s) - N(s).

Proposigao 2.2 Sejar : [ — R? uma curva, definida por v(t) = (z(t),y(t)).

Entao a curvatura der em t € I € dada pela expressao

2'()y"(t) — ' (t)2"(t)

= e )

(2-2)

Prova: Inicialmente fagamos uma figura (fig. 2.3), para facilitar nossa demons-

tragao.
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Figura 2.3: Idéia geométrica da Proposicao 2.2.

19

Seja ty € I, arbitrario. Considere h : J — R? uma reparametrizacao de
r de modo que h seja PPCA. Assim temos que r(tg) = hol'(ty) = (z(to), y(to)),
onde I': I — J, e h(sg) =10 g(so) = (£(s0),9(s0)), onde g : J — I. Assim

temos

dh

r'(to) = (2'(t0), ¥ (to)) = (B o T'(to))T"(to) = %F/(to)

'(to) = (2"(t),y"(ts)) = (h" o T(t))I" (to)* + (B’ o (o))" (t0)

d*h , o dh_,
= @(F (t0)) +%F (to)

(2-3)

(2-4)

Sabendo que I"(¢y) > 0 e utilizando a equac@o (2-3) podemos concluir

que
[Ir'(to)[| = [[h" o I'(to) || (o)

Como ||h' o T'(¢y)|| = 1, temos que

(to) = |1 (to)|

Desta forma obtemos
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Mt0) = | (070) -0y = e

Seja T, o vetor tangente da curva h. Temos portanto

@-3)
dh dh v’ (to)

= (80) = Th(so) = Tu(l'(to)) = —=(I(to)) = Ir'(to)]]

Assim a derivada do vetor tangente é dada por

dTy d*h

T (s0) = 0 00) = T3 (C00) = g (6(t0) = () Tl (1)

Denote o vetor tangente da curva r por T,. Sabemos que r(t) = hoI'(¢),
sendo assim isto implica que T, (t) = (h' o I'(¢))I'(¢). Logo,

ﬁ%ﬁ:ﬂﬂmhﬂwnmﬁwww

Seja N, o vetor normal da curva h. Sabemos que este vetor é dado por

!
[l (o)l

De acordo com a defini¢ao de curvatura dada em (2-1)), temos que

Nn(s0) = Nu(I'(t)) = (=9'(I'(t0)), 2'(T'(t0))) (=¥ (t0), ' (t0))

r(s0) = r(T'(t0)) = %(F(to)) Nu(T(to)) - (2-6)

dT
Substituindo Ny, e d_h em (2-6) obtemos
s

1 ||2(r//(t0) - F//(tO)Th(F(tO)) . Nh(F(to))) _

v (t)
T ) NalT) =
e (@009 00) - o (v ) (1)) =
m(_y,(to)xu<t0) +2'(to)y" (to)) =

' (to)y" (to) — y'(to) 2" (to)
Gl '
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Seja r : I — R uma curva. Definamos a funcao 6(¢) como sendo o
angulo que o vetor velocidade faz com o eixo x. Portanto, onde 2/(t) nao se

anula temos

)

0(t) = arctan(

Caso /(t) se anule, podemos considerar

0(t) = arccotan(ijgg >

Assim obtemos o seguinte resultado envolvendo a curvatura x e o angulo 6.

Proposigao 2.3 Sejar : [ — R? uma curva, definida por v(t) = (z(t),y(t)).

Se 0(t) € o angulo que r'(t) faz com o eixo x. Entdo
k(t) = 0'(¢) . (2-7)

Prova: Seja h uma reparametrizacao de r pelo comprimento de arco (observe

a figura2.3)). Seja 6y, a fungao angulo da curva h e 6, a func¢do angulo da curvar.

Vamos supor que 6y, = arctan@:g), isto é, em pontos com z'(s) # 0. Assim,

adotando a mesma notacao da Proposigao 2.2 temos que Oy(s) = 6, o T'(¢).

Diante disso obtemos

On(s) = arctan(iiéi%) . (2-8)
Logo,
Opol(t) = arctan(z:—ll:gg) : (2-9)

Derivando e equagao (2-9) em relagao a t segue que

r'()y"(t) — ' (t)="(t)

(‘9;1 © F(t))rl(t) = Hr,(t)Hg (2_1())
Isso nos da que
9;1 o F(t) _ l’l<t>y”(t) B y,<t>$”(t) ) (2_11)
~—~— [’ ()]]?

r

Note que na passagem da equagao (2-10) para a equagao (2-11) utilizamos
o resultado obtido em (2-5).

Logo, vem entao da equagao (2-2) e que queriamos. m

Definigao 2.8 Sejar : I — R? uma curva e P um ponto em r, o circulo

osculador dexr em P € o limite de uma sequéncia de circunferéncias que passam
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/
/

por pontos U, V e W, onde U, V e W estao em t e todos tendem para P.

. A . . \ /
Esta circunferéncia se ajusta melhor a curva r em P.

~ V2 /
\pNOO / \p/~
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v
/
k=1>0
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Figura 2.4: A curvatura é o inverso do raio do circulo osculador. O sinal da
curvatura depende da convexidade local da curva.

2.2
Curvas no Espaco

Nesta secao estudaremos um pouco as curvas no espago. Apresentaremos
algumas defini¢oes e propriedades importantes. As demontracoes de alguns
Teoremas e Proposicoes nao serao feitas uma vez que ja foram demonstradas

na se¢ao anterior e sao facilmente adaptadas.

Definicao 2.9 Seja I um intervalo contido em R. Uma curva paramétrica
continua em R® € uma fungaor : I — R3 definida por v(t) = (x(t),y(t), 2(t)),

onde x, y e z sao funcoes continuas de I para R.

Analogamente temos para curvas no espaco as defini¢oes de curva simples

e curva fechada.

Definigao 2.10 Sejar: I = (a,b) C R — R? uma curva. O vetor velocidade
der emty € I é dado por

r'(to) = (2/(t0), ¥ (to), 2/ (t0))

Sendo assim temos que sua norma num ponto arbitrario to € I € dada por

I (to)|| = V/2'(to)? + ¥/ (to)? + #/(to)?
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2.2.1
Curvas Regulares, Reparametrizacao e Comprimento de Arco

Definicao 2.11 Dizemos que uma curva parametrizadar : I C R — R3 ¢
reqular em ty € I, se 1'(ty) existe e nao se anula. A curva r € reqular em I se
for reqular, para todo t € int(I). Se r'(ty) = 0 ou nao existe dizemos que r é

singular em t.

Daqui em diante, e a menos de mencao contraria, uma curva significara

uma curva parametrizada regular de classe C'*°.

Proposicao 2.4 Sejar: I — R® uma curva ety € I arbitrdrio. Entdo existe
d > 0 tal que restrito ao intervalo (ty — &,to + d) o traco de r coincide com o
trago de uma curva u da forma u(t) = (¢, f1(t), f2(t)) ouwu(t) = (f1(t),t, f2(t))
ou u(t) = (fi(t), fo(t),t), para uma fungao diferencidvel f; : J C R — R e
fo:JCR—R.

Definigao 2.12 Seja r : I — R? uma curva e seja to € I um ponto

arbitrdrio. A funcao comprimento de arco de r a partir de ty € dada por

s(t) = / (©) lde

Definicao 2.13 Uma curva r € dita parametrizada pelo comprimento de arco
(PPCA) quando ||v'(t)|| =1, para todo t € I.

Teorema 2.2 Toda curva reqular v : I — R? pode ser parametrizada pelo

comprimento de arco.

2.2.2
Vetor Tangente, Vetor Normal e Curvatura

Considere r : I — R?® uma curva PPCA. Como o vetor tangente a r é

unitdrio, temos a seguinte definigao:

Definigao 2.14 Sejar: I — R3 uma curva PPCA. O nimero |v"(t)| = k(t)

¢ denominado a curvatura der emt, t € I.

Vimos na segao 2.1.2, no caso planar, que o vetor T(¢) e o vetor
T'(t) sao ortogonais. Essa propriedade se repete para curvas no espaco,
consequentemente os vetores r'(t) e r”(¢) também sao ortogonais. Considerando

entdo os pontos onde k(t) # 0, o vetor unitario N(¢) na diregao de r”(t) é
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definido pela equagao r”(t) = x(¢)N(t). Assim, N(¢) é chamado o vetor normal

de r em t e reescrevendo a equacao obtemos
T'(t) = k(t)N(t) : (2-12)

Defini¢ao 2.15 O vetor B(t) = T(t) x N(t) é chamado de vetor binormal de

remt.

Lema 2.1 Sejar : I — R3 PPCA e seja t € I arbitrdrio. Entao B'(t) é

ortogonal a T(t) e colinear a N(t).

Prova: Temos pela definicao que

Assim, derivando obtemos

B'(t) T'(t) x N(t) + T(t) x N'(¢)
k(t)N(t) x N(t) +T(t) x N'(¢)
e e’

0

Isto implica que B'(t) = T(t) x N’(¢). Logo podemos concluir duas coisas:
1. (T(t),B/(t)) =0, isto é, B’ é ortogonal a T.

2. Como (B(t), B(t)) = 1 temos que B/(t) ¢ ortogonal a B(t), assim B/(t)

é colinear a N().

Segue do lema 2.1 a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.16 Sejar: I — R® uma curva PPCA tal que ¥ (t) # 0, t € I.
O numero 7(t), definido por

B'(t) = 7(t)N(t) (2-13)
¢ denominado a tor¢ao der emt, t € I.

Definig¢ao 2.17 Sejar : I — R?® uma curva. Para cada valor do pardametro
t, temos associado trés vetores ortonormais {T(t), N(t), B(t)}. O triedro entao

formado € denominado Triedro de Frenet.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310355/CA


PUC-RiIo - Certificacé@o Digital N° 0310355/CA

Estimadores de Curvatura Baseados em Aproximagoes por Curvas Paramétricas 25

Associado a esse triedro temos trés equacgoes denominadas Fquacgoes de
Frenet. Duas dessas equagoes sao dados por (2-12) e (2-13). A terceira equagao
vem derivando N(¢) = B(t) x T(t), obtendo assim

N'(t) = —r()B(t) — k(t)T(t) . (2-14)

Proposigao 2.5 Seja v : I — R3 uma curva, definida por r(t) =
(z(t),y(t), 2(t)), entao a curvatura e a tor¢ao der emt € I sao dadas respec-

tivamente pelas expressoes

_ x|

li(t)—w e T(t):

(I', X I.//) —

- Hr/ » I.u||2

Prova: Seja u uma reparametrizagao de r pelo comprimento de arco, assim

podemos escrever r(t) = u o S(t). Portanto temos

V(1) = (w0 S(1)S'(1) (2-15)
r’(t) = (u” 0 S(t)S'(t)* + (u' 0 S(t))S"(t) : (2-16)
Da equagao (2-15) vem que [[t'(¢)|| = [Juo S(¢)|| S'(t) = S'(t) e con-
1
sequentemente temos que S”(t) = M Substituindo S’(t) e S”(t) na

[ (2)]]

equagao (2-16)), temos

r'(t) - x"(t)

r’(t) = (0" o S@))||r'@)[|” + (a0 5(1)) ol (2-17)
Tendo r/(t) e r"(t) necessitamos calcular r/(t) x r”(t). Entao,
r(t) xx’(t) = (uoSE))' (1) x (u" o S)l' ()]
= ||t'(®)|]Pu’ o S(t) x u” o S(t) : (2-18)
Assim,
['(t) x 2" ()] = [['()]P[[w'(s) x u"(s)]|
= IO W] G sen(5) o (2-19)
———— ——

1 Ku
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lt ”t
LIGET O,
[ (2]

Isso implica que ky(s) =

[Ir'(2) x " (@)l
I @)I°

Chegamos assim na primeira das duas formulas que serao demonstradas.

Ku($) = ku o S(t) = ke(t) = (2-20)

Partamos entao para a segunda e ultima férmula. Antes de iniciarmos con-

sideremos a seguinte notacao: T = T(¢),N = N(¢), v’ = r'(¢), " = 1"(t) e
p= Hr( I

Sabemos que T' = kN||r'|| e que T = r—, assim temos

ligl

/ /! /
T = [Ir][e"” —x'p (2-21)
Ldls
Vamos agora escrever r’ e r’” na base do Triedro de Frenet. Logo,
v = L kNI = T+ NI (2-22)

H ’||

v = pT+Tp+sN|r||*+ &NJt'||* + 2N]||r'||p
= T+ &N[[Y|lp = (7]['||B + &' T)s|[r'[|* + N&'|[r'||* + 2Nsp| ']
= (¢ = K[IY'IP)T + (prl '] + | |e'[[* + 26p| e[ )N — 7| |r'] 6B (2-23)

Dessa forma segue que,

AN /113 _ _<B7rm> _ <B,I‘”/>
<B,r >7 T ||°k = 7 = T —Hr/ ] ) (2-24)

Precisamos agora escrever o vetor B de outra forma para chegarmos na

formula desejada. Entao,

1 T x " r xr”’
B=TxN=(Tx['"-T = = . 2-25
(T " =Tl Jeie = WelP ~ AP (2-25)
Logo,
<I‘/ % I‘H,I‘W
r=o (2-26)

Hr/ X I.//HQ
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Teorema 2.3 Sejam r(s) > 0 e 7(s) fungdes reais. Entdo existe v : [ — R3
PPCA tal que k(s) € a curvatura de r(s) e 7(s) € a tor¢ao de r(s). Se
u: I — R?® é uma parametrizagao por comprimento de arco tal que r(s) e

7(8) sao respectivamente a curvatura e a tor¢ao de u(s), entao existe isometria

A tal que A(r) =u

2.3
Curvas Discretas

Nesta secao estudaremos um pouco as curvas discretas, apresentando sua

definicao e possiveis origens.

Definicao 2.18 Uma curva discreta em R? ou R® € uma sequéncia finita de
pontos {p;}, com p; € R? ou p; € R3 que representam amostras de uma
curva continua (ver figura'2.5). Em outra palavras, existe ¢ : [0,1] — R? ou

0:[0,1] — R3 ety <t; <ty <..<t,€|0,1] tal que p; = p(t;).

Figura 2.5: Visualizacao de uma curva discreta com amostragem de 100 pontos

As curvas discretas provém de diferentes origens: curvas digitais (curvas
extraidas de imagens) ([11]), paramétricas ou implicitas ([I8]), reconstrugoes
(16,13]), etc. Nesta dissertagao utilizaremos curvas que provém de aproximagoes

lineares por partes, pois estas fornecem uma base que incluem os casos acima.
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