
A
Algoritmo de Blahut

A seguir, apresentamos um desenvolvimento sucinto do algoritmo de

Blahut para o cálculo da função taxa-distorção. Mais informações podem

ser encontradas em [11] e [6].

Desejamos obter a curva da função R(D) para uma fonte discreta

sem memória X com distribuição P (x) e medida de distorção d(x, y).

Inicialmente, notamos que a minimização na definição da função R(D) dada

em (2-10) pode ser reescrita como uma dupla minimização

R(D) = min
q(y)

min
Q(y|x):P

P (x)Q(y|x)d(x,y)≤D

I(X; Y ) (A-1)

= min
q(y)

min
Q(y|x):P

P (x)Q(y|x)d(x,y)≤D

∑
x

∑
y

P (x)Q(y|x) log
Q(y|x)

q(y)
(A-2)

onde q(y) representa a distribuição de probabilidade de Y e Q(y|x) repre-

senta a distribuição condicional de Y dado X.

A essência do algoritmo de Blahut reside em um processo de mini-

mização alternada: fixada uma distribuição q(y) inicial, calcula-se a distri-

buição Q(y|x) que minimiza a informação mútua, isto é, efetua-se a segunda

minimização na definição acima. Como esta minimização possui restrição,

utiliza-se um multiplicador de Lagrange λ para incluir a restrição na dis-

torção. Em seguida, para essa distribuição condicional Q(y|x) encontrada,

obtém-se agora uma nova distribuição q(y) realizando-se a primeira mini-

mização. O processo então se repete, sendo calculadas alternadamente as

funções Q(y|x) e q(y). Uma vez que a informação mútua é sempre reduzida

a cada etapa, em alguma iteração o algoritmo deve atingir um ponto de

mı́nimo (mostra-se que o mı́nimo obtido é sempre um mı́nimo global [11]).

O algoritmo então chega ao fim, retornando os valores de taxa R e de dis-

torção D, os quais correspondem a um ponto no plano R×D. Outros pontos

podem ser obtidos repetindo-se o algoritmo para diversos valores de λ, o

que permite traçar a curva completa da função R(D) para o problema em
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questão.

O algoritmo de Blahut está sumarizado no Algoritmo A.1 a seguir.

Algoritmo A.1 (Cálculo da Função Taxa-Distorção)

1) Especifique o valor de λ.

2) Inicialize q(y) = 1
|Y| .

3) Calcule

a) Q(y|x) = q(y)e−λd(x,y)
P

y q(y)e−λd(x,y)

b) q(y) =
∑

x P (x)Q(y|x).

4) Repita o passo 3 até atingir a precisão desejada1 ou um número

máximo de iterações.

5) Calcule

a) D =
∑

x

∑
y P (x)Q(y|x)d(x, y)

b) R =
∑

x

∑
y P (x)Q(y|x) log Q(y|x)

q(y)
.

6) Fim.

1Em [6], Blahut desenvolve limitantes inferior e superior que auxiliam na obtenção de
qualquer precisão especificada.
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B
Estimativas de Valores Esperados

Nos caṕıtulos 2, 3 e 4 são apresentados quantizadores cujos projeto

e avaliação de desempenho dependem do cálculo de valores esperados.

Neste apêndice, descreve-se como pode ser obtida uma estimativa do valor

esperado de uma função de um vetor aleatório a partir de uma seqüência

de amostras independentes.

Sejam X um vetor aleatório e {Xj}n
j=1 uma seqüência de vetores

aleatórios i.i.d. com a mesma distribuição de X. Seja a variável aleatória

Y = g(X), com E[Y ] = mY e E[(Y −mY )2] = σ2
Y , e assuma que mY < ∞

e σ2
Y < ∞. Se definirmos a variável aleatória

Ȳ =
1

n

n∑
j=1

g(Xj) (B-1)

então é posśıvel mostrar que

E[Ȳ ] = E[Y ] = mY e σ2
Ȳ =

σ2
Y

n
(B-2)

isto é, para n suficientemente grande, a variável aleatória Ȳ se torna

constante e igual a E[Y ]; nesse caso, E[Y ] = E[ g(X) ] pode ser determinado

com uma única realização de Ȳ .1 Assumindo que se dispõe de uma seqüência

de n amostras independentes do vetor aleatório X,

T = {x(1), . . . , x(j), . . . , x(n)} (B-3)

constrúımos a variável

ȳ =
1

n

n∑
j=1

g(x(j)). (B-4)

Quando n é suficientemente grande, o desenvolvimento acima nos permite

1A lei dos grandes números assegura que Ȳ converge para mY : em probabilidade, no
sentido da média quadrática e com probabilidade 1 [29].
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“substituir” (aproximar) o valor de E[ g(X) ] por ȳ, ou seja,

E[ g(X) ] ≈ 1

n

n∑
j=1

g(x(j)). (B-5)

Além disso,

E[ g(X) |X ∈ A] =
E[ g(X)1(X ∈ A)]

P (X ∈ A)
=

E[ g(X)1(X ∈ A)]

E[1(X ∈ A)]

≈
∑n

j=1 g(x(j))1(x(j) ∈ A)∑n
j=1 1(x(j) ∈ A)

.

(B-6)
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C
Cálculo Diferencial Matricial

Alguns conceitos do cálculo diferencial matricial são revisados a seguir.

Sejam os vetores

x =




x1

x2

...

xn




y =




y1

y2

...

ym




(C-1)

e o escalar y. A derivada de um escalar com relação a um vetor e a derivada

de um vetor com relação a um vetor são definidas, respectivamente, como

∂y

∂x
=




∂y
∂x1
...

∂y
∂xn




∂yT

∂x
=




∂y1

∂x1
· · · ∂ym

∂x1
...

. . .
...

∂y1

∂xn
· · · ∂ym

∂xn


 . (C-2)

Sejam A uma matriz n×m, a um vetor n× 1 e C uma matriz n×n, onde

A, a e C independem de x. As seguintes relações são válidas:

∂

∂x
(xT A) = A (C-3)

∂

∂x
(xT a) =

∂

∂x
(aT x) = a (C-4)

∂

∂x
(xT ) = I (C-5)

onde I denota a matriz identidade. Além disso, temos

∂

∂x
(xT Cx) = (C + CT )x (C-6)

∂

∂x
(xT x) = 2x. (C-7)

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310465/CA



Bibliografia

[1] BERGER, T.. Rate Distortion Theory: A Mathematical Basis

for Data Compression. Prentice-Hall, New Jersey, 1971.

[2] BERGER, T.; JELINEK, F. ; WOLF, J. K.. Permutation codes for

sources. IEEE Transactions on Information Theory, 18:160–169, 1972.

[3] BERGER, T.. Optimum quantizers and permutation codes. IEEE

Transactions on Information Theory, 18:759–765, 1972.

[4] BERGER, T.. Minimum entropy quantizers and permutation

codes. IEEE Transactions on Information Theory, 28:149–157, 1982.

[5] BIGLIERI, E. M.; ELIA, M.. Optimum permutation modulation

codes and their asymptotic performance. IEEE Transactions on

Information Theory, 22:751–753, 1976.

[6] BLAHUT, R. E.. Principles and Practice of Information Theory.

Addison-Wesley, New York, 1987.

[7] BREGA, L. S.. Codificação de fontes utilizando códigos de
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