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Cédigos de Permutacao para Modulacao

Neste capitulo, codigos de permutacao escalar e vetorial para trans-
missao em um canal gaussiano sao apresentados. A modulacao utilizando
codigos de permutagao escalar (SPM) foi introduzida por Slepian em 1965
[34] e subseqiientemente desenvolvida por Biglieri e Elia [5], Karloff [21] e
Ingemarsson (1990) [20]. Diversas aplicagoes desse sistema tém sido pro-
postas, como, por exemplo, grava¢ao magnética [38], transmissao em canais
com desvanecimento (2003) [28,132,137] e armazenamento 6ptico [23].

Neste trabalho, introduzimos uma nova modulacao baseada em
codigos de permutacao vetorial (VPM). Assim como no contexto de com-
pressao de fontes, cédigos de permutacao vetorial sao obtidos a partir dos
cbdigos de permutacao escalar agrupando-se simbolos escalares em um ve-
tor L-dimensional. Nossa definicao no contexto de modulacao é motivada
pelo fato de que, quando usados para compressao, estes codigos possuem
desempenho superior ao de sua versao escalar (cf. Capitulo [4). Além disso,
é um fato conhecido que as modulacoes multidimensionais atingem melho-
res desempenhos que as unidimensionais; em um espago de L-dimensoes,
constelacoes cujos simbolos podem variar livremente preenchem mais efi-
cientemente o espaco do que a grade retangular de pontos resultante do
produto cartesiano de L constelagoes unidimensionais.

Esta capitulo esta organizado da seguinte forma. A Secao 6.1 apresenta
a definicao VPM, a qual inclui a definicao de SPM como caso particular.
Na Secao 6.2, é discutida a decodificacao 6tima de SPM e VPM em canal
AWGN e em canais com imperfeicoes. O projeto de SPM e VPM ¢é abordado
na Secao 6.3, na qual é apresentada uma generalizacao para o projeto de
vetor de composicao e discutido o projeto de alfabeto através de reticulados.
Por fim, nossos resultados relativos ao desempenho de VPM em comparacao

com SPM sao exibidos na Secao 6.4.
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6.1
Definicao
Seja {1, 2, ..., i} um conjunto de vetores L-dimensionais reais
distintos e seja {my, ..., mx} um conjunto de inteiros positivos tais que
K
n = Z M. (6-1)
k=1

Considere a seguinte palavra de referéncia, de comprimento n, formada por

my, repeticoes de cada simbolo p; em ordem crescente de indice:

g’;l:(yl,...,,Llllj,yz,...,LLQJ,...,!LK,...,/,LK/)T. (6-2)

Vv Vv v
mi mo my

Um cdédigo de permutagdo vetorial é o conjunto C = {z;}}1, formado pelas
palavras obtidas quando se permuta os componentes de &, = (€11, ..., T1)"
de todas as maneiras possiveis. Os conjuntos {p; }r_; e {nx}r_, sdo chama-
dos, respectivamente, de alfabeto e vetor de composicdo. No caso particular
L =1, este cédigo é chamado de cddigo de permutacao escalar. Quando
usados para modulacao, cédigos de permutacao escalar e vetorial sao deno-
tados, respectivamente, por SPM (scalar permutation modulation) e VPM
(vector permutation modulation).

Note que uma palavra de um VPM tem um total de N = nlL
dimensoes. A taxa de informacao do cdédigo, em bits por dimensao, é
portanto

1
:—l -
R 7 og M (6-3)

onde o nuimero M de palavras do cédigo é dado por

Mo (6-4)

Hi{:1 my,!

Como todas palavras tém a mesma norma, a energia média por

dimensao é

1 2
E =l ——Z me| . (6-5)

Por sua vez, a distancia minima entre as palavras é dada por

duin = i [|; — ;]| = ffug;g\/_ [ (6-6)

uma vez que as duas palavras mais proximas so diferem em dois componen-
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tes (transposicao de simbolos). A distancia minima entre as palavras de um

VPM pode também ser escrita como dyi, = v/2 d;,, onde

i =, 1000, [| 15 — e (6-7)

¢ a distancia minima entre os simbolos do alfabeto.

6.2
Deteccao Otima

6.2.1
Canal AWGN

A detecgao de maxima verossimilhanca em canal AWGN ¢ realizada

buscando-se a palavra £ € C que estd a menor distancia euclidiana da

palavra recebida y = (y1 ... y,), onde y; € R, isto é, buscando-se
& = argmin ||y — z||%. (6-8)
xzeC -

Por definicao, todas as palavras x; de um codigo de permutacao
vetorial C estao relacionadas a palavra de referéncia z, através de uma
permutagao. Reescrevendo (6-8) para explicitar essa rela¢do, obtemos que

o receptor 6timo estima a palavra transmitida z; por

= (T1701)s- - T1(n)) (6-9)

onde 7 é uma funcao de permutacao em II,, dada por

T = rgmm—ZHyg 1) |- (6-10)

7T€Hn

De forma anéloga ao desenvolvimento da Secao 4.2, podemos conside-
rar que 0, = |ly; — @1||* corresponde ao “custo” de se atribuir o vetor y;

ao vetor xy,. Assim, a equagao (6-10) se torna

= 1"grmn—Z(5]7r (6-11)

TI'EHn

isto é, a tarefa do receptor 6timo é encontrar a permutagao 7 tal que o custo
total Z ;=) seja minimizado. O problema da deteccao 6tima de VPM

se reduz, portanto, a um problema de atribuicdo (cf. Se¢ao4.2), o qual pode
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ser resolvido com complexidade O(n*y/nlogn) através do algoritmo CSA.
No caso particular de SPM (L = 1), o problema se reduz ao de uma simples

ordenagao de nimeros reais, cuja complexidade ¢ O(nlogn) (cf. Sec¢ao 3.2).

6.2.2
Canal com imperfeicoes

Em um espaco de N = nL dimensoes, a deteccao de maxima verossi-

milhanca em canal com imperfeicoes pode ser escrita como

& = argmin ||y — Hz|” (6-12)

xzxel

onde a matriz H é dada por

hll h12 T hln
H= | (6-13)
hnl hn2 e hnn

e cada hj, ¢ uma matriz real L x L. A deteccao 6tima em um canal com
imperfei¢oes genérico é um problema dificil, porque, a principio, envolve o
teste de todas as palavras de transmissao.

Suponha agora um caso particular em que o canal possui a seguinte

matriz de imperfeicoes:

hi 0 0
0 h :

H= ? . (6-14)
0 0 h,

Situacoes de interesse que podem ser caracterizadas dessa forma incluem
sistemas que utilizam funcoes de base que nao se sobrepoem no tempo
(cf. segbes [5.1.1 e 5.3) operando em canais com desvanecimento (lento ou
rapido).

Aplicando (6-14) em (6-12), podemos reescrever a expressao para a

deteccao 6tima de VPM como

Z=(T1701), - T1a(m)) (6-15)
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onde

well,

. RS
i = argmin Z ly; — kx> (6-16)
=1

Assim, vemos que o mesmo método descrito acima para a recepgao de VPM
em canal AWGN pode ser aplicado na solucao desse problema, bastando que
seja feita uma pequena modificacao no calculo dos custos a fim de incorporar
os coeficientes h;:

8je = lly; — hyzae]*. (6-17)

A complexidade dessa operacao ¢é idéntica a da recepgao em canal AWGN,
ou seja, O(n?*y/nlogn).

No caso particular da recepcao de SPM, outras solugoes existem para
a situacao em que a matriz H é diagonal. Em canais com desvanecimento
lento, a recepcao de SPM pode ser realizada pelo mesmo algoritmo de
ordenacao usado para recepcao em canal AWGN, uma vez que a constelacao
“desvanecida” gerada por Hx em (5-7) continua sendo um cédigo de
permutacao.

O mesmo nao acontece, entretanto, no caso de desvanecimento rapido.
Em [28], Nordio e Viterbo abordam esse problema, apresentando um algo-
ritmo eficiente para o caso particular K = 2. Viterbo elimina essa restri¢ao
em [37], desenvolvendo uma descrigao de SPM através de uma estrutura de
trelica, sobre a qual o algoritmo de Viterbi é aplicado. Aparentemente, esse
¢ o unico método proposto até o momento para o problema de desvaneci-
mento rapido sem restricoes em K. Entretanto, uma andlise simples revela
que a complexidade desse método é O(TT, m;) = O(T[, pin) = O(nX), a
qual rapidamente se torna proibitiva com o aumento de K. Portanto, em ca-
nais com desvanecimento rapido, uma alternativa mais eficiente para SPM

com K > 3 é realizar a recepcao sob a estrutura de VPM.

6.3
Projeto de SPM e VPM

Dados a dimensao de alfabeto L, o tamanho de bloco n e o niimero
de componentes K, os parametros que caracterizam um VPM sao seu
alfabeto { s, H< | e seu respectivo vetor de composigao {my }£_,. Nesta secao,
procuramos projetar esses parametros de forma a otimizar as grandezas de
interesse na comparacao entre cddigos, as quais sao a taxa, a energia e a
distancia minima.

Conforme discutido na Secao 5.2, o compromisso 6timo entre essas
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grandezas corresponde a maximizar a taxa R (a qual determina a eficiéncia
2

espectral) e minimizar a razao E/d.,; (a qual, para R fixo, determina o
desempenho); isto é, deseja-se otimizar o lagrangiano envolvendo essas duas
quantidades

E({mi}, {pi})

D({rmud, {me}) = —R({mi}) + A d?. ({pe})

Note que, no caso dos cédigos de permutagao, o vetor de composicao

(6-18)

influencia tanto R quanto E/, mas nao dp,;,, enquanto o alfabeto tem impacto
apenas em F e d,, mas nao em R.

Assim, dividimos o projeto em duas partes: a primeira consiste em
fixar o alfabeto — e conseqlientemente a distancia minima — e buscar os
valores 6timos para o vetor de composicao, isto é, aqueles que otimizam
o compromisso entre taxa e energia. A segunda etapa consiste em fixar o
vetor de composicao — e portanto a taxa — e buscar os valores do alfabeto
que, para uma dada distancia minima, minimizem a energia. A combinacao
dessas duas etapas leva a VPM’s que possuem uma boa relagao entre taxa

R e razao E/d?%;, (ou seja, entre eficiéncia espectral e desempenho).

min

6.3.1
Projeto de vetor de composicao

O desenvolvimento a seguir é uma generalizacao do desenvolvimento
. z K
para SPM obtido por Ingemarson [20]. Dados L, K e o alfabeto {py},_;,
. .~ K ..
desejamos encontrar o vetor de composicao {ms},_, que maximiza R e
minimiza E sob uma restricao em n.

Temos

K
1
E=_— ;mkHukHQ n=> m (6-19)

n K myg
1 1
R=—logM = — [;bgé—ZZlogE] (6-20)

k=1 ¢=1
Para minimizar —R e E sob uma restricao em n, formamos o lagran-

giano

mg

f(ma, -+, mg) :Z

k=1 {=1

K K
log ¢ + )‘ka”MkHZ Ny <Z my — n) (6-21)
k=1 k=1

onde A > 0. Note que as constantes em (6-19) e (6-20) foram omitidas da
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expressao acima; em particular, o valor de n é garantido constante através
da escolha de v. Quando my, cresce, a funcao f(-) estd passando por um

minimo quando as seguintes inequacoes sao satisfeitas:

f(mh”' amk+17"' 7mK>_f(m17"' y Mgy = -+ 7mK)>0 (6—22)

f(mla"' 7mk_17"' amK)_f(mh'" y Mgy ==+ 7mK) >0 (6'23)
Substituindo (6-21)), temos

log(mg + 1) + A|pe|* +v >0 (6-24)
log(my) + Aux[* +v <0 (6-25)

Combinando (6-24) e (6-25), temos que os valores 6timos para my sao
— P_Allukllz—uJ _ L@ . 2—/\HHI€H2J k=1,....K (6-26)

onde |z ] denota a parte inteira de x. O valor # > 0 é ajustado para satisfazer
a restricdo em n, enquanto A é ajustado de forma que uma energia média
E (ou, equivalentemente, uma taxa R) seja obtida. Conclui-se, portanto,
que o vetor de composicao 6timo é dado pelos valores arredondados de uma
distribuigao de Maxwell-Boltzmann (cf. [24]).

6.3.2
Projeto de alfabeto

O projeto de alfabeto consiste em, dados L, n, K e qualquer vetor
de composigio {my}< |, encontrar o alfabeto {px}s , que minimiza a
energia F para uma dada distancia minima entre palavras dy;,.
Este problema esta resolvido para SPM: em [5], Biglieri e Elia mostram
que, independentemente do vetor de composicao, os valores 6timos para i
estao igualmente espacados:
K+1

po=k—=o= k=1 K (6-27)

Este resultado, no entanto, nao é extensivel para o caso L-dimensional.

Outra forma de colocar este problema é: fixada a distancia minima en-

tre stmbolos do alfabeto d* . = duin/v/2, projetar os vetores L-dimensionais
pr de forma a minimizar a energia £ = %Zszlpk||ukH2, onde pr = my/n

¢é a probabilidade do vetor u,. O projeto de alfabeto de VPM ¢, portanto,
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equivalente ao projeto de constelacoes L-dimensionais nao-equiprovaveis
[24].

Nao se conhece uma solugao fechada ou um algoritmo 6timo para
este problema. Uma abordagem tipicamente encontrada na literatura ¢é a
de considerar constelagoes baseadas em reticulados (lattices), os quais sao
arranjos regulares de pontos cobrindo todo o espaco L-dimensional. Em
particular, escolhem-se os reticulados mais densos conhecidos. Este conceito
faz referéncia ao problema de empacotamento de esferas (sphere packing),
o qual consiste em encontrar o arranjo de esferas macigas que preenche de
forma mais eficiente! um determinado espaco. A densidade do arranjo é a
proporcao de espaco ocupado pelas esferas. Observe que se o raio das esferas
é fixo em d¥, /2, entdo a distancia minima entre os centros das esferas (os

quais nesse caso correspondem aos pontos do reticulado) nao pode ser menor

*
min*

que d

Uma constelacao com nimero finito K de pontos pode ser encontrada
a partir de um reticulado fazendo-se a interseccao deste com uma regiao
finita do espago (por exemplo, uma esfera), preferencialmente centrada na
origem. Obtém-se assim uma constelagao finita e compacta, com distancia
minima dj; .

Aparentemente, esta abordagem nao é necessariamente Otima, pois
minimizar o volume ocupado pelo sistema de esferas e minimizar a energia
da constelagao associada sao problemas provavelmente diferentes, ainda que
relacionados. No entanto, esta construcao através de reticulados densos
mostra-se extremamente pratica, e tem sido usada com sucesso no projeto
de constelagoes multidimensionais nao-equiprovéveis [24]. Neste trabalho,
aplicamos tal construcao também para o projeto de alfabeto de VPM. Apds
a escolha do alfabeto, os valores 6timos para o vetor de composi¢ao sao
calculados através de (6-20), conforme discutido anteriormente.

A seguir, as figuras 6.1/ e [6.2 apresentam exemplos de alguns dos al-
fabetos usados neste trabalho. Em duas e trés dimensoes, utilizou-se como
base os reticulados Ay (hexagonal) e D3 (ctibico de face centrada), respec-
tivamente. Mais informagoes sobre estes reticulados podem ser encontradas
em [10].

IConsidere, por exemplo, o problema de empacotar laranjas em uma caixa de feira.
Qual arranjo permite que se coloque o maior nimero de laranjas na caixa?
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Figura 6.1: Exemplo de alfabeto de VPM baseado no reticulado As. Parametros:
L=2K=19ed, =1.

min

0.6

0.4

Figura 6.2: Exemplo de alfabeto de VPM baseado no reticulado Ds. Parametros:
L=3K=13ed:, = 1.

min
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Figura 6.3: Desempenho de VPM’s com L =1 e 2.
6.4
Desempenho

Nesta se¢ao, aplicamos o projeto 6timo de vetor de composi¢ao sobre
alfabetos com L = 1, 2 e 3 dimensoes construidos conforme descrito na se¢ao
anterior. Inicialmente, partimos de um alfabeto com um grande nimero de
pontos e calculamos o vetor de composicao étimo considerando um pequeno
valor de A, o que resulta em um codigo com altos valores de taxa e energia.
Para n fixo, a medida que A é aumentado, os valores das repeticoes my vao
se tornando cada vez mais desiguais e concentrados em simbolos préximos
a origem, o que resulta em cédigos com menores valores de energia e taxa.
A partir de um certo valor de A, alguns simbolos p; sao associados a
my = 0 (probabilidade nula) e portanto sdo descartados do alfabeto. Para
L =1, 2 e 3, utilizamos alfabetos com numero de simbolos K variando,
respectivamente, de 5 até 3, de 19 até 7 e de 55 até 13.

O desempenho de alguns VPM’s obtidos é mostrado nas figuras 6.3 e
6.4, onde pode ser visto que o desempenho melhora tanto com o aumento do
comprimento n quanto com o aumento da dimensao de alfabeto L. A Fig.
6.5 mostra que o desempenho assintotico de um VPM pode ser alcancado

por outro VPM com n finito e maior L. O desempenho assintético de um
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Figura 6.4: Desempenho de VPM’s com L = 2 e 3.
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L=2,n=100
L=2,n=500
-9 L=2,n=o ~
L=3,n=333 P
L=3,n=ow -7
-9.5
o
KA
o E
R
w

-10

-10.5

| ! ! ! ! ! ! ! !

11
0.9 092 094 096 0.98 1 1.02 1.04 106 1.08 1.1
R (bits/dimens&o)

Figura 6.5: Desempenho de VPM’s com L = 1, 2 e 3. Curvas para n = o0
correspondem ao desempenho assintéotico de cada codigo.
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-8.5

(dB)

E/d?.
min

-9.5r

_lo -

-10.5 : ““““2 S S

10" 10 10° 10
N =nL

Figura 6.6: Desempenho de VPM’s com L = 1, 2 e 3 para uma taxa R = 1 em
funcao do nimero total de dimensdes N = nL.

VPM ¢ calculado fazendo-se n — oo nas expressoes para taxa, energia e

vetor de composigao étimo, resultando em

K
1
R= ~7 Zpk log pr (6-28)
k=1
| K
E=7 ZPkHMkHZ (6-29)
k=1
2l P
= =1,...,K. 6-30
P SR e T (6-30)

A Fig. 6.6 mostra, para R = 1, a variacao do desempenho de VPM’s
com L =1, 2 e 3 em funcao do numero total de dimensoes N = nL.
O desempenho assintotico de cada coédigo é também mostrado. Observa-se
que, a partir de um certo valor do produto nL, o desempenho de um SPM
ou VPM é superado pelo desempenho de outro VPM com maior L. Além
disso, observamos que o desempenho assintético (n — o0o) de um SPM ou
VPM pode ser alcancado por outro VPM com maior L e comprimento n

apenas moderado.
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6.5
Comentarios

E interessante notar que as expressoes (6-29), (6-28) e (6-30) séo
idénticas as que podem ser obtidas para modulacoes L-dimensionais nao-
equiprovaveis [24]. Isto significa que o desempenho assint6tico de um VPM é
equivalente ao desempenho de sua constelagao nao-equiprovavel associada.
Entretanto, é importante ressaltar que, de forma analoga ao caso do ECVQ
para compressao de fontes, a técnica da sinalizagao nao-equiprovavel, apesar
de bastante poderosa, possui taxa variavel. Isto resulta em problemas de
overflow e underflow de buffer e de propagacao de erros, os quais restrigem
a utilizacao desse tipo de sistema somente a aplicagoes onde estes problemas
sao toleraveis. O VPM, por outro lado, permite a obtencao de ganhos
semelhantes aos que se obtém com a sinalizacao nao-equiprovavel, com a

vantagem de que a taxa ¢ mantida fixa.
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