Parte 11

Modulacao

VO/S9Y0TEQ oN [e}BIQ ordeayILaD - 01Y-ONd


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310465/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0310465/CA

5
Transmissao Digital

Neste capitulo, a teoria da transmissao digital de sinais é revisada.
Esta teoria fornece a base matematica para a construcao de sistemas que
permitam transportar, da maneira mais eficiente possivel, uma informagao
digital através de um canal de forma de onda.

Este capitulo esta organizado da seguinte forma. A Secao [5.1 desen-
volve um modelo vetorial para a transmissao de sinais através de um canal
limitado em banda sujeito a adigao de ruido gaussiano branco. Uma extensao
desse modelo para canais com outros tipos de perturbacoes é também discu-
tida nesta secao. Na Secao 5.2, os parametros utilizados para a comparacao
entre diferentes sistemas de transmissao sao apresentados. Alguns exemplos
de sistemas que podem ser construidos a partir desta teoria sao descritos

na Secao 5.3.

5.1
Modelo Vetorial

Considere o modelo de um sistema de comunicagoes mostrado na
Fig. 5.1/ [39]. A cada intervalo de duragdo T, uma dentre M mensagens
equiprovaveis é escolhida para transmissao. Cada mensagem i € {1,..., M}
estd associada a um sinal s;(t), 0 < t < T, pertencente a um conjunto
S = {s;()}M,. O transmissor envia o sinal correspondente através de
um canal ruidoso limitado a uma banda W, o qual transforma o sinal
transmitido no sinal recebido 7(t). O receptor entao processa o sinal recebido

e decide que a mensagem ¢ foi transmitida.

i : 54(t) Cfan%xl ruidoso r(t) 5
Fonte Transmissor limitado em Receptor —»

banda

Figura 5.1: Modelo de um sistema de transmissao digital.
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A abordagem tradicional para o projeto de transmissor e receptor é
inicialmente substituir o canal de forma de onda por um canal vetorial (Fig.
5.2). Isso ¢ realizado expandindo-se os sinais s;(f) em uma série de fungoes.

Os sinais s;(t) podem entdo ser escritos como

si(t) = inj@-(t), i=1,...,M (5-1)

onde os coeficientes xz;; s@o numeros reais, e as fungoes de base ¢;(t),
J = 1,..., N, sao ortonormais e limitadas a uma duracao 7" e a uma
banda W. E matematicamente possivel encontrar um maximo de N = 2TW
funcoes distintas obedecendo a essas restricoes.’

Os coeficientes x;; podem ser obtidos através da correlacao do sinal

si(t) com as fungdes de base:

T
T = / Si(t)qu(t)dt, j = 1, ce ,N. (5—2)
0

Quando s;(t) é transmitido através de um canal com ruido aditivo gaussiano
branco (AWGN), o sinal recebido é dado por

r(t) = si(t) + 2(t) (5-3)

onde z(t) é um processo estocastico gaussiano de média nula e densidade
espectral de poténcia S,(f) = Ny/2. Mostra-se que quando o sinal recebido
é decomposto nas funcoes de base, os coeficientes do vetor recebido sao
dados por

yi=xy5+z2, j=1,...,N (5-4)

onde z; é uma variavel aleatéria gaussiana de média nula e variancia Ny/2.

Este procedimento nos permite representar os sinais s;(t) e r(t),
respectivamente, como os vetores N-dimensionais x; = (z;,... ,xiN)T e
y = (y1,...,yn)" definidos no espaco euclidiano RY. O conjunto de todos
os vetores de transmissio C = {x;}, é denominado constelagdo ou cddigo.
Cada vetor x; é também chamado de palavra do codigo. A expressao para

o vetor recebido se torna portanto

Yy=x;+=z (5-5)

'Note que o nimero de funcoes ortonormais de duracio T que podem ser acomodadas
em uma banda W depende das defini¢oes de “banda” e de “duragdo”, uma vez que
nenhuma funcao é simultaneamente limitada no tempo e na freqiiéncia. A expressao
N = 2TW representa um limite teérico [31,[39], conveniente para fins de comparagao.
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Transmissor
7 M Z; N Si (t)
> C = {Z‘i}i:1 > 321 TijP; (t) +
Modulador Conversao em
forma de onda —_— Canal
w de
forma
77777777777777777777777777777777777 > de
Lyl o) o
: Ofr (t)py (t) dt (=
i Y r(t)
~ argmin, ly — | . ‘
Detector N [r(t)on (t)dt
‘ 0

Conversao em vetor

Receptor

Figura 5.2: Modelo de um sistema de transmissao utilizando formas de onda
associadas a vetores.

Z; Yy

. 2| 2
arg min; ||y — ;|| —*

»C = {xz}f\il

Modulador Canal vetorial Detector

Figura 5.3: Modelo vetorial de um sistema de transmissao.

onde z = (z1,...,2y)T é um vetor aleatério gaussiano com componentes
independentes de média nula e variancia Ny/2.

Quando o vetor y é recebido, o receptor de maxima verossimilhanca
decide que foi transmitida a mensagem 7 associada ao vetor de C que esté a

menor distancia euclidiana de y, ou seja,

? = argmin |ly — x;||*. (5-6)
e{1,...,.M}
Como as mensagens sao equiprovaveis, este receptor é também o que
minimiza a probabilidade de uma decisao errada.
O modelo de transmissao que utiliza formas de onda associadas a
vetores e o modelo vetorial simplificado sao ilustrados nas figuras 5.2 e 5.3.
Note que o modelo apresentado nesta secao considera uma tunica
mensagem transmitida 7 em um intervalo de transmissao 0 < ¢ < 7', mas
pode ser diretamente estendido para a transmissao de varias mensagens iy
em intervalos (k — 1)T" <t < kT.
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5.1.1
Canal com imperfeicoes

O desenvolvimento acima assume que o canal tem como unica per-
turbagao o ruido aditivo. Outros tipos de perturbagoes podem ser incorpo-
rados ao modelo através de uma matriz de imperfeicoes H que multiplica o
vetor transmitido x; [19]. A expressdo para o vetor recebido pode entdo ser
escrita como

y=Hx;+ z (5-7)

onde H é uma matriz real n X n. Note que o modelo permite que a matriz
H varie a cada intervalo de transmissao.
Assumindo que o estado do canal é conhecido pelo receptor (estimagao

de canal perfeita), a deteccao de méxima verossimilhanga é dada por

i = argmin ||y — Ha,|>. (5-8)
ie{1,...,.M}

Alguns tipos de imperfeicbes que podem ser caracterizadas por esse
modelo sao o desvanecimento e a seletividade em frequéncia. Neste trabalho,
estamos apenas interessados no caso de desvanecimento sem seletividade em
freqiiéncia.

Neste caso, quando as fungoes de base ¢;(t) sao escolhidas de forma
a nao se sobreporem no tempo (por exemplo, o0 mesmo pulso definido em

intervalos disjuntos), a matriz de imperfeigoes pode ser caracterizada como

hy 0 0
0 h :
H=| . (5-9)
: 0
0 -~ 0 hy
O canal é dito com desvanecimento rdpido quando os coeficientes Ay, ..., Ay

podem ser diferentes, e com desvanecimento lento quando H = hl, ou seja,

hy = --- = hy = h. Note que quando H = I o modelo se reduz ao do
canal AWGN.
5.2

Parametros de Comparacao

Na escolha de um sistema de comunicagoes, estamos interessados no
compromisso entre trés grandezas: a ocupagao espectral, a confiabilidade da

transmissao e a razao entre a poténcia de sinal e o nivel espectral de ruido
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requerida na recep¢ao para que se atinja tal confiabilidade. Estes parametros
sao tradicionalmente expressos através da eficiéncia espectral n = R, /W, da
probabilidade de erro de simbolo P(e) e da razao Ej/Ny, respectivamente,
onde R, é a taxa de transmissao em bits por segundo, E, = P/ R, é a energia
transmitida por bit e P é a poténcia de transmissao.”

Nesta secao, desenvolvemos algumas versoes desses parametros que

sao mais adequadas a comparacao de codigos de diferentes dimensoes N.

Taxa de informacao

A taza de informacdo de um cbédigo, em bits por uso de canal
unidimensional, é definida como
1

A
R_N

log M (bits/uso de canal 1-D). (5-10)

A justificativa para R é baseada na eficiéncia espectral. Uma vez que
Ry = %logM e N =2TW, vemos que n = R,/W = 2R, ou seja, a eficiéncia
espectral é proporcional a taxa de informacao R.

Energia média

A energia média por palavra por dimensdo de um codigo é definida

COImMo
1 M
E2 Sz 1

Como as palavras x; sao usadas com igual probabilidade, a energia

- . M
média por palavra pode ser escrita como E, = 57 >..7, [l@;|*. Uma vez que
Ey, = E/log M, encontramos que E, = NE/logM = %E, isto é, entre
cddigos com a mesma taxa R, aqueles que apresentam menor E contém

menor energia por bit.

2Note que nao utilizamos o pardmetro mais comum para medida de confiabilidade, a
probabilidade de erro de bit Py(e), porque seu valor depende fortemente do mapeamento
utilizado entre os bits de informagao e os vetores x;. Enquanto, em algumas modulagoes,
um mapeamento Gray pode ser utilizado, ou ainda, uma expressdo simples para Pj(e)
existe, 0 mesmo nao necessariamente acontece em modulagoes genéricas. Em todo
caso, as probabilidades de erro de simbolo e de bit estdo, obviamente, relacionadas:
P(e)/log M < Py(e) < P(e).
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Distancia minima

A distancia euclidiana minima entre as palavras de um codigo é
definida como

Anin = lgmlgj | — 33]” (5-12)

Para valores de razao sinal-ruido moderados a altos, uma aproximagao
satisfatoria da probabilidade de erro de um sistema pode ser obtida a partir
da distancia minima entre as palavras [24]. Assim, consideramos a distancia

minima como nossa medida de confiabilidade neste trabalho.®

Para ilustrar a utilizagao desses parametros, suponha, por exemplo,

que a confiabilidade de um sistema ¢ dada por uma fungao de d2,, /2Ny,

Pe) = f (ZLN) | (5-13)

Aplicando as defini¢bes acima, obtemos

d12nm E _ dr2nin Eb o Eb
ro=s(Sew) -/ (Semn) -/ () o

&2
V= SER. (5-15)

Conclui-se que, para uma mesma taxa R (e, conseqilentemente, uma mesma
2

min

isto é

onde

eficiéncia espectral 1), cédigos com maior razao dz,;,/E apresentam melhor

desempenho.

Assim, com relagao ao projeto de sistemas, estamos interessados em
encontrar c6digos que, para uma dada taxa R e uma distancia minima dp;y,
possuem o menor valor de F possivel; isto é, cédigos que requerem o menor
valor da razao Ej /Ny tal que sejam obtidas a confiabilidade especificada por

d?. /2Ny e a eficiéncia espectral especificada por R.

3Note que, em alguns casos, dpyi, ¢ um parametro ainda mais significativo que P(e).
Considere um sistema com um codigo corretor de erros projetado com o objetivo de se
beneficiar da modulagao utilizada (um cédigo de Ungerboeck [36], por exemplo). Nesse
caso, é facil ver que o desempenho do sistema é muito mais influenciado pela distancia
entre os simbolos da modulacao codificada do que pela probabilidade de erro de simbolo
(ou de bits) da modulagao sem codificagao.
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53
Exemplos

Diversos tipos de sistemas podem ser obtidos de acordo com a escolha
das funcgoes de base e da correspondente constelacao. Por exemplo, considere

N =2 e as fungoes de base

o1(t) = D (t) = V2 5(t) cos(2m fut + ), 0<t<T (5-16)
Pa(t) = ¢ D(t) = —V25(t) sen(2r fut +6), 0<t<T. (5-17)

onde g(t) é o pulso formatador normalizado para energia unitdria
[T1g(t)[2dt = 1. Esse é um sistema do tipo AM-PM. Uma modulagio
especifica pode ser obtida combinando-se um sistema “base” com uma cons-

telacao ou cddigo C. Por exemplo, se
C= {(CL, a)Ta (&7 _a)T7 (_a> a)Ta (—&, _a)T} (5_18)

entao a modulacao resultante é um QPSK.

Multiplos intervalos

Um outro sistema de interesse (que pode ser entendido como um ex-
tensao do sistema descrito no exemplo anterior) pode ser obtido agrupando-
se Np intervalos de transmissao (consecutivos) de duragdo 7 em um novo

intervalo de transmissao de duracao 7. Isto é, consideramos N = 2N e

~
—~

o;(t) = 90t

Goja(t) = 0 (2)
)
= —V2g(t)sen(2nf(t — (j — D)7)+6), (j—1)7<t<jr (5-20)

=V25(t)cos2mfu(t — (j —)T)+6), (j—1D7r<t<jr (519)
(

onde 7 = T/Nr e j = 1,...,Ny. Uma palavra @; desse sistema tem os

seguintes componentes:*

1 2 3 Nt
I Xy X3 X5 -*- ITN-1
. (5—21)
Q\T2 T4 X - TN
4Note que x; é um vetor N x 1. Os coeficientes 1, . .., zn sao apresentados em forma

de matriz apenas para destacar sua formacao.
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Um outro sistema de interesse pode ser obtido a partir do sistema
acima simplesmente descartando-se” as funcoes em quadratura ¢§Q)(t).
Nesse caso, temos que N = Np e as palavras do codigo tem componentes

que correspondem a

1 2 3 Nr
I (SL’l o X3 - TN > . (5-22)
Se, por exemplo, N =4 e
C ={(a,0,0,0)",(0,a,0,0)",(0,0,a,0)",(0,0,0,a)"} (5-23)

entdo obtemos uma modulagdo PPM (pulse position modulation).

Muiltiplas portadoras

Outra possibilidade de extensao é a extensao freqiiencial: consideramos
N = Ny funcoes de base em Ny, freqiiéncias adjacentes com espacamento

W/Nw, ou seja,
;(t) = ¢\ (1) = V2g(t) cos(2n f;t + 0), 0<t<T (5-24)

onde f; — fj-1 = W/Nw =1/2T e j =1,..., Ny. Nesse caso, as palavras

x; tem os seguintes componentes

1 2 3 Nw
I <ZL’1 To T3 - N ) . (5—25)
Novamente, se N =4 e
C ={(a,0,0,0)",(0,a,0,0)",(0,0,a,0)",(0,0,0,a)"} (5-26)

entdo obtemos uma modulacdo 4-FSK. Note que os cédigos em (5-23)
e (5-20) sdo exatamente os mesmos; devem, portanto, possuir o mesmo
desempenho em canal AWGN (¢f. se¢ao anterior). Este exemplo ilustra uma
propriedade interessante dessa formalizacao: na avaliacao do desempenho
de uma modulagao, nao é necessario considerar a base de fungoes utilizada,
basta considerar o cddigo.

Se incluirmos no sistema acima as fungoes em quadratura QS;Q) (1),

obteremos um novo sistema com N = 2Ny, funcoes de base ocupando um

5Observa-se que, para um mesmo N, este sistema ocupa o dobro da banda do sistema
anterior, pois metade das dimensoes sao “desperdicadas.”
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total de Ny freqiiéncias igualmente espagadas de W/Nyy, isto é,

i1 (t) = (1) = V2 §(t) cos(2r fit + 0), 0<t<T (527
¢oi(t) = 0\ (t) = —V2g(t)sen(2n fit +0),  0<t<T.  (5-28)

onde f; — fjo1 = W/Nw = 1/T e j = 1,..., Ny. Note que a faixa de
separacao freqiiencial aumenta em relacao ao sistema anterior de forma a
permitir que as fungoes em fase e quadratura sejam ortogonais. As palavras
desse sistema tem componentes que podem ser representados de forma

analoga a (5-21)), como
12 3 . Nw
I (ml r3 X5 -+ IN_1 ) . (5-29)
QA\T2 T4 Tg --- IN
Este tipo de sistema corresponde ao conhecido sistema OFDM. Como

exemplo, suponha uma constelacao para o QPSK dada por
A= {(CL, a’)T7 <a7 _CL)Ta <—CL, a)Ta (_a7 _CL)T}' (5_30)

O c6digo para uma modulagio OFDM/QPSK (isto é, um sistema OFDM

com modulagao de portadora QPSK) pode ser obtido como

Nw

C:foAx;t\x---xA. (5-31)

Uma vez desenvolvidas as extensoes no tempo, na freqiiéncia e em
quadratura, é facil ver que outras duas combinacoes ainda podem ser
obtidas: extensao no tempo e na freqiiéncia de uma portadora em fase,
e extensao no tempo e na freqiiéncia de um par de portadoras em fase
e quadratura. No primeiro caso, temos N = 2TW = NpNy funcoes de
base, e no segundo caso, N = 2TW = 2NrNy, sendo que em ambos os
casos as fungoes tém duracdo 7 = T/Np e espacamento de freqiiéncias
f = fio1 = W/Nu.

A discussao apresentada nesta secao visa ilustrar como as funcoes de
base podem ser escolhidas de acordo com o sistema que se pretende obter.
A partir de um mesmo cédigo C, diferentes sistemas podem ser obtidos de
acordo com a base de funcgoes utilizada, a qual pode ser escolhida tendo
em vista a aplicacao pretendida. No préximo capitulo, a nao ser quando
mencionado o contrario, desconsideramos a escolha da base de funcoes e

nos restringimos apenas ao cédigo utilizado.
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