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5. Resultados da Analise Nao-Linear

Neste capitulo sdo apresentados os resultados das andlises feitas para o
problema nao-linear, incluindo variagdes na rigidez e altura da fundagdo bem
como nas condig¢des de apoio da coluna.

O problema ¢ analisado para a funda¢do ora com comportamento linear,
segundo o Modelo Linear de Winkler, ora com comportamento ndo-linear,
segundo o Modelo Nao-Linear de Winkler.

O objetivo maior neste ponto do trabalho ¢ estudar o caminho pés-critico da
coluna a partir do momento em que esta perde sua estabilidade.

Nos resultados apresentados, o caminho pds-critico ¢ representado através
de um grafico no qual no eixo das abscissas sdo apresentados os valores dos
deslocamentos transversais maximos e no eixo das ordenadas, a relagdo entre
carga aplicada e a carga critica da coluna.

O caminho poés-critico também poderia ser representado através de
grandezas proporcionais as adotadas, como, por exemplo, tensdo/tensdo critica x
deformacdo especifica maxima, ou ainda, momento/momento critico x curvatura
maxima.

Os resultados deste capitulo foram comparados com os obtidos através de
um programa computacional baseado no método dos elementos finitos.

Da mesma forma como foi feito no Capitulo 3, ¢ novamente importante
mencionar que o problema aqui analisado refere-se a coluna bi-apoiada, com
fundacao até metade do seu comprimento, conforme ilustrado na Figura 5.1. O
problema se modificara na medida em que forem sendo feitas alteracdes nas suas

condi¢des de apoio e altura e rigidez da fundagao.
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Figura 5.1: Problema padrao.

5.1. Resultados Obtidos pelo Método de Ritz para a Coluna com
Fundacgao Elastica Linear

Neste item sdo apresentados os resultados obtidos através do método de Ritz
para o caso da coluna com uma fundagdo elastica linear, conforme descrito no
Capitulo 4.

Sao analisados os casos da coluna sob diferentes condi¢des de apoio e altura
e rigidez da fundagdo, de modo a se verificar a influéncia destes parametros no

comportamento do caminho pds-critico da coluna.

5.1.1. Influéncia da Rigidez da Fundagao

Nas Figuras 5.2.a e 5.2.b sdo apresentados os caminhos pds-criticos de uma

coluna bi-apoiada, com 42 =H /L =0,5, em funcdo de diversos valores adotados

para o parametro de rigidez do solo, K.
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Caminho pés-critico Caminho pés-critico
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Figura 5.2: Variagdo do caminho pés-critico de uma coluna bi-apoiada, com fundacéo até
a metade de seu comprimento, em fungéo de diversos valores adotados para K.

A tnica diferenga entre essas figuras ¢ a escala em que estdo apresentados
os resultados. Enquanto a primeira mostra o caminho pds-critico em seu trecho
inicial, a segunda mostra esses mesmos resultados para maiores deflexdes. No

eixo das ordenadas estdo plotados os valores de A/A4, e todas as curvas partem

do valor um. Sendo assim, este ponto representa o inicio do caminho pos-critico.

Para valores de A/A, inferiores a um, a coluna ainda ndo atingiu a sua

carga critica, logo nao existem deformagdes transversais. Ou seja, até esse
momento, as unicas deformagdes sofridas pela coluna sao deformagdes axiais, e
estes pontos constituem o caminho fundamental o qual ¢ representado pelo eixo

vertical do grafico A/4, xw, . .

Ao atingir a carga critica, a coluna perde a estabilidade e passa a sofrer
também deformacdes transversais causadas pelos esforcos de flexdo. Desse
momento em diante, a carga pode aumentar ou diminuir 2 medida que a coluna
continua a deformar-se, o que ira depender do tipo de solo no qual parte da coluna
esta imersa.

Pelos graficos da Figura 5.2, observa-se que ndo existe uma relacdo direta

entre a rigidez da fundagdo e a rigidez efetiva do caminho pos-critico. Nota-se,
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inicialmente, que a curvatura do caminho pdés-critico decresce com a rigidez da
fundacdo, apresentando uma bifurcagdo simétrica estavel. Entretanto, para valores
de K em torno de 100, ha uma pequena mudanca de concavidade, apresentando a
coluna uma bifurcacdo simétrica instavel (visivel para pequenas deformagdes, no
grafico da Figura 5.2.a). A seguir a rigidez pos-critica volta a crescer com o
aumento da rigidez da fundacdo. Cabe lembrar que a rigidez global do sistema
estd intimamente ligada a forma do modo critico bem como a relagdo entre a
energia interna de deformacao do trecho enterrado e do trecho desenterrado.
Entretanto, quando esses mesmos resultados sdo plotados em um grafico
onde o eixo das ordenadas representa a variacdo da carga aplicada 4 (e ndo mais

arelacdo A/A4, ), conforme mostrado na Figura 5.3, € possivel notar diretamente a

influéncia da rigidez da fundagao na capacidade de carga da estrutura.

Caminho pés-critico
Bi-apoiada; H/L=0,5
Variagao da rigidez da fundagao

24— - . - — . .

K=10.000

K=1.000

8 1 T 1 T [ T ] T ]
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Wma’x

Figura 5.3: Variagdo das cargas com as deflexdes em colunas com as mesmas

condic¢des citadas na Figura 5.2.

Pode-se acrescentar ao que foi dito no paragrafo anterior que, quanto maior
for a rigidez da fundacdo, maiores serdo as cargas que a coluna conseguirad

suportar para uma mesma deformacao.
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5.1.2. Influéncia da Altura da Fundagao

Observa-se através da Figura 5.4 que, para o valor de K aqui analisado, o
caminho pos-critico ¢ sempre estavel independente da relacdo h=H/L.
Entretanto, como no caso anterior, ndo ha uma relagdo direta entre a curvatura
inicial do caminho pods-critico e a profundidade da fundagdo. A influéncia da
rigidez na capacidade de carga da coluna pode ser melhor observada na Figura 5.5

que apresenta a variagao da flecha maxima com o parametro de carga A.

10012 — Caminho pés-critico Caminho pés-critico
: Bi-apoiada; K=10.000 1.025 — Bi-apoiada; K=10.000
Variagao da altura da fundagao Variagéo da altura da fundagédo s
h=0,25 i —————— h=025 /
77777 h=0,5 , - — ——— h=05 '
1 —  — =075 ) — — h=075 J

/ 102 —

1.0008 —

1.015 —

< 1.0004 —| 1.01 —
<

A,

1.005 —

0.9996 L L R B S 0.995 L L B
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0 0.04 0.08 0.12 0.16 02
Wnax Winax
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Figura 5.4: Variagdo do caminho pés-critico de uma coluna bi-apoiada, com fundagéo
elastica com K= 10.000, em fungao de trés rela¢des distintas de HI/L.
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Caminho pés-critico
Bi-apoiada; K=10.000

4 — Variagao da altura da fundagao
h=0,25

35 —

< 25—

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
w,

Figura 5.5: Variagdo das cargas com as deflexdes em colunas com as mesmas

condigdes citadas na Figura 5.4.

5.1.3. Influéncia das Condi¢oes de Contorno

A influéncia das condi¢cdes de contorno no caminho pds-critico ¢ ilustrada
nas Figuras 5.7 e 5.8, onde sdo mostrados os caminhos pos-criticos para uma
coluna semi-enterrada com K=10.000, considerando as cinco configuragdes ja

analisadas no Capitulo 3 e reapresentadas na Figura 5.6.

(cond. 1) (cond. 2) (eond. 3 (cond. 4 (cond. §)

< < e ez

<€ ST 7777 A

Figura 5.6: Condigbdes de contorno.
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Caminho pés-critico
H/L=10,5; K=10.000

Variagao das condigées de contorno

112 —

1.08 —|

1.04 — /

/
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/

/
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Figura 5.7: Variagao do caminho pés-critico de uma coluna com fundagéo até metade do

seu comprimento e K=10.000, em func¢do de cinco condi¢des de apoio distintas.

35 — Caminho pés-critico
H/L=0,5; K=10.000
Variagdo das condig6es de contorno
s T T T T T e
25 —
- cond. 3
cond. 1
< 2 —
cond. 5
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1 —
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Figura 5.8: Variagdo das cargas com as deflexdes em colunas com as

condigdes citadas na Figura 5.7.

mesmas
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Observa-se que para as condi¢gdes de contorno aqui analisadas, o caminho
pos-critico € sempre estavel. Nota-se também que ha uma influéncia marcante das
condi¢des de contorno no comportamento pos-critico da coluna.

Em resumo, observa-se uma grande influéncia de todas as variaveis no
caminho pds-critico e, portanto, na capacidade de carga pos-flambagem da

estrutura.

5.2. Resultados Obtidos pelo Método de Ritz para a Coluna com
Fundacao Elastica Nao-Linear

De modo a considerar a fundacdo com um comportamento nao-linear, foi
adotado o modelo de Winkler Nao-Linear. Esse modelo ¢ muito utilizado para
representar a maioria dos solos usualmente encontrados na natureza, pois
considera que ocorre perda de rigidez a medida que se aumentam as forgas
exercidas pela estrutura sobre o solo (Greimann, et al, 1987). Nesse caso,
diferentemente de em um modelo linear, a reagdo exercida pelo solo ndo ¢
proporcional as deflexdes da coluna.

Desta forma, o funcional (2.27), apresentado no Capitulo 2, e reescrito em
(5.1), € o que representa o problema estudado neste item.

L
T= lE[(w,fm +w,§x w,fﬁlw,fCr w,jj —lP(w,i+lw,jjdx
2 4 2 4

0

(5.1)
"1 ) Hq \
+ [howdx — [hew'dx
0 2 0 2

A fim de se verificar a influéncia da rigidez ndo-linear do solo no caminho

pos-critico da coluna, foi construido o grafico apresentado na Figura 5.9.
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Caminho pés-critico

Fundagéo Nao-Linear
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Figura 5.9: Variagdo do caminho pés-critico de uma coluna bi-apoiada, com fundacéo até
metade do seu comprimento e K = 1.000, em fungao de diversos valores adotados para
K.

A Figura 5.9 mostra que a medida que a rigidez da base aumenta, a coluna
sofre uma perda de rigidez global, passando a apresentar uma bifurcagdo instavel.

Isso pode ser visto ao se tomar um valor constante para o deslocamento

transversal maximo e observar o valor correspondente da relacdo A/ 4, . Nota-se,

no grafico da Figura 5.9.a que, por exemplo, para uma deformacao igual a 0,05, a

relagdo A/A, da coluna com K,; = 1.000 ¢ um pouco superior a 1,00, enquanto
para a coluna com K,; = 100.000, este valor ¢ menor (4/4, =0,994). Ou seja,

essa Ultima coluna tem uma capacidade de suporte menor do que a primeira.

Na Figura 5.10, onde estdo apresentados os resultados de um problema
idéntico ao anterior, porém com um valor maior para a rigidez linear do solo,
observa-se que a forma do caminho pos-critico ¢ muito semelhante a das figuras
anteriores, inclusive com a ordem das curvas sendo mantida. A diferenga, nesse
caso, € que, por se tratar de uma coluna cuja fundagdo possui maior rigidez linear,
consegue-se atingir cargas com valores mais elevados do que as verificadas no

caso anterior.
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Caminho pés-critico Caminho pés-critico
Fund. nao-linear Fund. nao-linear
Bi-apoiada; H/L=0,5; K=10.000 Bi-apoiada; H/L=0,5; K=10.000
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Figura 5.10: Variagdo do caminho poés-critico de uma coluna bi-apoiada, com fundagao
até metade do seu comprimento e K = 10.000, em fungéo de diversos valores adotados

para Kj,.

Foi estudado também o caminho pds-critico da coluna engastada e livre,

chegando-se a resultados muito semelhantes aos da coluna bi-apoiada.

5.3. Resultados Obtidos pelo Programa de Elementos Finitos

A titulo de comparacao dos resultados aqui obtidos para a carga critica e
para o comportamento inicial do caminho pds-critico, a coluna também foi
analisada a partir de um programa computacional baseado no método dos
elementos finitos, desenvolvido por Silveira (1995).

Nesse programa, a coluna ¢ discretizada em vinte elementos, os quais
correspondem a vinte € um pontos nodais, sendo que cada um deles possui trés
deslocabilidades. Nessa analise, utilizou-se uma coluna com as caracteristicas

apresentadas na Tabela 5.1.
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E 1.000
/ 1
L 10

Tabela 5.1: Dados do problema analisado pelo método dos elementos finitos.

No programa, as cargas sao escritas em fun¢do da variavel P, e a rigidez da
fundacdo, em fungdo de k. A seguir, sdo apresentados os resultados fornecidos

pelo programa.

5.3.1. Influéncia das Imperfeicées na Coluna

No programa dos elementos finitos foi simulada, inicialmente, a situagdo da
coluna com imperfeicdes.

Estas imperfeicdes podem ter varias origens. As mais comuns sao:

(a) Imperfeigdes quanto a posi¢ao da aplicacdo da carga axial — neste caso a
coluna pode estar recebendo cargas de forma que haja uma excentricidade entre o
eixo vertical da coluna e o seu ponto de aplicagdo.

(b) Imperfei¢des quanto a geometria do eixo da coluna — geralmente
causadas por defeitos durante o seu processo de construgao.

(c) Imperfeigdes nos apoios — nem sempre os apoios sdo executados ou
trabalham de forma a representar perfeitamente aqueles usados na modelagem do
problema.

Para a coluna engastada na base e livre no topo (condicdo 2), essas
imperfei¢cdes foram representadas através da introducdo de uma pequena carga

lateral, p, no seu topo, fazendo com que o seu comportamento fosse visivelmente

modificado, como pode ser observado na Figura 5.11.
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Caminho pés-critico - MEF

Engastada e livre; h = 0,5; k=1.000

Variagao da imperfeigao da coluna
p=0,1

PIP,

0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006
wiL (x/L=1)

Figura 5.11: Influéncia da imperfeicdo da coluna no caminho pés-critico.

Nesta analise, verifica-se que quanto menor for o valor da forca p, que
caracteriza a imperfei¢do da coluna, mais as curvas se aproximam do eixo
vertical. Dessa forma, projeta-se que o caminho pds-critico descrito pela coluna
sem imperfeigdes, seja representado no grafico anterior através de uma reta que
coincide com o eixo das ordenadas até P/P =1, seguido por uma reta paralela
ao eixo das abscissas.

Percebe-se, também, que uma coluna submetida a grandes imperfei¢cdes tem
sua rigidez diminuida, devido aos maiores deslocamentos observados, resultantes

do processo de carregamento.

5.4. Comparacao dos Resultados

Para que fosse feita uma compara¢do entre os resultados obtidos pelos

programas baseados na utilizacdo da solugdo analitica com aqueles obtidos pelo
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programa de elementos finitos, fez-se necessdrio o estabelecimento de uma
correlagdo entre os dados do problema.

No programa de elementos finitos foram utilizados os seguintes dados:

L=10 ; k =1.000

Porém, todas as analises até este ponto do trabalho haviam sido feitas com a
consideragdo da coluna com comprimento unitario.

Dessa forma, resolveu-se reescrever os programas para a condicdo acima e
os resultados foram obtidos em fun¢do da varidvel P, garantindo-se, assim, uma

uniformidade entre os mesmos.

5.4.1. Comparagao entre os Caminhos Pés-Criticos

A comparacao entre os caminhos pos-criticos possui grande importancia na
comparagdo entre os dois métodos, pois representa um resultado que so6 ¢ obtido
no final do processo de calculo realizado pelo programa desenvolvido neste
trabalho.

Sendo assim, caso fossem constatadas grandes diferencgas entre os caminhos
pOs-criticos, os possiveis erros seriam facilmente denunciados neste momento.

Para a comparacao, foi escolhida, portanto, a situa¢do da coluna bi-apoiada,
cuja fundacdo se estende até a meia-altura da coluna e com coeficiente de rigidez
linear igual a 1.000.

A Figura 5.12 apresenta os resultados, representados através dos caminhos

pos-criticos obtidos pelos dois métodos.
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Figura 5.12: Caminhos pds-criticos obtidos através dos dois métodos.

A curva cheia, correspondente ao caminho pos-critico calculado através do
método de Ritz, caracteriza-se por uma reta paralela ao eixo das abscissas, com
P/ Pcr =1, enquanto a curva tracejada, correspondente ao método dos elementos
finitos, aproxima-se bastante desta solucdo. As diferengas entre as duas solugdes,
observadas apenas nos trechos inicias dos graficos, tendem a inexistir para
maiores deflexdes e se devem as pequenas imperfei¢des consideradas no modelo
de elementos finitos € que sdo necessarias para se obter o caminho nao-linear de
equilibrio. Essas diferencas podem ser minimizadas diminuindo-se as
imperfei¢des usadas na modelagem por elementos finitos.

A origem dessa diferenca entre as solugdes ¢ explicada nos paragrafos
seguintes.

No programa baseado no método de Ritz, conforme descrito no Capitulo 4,
a solugdo analitica obtida para o problema linear ¢ substituida no funcional de
energia ndo-linear, obtendo-se, assim, uma excelente aproximacao para a solugdo
do problema nao-linear.

Ja no programa dos elementos finitos € necessario que se imponha uma

pequena imperfeicdo na coluna para que o programa funcione corretamente.
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Assim, de modo a se representar esta imperfei¢do, foram aplicados momentos em

ambas as extremidades da coluna, com valor igual a 0,01.

5.4.2. Comparacao entre as Cargas Criticas

Apesar das cargas criticas ndo serem resultados obtidos a partir da analise
ndo-linear, considera-se importante sua inclusdo neste capitulo pois servem como
mais um elemento na comparacao entre os resultados obtidos através da solugdo
analitica com aqueles fornecidos pelo programa de elementos finitos.

Na Tabela 5.2 sdo relacionadas algumas situagdes para as quais essas

comparagdes foram feitas, bem como os respectivos valores obtidos para as cargas

criticas.
Coluna bi-apoiada (cond. 1)
h=H/L=0,5

k MEF Sol. analitica Diferenca (%)
10 147,18 147,56 0,26
100 341,66 341,90 0,07
1.000 478,33 478,52 0,04

Coluna bi-apoiada (cond. 1)
h=H/L=1

k MEF Sol. analitica Diferenca (%)
10 199,63 200,00 0,18
100 647,80 648,09 0,04
1.000 2.013,28 2014,06 0,04

Coluna engastada e livre (cond. 2)
h=H/L=0

k MEF Sol. analitica Diferenca (%)

1.000 24,51 24,68 0,68
Coluna engastada e livre (cond. 2)
h=H/L=0,5

k MEF Sol. analitica Diferenca (%)

1.000 59,84 59,93 0,15

Tabela 5.2: Comparacgao entre as cargas criticas.

Analisando-se os resultados acima, observa-se que as cargas criticas obtidas
através dos dois métodos possuem valores muito proximos, com a diferenga entre
elas sendo sempre inferior a 1%. Essa pequena diferenga ¢ devida a erros
numéricos inerentes aos programas, causados por arredondamentos de resultados
e propagados com os processos de calculo.

Sendo assim, os resultados obtidos para as cargas criticas através de ambos

os programas podem ser considerados compativeis.
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Outras comparagdes poderiam ainda vir a ser apresentadas, envolvendo
cargas criticas e caminho pds-criticos, entretanto, considerando-se que todos os
resultados apresentados neste capitulo estavam de acordo com os fornecidos pelo
programa dos elementos finitos, considerou-se os mesmos suficientes para
comprovar que o programa desenvolvido neste trabalho, baseado na utilizacao da

solucdo exata, esta correto.

5.5. Diagramas de Momento Fletor e Esforco Cortante

Da mesma forma como foi feito no Capitulo 3 para o caso linear, neste item
sdao apresentados os diagramas de momento fletor e de esfor¢co cortante para o
caso nao-linear.

Como mostrado no Capitulo 3, as expressdes do momento e do cortante sdo

dadas por

M = Ely (5.2)

dM

=— 53

Q e (5.3)

No problema nao-linear, tem-se que

L
Zzw’xx 1+Ew’x (54)
Logo, nesse caso, as expressdes do momento e do cortante ficam

M = Elw, {1 +%(w,x )2} (5.5)
Q= Ew,, {H%(w,x)2}+E1(Wm)2(w,x) (5.6)

Ja foi visto anteriormente neste capitulo, que no problema nao-linear o
caminho pos-critico ¢ representado por uma curva que varia na medida em que a
coluna se deforma. A Figura 5.13 mostra o grafico do caminho pds-critico para a
situacdo da coluna bi-apoiada, com fundacdo até a metade da sua altura e

K=1.000.
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1.884 — Caminho pés-critico

Bi-apoiada; h = 0,5; K= 1.000

1.88 —

1.876 —

< 1.872 —

1.868 —

1.864 —

.86 N R B IR A
0 0.04 0.08 0.12 0.16 0.2
w,

Figura 5.13: Caminho pos-critico.

Sendo assim, para se construir os diagramas, faz-se necessario definir em
que pontos do processo a coluna esta sendo analisada. Sdo tomados, portanto, os
deslocamentos transversais maximos iguais a 0,02 ¢ 0,20 e seus respectivos

valores de carga correspondentes.

Windx P
0,02 1,86
0,20 1,88

Tabela 5.3: Pontos do caminho pds-critico.

Os diagramas para o caso ndo-linear estao apresentados na Figura 5.14.
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Diagrama de Momento Fletor - Nao-Linear
Bi-apoiada, h=0,5; K=1.000
W,,5=0,02

02 — ,

b3 |
~

Py

Bi-apoiada, h=0,5; K=1.000
— W,,=0,02
77777 W,,=0,20
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Diagrama de Esforgo Cortante - Ndo-Linear
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Figura 5.14: Diagramas de momento fletor linear e esfor¢o cortante ndo-linear.
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Observa-se que, tanto nos diagramas de momento fletor como nos de

esfor¢o cortante, ha uma grande variagao nas suas amplitudes na medida em que

se tomam pontos onde a deformacao sofrida pela coluna ¢ maior. Conforme era

esperado, esses esforcos tendem a aumentar com o decorrer do processo de

carregamento.

Por fim, comparando-se estes diagramas com os obtidos para o caso linear,

percebe-se que ambos possuem exatamente a mesma forma, distinguindo-se

apenas nas amplitudes, que, neste caso, ndo foram normalizadas.
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