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4. Formulacao do Problema Nao-Linear

Neste capitulo ¢ apresentada a resolu¢do do problema ndo-linear, formulado
a partir do funcional de energia ndo-linear. E feita a analise do equilibrio ¢ da
estabilidade da coluna para dois casos: o primeiro, quando a fundacdo for
considerada com comportamento linear de acordo com o Modelo de Winkler
Linear; e o segundo, com a fundagdo com comportamento nio-linear, de acordo
com o Modelo de Winkler Nao-Linear.

Assim como formulado no Capitulo 2, deseja-se obter as equagdes
diferenciais nao-lineares da coluna e as solugdes destas.

No final deste capitulo ¢ apresentada uma metodologia para resolucao deste
problema através do M¢étodo de Ritz, objetivando-se obter uma fungao
aproximada que descreva o caminho pods-critico ndo-linear da coluna.

Neste capitulo sao utilizadas as coordenadas locais da coluna, definidas na

Figura 1.1.

4.1. Equacdes Diferenciais para a Coluna com um Trecho sem
Fundacgao e outro sob Fundagao Elastica Nao-Linear

Inicialmente sera analisado o problema da coluna com um trecho sem
fundacdo e outro com fundagdo elédstica nao-linear, tomando como ponto de
partida os funcionais de energia ndo-lineares.

Para o trecho da coluna sem fundacdo, o funcional de energia ndo-linear,
com os limites de integracao definidos pelas coordenadas locais ¢ dado por:

_Hj'{l(z 22124)1(214)}01
= || =El w, +w, w, t—w  w, [——Plw, +—w, |dx, 4.1)
oL 2 4 2 4

e para o trecho com fundagao, por
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4.2)
HZ 1 HZ 1
+ [Shwide— [hw'dx
0 2 0 2
Observa-se que ambos os funcionais sdo da forma:
[ Geww, .. yx (4.3)

ou seja, possuem os mesmos termos do funcional de energia quadratico descrito
pela expressao (2.34).

Para se deduzir as equacdes diferenciais ndo-lineares, sdo aplicadas mais
uma vez as ferramentas do Calculo Variacional, da mesma forma como foi feito
no Capitulo 2. Ja foi visto que a Equacao de Euler para um funcional como o da

expressao (4.3) € a seguinte:

f,_i(f,)Jr—d2 (f.)=0 (4.4)
R R
Para o trecho sem fundagao, a funcao f'¢ dada pela expressao:
1 2 2 » 1 4 1 » 1y
f=|=Ellw,_+w, w, +=w, _ w, |[—=P w, +=w,] 4.5)
2 i 4 2 4

Calculando-se individualmente os termos f,, f, € f, ., obtém-se:

£, =0 (4.6)

7= lE{z(dzw(x)jz(dw(x)j . (dzw(x)]z(dw(x)ﬂ
2 dx’® dx dx? dx

. 4.7)
1 P( 2( dw(x)j . ( dw(x)j J
2 dx dx
2[@’ 2w(x)J N 2( d’*w(x) j( a’w(x)j2
1 dx? dx? dx
f=—EI (4.8)

2 L1 (dw(x)j4
20 ax? dx

Substituindo-os entdo na Equacdo de Euler e fazendo as simplificagdes

possiveis, chega-se a equagdo diferencial ndo-linear do trecho sem fundacao:
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4El(d2w(x)j( dw(x)j(d3w(x)j+ El(dzw(x)y
dx? dx dx’ dx?
+ 2E1[d2W(X)J( dW(x)j3[d3w(x)J

dx’ dx dx’

(] () [ wo

2 dx* dx dx?

N EP(dzw(x) j( dw()c)j2 N El(d“w(x)j
2 dx’ dx dx’

4 w(x) (dw(x)j 1 [ diw) (dW(X)T o
dx? dx 4 dx*? dx -

Para o trecho com fundacao, parte-se do funcional obtido na Equacao 4.2. A

funcdo f, nesse caso, ¢ dada pela expressao:

f = 1 E W,XX+W’XY W + 1 W’xx W 1 ng+lw,j +lkw2
> 4 ) 4 2

(4.10)
_l k3w4
2
Em seguida sdo calculados os termos f,, f,.€ f, ., isto é:
£ = kw(x) = 2k, w(x)’ (4.11)
o El[z(d w(x)j (dw(x)j . (dzw(x)jz(dw(x)j3J
2 dx’ dx dx’ dx
(4.12)
1 { dw(x) dw(x)IJ
-—P
2 dx
Z(dzw(x)j . Z[dzw(x)J( dw(x)jz
dx’ dx’ dx
£ EI (4.13)

2 L[ (dw(x)j“
20 ax? dx

Notar que os termos f,.e f,.sd0o os mesmos que os calculados

anteriormente para a coluna sem fundagao.
Apbs a substituicao dos trés termos na Equacdo de Euler e sua conseqiiente
simplificagdo, chega-se a equacao diferencial ndo-linear deste trecho da coluna,

expressa em (4.14).
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fow(x) = 2k, w(x)® + 451(‘1 W(x)j( dW(x)j(d w(x)j

+EI(d2W(X)J3 N ZEI(dzw(x)J(dw(x)j [aﬂw(x)j
dx’ dx’ dx dx’

+3E1(dzng)y(dw(x)jz +P(—d2ng)j (4.14)
2 dx dx dx

N EPLdzw(x) j( dw()c)j2 N EI[d“w(x)j
2 dx’ dx dx’

+El(d4w(x)](dw(x)j El(ww(x)j(dw(x)j“ o
dx*? dx 4 dx*? dx

Por fim, observa-se que esta equacdo ¢ idéntica aquela obtida em (4.9) para

o caso da coluna sem fundac¢ao, diferindo-se apenas nos dois primeiros termos,

relativos a fundagao.

4.2. Equacgoes Diferenciais para a Coluna com Um Trecho Sem
Fundacao e Outro Sob Fundagao Elastica Linear

A dedugdo das equagdes diferenciais ndo-lineares, para o caso da coluna
com trecho sob fundacao eldstica com comportamento linear ¢ exatamente igual a
que foi feita no item anterior.

Para o trecho sem fundacdo, a equagdo ja foi definida em (4.9) e para o
trecho com fundagao eléstica linear, parte-se do funcional de energia nao-linear do
caso em questdo, escrito em (4.15), com os seus limites de integracao definidos
pelas coordenadas locais,

H,
= I[; El(w,xx + W, W, S+ i Wo W, j - %P(W,?ﬁ%w,i jdx}

0

(4.15)
H, 1

¥ j Zkwdx
32

Seguindo o mesmo procedimento apresentado anteriormente, obtém-se a

equagao diferencial descrita a seguir:
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kW(x)+4E1(d W(X)J dw(x) ( W(x)j
dx’
+E1(d2WEX)J 2E1(d w(x) J(dW(X) [d ng)j
dx dx I
e fez)
2 dx dx

+EP£d2w(x)j(dw(x)j +E1£d w(x)j
2 dx’ dx dx’

d*w(x) (dw(x)jz PR RE)) [dw(x)j“ o
dx*? dx 4 dx* dx -

Observe que partindo-se da equacao (4.14) e:

a) eliminando-se os dois primeiros termos, obtém-se a equagao diferencial
da coluna sem fundagao (4.9);

b) eliminando-se apenas o segundo termo, obtém-se a equagdo diferencial
da coluna com fundacao linear (4.16);

¢) nao eliminando-se nenhum termo, obtém-se a propria equagao diferencial

da coluna com fundagao nao-linear (4.14).

4.3. Método de Ritz — Caminho Po6s-Critico Nao-Linear

Como pode ser visto, as equacdes diferenciais ndo-lineares sdo equagdes
muito complexas e ndo possuem solucdes analiticas. Dessa forma, buscam-se
outros métodos que tornem possivel a resolucao do problema nao-linear.

O método adotado neste trabalho ¢ o Método de Ritz, j& descrito
anteriormente no Capitulo 2. Relembrando o que foi dito, esse método consiste
basicamente na substitui¢do da soluc¢do analitica por uma fun¢do de aproximagao
no funcional de energia. A fun¢do de aproximacao possui, usualmente, a forma de
uma série onde cada termo deve respeitar as condi¢cdes de contorno forgadas do
problema. Caso as fungdes também atendam as condi¢des de contorno naturais, a
convergéncia torna-se mais rapida.

As fungdes de aproximacgao tém a seguinte forma:

£, =Zn:A_/¢j (4.17)
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Neste problema, as fung¢des ¢; adotadas na analise ndo-linear sdo exatamente
as autofungdes obtidas analiticamente no Capitulo 2, ja que todas elas atendem as
condigdes de contorno e continuidade. Em virtude dessa escolha, um tnico termo
da série (4.17) ja ¢ suficiente para se obter uma solucdo precisa do caminho pds-
critico na vizinhanga do ponto critico. Vale mencionar que essa escolha foi
motivada pelos bons resultados obtidos, combinados com sua simplicidade de
implementa¢do computacional.

Como a coluna esta subdividida em dois trechos, a fungdo ¢, foi dividida em
duas partes.

wy(x); 0<x<H,

wy(X); 0<x<H,

4 = (4.18)

Vale lembrar que os limites de cada funcdo estdo definidos em termos das
coordenadas locais. Cada func¢ao deve ser substituida no seu funcional
correspondente. No caso da coluna sob fundagao elastica linear, a fun¢do ¢;=w;(x)
¢ substituida no funcional da expressdo (4.1) e a fungdo ¢;=w(x), em (4.15). Para
o caso da coluna sob fundagdo clastica nao-linear, a substituicdo das fungdes
d;=wi(x) e ¢;=wz(x) devem ser, respectivamente, nos funcionais das expressoes

4.1) e (4.2).

Em ambos os casos, o funcional de energia ndo-linear resultante, r_,, €
dado pela soma dos dois funcionais,
ﬂcol=ﬂ1+ﬂ2 (419)

onde 7, e 7, sdo os funcionais ndo-lineares da coluna dos seus trechos sem e com

fundagdo, respectivamente.

No programa desenvolvido com o software MAPLE 7.0, para que se
obtenham as expressdes completas das solucdes analiticas de cada trecho, ¢
preciso que se fornegam valores numéricos para os parametros de carga critica e
de rigidez da fundagdo elastica. Ou seja, de uma forma geral, as solucdes
analiticas w;(x) e wz(x) s6 podem ser escritas em fun¢do das constantes C; (j=1..8),
as quais, como ja foi visto, sdo determinadas pelas autofunc¢des correspondentes.

Sendo assim, sdo escritas a seguir, de uma forma geral, as funcdes f,,
correspondentes a solugdo analitica do problema e adotadas em cada um dos

trechos da coluna.
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Para o trecho sem fundacao:
f,=w (x) =C, +C,x+ Cysen(Anx) + C, cos(Anx) (4.20)
Para o trecho com fundacao linear:
fo=w(x)= Cse“”‘/m” +Cée(1/2\/mx> +

(4.21)
C e(—l/2\/—212ﬂ2+2\/l4ﬂ4—4Kx)+Ce(—l/2\/—212772—2\/147[4—4Kx)
7 8

Pelo Método de Ritz, em seguida, multiplicam-se as expressoes (4.20) e
(4.21) por uma constante, aqui denominada por m, que sera o deslocamento
transversal méximo da coluna, ja que o modo critico foi normalizado de tal forma
que a amplitude méaxima seja igual a um. As expressdes resultantes sdo
denominadas w,, (x) ew,, (x), ou seja,

Wlm(x)=77wl(x)
wy,, (x) = 17w (x)

Feito isso, substituem-se as expressdes (4.22) no funcional de energia nao-

(4.22)

linear, 7_,. Em seguida, faz-se a integragdo deste funcional resultante nos limites

correspondentes a cada um dos trechos da coluna. Prossegue-se diferenciando a
expressao resultante com relagdo a constante n e igualando-a a zero.

Apos a simplificagdo dessa ultima expressdo, obtém-se a equagdao de
equilibrio ndo-linear que tem a seguinte forma polinomial:

Nn+N,n° + N’ =Nl =N’ A =0 (4.23)
onde N;, N,, N3, Ns e N5 sdo valores numéricos que multiplicam cada parcela desta
equagao. A solucao desse polinomio € uma expressao na qual A ¢ dado em
fun¢do de n, na forma

2 =g(n) (4.24)
Finalmente, ao se plotar esta equagdo, tem-se o grafico do caminho pos-

critico da coluna.
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