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Apêndice  A 
Determinação da expressão da diádica de Green da cavidade 

A.1 
Cavidade com paredes condutoras 

 

Seja uma cavidade cilíndrica,  com profundidade L, descrita em um sistema de 

coordenadas cilíndricas, com o eixo dos z coincidente com o eixo da cavidade, e os 

planos 0=z  e Lz −= correspondendo às faces planas da cavidade.A diádica de 

Green pode ser obtida pelo método da superposição de espalhamentos  [10], ou seja 

pela soma da diádica de Green do espaço livre com termos correspondentes à solução 

da equação de onda homogênea, da forma: 
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Os vetores )'r()'r( nn

����
γα  e  são obtidos pela aplicação das condições de contorno em  

0=z  e Lz −=  (componente longitudinal do campo magnético nula) 

 

Resulta: 

Em z=0,                      � �� =++< 0... MMMh nnn

������
γα                                       (A2) 

 

Em z=-L,           � �� =++ Γ−>Γ− 0... 22 MeMMhe n
L

nn
L nn

������
γα                             (A3) 
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Resolvendo-se o sistema de equações (A2) e (A3), tem-se:  
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A.2 
Cavidade terminada por estrutura com matriz de espalhamento S11 
 
 

Seja uma cavidade cilíndrica, terminada em 0=z  por um plano condutor 

perfeito, em Lz −=  por uma estrutura de microondas  com matriz de espalhamento 

S11. Aplicando-se, mais uma vez, superposição de espalhamentos, a matriz de 

espalhamento terá a forma dada por (A1). 

O campo magnético resultante da excitação por uma corrente magnética, será 

então: 
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(A9) pode ser colocada na forma vetorial: 
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Onde o índice superior T significa vetor trasnposto ( os elementos de cada um 

dos veotores de (A10) estão indicados entre [ ]  ) 

 

Aplicando-se as condições de cortorma em 0=z (componente longitudinal do 

campo magnético  nula), tem-se:  
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 em Lz −=   deve-se ter: 

 

 [ ] [ ] [ ]<> = zz HSH 11                                                     (A12) 

 

onde os elementos dos vetores [ ] [ ]<>
zz HH  e  são as amplitudes da componentes 

longitudinais do campo magnético no modo n, propagano-se nas direções positiva e 

negativa do eixo z, respectivamente. 

De (A10) e (A12) resulta, 
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Resolvendo-se o sistema dado por (A11) e (A13), tem-se, finalmente:  

 

 

[ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ][ ][ ]<>− ++−=γ HSTHSTI 1                                       (A.14) 

 

[ ] [ ] [ ]<−γ−=α H                                                          (A.15) 

 

sendo [ ]I  a matriz de identidade, [ ]ST  uma matriz quadrada, com elementos 

dados por : 

                                        ij
L)(

j

i
ij se

Y
Y

ST ji 11Γ+Γ−=  

e cada elemento dos vetores [ ]>H  e [ ]<H  são os vetores )r(h)r(h nn ′′ <> ����
 e , 

respectivamente 
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Apêndice B 
Cálculo de um tipo de integral com singularidade no 
integrando 

Seja a integral da forma 

 

 

� ′′=
S

'Gds)y,x(FI                                               (B1) 

 

 onde                        
R

e
G

jkR−

= ,   22 )'()'( yyxxR −+−=                

 

 

 A região de integração é um quadrilátero, limitado pelas retas : 

 

                                                   0=′y  

                                                  2yy =′  

                                                 yax ′=′ 1  

                                                22 byax +′=′  

como pode ser observado na Fig. B1. 

 

                         
Figura B1 - Região de integração da integral dada em B.1 
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Integrais como esta aparecem em (3.16). (3.17) e (3.18). Quando 'xx →    e   

'yy →  ,   0→R e o integrando torna-se  singular.  Afim de possibilitar o cálculo 

numérico, (B.1)  será colocada na forma:  
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O integrando da primeira integral em (B2) deixa de ter singularidades, podendo 

ser efetuado numericamente.  

A  integral  '
1

ds
R�

 , com integrando singular pode ser determinada   como 

mostrado abaixo. 
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A determinação de 1I  será analisada abaixo. Para 2I   o procedimento é similar. 

Quando yy =′ , o integrando de 1I  assume o valor: 

 

)xbyaxbyaln(IdeIntegrando −++−+= 22221                           (B6) 

 

caso 022 >−+ xbya , 1I   é computada numericamente. Caso contrário,  tendo 

em vista que: 
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1I   é colocada na forma: 
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A  primeira das integrais acima é computada numericamente, a as duas outras 

são determinadas analiticamente, resultando, finalmente: 

 

Caso a2 ≠ 0: 
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)yy(yyln)yy(yyln)yy()yy)(aaln(I 121122122
2
21 1 −−−−+−−+−++=                                                                                                                          

                                                                                                                      ( B9d) 

                                                                                                                                 

 Para 1yy <  

 

           
)(ln)(ln)(

))(1ln())(1ln(

121122

22
2
212

2
21

yyyyyyyyyy

yyaayyaaI

−−−−+−−+

−+++−−+=
                      (B9e)                                           

                                                                                                                 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210398/CA



Calculo de um tipo de integral com singularidade no integrando  70  
 

  

 

 Caso a2 = 0: 
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Se 
2bx =  
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Apêndice C 
Dedução da expressão de )(

.extijA 2   

Seja a equação (3.16), repetida abaixo: 
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 designado-se,  � ′∇′
js

jj sGdM.
�

 por )M(GM j

�
, tem-se, 
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Considerando-se a região de integração dada pela Fig. C1, resulta: 

 

                                       

Figura C1 - Geometria da região de integração, iS  
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onde ixM  e iyM  são  as componentes x e y de iM
�

, respectivamente. 

 

                      Integrando por partes as integrais internas, obtém-se: 
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onde � �
by

ayF =

=  significa valor da função F , para by = menos o valor de F 

para ay = .  
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Admitindo-se que o valor de )M(GM j

�
, ao longo da integração em iS  possa ser 

aproximado por seu valor no ponto médio da região de integração, tem-se, finalmente:  
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onde 
by
axF

=
=  significa valor da função F para ax =  e  bx =  

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210398/CA




