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O conceito de verdade em linguagens semanticamente
fechadas

Neste capitulo vamos apresentar nossa definicdo de verdade. Como os
comentarios filos6ficos acerca dos diversos aspectos de nossa defini¢do ja foram
feitos no capitulo 1, neste capitulo vamos nos ater a apresentacdo da definicao
propriamente dita. Vamos comegar, ¢ claro, especificando a sintaxe das
linguagens-objeto da definicdo, apdés o que vamos passar a constru¢do da
defini¢do de verdade para essas linguagens. Depois disso, vamos encerrar a
exposicdo da teoria mostrando que ela satisfaz as condi¢des de adequagdo que
estabelecemos para ela: satisfagdo da convencao T, aplicabilidade a linguagens
semanticamente fechadas e consisténcia. No caso da consisténcia, ¢ claro, vamos
apenas mostrar que nossa teoria ndo ¢ afetada pelos paradoxos semanticos
conhecidos que dizem respeito a nogio de verdade' .

Para comegar, vamos definir alguns conceitos auxiliares necessarios para a
definicdo da nocdo de uma formula de uma linguagem-objeto qualquer de nossa

teoria da verdade. A defini¢do de formula aparece na defini¢do 5.5.

DEF. 5.1: Um léxico de uma linguagem L é um conjunto'® A = {F", G", H",
wa,b,c .,z .., & ~ V,),(}, sendo {F", G", H", ...} um conjunto nio-
vazio de constantes predicativas de ordem n, para qualquer nimero natural », {a,
b, ¢, ...} um conjunto ndo-vazio de constantes individuais, e {x, y, z, ...} um
conjunto ao menos denumeravel de varidveis individuais, & e ~ os operadores
logicos, respectivamente, da conjun¢do e¢ da negacdo, ¢ V o quantificador

universal.

DEEF. 5.2: Uma expressdo sobre A ¢ qualquer seqiiéncia finita de elementos

de A; designamos por E(A) o conjunto de todas as expressdes sobre A.

1% Vamos assumir que a teoria de conjuntos utilizada em nossas defini¢des e teoremas é ZFC.
Obviamente, qualquer teoria de conjuntos cujo universo contém o universo de ZFC poderia ser
utilizada, como NGB ou ZFC-AFA, pois nesse caso apenas estariamos dispondo de um aparato
formal mais rico do que o necessario.
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DEF. 5.3: Uma formula atomica ¢ qualquer expressao sobre A da forma

®"cicy...cn, onde D" € {F",G" H", ..},ecie {a,b,c,..},1<i<n.

DEF. 5.4: Uma linguagem formal L sobre A ¢ o menor subconjunto de E(A)
que satisfaz as seguintes condigdes:

1) se a ¢ uma formula atomica, entdo o € L

ii)sea € L, entdo ~a € L

iii)sea, B €L, entdo (o & P) € L

1v) se oc[E] ¢ um elemento de L com ao menos uma ocorréncia de E, onde
ce {a,b,c, ..}, e & € {x, ),z ..}, entdo V&a[g/i] e L, sendo que oc[E/ci] ¢o

resultado de se substituir a0 menos uma ocorréncia de ¢ em oc[E] por &.
DEF. 5.5: Uma formula sobre A é um elemento qualquer de L.

Outros operadores légicos além de & e ~, como v, —> e <> podem ser
introduzidos em L por definicdo a partir de & e ~, como de costume.
Similarmente, o quantificador existencial 3 pode ser introduzido em L por
defini¢do a partir de V. Além disso, ndo incluimos simbolos funcionais no léxico
das linguagens L para simplificar nossa defini¢do. Como ¢ bem sabido, esses
simbolos sdo dispensaveis, j4 que podem ser substituidos por expressdes que
utilizam constantes predicativas no lugar dos simbolos em questdo. Isso, ¢ claro,
ocorre porque os simbolos funcionais representam fungdes, enquanto as
constantes predicativas representam relagdes, e uma funcao ¢ uma relacdo de um
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tipo determinado . Enfim, note-se que, dados os dispositivos formais com que

dotamos as linguagens L, qualquer linguagem formal de 1* ordem ¢ uma

1% Como exemplo, um simbolo funcional frepresentando a fungdo quadratica pode ser substituido
por uma expressdo envolvendo uma relagdo binaria Q, que relaciona dois niimeros reais x e y,
representando a relagdo ‘x é quadrado de y’. Assim, uma formula como ‘Ix (Mf(x), a)’,
significando, por exemplo, que existe um numero real x tal que o quadrado de x é menor do que a,
pode ser traduzida em uma linguagem que ndo possui simbolos funcionais para a formula ‘Ix3y
(Qyx & Vz (Qzx —> z=y)) & Mya)’. A clausula ‘Vz (Qzx — z = y)’ é necessaria, ¢ claro, para
determinar que a relagdo representada pela constante Q ¢ uma fungdo. Note-se que o simbolo = ¢é
apenas uma constante predicativa binaria, que podemos admitir em nossas linguagens L em sua
forma tradicional e com a maneira habitual de se construir formulas intercalando a constante em
questdo entre os dois argumentos da predicacao.
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linguagem L. Agora, vamos dotar as linguagens L com alguns dispositivos

formais que nos permitirdo especificar as formulas que expressam proposigoes.

DEF. 5.6: Uma estrutura E é um par-ordenado (D, I), onde D é um conjunto
ndo-vazio, e I € uma fungdo cujo dominio é {F", G", H", ...} U {a, b, c, ...}, tal
que:

)1 (E) ¢ um elemento de D, para todo c e {a,b,c, ..}

ii) I (®") é um conjunto de n-uplas ordenadas de elementos de D, para todo

" e {F", G", H", .}'"".

Aqui faremos uma pausa para introduzir o conjunto das fungdes sentenciais,
dada uma linguagem L qualquer. Serad necessario utilizar esse conjunto — em vez
do conjunto das férmulas, isto é, em vez da propria linguagem L em questdo — na
defini¢do das fungdes v° que atribuem um valor (0 ou 1) a uma fungdo sentencial
com base em uma fun¢do ¢ que atribui uma denotacdo as variaveis da linguagem
L. Isso ocorre, ¢ claro, porque, como Tarski ja mostrou'®, o valor de verdade de
uma sentenca composta depende do que ocorre, no que atine ao valor de verdade,
com as partes atdmicas das quais essa sentenca ¢ formada, e essas partes atdmicas
geralmente ndo sdo sentencas, mas fungdes sentenciais. E até aqui, ¢ claro,
estamos apenas seguindo a defini¢do tarskiana de verdade, embora ndo estejamos
utilizando a semantica de Tarski para especificar os valores de verdade das
formulas de nossas linguagens L, mas apenas para determinar se elas expressam

ou nao uma proposicao.

DEF. 5.7: Dada uma linguagem formal L, o conjunto L das fungées
sentenciais € o menor conjunto satisfazendo as seguintes condicoes:

i) toda expressdo sobre A da forma ®"tit,...t, € L', onde ®" € {F", G", H",
~hetef{ab,c .. Juixyz..},1<i<n

. + ~ +
n)sea € L', entdo~a € L

7 Vamos assumir que, entre as constantes predicativas de L, se encontram algumas cujas
extensdes se compdem de expressdes de L. Como ja observamos, tal seria o caso de um predicado
como ‘tem o numero de Godel x’. Vamos restringir esses casos a predicados que expressam
propriedades sintdticas de sentencas ou outras expressoes de L.

198 Cf. cap. 2.
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iiiyse o, p € L', entdio (a & B) € L*

ivisea e L', e & e {x,y,z ..}, entdo VEa € L.

Claramente, L — L", dada qualquer das linguagens L. Agora estamos em

condigdes de introduzir as fungdes v°, conforme segue.

DEF. 5.8: Seja 6 uma fungdo-atribui¢do cujo dominio € {a, b, c, ...} U {x, y,
z, ...}, e tal que o (c)=1(c) para todo c e {a, b, c, ...}, e o (§) é um dado
elemento de D, para todo & € {x, y, z, ...}; entdo v° é uma fungio definida de L"
em {0, 1}, tal que:

i) v (D"t1tp...ty) = 1 sse (o (t1), o (), ..., & (t,)) € I (D"); caso contrario,
V(D tito..ty) = 0

ii) v° (~a) = 1 sse v° (o) = 0; caso contrario v° (~a) =0

iii) v° (o & B) = 1 sse v° (o) =v° (B) = 1; caso contrario v° (o & B) =0

iv) V7 (VE€a) = 1 sse v’ (a) = 1 para toda fungdo-atribuigdo T que seja

idéntica a o, exceto, no maximo, que t (§) # o (§); caso contrario v° (VEa) = 0.

Se restringirmos v para dominio L, fica claro que, se v° (o) = x, x € {0, 1},
dada alguma fun¢do-atribuicdo o, entdo V° (o) = x dada qualquer fungéo-
atribuicao c. Portanto, isso nos permitira falar do valor de uma formula qualquer
de uma linguagem L, dado por v°, independente da fun¢io ¢ que for tomada.

Agora, vamos introduzir em nossa teoria os conceitos de defini¢ao parcial
em (Si1, Sy) e de uma linguagem L*,, para um ordinal a qualquer, tais como
definidos por Kripke, conforme apresentamos no capitulo 4. Com base nesses
conceitos, podemos estender uma linguagem L qualquer (e L") para linguagens
L*(S1, S3) (L*(S1, S2)"), mediante a adigdo de uma constante predicativa V
parcialmente definida em (S;, S;). Num primeiro momento, seguindo Kripke,
vamos estender L para uma linguagem L*, = L*(J, ). Depois, podemos
continuar a estender as linguagens L*, de acordo com o procedimento
determinado por Kripke, até atingirmos o ponto-fixo minimal L*;, em que ¢ ((Si,
S»2)) = (Si1, S2), dada a fungdo @ também anteriormente definida. Para os objetivos

de nossa teoria da verdade, serd suficiente lidar com o ponto-fixo minimal, ja que
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so utilizamos esses dispositivos formais de Kripke para a identificacdo das
sentencas infundadas, que, como ja vimos, sdo definidas em termos de seu valor
no ponto-fixo L*.'%.

Pois bem, como também ja dissemos, em uma linguagem L*, qualquer,
todas as expressoes significativas — isto €, aquelas que possuem uma interpretagao
— sdo interpretadas como em L, isto €, com base na interpretacdo das constantes
dada pela funcdo I, tal como na defini¢do 5.6 acima. As excegdes sdo apenas a
constante V e qualquer expressao significativa em que V ocorre, que sao
interpretadas com base na defini¢do parcial de V em (S;, S;), dada qualquer
linguagem L*, = L*(S;, S;). Além disso, embora estejamos, como Kripke,
falando sobre linguagens L*, esse ¢ um modo inapropriado de falar, considerando
nossa definicdo de uma linguagem como um conjunto de formulas. Dada essa
defini¢ao de linguagem, s6 temos uma linguagem L*, que resulta de L pela adigao
das formulas com ocorréncias da constante V''’. Nesse caso, aquilo a que Kripke
se refere como as /inguagens L*, por uma questdo de rigor terminoldgico, nos
devemos nos referir como diferentes interpretacdes de uma mesma linguagem L*.
Assim, devemos alterar as definigdes de ‘estrutura’ e da fungdo V° para L, de
modo a adequa-las a L*, e incluindo de algum modo a construg¢do de Kripke nas
defini¢des. Isso pode ser feito da seguinte maneira: podemos considerar como
dadas a definicao kripkeana de um predicado parcialmente definido em (S, S,), e
a defini¢do de seu método de constru¢do das linguagens L*,, para qualquer

2

ordinal a, apenas trocando a expressao ‘linguagem L*,’ por ‘interpretacdo o de

L*’, e definir os conceitos em questdo como segue.

19 Convém notar, no entanto, que essa escolha de s utilizarmos o ponto-fixo minimal em nossa
teoria tem um significado filoso6fico. De fato, excluindo os outros pontos-fixos estamos assumindo
que nenhuma sentenga em que o predicado-verdade ocorre pode ter um valor de verdade
determinado arbitrariamente, desde o inicio. O valor-verdade de qualquer sentenga com alguma
ocorréncia do predicado-verdade deve sempre depender, nesse caso, do valor-verdade da clausula
de conteudo a qual o predicado-verdade se aplica. Assim, o valor de verdade de uma sentenca
como ‘¢ verdade que a neve ¢ branca’ vai depender do valor-verdade da sentenga ‘a neve ¢
branca’, e uma sentenca que afirma acerca de si mesma que ¢ verdadeira nao podera ter um valor
de verdade, ja que uma tal sentenga ndo tem cldusula de contetdo, e portanto s6 poderia ter um
valor-verdade se ele fosse definido arbitrariamente desde o inicio. O fato para o qual estamos
querendo chamar a atengdo, ¢ claro, ¢ o fato de que sentengas como a que afirma sua propria
veracidade ndo podem assumir um valor de verdade no ponto-fixo minimal, mas podem assumir
um valor-verdade em outros pontos-fixos, desde que se lhes atribua arbitrariamente um valor
diferente de 2 em L*, (nesses casos, convém lembrar, L*, # L*(J, &)).

"% Note-se que vamos falar a seguir em linguagens L*, mas ndo em referéncia as vérias
interpretacdes o de uma dessas linguagens, mas sim em referéncia ao fato de que, para cada
linguagem L distinta que se tomar, havera uma linguagem L* distinta que deriva dela por adigéo
das formulas com ocorréncias da constante V.
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DEF. 5.9: Seja Si., 1 € {1, 2}, o conjunto S; na interpretacdo o de L*; nesse
caso, uma estrutura E para uma linguagem L* é uma terna-ordenada (D, O, I),
onde D ¢ um conjunto ndo-vazio, O ¢ a classe dos ordinais, e I ¢ uma fungao cujo
dominio é ({F", G", H", ...} U {a, b, ¢, ...} U {V}) x O, tal que:

)1 (E, o) ¢ um dado elemento de D, para todo ce {a, b, c, ...} e qualquer
aeO

ii) I (®", o) é um dado conjunto de n-uplas ordenadas de elementos de D,
para todo ®" € {F", G", H", ...} e qualquer o € O

1) I (V, a) = Si., para todo a € O.

Note-se que I (E, a) e I (@", o) permanecem fixos independente do ordinal

a que se estiver tomando, o que ndo ocorre no caso de I (V, a). Isso permite

abreviar a notagdo I (¢, o)) paral (¢) e I (®", o) para I (D).

DEF. 5.10: Seja 6 uma fungao-atribuicao cujo dominio ¢ {a, b, c, ...} U {x,
v, z, ...}, e tal que (E) =1 (E) para todo c e {a, b, c, ...}, e 6 (§) € um dado
elemento de D, para todo & € {x, y, z, ...}; entdo se O ¢ a classe dos ordinais, v° é
uma func¢io definida de L*" x O em {0, 1, 2}, tal que, para qualquer o. € O:

i) V7 (@ "t1ty...ty, &) = 1 sse (o (t1), 6 (t), ..., o (t,)) € I (®"); caso contrario,
Vo (D"t ty.. by, ) = 0

i) v2 (Vt;, ) = 1 sse o (t;) € Si; vV (Vt)) = 0 sse 6 (t;) € Sa; caso
contrario, isto ¢, caso ¢ (t;) € Si. e o (t;) € S2., V" (V) =2

iii) v° (~@, o) = 1 sse v° (¢, o) = 0; v° (~p, o) = 0 sse v° (9, o) = 1; sendo
Ve (~p, o) =2

i) v (p &y, a) =1 sse v° (9, o) =V (y, ) = 1; v (¢ & y, o) = 0 sse
Vo (@, a) =0 ou v (y, a) = 0; sendo v’ (¢ & y, o) =2

iv) v (VEQ, o) = 1 sse v' (o, a) = 1 para toda fungdo-atribuigdo t idéntica a
o, com a possivel excegdo de que 1 (§) # o (§); v° (VEQ, a) = 0 sse V' (¢, o) = 0
para alguma fungdo-atribuicdo t caracterizada como acima; caso contrario

Vv (VEo, a) = 2.
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Mais uma questao sobre terminologia: uma vez que, em nossa definicao da
fungdo v°, ndo falamos em valores-verdade (ja que, em nossa proposta, apenas as
proposi¢des possuem valores-verdade), mas em atribuigdes puramente técnicas
dos valores 0, 1 e 2 as formulas das linguagens L*, as definicdes de Kripke
deveriam, também, sofrer as alteragdes adequadas. Por exemplo, devemos definir
que, se na interpretacdo o de L* a constante V ¢ parcialmente definida em (S,
S»), Si” € o conjunto das formulas de L* que possuem valor 1 na interpretacao o, e
S,” € o conjunto daquelas que possuem valor 0 nessa interpretacdo, bem como dos
elementos do dominio D que ndo sdo féormulas de L*. Nao faremos explicitamente
essas adaptacdes aqui, ja que, obviamente, trata-se do trabalho mecanico de
substituir qualquer mencao a sentencas verdadeiras nas defini¢des de Kripke por
mengdes a formulas com valor 1, mengdes a sentencas falsas por outras a
formulas com valor 0, ¢ mengdes a sentengas indeterminadas ou sem valor de
verdade por mengdes a formulas com valor 2.

Assim, temos que em L*, (vamos usar essa nota¢do para abreviar ‘a
interpretacdo 0 de L*’) todas as formulas de L com valor 1 continuam com valor
1, e 0 mesmo para as formulas de L com valor 0. J& as formulas de L* que
envolvem a constante predicativa V possuem valor 2''!. As formulas com valor 1
em L*,, para um ordinal a qualquer, continuam com valor 1 nas interpretacdes de
L* de nivel superior a a, 0 mesmo ocorrendo para as formulas com valor 0. Dada
uma certa interpretacdo oo de L*, as formulas em que a constante V esta atribuida
a formulas com valor 1 em L*, tém valor 1 em L*, ;. Tém valor 0 em L*, +
aquelas formulas em que V estd atribuida a formulas com valor 0 em L*,.
Particularmente importante, o conceito de ‘férmula fundada’ fica definido assim:
uma formula ¢ ¢ fundada sse ¢ ndo tem valor 2 no ponto-fixo minimal L*Cm, isto

é, sse Vv’ (o, Q) # 2.

"' Na verdade, as coisas sio um pouco mais complicadas que isso. Dadas as definigdes
apresentadas até aqui, a situacdo & a seguinte: todas as formulas atomicas de L* em que a
constante V ocorre tém valor 2 na interpretacdo 0 de L*. Para formulas compostas de L*, porém, o
resultado pode ser diferente. Considere-se, por exemplo, a formula de L* ‘Pa & Vs’, e admita-se
que ‘Pa’ tem valor 0 em L*,. Nesse caso, a despeito do fato de que a constante V ocorre em ‘Pa &
Vs’, a definig@o 5.10 determina que essa formula tem valor 0 na interpretagdo 0 de L*.

"2 Todos esses fatos sdo conseqiiéncia, é claro, do modo como a seqiiéncia das linguagens
(interpretagdes) L*, ¢ construida por Kripke, tal como mostramos no capitulo 4. Sobre a definigédo
de formula fundada, convém lembrar que, como se esta tratando de formulas, a fungdo-atribuigéo
G que se estiver tomando ¢é totalmente irrelevante, conforme comentamos mais acima. O ponto-
fixo L*,, obviamente, € a interpretagdo de L* no nivel C.
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O procedimento que descrevemos acima determina se uma formula, tomada
em um determinado contexto, é fundada ou ndo. Mas como os contextos variam,
como ja observamos, uma mesma formula pode ser fundada em um contexto e
infundada em outro. Para lidar formalmente com isso, € preciso determinar qual o
efeito dos contextos sobre a valoragao das formulas, bem como um modo de
representar formalmente os contextos. Se prestarmos atencdo ao exemplo que
Kripke usou para mostrar a existéncia do efeito que estamos considerando, tal
como mostramos no capitulo anterior, encontraremos algumas pistas indicando a
solugdo para esses problemas. De fato, num primeiro momento, esta claro que ¢
essencial, para que o exemplo em questdo funcione, que a sentenga sobre Nixon
tenha sido proferida por Dean, e que a sentenga sobre Dean tenha sido proferida
por Nixon. Conclui-se que um fator importante do contexto ¢ o individuo que
proferiu a sentenga em questdo. Além disso, podemos nos lembrar que
consideramos duas circunstancias envolvendo formalizagdes para as sentengas do
exemplo de Kripke'"?, uma na qual as férmulas resultantes eram fundadas, e uma
outra na qual elas eram infundadas. Qual foi a diferenca essencial entre os dois
casos, que provocou esse efeito? E facil notar que tal diferenca reside no fato de
que, no caso em que as formulas eram infundadas, a sentenca de Dean sobre
Nixon era a Unica sentenga proferida por Dean sobre Watergate, o que restringia a
extensdo da constante predicativa D para essa sentenga, 0 mesmo acontecendo
com a sentenca de Nixon sobre Dean. Ora, facamos uma pausa para tirar
conclusdes com base nessas pistas.

Em primeiro lugar, parece-nos que, além do individuo que proferiu a
sentenca, ¢ importante para o contexto quando e onde a mesma foi proferida.
Assim, a sentenga ‘esta chovendo’ deve ser avaliada levando-se em conta quem a
proferiu, quando e onde o fez. E uma questio de verificagdo empirica determinar
se esses elementos sdo suficientes para a determinagao do contexto na maioria dos
casos. No capitulo 1, secdo 1.2, mostramos que ha casos em que esses elementos
ndo sdo suficientes. O tipo de casos que mencionamos no capitulo 1 ¢ aquele em
que o contexto determina a qual individuo o falante se refere ao utilizar um nome
proprio em uma sentenga. Como haviamos mencionado no capitulo 1, a

determina¢do do contexto nesses casos envolve aspectos mais complicados como

'3 Na verdade, como ja mencionamos, o exemplo dado por Kripke em seu artigo é similar, mas
ligeiramente diferente do exemplo que apresentamos aqui.
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as pressuposi¢des do falante acerca do conhecimento de seu interlocutor, caso a
sentenga considerada tenha sido proferida em um dialogo. E algo ndo de todo fécil
capturar esses aspectos em um formalismo. Entretanto, de todo modo, a
especificagdo do individuo que proferiu uma dada sentenga e de suas coordenadas
espago-temporais ao fazé-lo serd suficiente em um grande niumero de casos para a
determinacdo do contexto de uma sentenca.

Agora, a respeito de qual deve ser o efeito do contexto sobre o método de
valoragdo de formulas, a pista do exemplo de Kripke parece indicar que o
contexto faz variar a extensdo das constantes que ocorrem em uma formula.
Assim, com o nome ‘SoOcrates’, posso estar me referindo a uma pessoa em um
dado contexto, ¢ a outra em um contexto diferente. Da mesma maneira, o
predicado ‘¢ uma sentenca proferida por Dean sobre Watergate’ pode designar um
conjunto de sentencas em um contexto, € outro em um contexto diferente. Por
exemplo, se a Unica sentenga de Dean sobre Watergate ¢ aquela do exemplo de
Kripke, se tomarmos um contexto que envolve um instante anterior aquele em que
Dean proferiu a sentenca em questdo, a extensdo do predicado acima, nesse
contexto, serd o conjunto vazio.

Feitas essas consideragdes, podemos especificar os nossos dispositivos
formais, que devem capturar os aspectos mencionados dos contextos de uma
sentenca. Para tanto, mais uma vez, teremos também que reformular as defini¢des

de ‘estrutura’ e das func¢des 1°.

DEF. 5.11: Um contexto ¢ para uma formula ¢ de uma linguagem L*
qualquer € um par ordenado (i, (x, y, z, w)), onde i € o individuo que profere (p“4,
e a quadrupla-ordenada (x, y, z, w) d& as coordenadas espaco-temporais em que ¢

¢ proferida.

DEF. 5.12: Seja Siw., 1 € {1, 2}, o conjunto S; na interpretacdo o de L*
dado o contexto c; nesse caso, uma estrutura E para uma linguagem L* ¢ uma

quadrupla-ordenada (D, O, C, I), onde D é um conjunto nao-vazio, O ¢ a classe

% Ou a sentenga que ¢ formaliza.
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dos ordinais, C ¢ um conjunto nao-vazio de contextos (i, (x, y, z, w)), e I € uma
fungdo cujo dominio é (({F", G", H", ...} U {a, b, ¢, ...} U {V}) x O) x C, tal que:

1) 1 ((E, a), ¢) ¢ um dado elemento de D, para todo c e {a, b, c, ..},
qualquera € Oec e C

ii) I ((®", o), ¢) é um dado conjunto de n-uplas ordenadas de elementos de
D, para todo ®" € {F", G", H", ...}, qualquera € Oec € C

1) I ((V, a), ¢) = Siwe, paratodoa € O e c € C.

Tal como comentamos acerca das func¢des I definidas na defini¢cdo 5.10, as
funcdes I tal como definidas na defini¢dao 5.12 sdo tais que | ((c, a), ¢) e I (D,
a), ¢) ndo variam com o ordinal a que for tomado. Desse modo, podemos aqui
abreviar as notacodes | ((6 , ), ¢) e I ((D", o), ¢), respectivamente, para | (E ,c)el

(D", o).

DEF. 5.13: Seja ¢ uma fungdo-atribui¢do cujo dominio ¢ ({a, b, c, ...} U {x,
v, z,...;) x C,etal que (E, c)=1 (E, ¢) para todo c e {a,b,c,...}eceC,ec
(&, ¢) ¢ um dado elemento de D para todo § € {x,y, z, ...} e c € C; entdo, se O ¢ a
classe dos ordinais, v° é uma func¢do definida de (L*" x O) x C em {0, 1, 2}, tal
que, para qualquer o € O:

)V ((P"titp...tn, ), ¢) =1 sse (o (t1, ¢), 6 (b, ©), ..., © (ty, ©)) € 1 (D, ¢);
caso contrario, v° ((D"tt...ty, o), c)=0

i) v° (Vt, @), ¢) = 1 sse 6 (t1, ¢) € Siwe ;7 (Vi1 @), ¢) =0 sse o (t1, ¢)
€ S ; Caso contrario, isto €, caso 6 (t1, ¢) € Siwo U Sawe, v ((Vig, o), ¢) =2

iii) v° ((~p, @), ¢) = 1 sse V° ((9, @), ¢) = 0; v° ((~0, ), ¢) = 0 sse V° ((o,
a), ¢) = 1; sendo v° ((~p, o), ¢) =2

iv) V7 ((0 & v, ), ¢) = 1 sse v (¢, @), ©) = v (W, @), ¢) = 157 ((¢ & v,
a), ¢) =0sse Vv’ ((p, o), ¢) =0 ou v’ ((y, o), ¢) = 0; sendo v’ ((¢ & y, ), ¢) =2

5 E importante notar aqui que, dada a construgio de Kripke, o (t;, ¢) vai pertencer a Siw.c) se &

(t1, ¢) for uma formula com valor 1 em ¢ na interpretagdo o - 1 de L*. Isso quer dizer que t; esta
nomeando uma férmula, e ndo uma proposi¢do. Esse aspecto de nossa defini¢do de verdade pode
causar estranheza, ja que nossa definigdo atribui o predicado-verdade as proposi¢des. Entretanto,
convém notar que o conceito de verdade que emerge de nossa teoria sera dado pela interpretagéo
da constante V na interpretagdo ¢ de L*".
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v) V2 ((VEp, o), ¢) = 1 sse v ((p, o), ¢) = 1 para toda fungio-atribuicdo 1
idéntica a o, com a possivel excec¢do de que 1 (€, ¢) # o (€, ¢); Vv° (VEQ, @), ¢) =0
sse v ((p, ), ¢) = 0 para alguma fungdo-atribuigdo t satisfazendo a condigdo

acima; caso contrario v° ((V&o, a), ¢) = 2.

Pois bem, as defini¢cdes 5.11 a 5.13 nos fornecem os recursos necessarios

d i is formulas d li L* i¢des. D
para determinar quais férmulas de uma linguagem L* expressam proposi¢des. De
fato, como estaremos considerando que somente uma féormula fundada pode
expressar uma proposicao, bastard verificar se a formula em questdo possui um
valor diferente de 2 na interpretagdo  de L*. Agora, utilizando um esquema
.. . - o116
similar ao de Barwise e Etchemendy para representar estados-de-coisas ,

podemos definir as relagdes Exp e |=, da seguinte maneira.

DEF. 5.14: Seja p uma fungdo cujo dominio é o conjunto dos pares
ordenados (y, ¢), y € L* e ¢ € C, tais que v° ((y, £), ¢) =1 ou v’ ((y, §),¢c)=0,¢
tal que p (7, ¢) é a proposigdo expressa pela formula y no contexto ¢''’; entdo Exp
¢ uma rela¢do binaria definida entre L* x C e o conjunto das proposig¢des da
maneira seguinte:

i) se v ((y, §),c)=2,paray € L* e ¢ € C, entdo a relagdo Exp ndo associa
nenhum elemento do conjunto das proposic¢des ao par (y, ¢), ou seja, nenhum par-
odenado cujo primeiro membro € (y, c¢) pertence a Exp

i) se v ((y, €),c)=1o0u v’ ((y, £),c)=0,y € L* e c € C, entdo (y, ¢) Exp
p (1, ¢), isto &, ((v, ¢), p (v, ) € Exp.

Note-se que estamos usando um procedimento semelhante ao de
118 C N . .
Montague ° para representar proposigdes: nossa fungdo p funciona mais ou

menos como o operador * de Montague. Dadas as condi¢cdes em que uma férmula

¢ Adotaremos um esquema diferente para representar proposicdes.

7 Note-se que estamos, como era de se esperar, mantendo fixa na verificagdo do valor de y em ¢ a
interpretacdo C de L*. Isso porque, como j& dissemos, nos interessa o valor de y no ponto-fixo
minimal, para verificar se y é fundada ou ndo. Desse modo, podemos nos dispensar de mencionar a
interpretacdo de L* que se esta considerando, ¢ falar da proposi¢do expressa por y no contexto c,
em vez de falar na proposigdo expressa por y na interpretagdo  de L* e no contexto c. De fato,
como s verificamos se y expressa ou ndo uma proposi¢do no nivel §, ndo faz nenhum sentido

perguntar se y expressa alguma proposicdo em um nivel inferior a C.
18 Cf. MONTAGUE, 1976, pp. 256 - 260.
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y em um dado contexto ¢ expressa uma proposicdo, representamos essa
proposi¢do simplesmente como ‘p (y, ¢)’. Agora, vamos definir a relagdo |= (torna

verdadeira), com base em algumas defini¢cdes auxiliares, da seguinte maneira.

DEF. 5.15: Considere-se uma fungdo bijetora que associa um adtomo distinto
@ a todo par (@, ¢) tal que ®" € {F", G", H", ...} e ¢ € C, e um atomo V, a

cada par (V, ¢); entdo EDC, o conjunto dos estados-de-coisas, ¢ o conjunto das n-
uplas ordenadas, para qualquer numero natural #n, que possuem uma das seguintes

formas:

i) (O, 1(c,e),1(cyc),mnl(c,,c), 1);sendo que ¢, € {a, b,c, ..}, 1 <i

i) (@, T(cyr ), 1(Cp ), I(c,, ), 0); sendo que ¢, € {a, b, c, ...}, 1<
i<n
i) (V,, 1 (El, ¢), 1); sendo que 51 € {a,b,c, ...}

iv) (V,,1 (El, ¢), 0); sendo que 51 € {a,b,c, ...}

DEF. 5.16: s € SIT, o conjunto das situacdes, sse s ¢ um subconjunto de

EDC. SIT, portanto, ¢ o conjunto poténcia de EDC %pc.

DEF. 5.17: Se ®" € {F",G", H", ..}, ¢, € {a,b, ¢, ..}, | <i<n & e {x,,
z, ..}, ¥y € L* e ¢ € C, entdo ‘torna verdadeira’ ¢ a menor rela(;ﬁo|= c SIT x
PROP, sendo PROP o conjunto das proposi¢cdes, que satisfaz as seguintes
condicoes:

i) se y=®"cican caneV ((1,0),¢) =1 our’((y,0),¢) = 0, entio s F p
(¥, ¢) sse (D", 1 (cp,e), I(cp ). l(c,0),1)es”

iiysey=Vecie v ((1,0),c)=10u’((y, %), c) =0, entdo s Ep (v, c) sse
(V.,I(cpo),1)es

iii) se y = ~®"cCa.. Cne v’ (1, £),¢) = 1 ouv® (1, ), ¢) = 0, entdo s | p
(¥, ¢) sse (D", 1(cp,e), 1(cpc),.nl(c,,),0)€es
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iv)sey=~Vci e’ ((y, ), c)=1o0uv’((y, C), c) =0, entdo s Ep (v, c) sse
(V,,1(c,,¢),0)€s

v)sey=~~3e Vv’ ((y,8),c)=1o0uv’((y,§), c)=0, entdo s |=p (v, c) sse s |=
p 8,0

vi)sey=08& e Vv ((v,0),c)=10ur’((y,),c) =0, entdo s |=p (7, ) sse
s|=p(8,c)es|=p(8,c)

vi)sey=~ 0 & €) e Vv ((y, ), c)=10urv’((y, ), c) =0, entdo s |=p (v, ©)
sse s |=p (~d,c)ous |= p (~¢,¢)

viii) se y = VES[E] e v’ ((, ), ¢) = 1 ou v’ (¥, §), ¢) = 0, entdo s  p (¥, c)

sse § |=p (8[&/6], ¢), para todo c e {a, b, c, ...}, sendo 8[&/6] o resultado de se

substituir & por c em 3[e]M"?

ix) se y = ~VES[E] e v (1, §), ¢) = 1 ou v (¥, §), ¢) = 0, entdo s F p (v, ¢)
sse s |=p (~6[§/E], ¢), para algum c e {a, b, c, ...}, sendo 8[?’;/6] especificada

como acima.

Agora, vamos definir a no¢do de modelo em estilo semelhante ao de
Barwise e Etchemendy, mas garantindo que a convengdo T esteja satisfeita,

conforme segue.

DEF. 5.18: Seja 9 um subconjunto de EDC; entdo, dizemos que 9 torna

uma proposicao p verdadeira [ |= p] sse existe uma situagdo s < 9 tal que s |= p;

dizemos que 9 torna p falsa [ g p] sse nao ha tal situagdo s < 9.

DEF. 5.19: Seja 9 um subconjunto de EDC; entdo, dizemos que uma

proposi¢do p ¢ verdadeira em 9 [V,, (p)] sse (V,, ] (E, ¢), 1) € 91, sendo que c

"% Estamos pressupondo que ha um nome para cada objeto no dominio D da estrutura que estiver
sendo considerada. Note-se que isso ndo quer dizer que todos os objetos do dominio ja vém
nomeados, de modo a termos uma parte de nossa semantica, por assim dizer, pré-estabelecida. O
que ocorre, apenas, ¢ que, quando restrita ao conjunto das constantes individuais, a funcdo I de
uma estrutura E qualquer deve ser bijetora (ou ao menos sobrejetora, caso quisermos admitir a
circunstancia estranha de que duas constantes diferentes possam denotar o mesmo objeto). Assim,
os nomes dos objetos do dominio variam com as estruturas, e no estdo portanto pré-estabelecidos.
S6 o que esta pré-estabelecido devido a uma exigéncia do modo como nossas defini¢des foram
construidas € que, em cada estrutura, ndo pode haver um elemento do dominio D da estrutura em
questdo que nao possua um nome.
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denota a formula y tal que p = p (y, ¢), e ¢ € C; dizemos que p ¢ falsa em 9n [F,,

(p)]sse (V1 (E ,¢), 0) € 91, sendo que ¢ e ¢ satisfazem as condig¢des acima.

DEF. 5.20: Para cada n-upla ordenada de EDC cujo Gltimo membro € 1,
definimos como seu dual a n-upla ordenada idéntica a primeira, exceto que seu
ultimo membro ¢ 0, e admitimos que se um elemento 6’ de EDC ¢ o dual de o, &

¢ o dual de o’; entdo, um modelo 9 € um subconjunto de EDC tal que:
1) nenhum estado-de-coisas ¢ e seu dual pertencem ambos a It
i1) para qualquer proposicao p, I |= psse V, (p) e M i@ psse F, (p)'®
1i1) dado um certo contexto ¢ e dado 9t

a) (D", 1(c,,¢),1(cy ), l(c,,c), 1) €M, sendoque ¢, € {a,b,c, ..},

1<i<n,sse((cy,c),l1(cac),... 1(Cnc)) el (D 0)

b) (®",1(c, ), 1(cy ), l(c,, ), 0) €9, sendo que ¢, € {a,b,c, ..},

1<i<n,sse((cy,c),l(cac), ... 1(cnc)) & 1(D",0)

c)(V,I (El, c), 1) € 9, sendo que 51 € {a,b,c,..},ssel (E 1,C) € Sico

d) (V,,1(c,,c),0) €9, sendoque ¢, € {a,b,c,..},ssel(c,¢) € Sac

Portanto, a def. 5.20 estabelece que nossos modelos serdo sempre
semanticamente fechados, e também que a escolha de um modelo determina as
condi¢des que serdo consideradas para a distribuicdo dos valores 0, 1 e 2 as
formulas de uma linguagem L*. Sobre esse ultimo aspecto de nossa defini¢ao de
modelo, lembramos que seu significado filoséfico — de que a escolha de um
modelo ja vai determinar de inicio o valor de verdade de uma proposi¢do expressa
por uma formula qualquer de L* — foi discutido no capitulo 1, na secdo 1.2.
Agora, concluindo a exposicdo de nossa definicdo de verdade, daremos a

definicdo de um modelo maximal.

12 c o~ . .~ . ~

% Essa condicdo determina, portanto, que nossa definicdo de verdade satisfaz a convengdo T.
Desse modo, dadas essas equivaléncias, vamos utilizar no texto que segue as expressdes ‘9N torna
a proposi¢do p verdadeira’ e ‘p ¢ verdadeira em 9’ de modo indistinto.
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DEF. 5.21: Um modelo maximal ¢ um modelo 9t tal que 9t & 91, dado

qualquer modelo 91.

Tomaremos o conceito de uma proposi¢ao p verdadeira em um modelo
maximal 91t como caracterizando a no¢do de verdade que emerge da teoria que
acabamos de expor. Na seqiiéncia, vamos provar alguns teoremas e lemas, entre

eles o teorema 5.2, que mencionamos no capitulo 1.

TEO. 5.1: Seja 9% um modelo qualquer, y e 6 formulas de L*, € uma fungado
sentencial de L** com a variavel € livre, e c um contexto'*'; nesse caso, se, dado
M, v, & e VEe expressam proposigdes em ¢, temos:

DO Fp (v, ¢) sse M Fp (~, ¢)

)M bEp(y &3, c)ssedM Fp(y,c)ed Fp (S, c)

i) M Fp (~ (y & §), ¢) sse M F p (~y, ¢) ou I Fp (=8, ¢)

iv) Mk p (VEe, ¢) sse M F p (e[E/c] , ¢), para qualquer constante
individual ¢

v) MF p (~VEg, ¢) sse M| p (~e[E/c] , ¢), para alguma constante
individual c.

Prova:

i) Suponha-se que 9 = p (7, ¢); segue-se pela def. 5.18 que ha uma situagio
s < 9 tal que s F p (y, ¢); dai, por def. 5.17, temos que s  p (~~, ¢), donde se
segue que 9 F p (~~y, c); agora, suponha-se que 9 F p (~~y, c); segue-se pela
def. 5.18 que ha uma situagdo s < 9 tal que s F p (~~y, ¢); dai, por def. 5.17,
temos que s F p (7, ¢), donde se segue que 9 = p (v, ¢).

ii) Suponha-se que 9 f p (y & §, c); segue-se pela def. 5.18 que ha uma
situagdo s < M tal que s F p (y & §, ¢); dai, por def. 5.17, temos que s Fp (v, ¢) e
que s F p (8, ¢); mas isso quer dizer que 91 F p (y, ¢) e M | p (3, ¢); agora, vamos

supor que M F p (v, ¢) e M F p (8, ¢); segue-se pela def. 5.18 que ha um s < 9 tal

2 Em todos os teoremas e lemas que vamos provar aqui, a estrutura dos contextos ndo tera
qualquer influéncia sobre os resultados. Entretanto, ¢ claro, a estrutura dos contextos ¢ relevante
para a determinagdo da situagdo semantica de uma formula especifica, como vdo evidenciar os
exemplos que apresentaremos mais adiante.
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ques Fp(y,c)es Fp (8, c), donde se conclui pela def. 5.17 que s Fp (v & §, ¢),
isto ¢, novamente pela def. 5.18, temos que 9 Fp (y & 5, ¢).

iii) Suponha-se que 9 F p (~ (y & J) , c); segue-se pela def. 5.18 que ha
uma situagdo s < 9 tal que s Fp (~ (y & §) , ¢); dai, por def. 5.17 temos que s
p (~y, c)ous F p (=8, ¢), isto ¢, por def. 18, temos que M F p (~y, ¢) ou M F p
(~3, ¢); agora, vamos admitir que 9 | p (~y, ¢) ou 9 F p (~8, ¢); temos por def.
5.18 que ha uma situaco s < 9 tal que s F p (~y, ¢) ou ha uma situagdo s < 9 tal
que s F p (=8, ¢); segue-se por def. 5.17 que s F p (~ (y & §) , ¢), isto é, temos
pela def. 5.18 que 91 Fp (~ (y & §), ¢).

iv) Suponha-se que 91 F p (VEe, ¢); segue-se por def. 5.18 que ha uma
situagdo s < 9N tal que s F p (VEg, ¢); portanto, por def. 5.17, s F p (8[&/5], ),
para todo c e {a, b, c, ...}, isto &, temos por def. 5.18 que 9 F p (8[&/5], c), para
toda constante individual c; agora, admita-se que 9 F p (g[&/ cl, o), para toda
constante individual ¢ ; segue-se por def. 5.18 que ha uma situagio s < 9N tal que
s Fp(e[&/ cl, ¢), para toda constante individual C; mas isso quer dizer, pela def.
5.17, que 9 F p (VEg, c).

v) Suponha-se que 9N [ p (~VEg, c); segue-se por def. 5.18 que ha uma
situagdo s < 9N tal que s F p (~VEg, ¢); portanto, por def. 5.17, s F p (~¢[E/c], ¢),
para algum c e {a, b, c, ...}, isto é, temos por def. 5.18 que 9 f p (~8[§/E], c),
para alguma constante individual c; agora, admita-se que 9 | p (~g[&/ E], c),
para alguma constante individual c; segue-se por def. 5.18 que ha uma situagdo s
c 9 tal que s Fp (~e[&/ cl, ¢), para alguma constante individual ¢ ; mas isso quer

dizer, pela def. 5.17, que 9 | p (~VEg, c).

LEMA 5.1: Se 91t ¢ um modelo maximal e o ¢ um estado-de-coisas cujo
dual é ¢’, e o ndo possui a forma (V_, I (El, c),1),1€ {0, 1}, com | (El, C)
representando uma formula com valor 2 em ¢ na interpretagdo  de L*, entdo ou &

e Mouoc €N
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Prova: Suponha-se que 91t ¢ um modelo maximal e ¢ um estado-de-coisas
que ndo possui a forma (V_, I (E p©)1),1e {0, 1}, coml (E 1» ¢) representando
uma formula com valor 2 em ¢ na interpretagdo { de L*, ¢ nem ¢ nem o’
pertencem a 9; agora, considere-se 0 modelo 91 =9 U {c}; temos que N < I, 0
que nao pode ser o caso, dada a maximalidade de 9%, portanto, ou ¢ € M ou ¢’ €
9. Ja se o possui a forma (V_, | (E »©),1),1€ {0, 1}, comlI (E \» ¢) representando
uma formula com valor 2 em ¢ na interpretagdo C de L*, entdo o conjunto de
estados-de-coisas 9t = 9 U {c} ndo ¢ um modelo que contém 9, uma vez que,
nesse caso, 91 ndo ¢ um modelo, pois, de acordo com a def. 5.20, se 9t € um
modeloe (V_, 1 (c 1 C),1) €91 (E 1»€) € Sico oul (E 1» €) € Sac.; mas como |
(c 1» ¢) tem valor 2 no contexto ¢, na interpretagdo ¢ de L*, temos pela def. 5.13
que | (E 1» €) € Sico U Saco; portanto, ou (V, 1 (E 1 €), 1) € 91, ou 9 ndo € um

modelo.

LEMA. 5.2: Se 9 ¢ um modelo maximal, entdo, dada uma férmula y

qualquer de L*, se y expressa uma proposi¢io em um dado contexto c, entdo 9

P (1, ) sse M p (~y, ¢), e M F p (~, ) sse M p (v, o).

Prova: Por indugdo sobre o nimero n de operadores ¢ quantificadores de y
emlell

Suponha-se que 91 € um modelo maximal, e que y ¢ uma formula de L* que
expressa uma proposi¢ao em um dado contexto c:

Do Fp (v, ¢) sse M p (~, ¢).

Base: n=0

Considerando que y n3o possui operadores ou quantificadores, ha duas
possibilidades:

i) y é da forma ®"tity...t,, com t; € {a, b, ¢, ...}, ja que y é uma férmula (de
fato, temos y € L*, e ndo y € L*"):

—) Suponha-se que 9 F p (7, ¢): segue-se pela def. 5.18 que ha uma

situagdio s < 9N tal que s F p (y, ¢), donde temos, pela def. 5.17, que (P, I (t1, ¢),

I (t2, €), ..., I (tn, ), 1) € 5, e portanto que (D, I (t1, ¢), [ (tz, ¢), ..., [ (tn, ©), 1) €
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9; dai, dada a condi¢do de coeréncia de um modelo qualquer, estabelecida pela
def. 5.20 1), temos que (D, I (t;, ¢), I (tz, ©), ..., I (tn, ¢), 0) & 9N, donde se segue
que ndo ha nenhuma situagdo s < 9 tal que s F p (~y, ¢), 0 que significa que 9 [
p (~y, ¢), dada a def. 5.18.

<) Agora, suponha-se que 91 |¢p (~y, ¢): segue-se pela def. 5.18 que ndo ha
nenhuma situagdo s < 9 tal que s F p (~y, ¢), donde temos que (D", I (t1, ¢), I (tz,
€), ..., I (tn, ©), 0) ¢ 91 dai, dada a maximalidade de 9%, segue-se pelo lema 5.1
que (O, 1(t1, ¢), I (t2, ¢), ..., I (t, ©), 1) € 9N, isto €, temos que ha uma situagado s
c 9 tal que s F p (y, ¢), por exemplo {(®", I (1, ¢), I (ta, ¢), ..., I (t, ©), 1)}, 0
que quer dizer, dada a def. 5.18, que 91 Fp (v, ¢).

i1) y tem a forma Vt, comt; € {a, b, c, ...}:

—) Suponha-se que 9 F p (7, ¢): segue-se pela def. 5.18 que ha uma
situagdio s < 9N tal que s = p (v, ¢), donde temos, pela def. 5.17, que (V_, I (1, c),
1) € s, e portanto que (V,, I (t1, ¢), 1) € 91; dai, dada a condi¢do de coeréncia de
um modelo qualquer, temos que (V_, I (1, ¢), 0) ¢ 9%, donde se segue que nao ha
nenhuma situagio s < 91 tal que s = p (~, ¢), o que significa que 9 g p (~y, ©),
dada a def. 5.18.

<) Agora, suponha-se que 91t |¢p (~y, ¢): segue-se pela def. 5.18 que ndo ha
nenhuma situagdo s 9 tal que s | p (~y, ¢), donde temos que (V,, 1 (t, ¢), 0) ¢
9N; dai, dada a maximalidade de 91, segue-se pelo lema 5.1 que (V,, [ (t1,¢), 1) €
9™, isto é, temos que ha uma situagdo s < 9 tal que s = p (v, ¢), por exemplo
{(V.,1(t1, c), 1)}, o que quer dizer, dada a def. 5.18, que 91 F p (y, ¢).

Passo de inducdo: Suponhamos, como hipétese de indugdo, que lema 5.2

vale para todo k < n, temos trés casos a considerar:

i)y =~8:

122 Obviamente, a condi¢do do lema 1 de que I (t;, ¢) ndo represente uma formula com valor 2 na
interpretacdo £ de L* esté satisfeita. De fato, se estamos supondo que y = Vt; e que y expressa uma
proposi¢do, v deve ter valor 0 ou 1 na interpretacdo § de L*, e portanto, dada a construgdo de
Kripke, t; deve representar uma formula com valor 0 ou 1 na interpretagdo § de L*. Desse modo, a
aplicagdo do lema 1 ¢é legitima aqui (a mesma observagao deve ser feita com relagéo a aplicagdo do
lema 1 na clausula relativa a formulas da forma ‘Vt;” na parte II do lema que esta sendo provado).
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Pela hipétese de indugdo, temos que 9 F p (5, ¢) sse I i@ p (~0, ¢), e que
M F p (=8, c) sse on p (9, ¢©), ja que o numero k de operadores e quantificadores
de 6 ¢ menor que n;

—) Suponha-se que 9 F p (v, ¢), isto &, que M F p (~8, ¢); da hipdtese de
indugdo se segue que se 9 F p (8, ¢) entdo N i@ p (=9, ¢); dai, temos por modus

tollens que I g p (B, ¢), donde, pela def. 5.18, temos que ndo h4d nenhuma
situagdo s 9 tal que s F p (8, ¢); dai, como pela def. 5.17 temos que s F p (~~3,
c)sse s Fp (8, ¢), segue-se que se ndo ha em 9 uma situagdo s tal que s Fp (5,
¢), entdo ndo ha em 9 uma situagdo s tal que s = p (~~3, c), isto ¢, segue-se que
on p (~~9, ¢), ou seja, que on p (~y, o).

<) Admita-se agora que I |¢p (~y, ©), isto é, que M ‘;ép (~~9, ¢); portanto,
pela def. 5.18 temos que ndo ha nenhuma situagio s < 91 tal que s = p (~~8, c);
dai, pela def. 5.17, temos que niio ha uma situacio s em 9 tal que s | p (5, ¢), isto
¢, temos que 9N ‘ip (8, ¢); mas disso se segue pela hipotese de indugio que 9 Fp
(~3, ¢), isto &, que M F p (7, ).

ny=90&e:

Pela hipotese de indugdo, temos que 9 F p (5, c) sse 9 i p (=0, ¢), e que
M F p (~8, c) sse M @ p (9, ¢), ja que o nimero k de operadores e quantificadores
de § ¢ menor que 7, e ainda que 9 F p (g, c) sse M g p (~€, ¢), e que M = p (~¢,
¢) sse M |¢p (g, ¢), j4 que o nimero j de operadores e quantificadores de € ¢ menor
que #;

—) Suponha-se que 91 F p (7, c), isto ¢é, que M F p (5 & &, ¢); pelo teorema
5.1 temos que M F p (5, ¢) e que M F p (g, ¢); dai, pela hipétese de indugio,
temos que 9N |¢p (~0, c) e que om p (~¢, ¢); isso significa que ndo ha nenhuma
situagdo s 9N tal que s | p (~8, ¢) e nenhuma situagdo s < 9 tal que s [ p (~&,
¢); como, por def. 5.17, temos que s |=p (~ (0 &e¢),c)sses |=p (~0,c) ou s |=p
(~€, ¢), temos por modus tollens que s i@ p (~ (0 & €), ¢), o que significa, por def.

5.18, que M [ p (~ (8 & €), ¢), isto & que M [ p (~ 7, ¢).
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<) Vamos agora supor que I i@ p (~v, ¢), isto ¢, que, I [~ p(~(0 &e),c);
segue-se pela def. 5.18 que ndo ha em 91 uma situagdo s tal que s = p (~ (5 & g),
c), donde se conclui, pela def. 5.17, que ndo ha em 9 uma situacio s tal que s F p
(~8,¢)ous Fp (~ &, c); mas isso significa que 9 [#p (~ 8, ¢) e que M *p (~ ¢, ¢);
entdo, pela hipétese de indugdo, temos que 9 F p (3, ¢) e que M F p (g, ¢); dai,
pelo teorema 5.1 concluimos que 91 Fp (8 & €, ¢), isto ¢, que 9 = p (v, ¢).

i) y = VES:

Pela hipotese de inducio, temos que 9 F p (S[&/ E], c) sse M |¢p (~o[&/ E],
c), e que M F p (~5[&/ cl, c) sse I i p (O[&/ cl, ¢), para qualquer constante

individual c, j& que o numero k de operadores e quantificadores de J[&/ clé
menor que 7,

—) Admita-se que 9 F p (y, ¢), isto é, que 9 F p (VES, c); pelo teorema
5.1 temos que 9 F p (S[&/ E], ¢), dada toda constante individual ¢; utilizando a
hipdtese indutiva, temos que 9 @ p (~9[&/ c ], ¢), dada qualquer constante
individual c; isso quer dizer, pela def. 5.18, que ndo ha nenhuma situagio s < 9
tal que s F p (~8[&/ cl, ¢), dada alguma constante ¢ ; mas, pela def. 5.17, isso quer
dizer que ndo ha nenhuma situagio s < 9 tal que s | p (~VES, ¢), o que significa
que [~ p (~VED, ¢), isto &, que I i@ p (~, ©).

<) Vamos assumir agora que 9N i@ p (~y, ¢), isto &, que M i@ p (~VED, ¢);
isso quer dizer que ndo ha uma situagdo s < 9 tal que s F p (~VES, ¢); pela def.
5.17, segue-se que ndo ha em 9 uma situagdo s tal que s F p (~8[§/E], c), para
alguma constante individual c; mas isso quer dizer, dada a def. 5.18, que 91 g )%
(~o[&/ c], ¢), dada qualquer constante c; dai, pela hipotese de indugado, temos que
M F p (S[E/ cl, ¢), dada qualquer constante ¢, donde se segue pelo teorema 5.1
que M F p (VES, ¢), isto é, que I Fp (v, ¢).

D) 9% F p (~, ¢) sse M p (v, o).

Base: n=0

Mais uma vez, considerando que Yy ndo possui operadores ou

quantificadores, ha duas possibilidades:
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i) v é da forma ®"tt,...t,, com t; € {a, b, c, ...}:

—) Suponhamos que 9 F p (~y, ¢), isto é, que M F p (~P"t1ts...tn, C);
segue-se pela def. 5.18 que ha uma situagdo s < 9 tal que s F p (~P"tity...t,, );
dai se segue pela def. 5.17 que (@}, I (ti, ¢), I (t2, ¢), ..., I (tn, €), 0) € s, € portanto
que (D, I (ty, ¢), I (t2, ©), ..., I (t, ), 0) € 9 dai, pela condigdo de coeréncia de
um modelo, temos que (D}, I (ti, ¢), I (t2, ¢), ..., I (tn, €), 1) & 9N isso significa,
dada a def. 5.17, que ndo ha nenhuma situagdo s 9 tal que s F p (P tity...tn, €);
mas isso quer dizer, dada a def. 5.18, que 91 ‘;’Ep (D"t1tp...t, €), isto €, que M i p
(v, ©).

<) Agora, vamos admitir que QR,‘;’&p (v, ¢); temos pela def. 5.18 que ndo ha
nenhuma situago s < 9 tal que s | p (y, ¢), isto ¢, tal que s F p (D tity...tn, €);
isso significa, dada a def. 5.17, que (@, I (ti, ¢), I (t2, ¢), ..., I (ta, ©), 1) & s 9N,
o que por sua vez significa que (@], I (t1, ¢), I (t2, ¢), ..., I (tn, ©), 1) & 9; mas
nesse caso, dada a maximalidade de 91, temos pelo lema 5.1 que (@], I (i, ¢), |
(t, ¢), ..., I (ty, ©), 0) € 9 como ja mostramos, isso quer dizer que ha uma
situagdo s — 9N tal que s F p (~®"t1ty...t,, ¢), donde, dada a def. 5.18, se conclui
que M F p (~D"tyta...t, €), isto &, que M F p (~y, ¢).

11) y tem a forma Vt; comt; € {a, b, c, ...}:

—) Vamos supor que 9 F p (~y, ¢), isto é, que 9 | p (~Vt,, ¢); pela def.
5.18, temos que héd uma situagdo s < 9N, tal que s = p (~Vti, ¢); mas isso, dada a
def. 5.17, quer dizer que (V,, I (t1, ¢), 0) € s, donde se segue que (V,, I (t1, ¢), 0)
€ 9I;; dai, pela condi¢do de coeréncia de qualquer modelo, temos que (V_, I (i, ¢),
1) ¢ 91, e portanto, dada a def. 5.17 temos que ndo ha nenhuma situagao s < 91 tal
que s Fp (Vty, ¢); segue-se pela def. 5.18 que 9N |¢p (Vty, ©), isto ¢, que I |¢p (v,
c).

<) Admita-se agora que 9 @ p (y, ¢), temos pela def. 5.18 que ndo ha
nenhuma situagdo s < 9 tal que s F p (y, ¢), isto ¢, tal que s F p (Vty, ¢); isso

significa, dada a def. 5.17, que (V,, I (t;, ¢), 1) ¢ s < 9, o que por sua vez
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significa que (V_, I (ti, ¢), 1) ¢ 9% mas nesse caso, dada a maximalidade de 9,
temos pelo lema 5.1 que (V_, I (t1, ¢), 0) € 9; segue-se dai que ha uma situagado s
c 9 tal que s F p (~Vty, ¢), donde, dada a def. 5.18, se conclui que 9 F p (~Vty,

c), isto ¢, que N F p (~y, ).

Passo de inducdo: Suponhamos, como hipétese de indugdo, que lema 5.2

vale para todo k < n, temos trés casos a considerar:

1) y=~0:

—) Vamos assumir que 9 F p (~y, ¢), isto é, que 9 F p (~~5, c); temos
pelo teorema 5.1 que 91 | p (8, ¢); pela hipotese de indugio, temos que 9 ‘¢p (~o,
¢), isto &, temos que M % p (v, c).

<) Admita-se agora que 9 |¢p (v, ¢), isto é, que M ‘?fp (~9, ¢); pela hipotese
de indugio, temos que 9 = p (5, ¢) sse 9R‘¢p (~3, c); dai, obtemos que 91 F p (3,
¢), donde se segue pelo teorema 5.1 que 9 F p (~~8, ¢), isto é, que M F p (~y, ).

ny=90&e:

—) Vamos assumir que 9 = p (~y, c), isto ¢, que M F p (~ (8 & &), ¢);

temos pelo teorema 5.1 que 9 = p (~5, ) ou N | p (~¢, ¢); utilizando a hipotese

indutiva temos que 9 [~ p (8, ¢) ou I g p (g, ¢); isso quer dizer, dada a def. 5.18,
que ndo ha nenhuma situagdo s — 9 tal que s F p (8, ¢) e s F p (&, ¢); mas dai,
considerando a def. 5.17, temos que nio ha nenhuma situacdo s — 9 tal que s Fp
(0 & €, ¢); dai, dada a def. 5.18, temos que 9 |¢p (0 & &, ¢), isto é, que M ‘ip (v,
c).

<) Admita-se agora que I i@ p (v, ¢), isto €, que M [ p (8 & g, ¢); dada a
def. 5.18, isso quer dizer que ndo h4 nenhuma situacao s 9 tal que s = p (0 &e¢,
c); segue-se por def. 5.17 que ndo ha em 91 uma situagio s tal que s Fp (5, ¢) e
s F p (e, ¢); mas isso significa, pela def. 5.18, que 91 |¢p (8, ¢) ou I ‘ip (g, ©);
segue-se pela hipotese de indugdo que 9 F p (=5, ¢) ou 9 F p (~¢, ¢), donde se
segue, pelo teorema 5.1, que 9 F p (~ (8 & €), ¢), isto é, que N F p (~y, ¢).

ii1) y = VEo:
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—) Vamos admitir que 9 | p (~y, ¢), isto &, que 9 F p (~VES, ¢); segue-se
pelo teorema 5.1 que 9 F p (~8[&/ c ], ¢), para alguma constante individual c; dai

temos, pela hipdtese indutiva, que 9 g p (O[&/ cl, o), para alguma constante
individual E; mas isso quer dizer, dada a def. 5.18, que ndo ha nenhuma situacao s
c 9ntal que s Fp (8[/ cl, o) para toda constante individual ¢; dai, pela def. 5.17,

temos que ndo ha em 9 uma situacgdo s tal que s F p (VES, ¢), donde obtemos,
pela def. 5.18, que 9N % p (VES, ¢), isto &, que M p (¥, c).

<) Agora vamos admitir que 91t ‘ip (v, ¢), isto &, que M ‘ip (VED, c); segue-
se pela def. 5.18 que ndo ha nenhuma situagio s 91 tal que s F p (8[&/ cl, ¢
para toda constante individual c; segue-se pela def. 5.18 que I i@ p (O[&/ E], C)
para alguma constante individual c; segue-se pela hipotese de indugdo que 9 = p

(~9[&/ E], ¢) para alguma constante individual c; segue-se pelo teorema 5.1 que

M b p (~VES, c), isto &, que I F p (~y, c).

TEO. 5.2: Seja y uma férmula de L, e ¢ um contexto qualquer de y, entdo
temos que y expressa uma proposi¢do no contexto ¢ e, dado um modelo maximal

9 e uma atribuigdo o qualquer, temos que v° ((y, 0), ¢) = 1 sse I |= p(y,c) e’

(1, 0), &) =0 sse M p (7, ¢).

Prova: Por inducdo sobre o nimero n de operadores e quantificadores de y
em I e indugdo sobre o numero 7 de operadores e quantificadores de y subordinada
a prova de equivaléncia em II.

I) y expressa uma proposi¢cao no contexto c.

Base: n=0

Como y € L, y ndo possui ocorréncias da constante V, e como y ndo possui
operadores e quantificadores, temos que y tem a forma ®"tit,...t, com t; € {a, b, c,
...} (j& que y é uma férmula); dai, pela def. 5.13, v° ((®"titp...ty, @), ¢) = 1 ou
V2 ((@"t1tp...tn, @), ¢) = 0, para qualquer ordinal o e qualquer atribuigdo
o; portanto, v° (®"titp...tn, ), ¢) =1 ouv° ((P"tit...tn, £), ¢) =0, 0 que significa

que v ¢ fundada, e portanto expressa uma proposi¢ao;
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Passo de indu¢do: Vamos admitir, como hipdtese indutiva, que o teorema

5.2 I vale para k < n; temos trés casos a considerar:

1)y =~0:

Como o numero k de operadores e quantificadores de 6 ¢ menor que n,
temos por hipotese que O expressa uma proposi¢ao, o que quer dizer que o €
fundada, donde se segue que, dada qualquer atribui¢do o, v° ((8, ), ¢) = 1 ou
V2 ((8, €), ¢)=0; dai, pela def. 5.13, se v° ((8, §), c)=1entdo° ((y, {),c)=0,¢
se v° ((8, §), ¢) = 0 entdo v° ((y, ), ¢) = 1, donde se segue que y ¢ fundada, e
portanto expressa uma proposicao;

iy=90&e:

Como o numero k de operadores e quantificadores de & ¢ menor que n, o
mesmo valendo para o niimero j de operadores e quantificadores de &, temos por
hipdtese que, dada qualquer atribuigdo o, v° ((8, §), ¢) =10uv’ ((8, £),c)=0¢
Vv ((g, §), ¢) =1 our’ ((g, €), ¢) = 0; dai, pela def. 5.13 v’ ((y, §), ¢) =1 ou
V(1 ©),0)=0,j4 que v’ (1, €), ) =1seV" (8, O e)=1¢eV (&, §),0)=L,e
V2 ((y, €), ¢) =0 se v’ ((3,C), c) =0 our’((,C), c) =0 (ou ambos); logo, y é
fundada, e portanto expressa uma proposicao;

iii) y = VE&J:

Como o numero k de operadores e quantificadores de 6 ¢ menor que n,
temos por hipotese que, dada qualquer atribui¢do o, v° ((8, £), ¢) = 1 ouv° ((5, §),
¢) = 0; dai, pela def. 5.13, v’ ((y, C), ¢) = 1 ou v’ ((y, §), ¢) = 0, ja que, para

'3 de &, dadas essas condi¢des, ou V' ((8, ), ¢) =

qualquer atribui¢do t &-variante
1 dadas todas essas atribui¢des, ou v' ((8, €), ¢) = 0 dada alguma delas; portanto, y

¢ fundada, donde se segue que y expressa uma proposicao.

1) v° ((y, 0), ¢) = 1 sse M |=p (v, ) e v ((y, 0), ¢) = 0 sse M ‘¢p (v, ©).

)V’ ((1, 0), ¢) = 1 sse M p (v, ©).

—) Vamos supor que v° ((y, 0), ¢) = 1, dados um modelo maximal 91 e uma
atribuicao o qualquer;

Base:n=0

123 Na defini¢do 5.13 ndo aparece a expressio ‘E-variante’, com referéncia a atribuicdes. Em lugar
disso, essa defini¢do fala em atribui¢des T idénticas a 6, com a possivel excegdo de que t (§) # ©
(&). Entretanto, é exatamente isso o que é uma atribuicdo t &-variante de 6. A defini¢do para essa
expressdo se encontra no capitulo 2, definigdo 2.9.
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Mais uma vez, como y € L, y ndo possui ocorréncias da constante V, € como
¥ ndo possui operadores e quantificadores, temos que y tem a forma ®"t;t;...t, com
ti € {a, b, ¢, ...}; dai, como v° ((y, 0), ¢) = 1, temos que (o (t;, ¢), c (t2, ¢), ..., ©
(tn, ©)) € 1 (D", ¢), pela def. 5.13; dai, como t; € {a, b, c, ...}, temos que & (t) =1
(ti), ainda pela def. 5.13; portanto, temos que (I (ti, ¢), I (t2, €),..., [ (tn,¢)) € 1
(®", ¢), donde se segue, pela def. 5.20, que (D7, I (t, ¢), I (t2, €),..., [ (ty, €©), 1) €
I dai, considerando a situagdo s = {(D., I (t1, ¢), I (tz, ¢),..., I (tn, ), 1)}, temos
que s < 9N, e, pela def. 5.17, que s | p (7, ¢); segue-se pela def. 5.18 que 9 f p
(7, ¢). Note-se que as abreviagdes I (®", ¢) e I (t, ¢), respectivamente para I
(@", 0), ¢) e I ((t;, 0), ¢), sdo apropriadas, dado que, como ja foi dito, I (D", ), ¢)
e I ((ti, o), ¢) permanecem constantes para qualquer ordinal a.

Passo de inducdo: Vamos admitir, como hipotese indutiva, que o teorema

5.2 II vale para k < n; temos trés casos a considerar:

1)y =~0:

Como Vv° ((y, 0), ¢) =1, temos por def. 5.13 que v° ((3, 0), ¢) = 0; dai, como
o numero k de operadores e quantificadores de & ¢ menor que n, temos por
hipétese que v° ((8, 0), ¢) = 0 sse on p (3, ¢), donde se segue que on p (0, ¢);
dai, temos pelo lema 5.2 que 9 | p (=8, ¢), isto &, temos que 9 F p (y, ¢).

ny=90&e:

Como v’ ((y, 0),¢c) =1, isto é,V° ((d & ¢, 0), ¢) = 1, temos por def. 5.13 que
v ((8, 0), ¢) =1° ((g, 0), ¢) = 1; dai, pela hipotese de indugio temos que 9 F p (3,
c) e que 9 F p (e, ¢); segue-se pelo teorema 5.1 que M F p (8 & &, ¢), isto ¢, que
M Ep(y, ).

i) y = VES:

Como Vv’ ((y, 0), ¢) = 1, isto ¢, v° ((VES, 0), ¢) = 1, temos por def. 5.13 que
v ((3, 0), ¢) = 1 dada toda atribui¢do t &-variante de o; como v° ((VES, 0), ¢) =1
dada qualquer atribui¢do o, ja que V&S ¢ uma formula, e como toda atribuigdo ¢
E-variante de si mesma, temos que v° ((3, 0), ¢) = 1 dada qualquer atribuicdo; é
facil notar que isso significa que toda formula de L J[&/ 5], obtida da fungdo

sentencial 6 por substituigdo da variavel & por uma constante individual ¢ & tal
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que V¢ ((8[&/5], 0), ¢) = 1; dai, pela hipotese de indugdo, temos que 9 f p
(o[&/ cl, ¢) dada qualquer constante individual c; segue-se pelo teorema 5.1 que
M F p (VES, c), isto &, que M F p (7, ).

<) Agora, admitamos que I |= p (v, ¢), dado um modelo maximal 91;

Base:n=0

Novamente, como y € L, y ndo possui ocorréncias da constante V, e como y
ndo possui operadores e quantificadores, temos que y tem a forma ®"tt,...t, com t;
€ {a, b, ¢, ...}; dai, temos por hipotese que I |=p (D"t1t...t, ¢); pela def. 5.18,
temos que ha uma situagdo s < 9 tal que s F p (P tity...to, ¢), 0 que significa,
dada a def. 5.17, que (@}, I (t}, ¢), [ (t2, ©),..., I (tn, ), 1) € s; segue-se que (P, I
(t1, ©), I (t2, ©),..., I (tn, ©), 1) € 9 dai, dada a def. 5.20 temos que (I (t;, ¢), I (t2,
),y I (ty, ©)) € 1 (D", ¢); dai, pela def. 5.13, temos que v° ((y, o), ¢) = 1, dados
uma atribui¢do ¢ qualquer e qualquer ordinal a; portanto, v° ((y, 0), ¢) = 1.

Passo de indugdo: Vamos admitir, como hipdtese indutiva, que o teorema

5.2 Il vale para k < n; temos trés casos a considerar:

1) y=~0:

Por hipotese 911|= p (~0, ¢); dai, pelo lema 5.2 temos que 9 i p (5, ¢); pela
hipétese indutiva, dada uma atribui¢do o qualquer, v° ((8, 0), ¢) = 1 sse 9 |= p (S,
C); nesse caso, segue-se por modus tollens'** que v° ((8, 0), ¢) # 1; portanto, dado
o contradominio de v°, determinado na def. 5.13, v° ((8, 0), ¢) = 0 ouv° ((3, 0), ¢)
=2; como & € L, ndo pode ser o caso que v° ((3, 0), ¢) = 2; portanto, v° ((, 0), ¢)
= (0; mas nesse caso, temos pela def. 5. 13 que v° ((~9, 0), ¢) = 1, isto &, v° ((y, 0),
c)=1.

n)y=90&e:

Por hipotese I |= p (8 & &, ¢); dai, pelo teorema 5.1 temos que 9 F p (8, ¢)
e M F p (e, ¢); segue-se pela hipétese indutiva que, dada uma atribui¢io o
qualquer, v° ((8, 0), ¢) =1 ¢1° ((g, 0), ¢) = 1; segue-se pela def. 5.13 que v° ((d &
g, 0), c)=1,isto &, que v’ ((y, 0), c) = 1.

iii) y = VE&J:

124 £ 6bvio que estamos pressupondo que uma eliminagio de equivaléncia precedeu esse modus
tollens.
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Por hipdtese 9 |= p (VES, ¢); dai, pelo teorema 5.1 temos que 9 F p

(o[eg/ cl, ¢) para toda constante individual c; segue-se pela hipdtese indutiva que
(L cl, 0), ¢) = 1, dada qualquer constante individual c; ¢ facil notar que dai
se segue que v° ((8, 0), ¢) = 1 dada uma atribui¢do ¢ qualquer, e portanto também
dada qualquer atribui¢do &-variante de uma tal o; segue-se pela def. 5.13 que »°
((VEB, 0), ¢) =1, isto &, que v° ((y, 0), ¢) = 1.

b) v ((y, 0), ¢) = 0 sse 9 p (v, ¢).

—) Vamos admitir que v° ((y, 0), ¢) = 0;

Base: n=0

Mais uma vez, como y € L, ¥ ndo possui ocorréncias da constante V, e como
v ndo possui operadores e quantificadores, temos que y tem a forma ®"tt,...t, com
ti € {a, b, ¢, ...}; dai, temos por hipdtese que v° ((®"tits...ty, 0), ¢) = 0; pela def.
5.13, isso quer dizer que (I (t1, ¢), I (ta, ©),..., I (ty, ©)) & 1 (D", ¢); segue-se pela
def. 5.20 que (@}, I (t1, ¢), I (t2, ©),..., I (ta, ), 0) € 9N, 0 que quer dizer, dada a
def. 5.17, que ha uma situagdo s em 9 tal que s F p (~P"tit;...t,, c); segue-se pela

def. 5.18 que 9 F p (~®"tity...t,, c), isto é, que M | p (~y, ¢); dai, temos pelo

lema 5.2 que 91 [ p (v, ¢).

Passo de inducdo: Vamos admitir, como hipotese indutiva, que o teorema

5.2 Il vale para k < n; temos trés casos a considerar:

1)y =~0:

Por hipotese, v° ((~3, 0), ¢) = 0; segue-se pela def. 5.13 que v° ((8, 0), ¢) =
1; dai temos, pela hipétese de indugdo, que 9 F p (3, ¢); dai temos, pelo lema 5.2,
que I [ p (~5, ¢), isto &, que M [ p (v, ¢).

iy=90&e:

Por hipotese, v° ((8 & &, 0), ¢) = 0; segue-se pela def. 5.13 que v° ((3, 0), ¢)
=0 ou’ ((g, 0), ¢) = 0; dai, temos pela hipdtese indutiva que on p (8, ¢) ou I [
p (g, ¢); segue-se pelo lema 5.2 que 9 | p (=8, ¢) ou 9 F p (~¢, ¢); dai, pelo

teorema 5.1, temos que 9 F p (~ (8 & €), ¢), isto &, I F p (~y, c); segue-se pelo

lema 5.2 que 91 [ p (v, ¢).
iii) y = V&S
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Por hipotese, v° ((VES, 0), ¢) = 0; segue-se pela def. 5.13 que v* ((3, 0), ¢) =
0 dada alguma atribuicdo t &-variante de o; ¢ facil notar que dai se segue que,
para qualquer atribuigdo o, v ((8[&/ E], 0), ¢) = 0 dada alguma constante
individual c; dai, pela hipotese de indugdo temos que 9 i p (8[&/ E], c¢) dada
alguma constante individual C; nesse caso, pelo lema 5.2, temos que 9  p
(~9[&/ E], c) dada alguma constante individual c; segue-se pelo teorema 5.1 que
M F p (~VES, ¢), isto &, que I F p (~y, ¢); disso se obtém pelo lema 5.2 que om
P, 0).

<) Vamos assumir que 9 [ p(v,¢);

Base: n=0

Ainda uma vez, como y € L, y ndo possui ocorréncias da constante V, e

como y ndo possui operadores e quantificadores, temos que y tem a forma
d"ity...t, com t; € {a, b, ¢, ...}; dai, temos por hipdtese que I ‘ip (D"tity...t0, €);
dai se obtém pelo lema 5.2 que 9 | p (~®"tit,...t,, c); isso quer dizer que (®", I
(t1, ¢), I (t2, ¢),..., I (tn, ), 0) € 90 dai temos, pela def. 5.20, que (I (1, ¢), I (t2,
C)yers I (ty, ©)) g 1 (D", ¢); disso se segue pela def. 5.13 que, dada qualquer
atribui¢do o, V° ((®"tits...ty, @), ¢) = 0, para qualquer ordinal o; portanto, v°
(D@"t1t...tn, 0), ¢) = 0, isto &, v° ((y, 0), ¢) = 0.

Passo de indu¢do: Vamos admitir, como hipdtese indutiva, que o teorema

5.2 1l vale para k < n; temos trés casos a considerar:

1) y=~0:

Por hipdtese om p (=8, ¢); segue-se pelo lema 5.2 que 9 F p (8, ¢); dai,
temos pela hipdtese de indugdo que v° ((3, 0), ¢) = 1; segue-se pela def. 5.13 que
V7 ((~8, 0), ¢) = 0, ou seja, que v° ((y, 0), ¢) = 0.

ny=90&e:

Por hipotese 9 i@ p (8 & €, ¢); segue-se pelo lema 5.2 que N F p (~ (8 & €),
¢); dai, temos pelo teorema 5.1 que 9 F p (~8, ¢) ou I | p (~¢, ¢); segue-se pelo
lema 5.2 que 9 i@ p (0, ¢) ou i p (g, ¢); dai, temos pela hipotese de inducdo que
v ((3, 0), ¢) = 0 ouv° ((g, 0), ¢) = 0; nesse caso, v’ ((d & ¢, 0), ¢) =0, isto &, V°
((v,0),¢) =0.
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iii) y = VEJ:

Por hipotese 91 g p (VES, ¢); segue-se pelo lema 5.2 que 9 | p (~VES, ¢);
dai, temos pelo teorema 5.1 que 9  p (~S[&/ c ], ¢), dada alguma constante
individual c; segue-se pelo lema 5.2 que I |¢p (o[&/ cl, ¢), dada alguma constante
individual ¢ ; dai, temos pela hipotese de inducao que, dada qualquer atribuigdo o,
(L c ], 0), ¢) = 0 dada alguma constante individual ¢; ¢ facil notar que disso
se segue que v ((8, 0), ¢) = 0 dada alguma atribui¢do o; como qualquer atribuigdo
o ¢ E-variante de si mesma, temos que v' ((3, 0), ¢) = 0 dada alguma atribuig¢do t
E-variante de o; pela def. 5.13, isso quer dizer que v° ((VES, 0), ¢) = 0, isto ¢, que
V7 ((y, 0), ¢)=0.

O teorema que acabamos de provar comprova o que dissemos no capitulo 1,
que nossa defini¢do de verdade, quando restrita a linguagens semanticamente
abertas, se reduz a defini¢do tarskiana de verdade. Entretanto, note-se que isso € o
caso apenas em um sentido puramente formal, isto €, no sentido de que, no que
atine as linguagens semanticamente abertas, as sentencas verdadeiras de acordo
com a teoria da verdade de Tarski sdo precisamente as que expressam proposicoes
verdadeiras de acordo com nossa defini¢ao, ¢ as sentencas falsas de acordo com a
defini¢do tarskiana sdo exatamente as sentengas que expressam proposi¢oes falsas
de acordo com nossa definicdo. Obviamente, isso ndo poderia deixar de ser assim,
dada a correcdo da definicdo de verdade de Tarski no dominio das linguagens
semanticamente abertas. Contudo, do ponto de vista filos6fico, mesmo quando
restrita as linguagens semanticamente abertas a nossa defini¢do de verdade nao se
reduz a de Tarski, j4 que a nossa defini¢do ¢ correspondencial e se aplica as
proposicdes, ao passo que a definicdo de Tarski se aplica a sentengas e ndo ¢ uma
definicao correspondencial de verdade.

Agora, vamos provar um teorema bastante similar ao que acabamos de
demonstrar. De fato, o teorema 5.2 mostrou que, dado um modelo maximal, uma
sentenca de L tem valor 1 em um determinado contexto na interpretagdo 0 de L*
se e somente se esse modelo torna verdadeira a proposicao expressa por ela nesse
contexto, € que uma sentenga de L tem valor 0 em um determinado contexto na

interpretacdo 0 de L* se e somente se esse modelo torna falsa a proposicao
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expressa por ela no contexto em questdo. O teorema que vamos provar na
seqiiéncia, por sua vez, vai mostrar que, dado um modelo maximal, uma sentenga
de L* tem valor 1 em um determinado contexto na interpretacdo C de L* se e
somente se esse modelo torna verdadeira a proposicdo expressa por tal sentenga
nesse contexto, € que uma sentenca de L* tem valor 0 em um determinado
contexto na interpretacdo { de L* se e somente se esse modelo torna falsa a

Y ~ 12
proposi¢io expressa por ela no contexto em questio' .

TEO. 5.3: Seja y uma formula de L*, ¢ um contexto qualquer de vy, 9 um

modelo maximal e ¢ uma atribuicdo qualquer; nesse caso, dado o modelo 9,

temos que v” ((y, §), ¢) = 1 sse M p (v, ¢) e v ((¥, §), ¢) = 0 sse I # b (v, o).

Prova: Por indugao sobre o nimero n de operadores e quantificadores de v.

DV ((y, §), ) = 1 sse M Ep (v, ©).

Base: n=0

Considerando que y ndo possui operadores ou quantificadores, ha duas
possibilidades:

i)y é da forma ®"tit,...t,, com t; € {a, b, c, ...}:

Suponhamos que v° ((y, ), ¢) = 1, isto &, v° ((®"titp...tn, §), ¢) = 1; temos
pela def. 5.13 que (o (t1, ¢), © (t2, ©), ..., © (tn, ¢)) € I (D", ¢); dai se segue pela
def. 5.20 que (@, I (t1, ¢), I (tz, ©), ..., I (tn, €), 1) € 9N, j& que, como t; € {a, b, c,
..}, o (ti, ¢) =1 (i, ¢); dai, temos pela def. 5.17 que hd uma situagdo s < 9 tal que
s F p (y, ¢); disso se segue, pela def. 5.18, que 9)K,|= p (v, ¢). Agora, vamos supor
que L7ll|= p (v, ¢, isto &, que L7ll|= p (®'tito...ty, ¢); segue-se pela def. 5.18 que ha
uma situagio s < 9N tal que s F p (¥, ¢); portanto, temos pela def. 5.17 que (®", I
(t1, ¢), I (t2, ©), ..., I (tn, ), 1) € 5, donde se segue que (P, I (ti,c), I (t2, ¢), ..., |

(tn, ©), 1) € 91 disso se segue pela def. 5.20 que (G (t1, ¢), o (t2, €), ..., G (tn, €)) €

I (®", ¢), uma vez que, como t; € {a, b, c, ...}, & (t;, ¢) = I (t;, ¢); portanto, temos

12 portanto, podemos provar para L* o mesmo que provamos para L no teorema 5.2, com excegao
de que devemos tomar a interpretacdo G de L*, em vez da interpretagdo 0. Assim, o teorema 5.3 é
mais amplo do que o anterior por se aplicar a L*, mas é mais fraco porque necessita utilizar a
interpretacdo ¢ de L*, enquanto o resultado do teorema 5.2 ja vale parar a interpretagdo 0 de L*.
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pela def. 5.13 que v° ((y, @), ¢) = 1 para todo ordinal a., e portanto que v° ((y, ), ¢)
=1.

i) y tem a forma Vt;, comt; € {a, b, c, ...}:

Suponhamos que v° ((y, €), ¢) = 1, isto &, v° ((Vty, ), ¢) = 1; temos pela def.
5.13 que o (t1, ¢) € 1 ((V, €), ¢)"*®, isto &, & (t1, ¢) € Sic.; dai se segue pela def.
520que (V,,I(t1,c0), 1) € 9]1,,127,jé que,como t; € {a,b,c, ...}, o (t1,c)=1(t1, ¢);
dai, temos pela def. 5.17 que ha uma situacdo s 91 tal que s F p (y, c); disso se
segue, pela def. 5.18, que 9 |= p (v, ¢). Agora, vamos supor que 9t |= p (v, ¢), isto &,
que M |= p (Vt}, ¢); segue-se pela def. 5.18 que ha uma situacio s < 9 tal que s
p (v, ¢); portanto, temos pela def. 5.17 que (V_, I (t1, ¢), 1) € s, donde se segue
que (V,, I (ti, ¢), 1) € 9% disso se segue pela def. 5.20 que & (ti, ¢) € Sic., uma

vez que, como t; € {a, b, c, ...}, o (t1, ¢) =1 (t;, ¢); portanto, temos pela def. 5.13

que v° ((v, §), ) = 1.

Passo de indu¢do: Vamos admitir, como hipdtese indutiva, que o teorema

5.3 vale para k < n; temos trés casos a considerar:

1)y =~0:

Suponhamos que v° ((y, §), ¢) = 1, isto é, que v° ((~5, £), ¢) = 1; segue-se
por def. 5.13 que v° ((3,£), ¢) = 0; dai, como o nimero k£ de operadores ¢

quantificadores de 8 é menor que n, temos por hipotese que v° ((3, ), ¢) = 0 sse

128
2

o [ p (8, ¢), donde se segue que 9N i p (8, ¢); dai, temos pelo lema 5 que

M F p (~8, ), isto &, temos que M F p (y, ¢). Agora, vamos supor que 9 F p (y,
c); isto €, que L7ll|= p (=9, ¢); dai, pelo lema 5.2 temos que 9 @ p (0, ¢); pela
hipétese indutiva v° ((3, ), ¢) = 1 sse 9](,|= p (0, ¢); nesse caso, segue-se por

modus tollens que v° ((3, ), ¢) # 1; portanto, dado o contradominio de 1V°,

126 Note-se que aqui ndo é possivel abreviar I (V, ¢), ¢) como I (V, ¢), como fizemos para ®", uma
vez que a extensdo de V, diferentemente do que ocorre com uma constante ®" qualquer, varia com
a interpretagdo de L* que se estiver considerando.

27 Note-se que isso ndo se seguiria da def. 5.20 caso tivéssemos o (t;, ¢) € I (V, o), ¢), dado
qualquer ordinal a < £. Obviamente, reside neste ponto a razdo pela qual o teorema 5.2 ndo pode
ser provado para L*.

128 De fato, o lema 5.2 foi demonstrado para L*. No entanto, embora a prova dos passos de
indugdo do teorema 5.3 seja quase idéntica a prova desses passos no teorema 5.2, note-se que ndo
poderiamos usar o resultado do teorema 5.2 para a obteng¢do dessa prova no teorema 5.3, pois
obviamente, por exemplo, a sub-formula 3, no composto funcional-veritativo ~8, pode bem conter
ocorréncias da constante V. Esse fato faz diferenca, por exemplo, na prova da segunda parte (<)
da clausula i) do passo de indugdo da parte I do teorema 5.3.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0016077/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0016077/CA

137

determinado na def. 5.13, v° ((8, ), ¢) = 0 ouv° ((8, €), ¢) = 2; como estamos

supondo que ~0 expressa uma proposi¢ao, ja que assumimos que 9N |= p (=9, c), ~d

deve ser fundada, e portanto ndo pode ser o caso que v° ((~8, (), ¢) = 2; nesse

caso, portanto, também v° ((8, ), ¢) # 2, donde se segue que v° ((8, ), ¢) = 0; mas

nesse caso, temos pela def. 5. 13 que v° ((~8, £), ¢) = 1, isto é,V° ((y, ), ¢) = 1.
ny=90&e:

Suponhamos que v° ((y, §), ¢) = 1, isto é, v° ((d & &, §), ¢) = 1; temos por
def. 5.13 que v’ ((8, €), ¢) =Vv° ((&, ), ¢) = 1; dai, pela hipotese de indugido temos
que 9 F p (8, ¢) e que 9 F p (e, c); segue-se pelo teorema 5.1'* que 9 Fp (8 &
g, ¢), isto é, que 9 F p (y, ¢). Vamos agora supor que 9 F p (7, ¢), isto é, que |=
p (8 & &, ¢); dai, pelo teorema 5.1 temos que 9 F p (8, ¢) e M F p (g, c); segue-se
pela hipdtese indutiva que, dada uma atribui¢do o qualquer, v° ((8, §), ¢) =1 eV’
((g, €), ¢) = 1; segue-se pela def. 5.13 que v’ ((8 & &, §), ¢) = 1, isto é, que v° ((y,
0),c)=1.

iii) y = VEJ:

Suponhamos que v° ((y, §), ¢) = 1, isto €, v° ((VED, ), ¢) = 1; temos por def.
5.13 que v' (8, €), ¢) = 1 dada toda atribuigdo t &-variante de ©; como
V7 ((VED, €), ¢) = 1 dada qualquer atribui¢do o, ja que VES é uma formula, e como
toda atribuigdo é &-variante de si mesma, temos que Vv ((8, £), ¢) = 1 dada
qualquer atribuigdo; € facil notar que isso significa que toda férmula de L* 5[&/ c ],
obtida da fungdo sentencial 0 por substituicdo da variavel & por uma constante
individual ¢ ¢é tal que v° ((8[&/c], ), ¢) = 1; dai, pela hipétese de indugdo, temos
que M F p (8[¢/ c ], ¢) dada qualquer constante individual c; segue-se pelo
teorema 5.1 que 9 F p (VES, ¢), isto ¢, que 9N | p (7, ¢). Agora vamos assumir
que M F p (v, ¢), isto é, que M |= p (VE3, ¢); dai, pelo teorema 5.1 temos que 9N |
p (O[&/ cl, ¢) para toda constante individual c; segue-se pela hipdtese indutiva que
(L cl, €), ¢) = 1, dada qualquer constante individual c; ¢ facil notar que dai
se segue que V° ((8, €), ¢) = 1 dada uma atribui¢do ¢ qualquer, e portanto também

dada qualquer atribuig¢do &-variante de uma tal o; segue-se pela def. 5.13 que V°

((VES, C),c) =1, isto é, que v° ((y, ), ¢) = 1.

12 Note-se que o teorema 5.1 também foi demonstrado para L*.
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)1 (v, ©), ) = 0 sse M p (v, ©).

Base: n=0

De novo, considerando que y ndo possui operadores ou quantificadores, hé
duas possibilidades:

i) v é da forma ®"tt...t,, com t; € {a, b, c, ...}:

Suponhamos que v° ((y, §), ¢) = 0, isto &, que v° (P"tits...ty, C), ¢) = 0; pela
def. 5.13, isso quer dizer que (I (1, ¢), I (tz, ©),..., I (ty, ¢)) & 1 (D", ¢), ja que neste
caso o (t) =1 (t), pois t; € {a, b, c, ...}; segue-se pela def. 5.20 que (D}, I (t;, ¢),
I (t2, ¢),..., [ (ta, ), 0) € 9N, 0 que quer dizer, dada a def. 5.17, que h4 uma situagao
s em 9 tal que s F p (~®"tit...tn, ¢); segue-se pela def. 5.18 que M F p
(~®"t1tr...tn, C), isto &, que I F p (~y, ¢); dai, temos pelo lema 5.2 que M p (v,
c¢). Vamos agora admitir que QR,‘;’&p (v, ¢), isto € que M |¢p (D"tity...t,, ©); dai se
obtém pelo lema 5.2 que 9 | p (~@"tit,...t,, ¢); isso quer dizer que (P, I (1, ¢), I
(t2, €),..., I (tn, ©), 0) € 9N; dai temos, pela def. 5.20, que (I (t1, ¢), I (tz, ©),..., I (tn,
) ¢ 1 (D", ¢); como temos & (t;) = I (t;), disso se segue pela def. 5.13 que, dada
qualquer atribuigdo o, v° ((®"tit,...t,, &), ¢) = 0, para qualquer ordinal o; portanto,
V2 (D "yty...th, ), ¢) = 0, isto &, v° ((y, §), ¢) = 0.

i1) y tem a forma Vt, comt; € {a, b, c, ...}:

Suponhamos que v° ((y, €), ¢) = 0, isto &, que v° ((Vty, §), ¢) = 0; pela def.
5.13, isso quer dizer que I (t;, ¢) ¢ 1 ((V, §), ¢), isto &, que I (t, ¢) ¢ Sic.o, j& que
neste caso o (t;) =1 (t)), pois t; € {a, b, ¢, ...}; mas, nesse caso, ou I (t,c) €
S2c.0, ou I (t5, ¢) pertence ao complemento de Sic., U Sac. com relagdo ao
dominio D da estrutura que se estiver considerando; ndo ocorre este ultimo caso,
pois se isso ocorresse, dada a def. 5.13, teriamos v° ((Vty, £), ¢) = 2; assim, temos
que I (t1, ¢) € Sac.0; segue-se pela def. 5.20 que (V_, I (1, ¢), 0) € 9, o que quer
dizer, dada a def. 5.17, que ha uma situagdo s em 9 tal que s = p (~Vty, c); segue-
se pela def. 5.18 que 91 F p (~Vty, ¢), isto é, que I F p (~y, ¢); dai, temos pelo
lema 5.2 que 9 i@ p (y, ¢). Vamos agora admitir que 91t i@ p (v, ¢), isto € que M i@ p
(Vty, ¢); dai se obtém pelo lema 5.2 que 91 F p (~Vty, c); isso quer dizer que ( V.,

I (t1, ¢), 0) € 9x; dai temos, pela def. 5.20, que I (t;, ¢) ¢ Sic.; como temos G (t;)
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=1 (t;), disso se segue pela def. 5.13 que, dada qualquer atribui¢do o, v° ((Vty, ),
¢) =0 ou v’ ((Vt1, ), ¢) = 2; ndo pode ser o caso que v° ((Vty, £), ¢) = 2, pois
assumimos que y expressa uma proposi¢ao, o que implica que y ¢ fundada; assim,
temos que v° ((Vty, ), ¢) =0, isto é, v’ ((y, §), ¢) = 0.

Passo de inducdo: Vamos admitir, como hipotese indutiva, que o teorema

5.3 vale para k < n; temos trés casos a considerar:

1)y =~0:

Suponhamos que v° ((y, §), ¢) = 0, isto &, que v° ((~8, £), ¢) = 0; segue-se
pela def. 5.13 que v° ((3, §), ¢) = 1; dai temos, pela hipotese de inducio, que 9 F
p (B, ¢); dai temos, pelo lema 5.2, que 9 ‘i p (=3, ¢), isto &, que M |¢ p (v, ©).
Agora, vamos admitir que 9 i p (v, ¢), isto é, que 911|¢p (~9, c); segue-se pelo
lema 5.2 que 91 F p (8, c); dai, temos pela hipotese de inducio que v° ((8, &), ¢) =
1; segue-se pela def. 5.13 que v° ((~8, ), ¢) = 0, ou seja, que v° ((y, €), ¢) = 0.

ny=0&e:

Suponhamos que v° ((y, §), ¢) = 0, isto é, que v° ((8 & &, ), ¢) = 0; segue-se
pela def. 5.13 que v° ((3, §), ¢) = 0 ou 1’ ((g, €), ¢) = 0; dai, temos pela hipotese
indutiva que 9 % p (8, ¢) ou 9 [ p (s, c); segue-se pelo lema 5.2 que 9 F p (~9,
c) ou 9 F p (~¢, ¢); dai, pelo teorema 5.1, temos que 9 F p (~ (5 & €), c), isto é,
M F p (~y, c); segue-se pelo lema 5.2 que 9 g p (y, ¢). Agora vamos supor que
on [ p (v, ©), isto €, que I i p (8 & €, ¢); segue-se pelo lema 5.2 que 9 Fp (~ (&
& ¢), ¢); dai, temos pelo teorema 5.1 que 9 F p (~8, ¢) ou 9 F p (~¢, ¢); segue-se
pelo lema 5.2 que 91 i@ p (9, ¢) ou 9N @ p (g, ¢); dai, temos pela hipotese de
indugdo que v° ((8, €), ¢) = 0 ou 1’ ((g, §), ¢) = 0; nesse caso, dada a def. 5.13,+°
(8 &¢, (), c)=0,isto é,v° ((y, C), c)=0.

iii) y = VEJ:

Suponhamos que v° ((y, £), ¢) = 0, isto &, que v° ((VES, (), ¢) = 0; segue-se
pela def. 5.13 que v ((8, £), ¢) = 0 dada alguma atribui¢do t &-variante de o; é
facil notar que dai se segue que, para qualquer atribui¢io o, v° ((8[&/c ], £), ¢) =0
dada alguma constante individual ¢; dai, pela hipotese de inducdo temos que 91 @

p (O[&/ E], c) dada alguma constante individual C; nesse caso, pelo lema 5.2,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0016077/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0016077/CA

140

temos que M F p (~[&/ c ], ¢) dada alguma constante individual c; segue-se pelo

teorema 5.1 que 9 | p (~VES, ¢), isto &, que M F p (~, ¢); disso se obtém pelo

lema 5.2 que 91 g p (y, ¢). Vamos agora assumir que 9 i@ p (v, ©), isto é, que 9N g
p (VES, ¢); segue-se pelo lema 5.2 que 9 F p (~VES, ¢); dai, temos pelo teorema
5.1 que 9 F p (~5[&/ c], ¢), dada alguma constante individual c; segue-se pelo
lema 5.2 que 9 |¢p (o[&/ E], ¢), dada alguma constante individual ¢; dai, temos
pela hipdtese de indugdo que, dada qualquer atribui¢do o, v° ((8[&/ cl, €),c)=0
dada alguma constante individual ¢; é facil notar que disso se segue que v° ((3,
€), ¢) = 0 dada alguma atribui¢@o o; como qualquer atribuicdo ¢ ¢ &-variante de si

mesma, temos que v' ((8, £), ¢) = 0 dada alguma atribui¢do t &-variante de o; pela

def. 5.13, isso quer dizer que v° ((VES, §), ¢) =0, isto &, que v° ((y, §), ¢) = 0.

Sobre o teorema que acabamos de provar, um fato importante a ser notado ¢
que esse teorema demonstra que h4 uma simetria, em nossa definicdo de verdade,
entre a aplicacdo direta do predicado-verdade as proposi¢des e sua aplicagdo
indireta as sentengas, tal como deveria ocorrer. Como comentamos no capitulo 1,
isso mostra que, do ponto de vista formal, nossa teoria ¢ equivalente a uma
possivel teoria resultante dela, em que o predicado-verdade fosse atribuido as
sentengas apenas. Nesse caso, as diferengas formais entre essas teorias estariam
reduzidas a questdes relativas a simplicidade e a elegincia, como também ja
estivemos comentando. De resto, note-se que a possivel teoria em questdo,
embora também fosse satisfazer as condi¢des de adequacdo que estabelecemos
para a nossa teoria, nao estaria no entanto assentada sobre as intui¢des russellianas
relativas a no¢ao de verdade, como ¢ evidente.

Na seqiiéncia, vamos mostrar como algumas sentencas sdo analisadas
semanticamente com base em nossa definicao de verdade (tendo em consideragao
alguns modelos), inclusive a sentenca do mentiroso, que afirma acerca de si
mesma que nao ¢ verdadeira.

Para comegar, vamos analisar a sentenca ‘o atual rei da Franga ¢ careca’,

que estivemos considerando no capitulo 1, na sua formalizagdo ‘Ix (Rx & Vy (Ry

—>y=x)) & Cx)’.
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EX. 5.1: 3x (Rx & Vy (Ry > y =x)) & Cx), em uma estrutura (D, O, C, I),

com D = {x | x ¢ humano}, e com I (R, ¢) = {x € D | x é um atual rei da Franca

emc},1(C,c)={xeD|xécalvoeme}, (= c)={(x,y) e D’ | x=yemc}'",

I (114, 1650)"*' = Louis XIV e I (116, 1788) = Louis XVL."**.
Vamos considerar como modelo (maximal) um universo U idéntico ao

universo real, exceto que Louis XIV era careca em 1650 e Louis XVI tinha todos

os cabelos em 1788. Assim, temos que (R, I (114, 1650), 1) € 9, com R},
representando a propriedade de ser um atual rei da Franga em 1650'; (Cl,, I
(114, 1650), 1) € A, com C,,, representando a propriedade de ser careca em
1650""; (R, I (116, 1788), 1) € I, com R|,, representando a propriedade de
ser um atual rei da Franga em 1788; (C|,, I (116, 1788), 0) € AU, com C)
representando a propriedade de ser careca em 1788; ( R/, , | (E, 1650), 0) € A,
para qualquer constante individual c # 114; (Rl 1 (E, 1788), 0) € A, para
qualquer constante individual c # 116; e (Ryps» 1 (E, 2003), 0) € A, para

qualquer constante individual c. Para analisar a formula ‘Jx (Rx&Vy(Ry—>y=
x)) & Cx)’, primeiro devemos, do modo habitual, transforma-la para a féormula

‘~Vx ~ ((Rx & Vy ~ (Ry & ~y =x)) & Cx)’. Vamos chamar essa formula de ¢.

139 Assim, estamos admitindo as convengdes notacionais habituais para a constante predicativa que
vai representar a relagdo de igualdade.

B! Um problema que alguém poderia encontrar aqui é o seguinte: no século X, por exemplo, nio
havia um Louis XIV, e portanto I (114, 1000) ndo existe, dado o universo real como modelo. E
nesse caso ndo ha como avaliar, por exemplo, v° ((R114, 0), 1000), pois s6 permitimos o valor 2
para sentencas com ocorréncias da constante V. Essa impressdo ¢ causada por estarmos abreviando
o contexto ¢ para a coordenada temporal do falante. De fato, se supomos que alguém profere uma
sentenca sobre Louis XIV no ano 1000, esse falante se refere a alguém com o nome ‘Louis XIV’, e
¢ esse alguém que deveria ser I (114, ¢) nesse contexto ¢, embora a nossa contraparte formal desse
contexto possa eventualmente ndo ser capaz de especificar o individuo em questdo. Se isso
ocorrer, no entanto, essa falha se deve apenas a insuficiéncia do método de modelagem formal de
contextos que escolhemos. Esse problema foi discutido no capitulo 1. Agora, se o falante ndo
pretendia se referir a ninguém com o nome ‘Louis XIV’ em sua sentenca, essa sentenga sem
sentido simplesmente ndo possuird nenhuma contraparte formal em nossa L*, ja que L* ¢ uma
linguagem formal construida de tal modo a ndo admitir constantes individuais sem denotagdo em
alguns contextos. No entanto, note-se que L* admite constantes predicativas sem denotagdo em
alguns contextos, o que permite lidar com sentengas da linguagem natural que possuem nomes que
nao denotam, de um modo simples, como veremos no exemplo seguinte.

32 Como se nota, estamos admitindo seqiiéncias alfanuméricas com letras minusculas como
constantes individuais, além das letras minusculas apenas.

133 Estamos representando o contexto ¢ em questdo apenas com a coordenada temporal do falante
da sentenga, uma vez que os demais elementos do contexto sdo irrelevantes no caso sob
consideragdo.
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Dai, em primeiro lugar, vamos verificar se ¢ expressa uma proposi¢ao em alguns
contextos. Como ¢ € L, temos pelo teorema 5.2 que ¢ expressa uma proposicao
em qualquer contexto, e que se v° ((¢, 0), ¢) = 1, dados nosso modelo 4, um

contexto ¢ qualquer e qualquer atribui¢iio o, entdo A F p (o, ¢), e se V7 (9, 0), ¢)

= (0, dadas as mesmas circunstancias, Al |¢p (9, ¢). Portanto, basta verificar v° ((o,
0), ¢) nos contextos que nos interessam.

i) Vamos comegar por v° ((¢, 0), 1650). A atribui¢do o ndo interessa, pois
como ¢ ¢ uma foérmula ela terd valor 1 dadas todas as atribui¢des ou valor 0 dadas
todas elas. Vamos utilizar a def. 5.13: v" ((Rx, 0), 1650) = 1 dada uma atribui¢do
v tal que L (x, 1650) = Louis XIV, pois Louis XIV e I ((R, 0), 1650)"**; v* ((Cx,
0), 1650) = 1 dada a mesma atribuicdo v, pois Louis XIV e I ((C, 0), 1650); v° ((y
= x, 0), 1650) = 1, pois vamos assumir que v (y, 1650) = Louis XIV. " ((Ry, 0),
1650) = 1, pois Louis XIV € I ((R, 0), 1650). Dadas essas condigdes, v’ ((~y = X,
0), 1650) = 0, e dai v’ (Ry & ~y = x, 0), 1650) = 0. Dai, v* ((~ Ry & ~y =),
0), 1650) = 1. Agora, dada, por exemplo, uma atribuicdo t y-variante de v tal que

T (y, 1650) = Henrique VIIL v* ((~ (Ry & ~ y = x), 0), 1650) = 1; como (R}, , |

(c, 1650), 0) e A, para qualquer ¢ # 114, & facil perceber que a def. 5.20
determina que, dado I, v' ((~ (Ry & ~ y = x), 0), 1650) = 1 para qualquer uma
dessas atribuigdes y-variantes de v. Portanto, v° ((Vy ~ (Ry & ~ y = x), 0), 1650)
= 1. Dadas essas condi¢des V" (Rx & Vy ~ (Ry & ~ y = x), 0), 1650) = 1, ¢ dai "
((Rx & Vy ~ (Ry & ~y = x)) & Cx, 0), 1650) = 1. Segue-se que v’ ((~ (Rx &
Vy ~(Ry & ~y = x)) & Cx), 0), 1650) = 0. Tomando uma atribuicdo G = v,
exceto que o (x) = Henrique VIII, vemos que v° ((~ (Rx & Vy ~ (Ry & ~ y = X))
& Cx), 0), 1650) = 1. Como v é x-variante de &, temos que nio € o caso que V" ((~
(Rx & Vy ~ (Ry & ~y =x)) & Cx), 0), 1650) = 1 dadas todas as atribui¢des x-
variantes de 6. Temos, portanto, que v° (Vx ~ (Rx & Vy ~ Ry & ~y = X)) &
Cx), 0), 1650) = 0, donde se segue que v° ((~Vx ~ (Rx & Vy ~(Ry & ~y =X)) &

134 De fato, (Rll650 , 1 (114, 1650), 1) € AL Portanto, dado U como modelo, temos pela def. 5.20 que

I (114, 1650) € I (R, 1650), isto é, que Louis XIV € I (R, 1650). Como isso vale para qualquer
ordinal a, vale também para 0.
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Cx), 0), 1650) = 1. Como ¢ ¢ uma férmula, isso vale para qualquer atribui¢do G.
Temos, portanto, que U | p (¢, 1650), tal como esperavamos.

ii) Agora vamos considerar v° ((@, 0), 1788). Mais uma vez, é claro, vamos
utilizar a def. 5.13: v° ((Rx, 0), 1788) = 1 dada uma atribui¢do o tal que o (x,
1788) = Louis XVI, pois Louis XVI € I ((R, 0), 1788); v° ((Cx, 0), 1788) = 0 dada
a mesma atribuigdo o, pois Louis XVI ¢ 1 ((C, 0), 1788); v° ((y =x, 0), 1788) =1,
pois vamos assumir que ¢ (y, 1788) = Louis XVI. v* ((Ry, 0), 1788) = 1, pois
Louis XVI € I ((R, 0), 1788). Dadas essas condigdes, v° ((~y =x, 0), 1788) =0, e
dai v° (Ry & ~y = x, 0), 1788) = 0. Dai, v° ((~ (Ry & ~y = x), 0), 1788) = 1.
Agora, dada, por exemplo, uma atribui¢do t y-variante de ¢ tal que t (y, 1788) =

Robespierre, v ((~ (Ry & ~y = x), 0), 1788) = 1; como (R}, | (E, 1788), 0)

A, para qualquer constante individual ¢ # 116, & facil perceber que a def. 5.20
determina que, dado QA v' ((~ (Ry & ~y = x), 0), 1788) = 1 para qualquer uma
dessas atribuigdes y-variantes de o. Portanto, v° ((Vy ~ (Ry & ~y = x), 0), 1788)
= 1. Dadas essas condigdes v° (Rx & Vy ~ (Ry & ~y =x), 0), 1788) =1, e dai v°
((Rx & Vy ~ (Ry & ~y = x)) & Cx, 0), 1788) = 0. Segue-se que v° ((~ (Rx &
Vy ~(Ry & ~y =x)) & Cx), 0), 1788) = 1. Tomando uma atribui¢ao v x-variante
de o tal que v (x) = Robespierre, vemos que v’ ((~ (Rx & Vy ~ (Ry & ~y = X))
& Cx), 0), 1788) = 1. Mais uma vez, como (R|, I (c, 1788), 0) € A, para
qualquer constante individual ¢ # 116, & facil perceber que a def. 5.20 determina
que, dado AU, v° ((~ (Rx & Vy ~ (Ry & ~ y = X)) & Cx), 0), 1788) = 1 dadas todas
essas atribui¢des x-variantes de o. Temos, portanto, que v° ((Vx ~ (Rx & Vy ~
(Ry & ~y =x)) & Cx), 0), 1788) = 1, donde se segue que v° ((~Vx ~ (Rx & Vy ~
(Ry & ~y =x)) & Cx), 0), 1788) = 0. Como ¢ ¢ uma féormula, isso vale para
qualquer atribui¢ao o. Temos, portanto, que [ p (9, 1788), mais uma vez como
era esperado.

iii) Por fim, vamos considerar v° ((¢, 0), 2003). Vamos utilizar novamente a
def. 5.13: v° ((Rx, 0), 2003) = 0 dada uma atribui¢do ¢ qualquer; isso se segue da
def. 5.20, ja que (R, 1 (E , 2003), 0) € A, para qualquer constante individual c;

portanto, isso vale para uma atribui¢ao o tal que o (x) = G. W. Bush. Nessas
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condigdes, v° ((Cx, 0), 2003) = 0 dada a mesma atribui¢do o, pois Bush ¢ I ((C,
0), 2003); v° ((y = x, 0), 2003) = 1, pois vamos assumir que ¢ (y, 2003) = G. W.
Bush. v* ((Ry, 0), 2003) = 0, pois Bush & I ((R, 0), 2003)'*. Dadas essas
condigdes, v° ((~ y =X, 0), 2003) = 0, e dai v° (Ry & ~y = x, 0), 2003) = 0. Dai,
V7 ((~ (Ry & ~y =x), 0), 2003) = 1. Agora, dada, por exemplo, uma atribui¢do t
y-variante de o tal que t (y, 2003) = Saddam Hussein, v ((~ (Ry & ~ y = x), 0),

2003) = 1; como, novamente, (R;003 , 1 (E , 2003), 0) € A, para qualquer constante

individual ¢, ¢é facil perceber que a def. 5.20 determina que, dado U, v* ((~ (Ry &
~y = x), 0), 2003) = 1 para qualquer uma dessas atribui¢cdes y-variantes de G.
Portanto, v° ((Vy ~ (Ry & ~y = x), 0), 2003) = 1. Dadas essas condi¢des v° ((Rx
& Vy ~ (Ry & ~y =x), 0),2003) =0, e dai v* (Rx & Vy ~ (Ry & ~y =x)) &
Cx, 0), 2003) = 0. Segue-se que V° ((~ (Rx & Vy ~ (Ry & ~ y = x)) & Cx), 0),
2003) = 1. Tomando uma atribui¢do v x-variante de ¢ tal que v (x) = Saddam
Hussein, vemos que v° ((~ (Rx & Vy ~ (Ry & ~ y = X)) & Cx), 0), 2003) = 1.
Ainda uma vez, como (R, | (E, 2003), 0) € A, para qualquer constante
individual ¢, ¢ facil perceber que a def. 5.20 determina que, dado U, v° ((~ ((Rx
& Vy ~ Ry & ~y = x)) & Cx), 0), 2003) = 1 dadas todas essas atribuigdes x-
variantes de 6. Temos, portanto, que v° (Vx ~ (Rx & Vy ~ Ry & ~y = X)) &
Cx), 0), 2003) = 1, donde se segue que v° ((~Vx ~ (Rx & Vy ~(Ry & ~y =X)) &
Cx), 0), 2003) = 0. Como ¢ ¢ uma formula, isso vale para qualquer atribui¢io c.

Temos, portanto, que AUl ‘?fp (p, 2003), esta vez novamente como era esperado.

Vamos agora analisar a sentenga ‘Ulisses foi desembarcado em ftaca’, que
também foi considerada no capitulo 1, na sua formalizagdo ‘Ix ((Ux & Hx) &

Dxi)’.

EX. 5.2: 3x ((Ux & Hx) & Dxi), em uma estrutura (D, O, C, I), onde D ¢ o

conjunto universo, e com I (U, ¢) = {x € D | x chama-se Ulisses em c}, I (H, ¢) =

¥ De fato, I (R, 0), 2003) = &, dado 0 modelo .


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0016077/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0016077/CA

145

{x € D | Homero fala sobre x na Odisséia, em ¢}, I (D, ¢) = {(x, y) € D* | x foi
desembarcado em y em ¢} e I (i, ¢) = [taca, dado qualquer contexto c.

Vamos considerar dois modelos diferentes. O universo real 0, € um universo

W idéntico ao real, com a exce¢do de que Homero nesse universo ndo ¢ um autor

de ficcdo, mas um historiador que descreve, inclusive na Odisséia, fatos desse
universo. Nao ¢ necessario especificar os estados-de-coisas relevantes que
pertencem a cada um desses modelos, uma vez que j4 mostramos no ex. 5.1 como
funciona a atribuicdo dos valores 0, 1 e 2 a férmulas de L*, com base nas
defini¢des 5.13 e 5.20. Aqui temos também que modificar a férmula acima, de
modo a que s6 ocorram nela os operadores e o quantificador que admitimos como
primitivos em L*. Nesse caso, a fébrmula a ser analisada serd ~vVx ~ ((Ux & Hx) &
Dxi). E como aqui também temos uma féormula de L, podemos utilizar o teorema
5.2 e concluir que essa formula — vamos chama-la de y — expressa uma
proposi¢ao em qualquer contexto ¢, e que, dada qualquer atribui¢do ¢ e qualquer
contexto ¢, v ((y, 0), ¢) =1 sse M Fp (y, ¢).

i) Vamos comegar verificando o que acontece com v ((y, 0), ¢) dado o
modelo 0, para um contexto ¢ arbitrario. Em primeiro lugar v° ((Ux, 0), ¢) = 1,
dada uma atribui¢do o tal que o (x, ¢) ¢ alguém que se chama Ulisses. Por
exemplo, esse € o caso de v° ((Ux, 0), 1989), dada uma atribuicdo o tal que o (x,
1989) = Ulisses Guimardes. Dada uma tal atribui¢do, v° ((Hx, 0), ¢) = 0, ja que
Homero nio fala de nenhum desses Ulisses no universo real’. v° (Dxi, 0), ¢) =
0, por exemplo naquelas dentre as atribui¢des sob consideracdo tais que, por
exemplo, o Ulisses que corresponde a G (X, ¢) nunca esteve em ilha nenhuma. No
caso dessas atribuigdes, portanto, v° ((Ux & Hx, 0), ¢) =0, ¢ v° ((Ux & Hx) &
Dxi, 0), ¢) = 0. Portanto, v° ((~ ((Ux & Hx) & Dxi), 0), ¢) = 1. Claramente, v ((~

((Ux & Hx) & Dxi), 0), ¢) = 1 para qualquer atribui¢do t x-variante de o, pois v*

13¢ Note-se que, por exemplo, I (H, 2003) nio ¢ o conjunto dos objetos acerca dos quais Homero
fala na Odisséia em 2003, mas sim como estd em 2003 o conjunto dos objetos acerca dos quais
Homero fala na Odisséia. Obviamente, depois que Homero concluiu a redagdo da Odisséia esse
conjunto se mantém inalterado.

7 De fato, Homero ndo fala de nenhum Ulisses real na Odisséia. Como estamos tomando o
conjunto universo como dominio, poderiamos considerar que estdo no dominio inclusive objetos
abstratos de ficgdo, que podem se chamar Ulisses, € nesse caso podemos ter v° ((Hx, 0), ¢) = 1, ja
que o (x, ¢) pode ser, nesse caso, o objeto ficticio de nome Ulisses acerca do qual Homero fala na
Odisséia. Mas nesse caso vamos ter obrigatoriamente v° ((Dxi, 0), ¢) = 0, j4 que obviamente esse
objeto ficticio ndo foi desembarcado em lugar algum no universo real.
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((Hx, 0), ¢) = 0 dada qualquer dessas atribuicdes'*®. Portanto, v° ((Vx ~ (Ux &
Hx) & Dxi), 0), ¢) = 1, e dai temos que v° ((~Vx ~ ((Ux & Hx) & Dxi), 0), ¢) = 0.

Pelo teorema 5.2, segue-se que 0 i@ p (v, ¢), para qualquer contexto c, tal como
esperavamos.

ii) Agora vejamos o que ocorre com v° ((y, 0), ¢) dado o modelo . Temos
v' ((Ux, 0), ¢) = 1, por exemplo, dada uma atribuigdo 1 tal que 1 (X, ¢) € 0 homem
que enfrentou Polifemo, dado um contexto ¢ que envolve um tempo posterior aos
relatos historicos de Homero. Dada essa mesma atribuigdo t, temos que v ((Hx,
0), ¢) =1 e v' ((Dxi, 0), ¢) = 1, ja que sdo fatos no universo © que Homero fala
sobre esse Ulisses na sua obra de historia intitulada Odisséia, e que esse homem
foi desembarcado na ilha de ftaca. Assim, temos que v* (Ux & Hx, 0), c) =1, e
que v' (((Ux & Hx) & Dxi, 0), ¢) = 1. Dai se segue que v' ((~ (Ux & Hx) & Dxi),
0), ¢) = 0. Agora vamos considerar uma atribui¢do o idéntica a t, exceto que & (X,
¢) = Homero. Temos que v° ((Ux, 0), ¢) = 0, ¢ é facil perceber que, dada a def.
5.13,v° ((~ ((Ux & Hx) & Dxi), 0), ¢) = 1. Como 7 é x-variante de o, e v* ((~ ((Ux
& Hx) & Dxi), 0), ¢) # 1, temos que +v° ((Vx ~ ((Ux & Hx) & Dxi), 0), ¢) =0, e,
portanto, v° ((~Vx ~ ((Ux & Hx) & Dxi), 0), ¢) = 1. Isso vale para toda atribui¢do
o, pois ¢ ¢ uma férmula, e portanto temos pelo teorema 5.2, mais uma vez como
era esperado, que ® F p (y, ¢), dado qualquer contexto c, exceto é claro,
contextos que envolvem um tempo anterior aquele em que os relatos historicos de

. . ~al
Homero tiveram parte no universo © 9,

Agora, vamos analisar a sentenca que afirma acerca de si mesma que ndo ¢
verdadeira, ou seja, a sentenca do mentiroso, na sua formalizacdo em L* que

segue: Vx (Px — ~Vx), modificada para ‘vx ~ (Px & Vx)*'*.

¥ No caso comentado na nota anterior, podemos ter v* ((Hx, 0), ¢) = 1, mas entfo teremos V*
((Dxi, 0), ¢) =0.

13 Num tal contexto, mesmo para T (x, ¢) especificado como acima, teremos que v* ((Hx, 0), ¢) =
0, de modo que teremos v' ((~ ((Ux & Hx) & Dxi), 0), ¢) = 1. Esse sera entdo o caso de todas as
atribuigdes x-variantes de o, o que vai resultar que +v° ((~Vx ~ ((Ux & Hx) & Dxi), 0), ¢) =0, e

que, portanto, W Fﬁ p (v, o).

10 H4 aqui uma questdo interessante. Estamos tomando como exemplo da antinomia do mentiroso
uma sentenca que afirma sobre si propria que ndo ¢ verdadeira. Como ndo pode haver uma
proposi¢do que ndo seja veiculada por nenhuma sentenga, ndo podemos tentar analisar diretamente
algo como uma proposi¢do que afirma sobre si propria que ndo é verdadeira. Entdo o que fazemos
¢ verificar se a sentenca que afirma sua propria falsidade expressa ou ndo uma proposig¢ao. O que
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EX. 5.3: A = Vx ~ (Px & Vx), em uma estrutura (D, O, C, I), onde D ¢ o
conjunto universo, e com I (P, ¢) = {x € D | x tem o numero de Godel k em ¢}'*,
sendo £ o numero de Gddel da propria A, e I ((V, a), ¢) = {x € D | x é verdadeira
no nivel o, em c}.

Para comegar, independente do modelo considerado, temos que v° ((Vx, 0),
¢) = 2 dado qualquer contexto ¢ e qualquer atribuic¢do o, ja que I (V, 0), ¢c) =
(ou seja, Sio.. =) dado qualquer contexto ¢, e dado que S0, = & dado qualquer
contexto ¢. Dai, v° ((Px & Vx, 0), ¢) = 2 na situa¢do em que o (X, ¢) = A, caso em
que v° ((Px, 0), ¢) = 1. Nesse caso, portanto, v° ((~ (Px & Vx), 0), ¢) = 2. Se
tomarmos uma atribui¢io T x-variante de o, entdo v' ((Px, 0), ¢) = 0, e dai teremos
que v' ((Px & Vx), 0), ¢) = 0, e portanto que v' ((~ (Px & Vx), 0), ¢) = 1. Assim,
como ndo ¢ o caso que V' ((Px & Vx), 0), ¢) = 1 para toda atribuigdo x-variante de
o, ja que o é x-variante de si mesma, € como ndo ¢ o caso que v' ((Px & Vx), 0),
¢) = 0 para alguma dessas atribui¢des, temos que v° ((Vx ~ (Px & Vx), 0), ¢) = 2,
dada qualquer atribui¢do o ¢ qualquer contexto ¢. Vamos agora supor que v° ((Vx
~ (Px & Vx), B), ¢) = 2, dado um certo ordinal B e qualquer contexto ¢. Vamos
tomar uma atribui¢do o tal que G (X, ¢) = A, dado qualquer contexto c¢. Temos que
v ((Px, B + 1), ¢) = 1 dado qualquer contexto ¢, ja que I ((P, ), ¢) permanece
invariavel para qualquer ordinal o e para qualquer contexto ¢. E como A ¢ Si1.0
U S241.0 independente do contexto ¢, ja que v° (A, B), ¢) #0 e v ((A, B), c) # 1
dado todo contexto ¢, temos que v° ((VxX, B + 1), ¢) = 2 para todo c. Portanto, »°
((Px & Vx, B + 1), ¢) = 2 para todo ¢, donde se segue que v° ((~ (Px & Vx), B +
1), ¢) = 2 para todo c. Agora, vamos considerar uma atribui¢do t x-variante de c.
Temos que 1 (X, ¢) # A, dado qualquer contexto c. Entdo, para todo ¢, v' ((Px, B +

1),¢)=0,ev ((Vx, B+ 1), ¢) tem valor 0, 1, ou 2. Nesse caso, para todo ¢, V'

acaba ocorrendo, dada a maneira como nossa semantica ¢ montada, ¢ que sentengas que falam
sobre o valor de verdade de outras sentencas estdo, de fato, falando sobre o valor de verdade das
proposi¢cdes expressas por tais sentencas, se houver alguma. Nesse caso, se a sentenca do
mentiroso expressar alguma proposicdo, esta proposicdo estard dizendo acerca da proposicao
expressa pela sentenca do mentiroso, ou seja, acerca de si mesma, que ndo é verdadeira. Como o
exemplo 5.3 vai mostrar, a senten¢a do mentiroso ndo expressa uma proposi¢do, o que quer dizer
que ndo pode haver uma proposi¢do que afirma sua propria falsidade.

1 Note-se que I (P, ¢) ¢ invariavel, ja que o niimero de Godel de uma formula nio varia com o
contexto.
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(Px & Vx, B+ 1), ¢) =0, e portanto v' ((~ (Px & Vx), B + 1), ¢) = 1, independente
do valor de v' ((Vx, B + 1), ¢). Portanto, lembrando que ¢ é x-variante de si
mesma, ndo € o caso que v ((~ (Px & Vx), B + 1), ¢) = 1 dadas todas as
atribuigdes x-variantes de o, ¢ também nao ¢ o caso que v' ((~ (Px & Vx), B + 1),
¢) = 0 dada alguma dessas atribui¢des. Segue-se dai que v° ((Vx ~ (Px & Vx), B +
1), ¢) = 2, dado qualquer contexto c¢. Como A ¢ uma férmula, isso também vale
dada qualquer atribui¢do ¢. Assim, temos por indugdo sobre o que v° (A, ), ¢) =
2, dados qualquer atribui¢do o, ordinal o e contexto c¢. Portanto, v° (A, ), ¢) = 2,
donde se segue que A ¢ infundada, e portanto ndo expressa nenhuma proposi¢ao
que possa ser feita verdadeira ou falsa dado um modelo qualquer, ou ser

verdadeira ou falsa em um modelo qualquer.

Uma outra versdo do paradoxo do mentiroso que convém analisar com as
técnicas introduzidas em nossa defini¢cdo é o chamado ciclo do mentiroso. Trata-
se de uma seqiiéncia de n sentengas, em que a k-ésima sentenca afirma que a k+1-
ésima sentenca ¢ verdadeira, para 1 < k < n, e a n-€sima sentenga afirma que a
primeira sentenca ¢ falsa. Esse ¢ um caso interessante porque as sentencas do
ciclo ndo tratam sobre si proprias, como no caso da sentenga do mentiroso, de

modo que o carater infundado dessas sentengas ndo € inteiramente evidente.

EX. 5.4: Vamos considerar um ciclo do mentiroso com trés sentencas. A
formalizacdo do ciclo sera a seguinte: Vx (P,x — Vx), Vx (Psx —» Vx), Vx (P1x
— ~VXx); com P; representando um predicado sintatico satisfeito apenas pela i-
ésima foérmula do ciclo, 1 € {1, 2, 3}. Modificando as formulas do ciclo de modo
que as mesmas sO exibam operadores primitivos, teremos a seqliéncia de
formulas: Vx ~ (P,x & ~Vx), Vx ~ (P3x & ~Vx), Vx ~ (P;x & Vx). Vamos
chamar a i-ésima formula dessa seqiiéncia de A;. De resto, tomemos uma estrutura
como a do exemplo 5.3 e consideremos um modelo qualquer.

Embora ocorra uma conjuncao em A, A, € A3, 0 mesmo tipo de raciocinio
que utilizaremos no passo de inducao vai mostrar que, dada qualquer atribuicao ¢
e qualquer contexto ¢, v° (A1, 0), ¢) = 2, v° (A2, 0), ¢) =2 € 1V° (A3, 0), ¢) = 2.

Vamos agora supor que, dada qualquer atribui¢do ¢ e um contexto ¢ qualquer, +°
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(A, B), ¢) =2, parai € {1, 2, 3} e para um ordinal  qualquer. Vamos comecar
por A;. Consideremos uma atribui¢do ¢ tal que o (x, ¢) = Ay, dado qualquer
contexto ¢. Temos que v° ((Px, B + 1), ¢) = 1 dado qualquer contexto c¢. E como
A & Sipino U Sasae independente do contexto ¢, ja que v° ((Ay, B), ¢) #0 eHV°
((A2, B), ¢) # 1 dado todo contexto ¢, temos que v ((Vx, B + 1), ¢) = 2 para todo ¢,
donde se segue que v° ((~Vx, B + 1), ¢) = 2 para todo c. Portanto, v° (Pyx & ~VXx,
B + 1), ¢) = 2 para todo ¢, donde se segue que V° ((~ (Px & ~Vx), B+ 1), ¢) =2
para todo c. Agora, vamos considerar uma atribuicdo t x-variante de c. Temos
que T (X, ¢) # Ay, dado qualquer contexto c. Entdo, para todo ¢, v* ((P2x, B + 1), ¢)
=0,ev' ((Vx, B+ 1), ¢) tem valor 0, 1, ou 2, 0 mesmo ocorrendo, ¢ claro, com V"'
((~Vx, B + 1), ¢). Nesse caso, para todo ¢, v/ (P.x & ~Vx, B+ 1), ¢) =0, e
portanto v° ((~ (Px & ~VX), B + 1), ¢) = 1, independente do valor de v' ((~Vx, B +
1), ¢). Portanto, lembrando que o é x-variante de si mesma, ndo € o caso que v* ((~
(Pox & ~Vx), B + 1), ¢) = 1 dadas todas as atribuigdes x-variantes de o, e também
ndo € o caso que V' ((~ (P.x & ~Vx), B + 1), ¢) = 0 dada alguma dessas
atribuigdes. Segue-se dai que v° ((Vx ~ (Prx & ~VX), B + 1), ¢) = 2, dado qualquer
contexto ¢. Como A; ¢ uma férmula, isso também vale dada qualquer atribuicao G.
Assim, temos por indugdo sobre o que v ((A, a), ¢) = 2, dados qualquer
atribui¢do o, ordinal o e contexto c¢. Portanto, v° ((A1, §), ¢) = 2, donde se segue
que A1 ¢ infundada, e portanto nao expressa nenhuma proposicao que possa ser
feita verdadeira ou falsa dado um modelo qualquer, ou ser verdadeira ou falsa em
um modelo qualquer. Agora, vejamos o que acontece com A,. Em primeiro lugar,
temos que v° ((P3x, B + 1), ¢) = 0 dado qualquer contexto ¢. Como ja vimos, A, ¢
St U S2sae independente do contexto ¢, donde se segue que v° ((Vx, B + 1),
¢) = 2 para todo ¢, e portanto que v° ((~Vx, B + 1), ¢) = 2 para todo c¢. Por
conseguinte, v° (P3x & ~Vx, B + 1), ¢) = 0 para todo ¢, donde se segue que v° ((~
(Psx & ~Vx), B + 1), ¢) = 1 para todo c. Seguindo adiante, temos que para todo c,
Vvi((Psx, B+ 1),¢)=0,0uv" ((P3x, B+ 1),c)=1, caso 1 (X, ¢) for A3. Ocorrendo
de 1 (%, ¢) = A3, teremos que V' ((Vx, B+ 1), ¢) =2, uma vez que A3 ¢ Sipo U
Sa.1.0 independente do contexto ¢. Assim, v' ((~Vx, B + 1), ¢) = 2 para qualquer

contexto ¢. Nesse caso, para todo ¢, v' (Psx & ~Vx, B + 1), ¢) = 2, e portanto V'
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((~ (Psx & ~Vx), B + 1), ¢) = 2. Se, no entanto, tivermos T (X, ¢) # A3, teremos
que, para todo ¢, v' ((P3x & ~Vx, B + 1), ¢) =0, e portanto que v' ((~ (P3x & ~VX),
B + 1), ¢) = 1, independente de v' ((~Vx, B + 1), ¢). Assim, V' ((~ (P3x & ~VXx), B
+ 1), ¢) tem valor 1 ou valor 2, mas nunca valor 0. Portanto, ndo é o caso que V'
((~ (Psx & ~Vx), B + 1), ¢) = 1 dadas todas as atribui¢cdes x-variantes de o, e
também ndo € o caso que v' ((~ (P3x & ~Vx), B + 1), ¢) = 0 dada alguma dessas
atribui¢des. Segue-se dai que v° ((Vx ~ (P3x & ~Vx), B + 1), ¢) = 2, dado qualquer
contexto ¢. Como A, ¢ uma férmula, isso também vale dada qualquer atribuicao G.
Assim, temos por indugdo sobre a que V° ((A2, ), ¢) = 2, dados qualquer
atribui¢do o, ordinal a e contexto c. Portanto, v° (A2, §), ¢) = 2, donde se segue
que A, ¢ infundada, e portanto ndo expressa nenhuma proposi¢do que possa ser
feita verdadeira ou falsa dado um modelo qualquer, ou ser verdadeira ou falsa em
um modelo qualquer. Por fim, vamos analisar o caso de A;. Para comegar, temos
que v° ((P1x, B + 1), ¢) = 0 dado qualquer contexto c. De novo, como Ay & Sigsio
U S2p41.0 independente do contexto ¢, temos que v° ((Vx, B + 1), ¢) = 2 para todo
c. Dai, v* ((P1x & Vx, B + 1), ¢) = 0 para todo ¢, donde se segue que v° ((~ (P1x &
Vx), B + 1), ¢) = 1 para todo c. Prosseguindo, temos que para todo ¢, v' (P1x, B +
1),¢)=0,0ouv ((Pix, B+ 1),¢c)=1, caso 1 (X, ¢) for A;. Ocorrendo de t (x, ¢) =
A1, teremos que v (VX, B + 1), ¢) = 2, uma vez que A; € Sigio U Sapiio
independente do contexto c¢. Nesse caso, para todo ¢, v' (P1x & Vx, B+ 1),¢) =2,
e portanto v' ((~ (P1x & VX), B + 1), ¢) = 2. Se, no entanto, tivermos 7 (x, ¢) # A1,
teremos que, para todo ¢, v' (P1x & Vx, B + 1), ¢) = 0, e portanto que v ((~ (P;x
& Vx), B + 1), ¢) = 1, independente de v' (Vx, B + 1), ¢). Assim, V' ((~ (P1x &
Vx), B + 1), ¢) tem valor 1 ou valor 2, mas nunca valor 0. Portanto, ndo ¢ o caso
que v' ((~ (P1x & Vx), B + 1), ¢) = 1 dadas todas as atribui¢des x-variantes de o, e
também nédo ¢é o caso que v' ((~ (P;x & Vx), B + 1), ¢) = 0 dada alguma dessas
atribui¢des. Segue-se dai que v° ((Vx ~ (P1x & Vx), B + 1), ¢) = 2, dado qualquer
contexto ¢. Como A3 ¢ uma formula, isso também vale dada qualquer atribuigdo c.
Desse modo, temos por indugdo sobre o que v° ((A3, ), ¢) = 2, dados qualquer
atribui¢do o, ordinal a e contexto c. Portanto, v° (A3, §), ¢) = 2, donde se segue

que A3 também ¢ infundada, e que portanto também ndo expressa nenhuma
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proposi¢ao que possa ser feita verdadeira ou falsa dado um modelo qualquer, ou

ser verdadeira ou falsa em um modelo qualquer.

Assim, também os ciclos do mentiroso sdo compostos por sentengas
infundadas, que falham em expressar uma proposicdo. Apenas para contrastar
com esses ciclos, vamos analisar a indcua seqiiéncia de sentencas s; = ‘A sentenca

, . 2
s, € falsa’, s, = ‘A sentenca s3 ¢ falsa’, s3 = ‘4" =16".

EX. 5.5: Na seguinte seqiiéncia de formulas, a formula ¢; vai formalizar a
sentencga s; da seqiiéncia mencionada acima, i € {1, 2, 3}: ¢; = Vx ~ (P,x & Vx),
@2 = Vx ~ (Psx & Vx), e @3 = Qab, em uma estrutura (D, O, C, 1), onde D ¢ o
conjunto universo, € com I (P2, ¢) = {x € D | x tem o nlimero de Gddel k em c},
sendo £ o nimero de Gddel de @, I (P3, ¢) = {x € D | x tem o nimero de Gddel m
em c}, sendo m o numero de Gdodel de @3, I ((V, a), ¢) = {x € D | x ¢ verdadeira
no nivel a, em ¢}, I (Q, ¢) = {(x, y) € D’ | x é o quadrado de y em ¢}, I (a, ¢) = 16
dado qualquer c, e I (b, ¢) = 4 dado qualquer c. Como modelo podemos considerar
0 universo real AL

Mais uma vez, embora ocorram conjungdes em @; € em ¢, demonstra-se
pelo mesmo tipo de raciocinio que utilizamos no exemplo anterior que, dada
qualquer atribui¢do o e qualquer contexto ¢, v° ((¢1, 0), ¢) =2 e v° ((p2, 0), ¢) = 2.
Quanto a @3, temos que V° ((Qab, 0), ¢) = 1 dado qualquer contexto ¢, donde se
segue pelo teorema 5.2 que Q,l,|= p (93, ¢) dado qualquer c, ja que @3 € L. Agora,
dado qualquer contexto ¢, v° ((Vx, 1), ¢) = 1, dada uma atribui¢io o tal que o (X,
¢) = @3, ja que @3 € Siuo, pois ja vimos que v° ((¢s3, 0), ¢) = 1. Assim, como »°
((Psx, 1), ¢), dado qualquer ¢, obviamente também tem valor 1, temos que V°
((Psx & Vx, 1), ¢) = 1 para todo c. Portanto, para qualquer ¢, v° ((~ (P3x & VXx),
1), ¢) = 0. Considerando que ¢ ¢ x-variante de si mesma, temos que ha uma
atribui¢do 1 x-variante de o tal que v' ((~ (P3x & Vx), 1), ¢) = 0, e portanto que »°
((Vx ~ (P3x & Vx), 1), ¢) = 0. Isso vale para qualquer ¢ e, como ¢, € uma formula,
também vale para qualquer c. Dai, dada a construgdo de Kripke, temos que »°

((p2, €), ¢) = 0, donde se segue que ¢, ¢ fundada e tem nivel 1, e também que,

pelo teorema 5.3, Ul i@ p (¢2, ¢), dado qualquer contexto c. Mas do fato de que v°
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((p2, 1), ¢) = 0 para qualquer ¢ se segue que @, € S2... Desse modo, para

qualquer ¢, v° ((Vx, 2), ¢) = 0, dada uma atribui¢do o tal que ¢ (X, ¢) = (p2142.

Como nesse caso obviamente v° ((P»x, 2), ¢) = 1 para qualquer ¢, temos que, para
qualquer ¢, v° ((Pox & VX, 2), ¢) = 0, e portanto v° ((~ (P2x & Vx), 2), ¢) = 1. Se
tomarmos uma atribui¢do t x-variante de o, obviamente v' ((P»x, 2), ¢) = 0 para
qualquer ¢, donde teremos que v' ((P2x & VX, 2), ¢) = 0 para todo ¢ independente
do valor de v' ((Vx, 2), ¢). Portanto v* ((~ (P2x & Vx), 2), ¢) = 1 para todo c e para
todas essas atribui¢des x-variantes de c. Assim, v° ((Vx ~ (P2x & VXx), 2), ¢) = 1
para todo ¢, donde se segue pela constru¢do de Kripke que v° ((Vx ~ (Pox & Vx),
€), ¢) = 1 para todo c¢. Como ¢; ¢ uma férmula, isso vale para toda atribui¢do .
Assim, temos que ¢; ¢ fundada e tem nivel 2. Dado o teorema 5.3, obtemos €l |= P

(¢1, ¢) dado qualquer c.

Como era de se esperar, nossa analise nos mostrou que, na nossa seqiiéncia
de sentencas acima, s; expressa uma proposi¢ao verdadeira sobre s;, s, expressa
uma proposi¢do falsa sobre s;, e s3 expressa uma proposicdo verdadeira (de
contetdo extra-lingiiistico, por assim dizer). Comparado com o exemplo 5.5, o
exemplo 5.4 nos mostra que nos ciclos do mentiroso ndo hd nenhum problema
com o fato de termos sentencas de uma linguagem se referindo a outras sentengas
da mesma linguagem — coisa tipica das linguagens semanticamente fechadas. O
problema com tais ciclos, na verdade, reside no fato de que nos mesmos as
sentencas fazem referéncia umas as outras de modo a fechar um circulo, sem que
possa haver uma sentenga fundada inicial da qual possa depender o carater
fundado das demais sentengas do ciclo.

Um outro caso a analisar ¢ o assim chamado paradoxo do mentiroso
contingente. Esse paradoxo pode ser expresso por qualquer das seguintes
sentengas: r7) Jodo tem uma Ferrari ou esta proposicao ¢ falsa; r;) Jodo tem uma
Ferrari e esta proposi¢ao ¢ falsa. Vamos tomar r; para analise, com a seguinte

formalizagdo: y) Tjf v Vx ~ (Px & VX).

12 Note-se que v° ((Vx, 1), ¢) = 2 para qualquer ¢, dada uma atribui¢io o tal que o (x, ¢) = ®2, ja
que ¢, tem valor 2 na interpretagdo 0 de L* dado qualquer c. Assim, vamos ter também v ((¢;, 1),
c)=2.
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EX.5.6: y =Tjf v Vx ~ (Px & Vx), em uma estrutura (D, O, C, I), onde D ¢
o conjunto universo, e com I (T, ¢) = {(x, y) € D* | x possui y em ¢}, I (j, ¢) =
Jodo, dado qualquer c, I (f, ¢) = Ferrari, dado qualquer ¢, [ (P, ¢) = {x € D | x tem
o numero de Godel k em c}, sendo k& o numero de Godel de y, e I ((V, a), ¢) = {x
€ D | x ¢ verdadeira no nivel a, em c}. Para simplificar o exemplo, estamos
pressupondo que estamos falando de um Jodo determinado, e estamos ignorando o
fato de o termo ‘Ferrari’ ser um nome comum (quando se esta referindo ao carro,
¢ claro, e ndo a empresa), e considerando que estamos falando de um objeto
especifico. Como modelo podemos considerar um modelo 91t qualquer. Vamos
tomar o universo real U, por exemplo.

Como Vx ~ (Px & Vx) ¢ a versdo s6 com operadores primitivos da féormula
A do exemplo 5.3, e como vimos nesse exemplo que v’ ((A, ), ¢) = 2 dado
qualquer modelo, qualquer atribuigdo e qualquer contexto, temos que v° ((Vx ~
(Px & Vx), €), ¢) = 2, dadas essas mesmas condigdes. Agora, vamos supor que
Jodo ndo tem uma Ferrari no mundo real (ou melhor, que o Jodo especifico
denotado por j ndo tem a Ferrari especifica denotada por f). Como isso pode ser o
caso em alguns contextos e em outros nao, vamos especificar como contexto um
dado momento m de 2004, desprezando os demais elementos do contexto. Sem
termos que revisar mais uma vez nossas defini¢des e teoremas, ¢ facil saber que
teremos V° ((Tjf, ), m) = 0, dada qualquer atribuigdo ¢ dado o modelo . Mas
nesse caso, v° ((y, §), m) = 2 dadas essas condig¢des, o que significa que y ¢
infundada, e que portanto ndo expressa nenhuma proposi¢do no contexto m. Mas
vamos agora supor que, no mundo real, Jodo comprou uma Ferrari em um
momento n qualquer de 2004 que seja posterior a m. Nesse caso teremos v° ((Tjf,
), n) = 1 dada qualquer atribui¢do ¢ dado o modelo AU, o que resultara em v° ((y,
€), n) = 1 dadas ainda as mesmas condigdes. Isso quer dizer que y ¢ fundada e de
nivel 0, o que significa que y expressa uma proposi¢cdo no contexto n, e, pelo
teorema 5.3 temos que essa proposi¢cdo ¢ tornada verdadeira pelo universo real,

isto ¢, temos que AUl |= p (v, n).

Assim, temos no paradoxo do mentiroso contingente um caso em que uma

sentenc¢a determinada, mesmo quando ¢ considerado um mesmo modelo, pode ser
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infundada em alguns contextos e fundada em outros, e portanto pode expressar
uma proposicdo em alguns contextos € ndo em outros. Em principio isso ndo ¢
nenhuma novidade: esse ¢ o caso do exemplo de Kripke das sentencas de Dean e
Nixon sobre Watergate. Entretanto, o exemplo 5.6 chama a aten¢do para uma
questdao importante. O que fez com que a formula y fosse fundada no contexto ,
no exemplo 5.6, foi o fato de y ser uma féormula disjuntiva com um dos disjuntos
possuindo valor 1, somado ao fato de termos adotado o esquema trivalente de
Kleene, tal como tinha feito Kripke, como esquema de valoragdo de formulas em
nossa teoria. Nesse esquema, o valor 2 ¢ interpretado como indefinicao de valor.
Dai, uma disjun¢do com disjuntos com valores 0 e 2, por exemplo, terd valor 2
pela seguinte razdo: um dos disjuntos tem valor 0 e o outro ¢ indefinido. Em caso
de definicdo do valor do disjunto indefinido, teremos valor 0 ou valor 1. Se
tivermos valor 0 a disjunc¢ao tera valor 0, mas se tivermos valor 1 a disjuncao tera
valor 1. Portanto, o valor da disjungdo estd indefinido. J4 no caso de uma
disjun¢do com disjuntos com valores 1 e 2, se definirmos o valor do disjunto
indefinido, independente de como o fizermos a disjuncao tera valor 1. No entanto,
para alguém pode parecer mais natural que uma disjuncao entre uma formula que
expressa uma proposi¢cdo verdadeira e uma formula sem sentido também fosse
sem sentido. Embora nesse caso especifico ndo nos pareca que este seja o caso,
parece-nos que se pode dizer o seguinte a esse respeito. No caso de Kripke, o
esquema de valoragao de Kleene, como mencionamos no capitulo 4, foi admitido
na teoria kripkeana da verdade apenas como um instrumento de valoragdo
adequado para se lidar com falhas na distribui¢do dos valores de verdade as
sentencgas. No caso de nossa teoria, pode-se dizer que o esquema de Kleene foi
admitido como um esquema de valoragcdo adequado para se lidar com as sentengas
que sao verdadeiras ou falsas indiretamente em um dado contexto, por
expressarem proposi¢des verdadeiras ou falsas nesse contexto, e com aquelas
sentengas que nao assumem nenhum valor de verdade em um contexto
determinado por ndo expressarem proposicdo alguma nesse contexto'*’. Do

mesmo modo que no caso de Kripke, esse esquema nao ¢ parte essencial da teoria,

3 Ou seja — se quisermos eliminar do nosso discurso referéncias a valores de verdade de
sentengas — o0 esquema de Kleene foi admitido em nossa teoria como um esquema de valoragdo
adequado para se lidar com as falhas de determinadas sentengas em expressar proposi¢des em
determinados contextos. Como ja foi dito no capitulo 1, esse discurso sobre sentencas que
assumem valores de verdade indiretamente ¢ apenas ilustrativo em nossa teoria, € pode sem
nenhuma dificuldade ser completamente banido da exposi¢do de nossa teoria.
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podendo-se utilizar qualquer outro que seja eficaz para lidar com, por assim dizer,
as falhas na distribui¢io dos valores 0 e 1 as sentengas. E claro que ao se utilizar
esquemas de valoracdo diferentes teremos resultados finais diferentes no que se
refere as classes de sentencas que expressam ou deixam de expressar uma
proposicao em um determinado contexto. Ndo nos parece que seja possivel
determinar que um desses esquemas de valoragdo seja mais adequado que os
demais para ser utilizado em nossa teoria da verdade, pura e simplesmente, mas
apenas que um qualquer deles seja mais adequado para a utilizagdo em nossa
teoria na medida em que se tenha em vista a satisfacdo de algumas intuigdes
acerca da nocao de verdade, em detrimento de outras.

Por fim, vamos analisar uma versdo da antinomia do mentiroso conhecida
como o paradoxo do mentiroso reforcado. Nesse paradoxo, temos uma sentenca
que afirma acerca de si mesma que ¢ falsa, e uma outra que afirma que a anterior é
falsa. Assim, temos duas sentengas, t; € t;, como segue: t;) Esta sentenca nao ¢
verdadeira. t;) A sentenca t; ndo ¢ verdadeira. Esse € um caso interessante. Na
analise que Barwise e Etchemendy fazem desse caso em The liar,"** esses autores
mencionam a intui¢do de acordo com a qual a sentenca t, poderia ser vista como a
sentenca de um logico, por exemplo, que depois de analisar a sentenca do
mentiroso t;, chegou a conclusdo de que ela ndo ¢ verdadeira. Desse modo, t,
intuitivamente deveria ser considerada como verdadeira. No caso de nossa teoria,
entretanto, t; deve ser entendida como afirmando que a proposi¢ao que ela propria
expressa ndo ¢ verdadeira. Alguém pode dizer: t; ndo expressa uma proposicao
que ndo ¢ verdadeira, e portanto t; ¢ falsa. Mas este ndo ¢ o caso, porque em nossa
teoria dizer que uma sentenga ¢ falsa ¢ apenas um modo abreviado de dizer que a
proposicdo que ela expressa ¢ falsa. Assim, como t; ndo expressa proposi¢ao
alguma, nao faz sentido fazer afirmacdes sobre verdade ou falsidade com relagao

VIII
a t;

, como ja vimos no exemplo 5.3. Ja t, estd afirmando que t; ndo ¢
verdadeira, isto €, que a proposi¢do que t; expressa ndo ¢ verdadeira. Mas como t;
ndo expressa proposicdo alguma, ndo faz sentido fazer atribuicdes de valor-
verdade a t;, donde se segue que t, também ndo possui sentido. E muito
importante notar aqui que, quando aplicado a sentencas, 0 uso técnico que nossa

teoria faz do predicado verdade tem um descompasso com o uso intuitivo que

144 Cf. BARWISE & ETCHEMENDY, 1987, p. 101 e p. 138.
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fazemos desse predicado. O uso técnico que nossa teoria faz do predicado-verdade
s6 acompanha o uso intuitivo desse predicado passo a passo quando tomamos o
predicado-verdade enquanto aplicado as proposicdes. Nesse caso, sempre fard
sentido fazer atribui¢cdes de valor-verdade. Vejamos formalmente o que ocorre

com o paradoxo do mentiroso reforcado em nossa teoria da verdade.

EX. 5.7: y1 = Vx ~ (Px & VX) e 2 = ~Va em uma estrutura (D, O, C, ),
onde D ¢ o conjunto universo, e com I (P, ¢) = {x € D | x tem o numero de Godel
k em c}, sendo k o numero de Godel de y;, I ((V, a), ¢) = {x € D | x ¢ verdadeira
no nivel a,, em ¢}, e I (a, ¢) = ;. Vamos considerar um modelo 9 qualquer.

Ja temos pelo exemplo 5.3 que v° ((x1, §), ¢) = 2 dado qualquer modelo,
qualquer atribui¢do e qualquer contexto, € portanto que y; ndo expressa uma
proposic¢ao. Quanto a y,, como, dada a situagdo de y; e a constru¢ao de Kripke, I

(a, ¢) ¢ Sico U Sz independente do contexto ¢, temos por def. 5.13 que »°
((x2, €), ¢) = 2 dado qualquer modelo, qualquer atribuicdo e qualquer contexto, e

portanto que y, também nao expressa uma proposicao.

Agora, vamos verificar se a definicdo de verdade apresentada satisfaz as trés
condicdes de adequagdo que estabelecemos para ela. Para comecar, temos que a
clausula ii) da defini¢do 5.20 mostra que nossa teoria da verdade satisfaz a
convencao T, em sua versao mais apropriada para uma teoria da verdade baseada
em intui¢cdes russellianas. De fato, o esquema T, cujas instancias devem ser
implicadas por qualquer definicdo de verdade adequada, de acordo com a
convengdo T, tem a forma ‘s ¢ verdadeira sse p’, como ja mencionamos, sendo p
uma sentenga qualquer de uma das linguagens-objeto da definicdo em questdo, e
sendo s um nome para tal sentenca. Em uma teoria baseada em intui¢des
russellianas, parece natural traduzir — por assim dizer — a parte ‘s ¢ verdadeira’ do
esquema T por ‘g ¢ verdadeira em um modelo 9, e a parte ‘sse p’ por ‘sse M
torna g verdadeira’, sendo ¢ uma proposi¢cdo qualquer expressa por uma sentenca
qualquer de uma das linguagens-objeto da defini¢do de tipo russelliano em
questdo. E a razdo para considerarmos isso assim € que, tal como a primeira parte
do bicondicional na convencdo T estd no metanivel com relagdo a segunda parte,

em nossa tradu¢do da convengdo T para um contexto russelliano a segunda parte
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do bicondicional estd relacionada'®

a um estado-de-coisas qualquer — nao
necessariamente semantico — ao passo que a primeira parte do bicondicional esta
relacionada ao estado-de-coisas semantico em que a proposi¢cdo expressa pela
sentenga que denota o estado-de-coisas relacionado a segunda parte do
bicondicional ¢ uma proposicdo verdadeira. Desse modo, a primeira parte do
bicondicional ¢ sempre construida a partir da segunda parte — tal como no
esquema T original — e portanto constitui um metanivel com relacdo a ela. E ¢
precisamente essa redu¢do do metanivel ao nivel imediatamente abaixo, até que
ndo restem predicados semanticos — no caso da convengdo T original — ou
expressoes relacionadas a estados-de-coisas semanticos — no caso de nossa versao

da convencdo T —, a nosso ver, que ¢ a esséncia dessa convengdo. Ora, como a

clausula ii) da defini¢cdo 5.20 estabelece exatamente que, para qualquer proposi¢ao

D, 9](,|= p sse V,, (p)146 (e M |¢p sse F,, (p)), temos que nossa teoria da verdade
satisfaz a versdo da conven¢do T adaptada para teorias da verdade baseadas nas
intui¢des russellianas relativas a esse conceito.

Quanto a aplicabilidade de nossa teoria da verdade a linguagens
semanticamente fechadas, ndo hd qualquer duvida de que ela ¢ aplicavel as
mesmas, ja que as linguagens L* sdo semanticamente fechadas quando se
considera a interpretacdo { de uma qualquer dessas linguagens. A esse respeito, ¢
importante ndo confundir aplicabilidade a linguagens semanticamente fechadas
com admissdo de circularidade semantica. Nossa teoria ¢ claramente aplicavel a
linguagens semanticamente fechadas, isto €, a linguagens que possuem predicados
semanticos que podem ser aplicados a expressdes da propria linguagem em
questdo. Todavia, ela admite a circularidade semantica apenas de um modo
parcial, em um certo sentido. De fato, embora entre as linguagens-objeto de nossa
teoria tenhamos linguagens que admitem sentengas que aplicam predicados

semanticos a si mesmas — esse ¢ o caso de qualquer linguagem L* — essas

'S A segunda parte do bicondicional em questdo ¢ ‘Ol torna ¢ verdadeira’, e a relagdo dessa
expressdo metalingiiistica com um estado-de-coisas determinado, & qual nos referimos acima, ¢
evidentemente a relagdo complexa de tal expressdo significar que o estado-de-coisas em questdo
pertence a uma situagao contida no modelo 9N.

146 Note-se que nessa formulagdo a ordem das partes do bicondicional, em comparagio com o
esquema T original, esta invertida. De fato, “V,, (p)’ substitui ‘s é verdadeira’ do esquema original,
e ‘M |= p’ substitui ‘p’ do esquema original. Tratando-se de uma equivaléncia logica, é dbvio que
essa ordem ¢ irrelevante, e s6 chamamos a atencdo para isso de modo a evidenciar a correlagdo
que estamos fazendo entre o esquema T original e a sua versdo para teorias que aplicam o
predicado-verdade a proposicdes.
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sentencas sdo sempre infundadas e portanto nunca expressam uma proposi¢ao em

147 . . . .
. Assim, nossa teoria admite senfencas semanticamente

qualquer contexto
circulares, mas ndo admite proposigoes semanticamente circulares. O que se deve
notar aqui ¢ que em uma linguagem semanticamente fechada os predicados
semanticos devem poder ser aplicados a expressdes das proprias linguagens a que
eles pertencem, o que pode incluir casos em que uma sentenca de uma dessas
linguagens aplica um predicado semantico a si mesma, mas isso ndo precisa
ocorrer necessariamente. Em suma, se uma linguagem admite a circularidade
semantica, ela ¢ necessariamente semanticamente fechada, mas uma linguagem
pode ser semanticamente fechada e ndo admitir circularidade semantica. As
linguagens L* em sua interpretacdo C sdo semanticamente fechadas e admitem a
circularidade semantica, mas este Ultimo caso ocorre apenas de um modo parcial,
no sentido que mencionamos a pouco.

Por fim, os exemplos 5.3, 5.4, 5.6 e¢ 5.7 mostram que nossa teoria ¢
consistente, no sentido de que nao estd contaminada pelos paradoxos semanticos
conhecidos que afetam a no¢do de verdade. Além disso, uma vez que ela pode ser
construida utilizando-se exclusivamente recursos da teoria de conjuntos — de ZFC,
por exemplo — ela € consistente se, digamos, ZFC for consistente.

Desse modo, temos que a teoria da verdade que apresentamos neste trabalho
satisfaz as condicdes de adequagdo que estabelecemos para ela. Isso quer dizer
que ela exibe vantagens sobre algumas outras teorias da verdade, como
comentamos no capitulo 1. Entretanto, como qualquer teoria, ela exibe também
alguns problemas, que vamos enumerar a seguir, procurando também mostrar que
esses problemas ndo pdem de modo algum a nossa teoria em desvantagem com
relacdo as demais teorias da verdade existentes, embora seja obviamente desejavel
que se obtivesse uma teoria da verdade que exibisse as vantagens da nossa teoria
sem contudo exibir esses problemas.

Algo que pode ser considerado como uma limitacao de nossa teoria € o fato
de que somente formulas de uma linguagem L* em que a constante predicativa V
ocorre podem ter valor 2 em qualquer interpretacdo o de L*, de modo que

somente essas formulas podem ser destituidas de sentido. H4 ao menos dois

7 E importante perceber que nossa teoria ndo trata as sentengas semanticamente circulares como
sentencas destituidas de sentido pelo fato de serem semanticamente circulares, mas sim pelo fato
de serem infundadas, o que ¢ uma consegiiéncia de elas serem semanticamente circulares.
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problema com isso: nossa teoria nao pode lidar com formulas sem sentido que ndo
envolvem predicados semanticos, e nem com foérmulas sem sentido envolvendo
outros predicados semanticos que ndo o predicado-verdade. Esses ndo sdo
problemas para uma teoria da verdade, mas constituem problemas para uma teoria
da semantica em geral. Mas essa limitacdo acaba apontando para mais uma
vantagem de nossa teoria. De fato, embora ela ndo pretenda ser uma teoria da
semantica em geral, mas apenas uma teoria da verdade, ela pode ser estendida, de
modo a poder lidar com um maior nimero de féormulas, o que pode significar que
ela pode obter a capacidade de lidar com um numero maior de contrapartes
formais de sentengas da linguagem natural. O caso menos interessante ¢ o da
inclusdo de cldusulas na defini¢do das fungdes v°, que permitam a atribui¢do do
valor 2 a férmulas de L em alguns casos. Com isso seria possivel lidar com
formulas sem sentido em que ndo ocorre nenhum predicado semantico. Mais
interessante do que isso, entretanto, seria a introdu¢do de outras constantes
predicativas parcialmente definidas, para servir como contrapartes formais de
outros predicados semanticos, tais como ‘satisfaz’ e ‘define’. Esses novos
recursos formais nos permitiriam lidar com férmulas sem sentido em que ocorrem
outros predicados semanticos além do predicado-verdade e, melhor que isso, essa
extensdo de nossa teoria teria como lidar com formulas em que ocorre um
predicado semantico qualquer — significativas ou ndo —, e portanto constituiria de
fato uma teoria geral da semantica.

Um outro problema com nossa teoria € o risco de ela estar afetada por uma
espécie de versao sintatica do paradoxo do mentiroso, caso exista em L alguma
constante predicativa sintatica — Q, digamos — co-extensional a constante V na
interpretacao ¢ de L*, dado um contexto qualquer. Nos comentamos brevemente
esse tipo de problema no capitulo 2, quando mencionamos que a teoria da verdade
de Tarski corre esse mesmo risco, caso haja em alguma de suas linguagens-objeto
alguma constante predicativa representando um predicado sintatico co-extensional
ao predicado-verdade. No caso de nossa teoria, esse risco implica que L poderia
conter uma férmula como ‘Vx (Px — ~Qx)’, com a constante P representando um
predicado sintatico satisfeito unicamente pela propria formula em questdo, que
vamos chamar de p. Como Q ¢ co-extensional com V na interpretacdo C de L*

dado um contexto ¢ qualquer, p € 1(Q, ¢) sse u € I (V, §), ¢). Entdo vamos supor
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que, dado um modelo 91t qualquer, p € I (Q, ¢). Segue-se que p € I ((V, §), ¢), e
portanto que v° (4, §), ¢) =1, pois I ((V, ), ¢) = Sic., dada a def. 5.12, ¢ Sic.o,
dadas as defini¢des de Kripke apresentadas no capitulo 4, inclui todas e somente
as féormulas com valor 1 na interpretagdo § de L*, isto €, as formulas ¢ de L* tais
que v° ((, €), ¢) = 1. Como p é uma férmula de L, isso implica que v° ((u, 0), ¢)
=1, e dai, pelo teorema 5.2, u expressa uma proposicdo no contexto ¢ e M F p
(1, ¢). Mas ao mesmo tempo, se u € I (Q, ¢), v' ((Qx, 0), ¢) = 1 dada uma
atribuigdo t tal que 1 (x) = p, e portanto v' ((~Qx, 0), ¢) = 0. Obviamente v* ((Px,
0), ¢) =1, e como V' ((~~Qx, 0), ¢) = 1, temos que V' (Px & ~~Qx, 0),¢c)=1, ¢
dai que v' ((~ (Px & ~~Qx), 0), ¢) = 0. Se tomarmos uma atribui¢do ¢ idéntica a t,
exceto que o (x) = W, v ((Px, 0), ¢) = 0, e v* ((Px & ~~Qx, 0), ¢) = 0,
independente de v° ((~~Qx, 0), ¢). Portanto, v° ((~ (Px & ~~Qx), 0), ¢) = 1. Como
1T é x-variante de o, temos que ndo é o caso que V' ((~ (Px & ~~Qx), 0), ¢) = 1
dadas todas as atribui¢des T x-variantes de o, € portanto temos que v° ((Vx ~ (Px
& ~~Qx), 0), ¢) = 0. Como por defini¢do p ¢ apenas uma abreviagdo de ‘Vx ~ (Px
& ~~Qx)’, segue-se que v° ((u, 0), ¢) = 0, donde se segue pelo teorema 5.2 que M
# p (u, ). Essa contradigdo nos leva a concluir que, dado 9%, p ¢ I (Q, ¢). Nesse
caso, n ¢ 1 ((V, ), ¢). Como I ((V, §), ¢) = Sic., € Sic.o inclui todas e somente
as formulas com valor 1 na interpretagdo € de L*, isto ¢, as formulas ¢ de L* tais
que v° ((9, €), ¢) = 1, temos que v° ((, €), ¢) = 0 ou v° ((, €), ¢) = 2. Uma vez
que p ndo apresenta ocorréncias da constante V, ndo pode ser o caso que v° ((L,
£), ¢) = 2, e portanto v° ((, ), ¢) = 0'**. Como p é uma férmula de L, isso
implica que v° ((u, 0), ¢) = 0, e dai, pelo teorema 5.2, i expressa uma proposi¢ao
no contexto c e M ¥ p (i, ¢). Mas de novo, se p ¢ 1 (Q, ¢), v* ((Qx, 0), ¢) = 0 dada
uma atribui¢do o tal que ¢ (X) = , € portanto v° ((~Qx, 0), ¢) = 1. Obviamente 1°
((Px, 0), ¢) =1, e como V° ((~~Qx, 0), ¢) = 0, temos que V° (Px & ~~Qx, 0), ¢) =
0, e dai que v° ((~ (Px & ~~Qx), 0), ¢) = 1. Se tomarmos uma atribui¢do t idéntica
a o, exceto que T (x) # u, v ((Px, 0), ¢) =0, e v (Px & ~~Qx, 0), ¢) = 0,
independente de v' ((~~Qx, 0), ¢). Portanto, v* ((~ (Px & ~~Qx), 0), ¢) = 1. Assim,

8 F claro que é esse o passo crucial aqui, Jj& que o carater sintatico da constante Q permite que p
seja uma formula de L, e portanto que ndo possa ocorrer v° ((u, ), ¢) = 2, caso em que K ndo
expressaria proposi¢ao alguma, ndo havendo portanto paradoxo.
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temos que v' ((~ (Px & ~~Qx), 0), ¢) = 1 dadas todas as atribui¢des T x-variantes
de o, e portanto temos que v° ((Vx ~ (Px & ~~Qx), 0), ¢) = 1. Segue-se que v° ((W,
0), ¢) = 1, e portanto temos pelo teorema 5.2 que M Fp (u, ).

Assim, se houver em L uma constante predicativa como Q, havera uma

férmula como p em L, e teremos, dado um modelo 91 qualquer, que 9 F p (i, ¢)

e M F p (u, ¢). Em principio, tudo o que essa demonstragio nos mostra é que nio
pode haver uma tal constante predicativa em L, totalmente definida no dominio D
da estrutura que se estiver considerando, e representando algum predicado
sintatico das férmulas de L. No entanto, ndo objetariamos a quem nos dissesse
que seria interessante obter uma prova de que ndo pode haver uma constante
predicativa desse tipo em L por outros meios que ndo o uso da redugdo ao
absurdo. Nao dispomos de uma tal prova, mas notamos que a situacao parece ser a
mesma com teorias como a de Tarski e a de Kripke.

Por fim, a limitagao mais aparente de nossa teoria parece ser a insuficiéncia
de suas contrapartes formais dos contextos para a especificacdo do contexto de
uma sentenca. Como ja comentamos no capitulo 1 e neste capitulo, em diversas
situagdes o contexto de uma sentenca envolve mais do que simplesmente o
individuo que proferiu a sentenga em questdo e suas coordenadas espago-
temporais. E entre esses elementos a mais que os contextos de uma sentenca
envolvem muitas vezes se encontram elementos de natureza subjetiva, como o
individuo a que um falante se refere ao usar um nome proprio, caso que
mencionamos mais acima. Como optamos por manter nossa teoria livre desses
elementos subjetivos, tivemos que pagar o preco da insuficiéncia de nossas
contrapartes formais dos contextos para especificar o contexto de uma sentenca
em diversos casos'®.

O que podemos dizer a esse respeito € que ¢ mesmo dificil especificar o contexto
de uma sentenca até o ponto necessario para verificar se ela expressa uma
proposicdo, e, em caso positivo, se essa proposicdo ¢ verdadeira ou falsa, sem
fazer uso de nenhum elemento de natureza subjetiva, ¢ a0 mesmo tempo sem
complicar demasiadamente a teoria. A substituicdo de elementos subjetivos do

contexto por elementos objetivos parece ser geralmente possivel, mas ela sempre

149 Na pratica, nossos contextos ficaram reduzidos ao lugar e a0 momento em que uma sentenga é
proferida, ja que o falante s6 aparece em nossas contrapartes formais de contextos para marcar as
coordenadas espaco-temporais que especificam quando e onde a sentenga foi proferida.
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traz consigo o preco do aumento da complexidade. Um exemplo disso € o ex. 5.2,
em que a determinag¢do do individuo ao qual o falante da sentenca-exemplo se
refere com o nome proprio ‘Ulisses’, normalmente feita pelo contexto, passou a
ser feita pelo acréscimo de cldusulas restritivas a contraparte formal da sentenga-
exemplo. No caso de nossa teoria, preferimos adotar um meio-termo, em que
alcangcamos a capacidade de especificar suficientemente os contextos das
sentengas em um grande nimero de casos, mantendo contudo um nivel de
complexidade razoavel. No entanto, para fins tais como a programacdo de
computadores, em que a complexidade ndo interessa, desde que o resultado seja
computavel e computacionalmente tratavel™’, pode-se muito bem utilizar um
método de valoracdo de formulas como o de nossa defini¢cdo de verdade, com a
especificacdo de contextos feita por meios objetivos até onde isso for possivel.
Ademais, de novo comparando nossa teoria com as demais teorias da verdade
existentes, convém notar que nao ha uma teoria que seja capaz de lidar com
contextos, e que faca isso sem langar maos de elementos subjetivos e, a0 mesmo
tempo, mantendo um elevado grau de simplicidade. Alids, das teorias
consideradas neste trabalho, apenas a nossa inclui dispositivos formais que podem
ser utilizados para a especificagdo das diferentes proposi¢des que uma sentenga
pode expressar em contextos diferentes, ou, no caso de teorias da verdade aplicada
a sentencas, para a especificacdo dos diferentes valores de verdade que uma

sentenca pode assumir em contextos distintos.

150 Isto ¢, nos termos da teoria da complexidade, desde que o algoritmo a ser executado ndo seja
NP-hard.
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