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Resumo

Santana, Hilton Marques Souza, Dumont, Ney Augusto. Implementacao
consistente em elementos de contorno da técnica fast multipole para
problemas tridimensionais de potencial. Rio de Janeiro, 2022. 108p.
Dissertagdo de Mestrado — Departamento de Engenharia Civil e Ambiental,
Pontificia Universidade Catdlica de Rio de Janeiro.

O método fast multipole € um poderoso algoritmo para a modelagem num simples
computador de mesa de problemas com muitos milhdes de graus de liberdade. Sua
combinacdo com o metodo de colocacgédo dos elementos de contorno, que se baseia em
solucBes fundamentais com suporte global, conduz a um esquema cuja eficiéncia ou as
vezes apenas exequibilidade de simulacdo ndo podem ser igualadas por qualquer outra
ferramenta numerica. O objetivo basico da presente pesquisa € a consolidacdo de
algoritmos computacionais previamente desenvolvidos na PUC-Rio em linguagem
C++ para a analise de problemas tridimensionais de potencial. E aplicado um esquema
de integracdo analitica — com precisdo de maquina — para quando o elemento de
contorno e ponto fonte estejam préximos, numa implementacdo especifica para
elementos triangulares de trés nos. Para distancias maiores, aplica-se um esquema de
integracdo numérica adaptativa, que é computacionalmente mais rapido. Para grandes
distancias, é aplicado um esquema fast multipole reverso e duas vezes recursivo
proposto em teses e dissertacdes anteriores, também com avaliacdo exata das integrais
de contorno. Com isso, desenvolvimentos recentemente concluidos na PUC-Rio para
problemas 3D puderam ser reconceituados e reformulados. A valida¢do do programa

implementado é feita por meio de alguns exemplos numéricos bem elucidativos.

Palavras-chave
Elementos de contorno; fast multipole; integragdo com precisdo de maquina;

problemas de potencial; problemas tridimensionais.
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Abstract

Santana, Hilton Marques Souza, Dumont, Ney Augusto (Advisor). Consistent
boundary element implementation of a fast multipole technique for three-
dimensional potential problems. Rio de Janeiro, 2022. 108p. Dissertacdo de
Mestrado — Departamento de Engenharia Civil e Ambiental, Pontificia
Universidade Catolica de Rio de Janeiro.

The fast multipole is a powerful algorithm for modelling on a simple desktop
computer problems with many millions of degrees of freedom. Its combination with
the collocation boundary element method, which is based on fundamental solutions
with global support, leads to a scheme whose efficiency or sometimes just simulation
feasibility cannot be matched by any other numerical tool. The basic goal of this
research work is the consolidation of computer algorithms previously developed at
PUC-Rio in language C++ for the analysis of threedimensional potential problems. An
analytic, thus machine-precision, evaluation scheme of integrals for the case of close
distances between boundary elements and source points is implemented for the specific
case of three-node triangle elements. For larger distances an adaptative quadrature
scheme is applied for the sake of saving computational effort. For very large distances
a reverse fast multipole scheme previously implemented by M.Sc. and Ph.D. works is
implemented — also making use of machine-precision boundary integral evaluations.
This has ultimately led to a complete revisiting of the recent fast multipole
developments carried out at PUC-Rio. The implemented code is validated by means of

a few elucidative numerical examples.

Keywords

Boundary elements; fast multipole; machine-precision integration; potential

problems; three-dimensional problems.
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14

1 Introducao

Em 1687, Isaac Newton publicou uma das obras mais citadas da humanidade.
“Newton’s Principia”, como ficou popularmente conhecida, marcou o inicio de uma
revolucdo cientifica que colhe frutos até hoje. Nesse trabalho, o mundo se deparou pela
primeira vez com a Lei da Gravitacdo Universal, que relaciona a forca f entre dois

corpos de massa m, e m, por

f=G m;Tz 7 (1-1)

onde G é a constante gravitacional, r a distancia entre as duas massas e fum vetor
unitario diretor entre as duas massas.

A lei inversa do quadrado obtida em (1-1) € encontrada ndo apenas na
gravitacdo, mas no comportamento de campos elétricos, propagacdo da luz, som e
fendmenos de radiacdo. Uma propriedade fundamental que todos esses fendmenos
fisicos ttm em comum é a conservacao de energia. Para entender as implicacdes dessa
invariancia, considere um campo elétrico E originado por duas cargas elétricas opostas

(ver Figura 1-1).

Figura 1-1 — Campo vetorial E (GRIFFITHS, 2014)

Considerando um sistema fechado, onde a energia € sempre conservada, tem-se

que o trabalho realizado pelo campo E em um caminho fechado é sempre zero, isto é,
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¢$_(E.dc)=0 (1-2)

em que C — R® é uma curva fechada qualquer e <> representa o produto interno usual.

E possivel tirar vantagem dessa propriedade global para obter uma propriedade local
de E . Substituindo (1-2) no Teorema de Stokes (ARFKEN e WEBER, 2005), tem-se
[ .(VxE,n)ds = (E,dc)=0—>VxE=0 (1-3)

em que S — IR® é uma superficie, N representa a normal em determinado ponto de S. A
equacdo (1-3) revela que E ndo é qualquer campo vetorial, mas sim irrotacional em
todo o R®. Com isso, é possivel reduzir esse problema vetorial (encontrar o campo E
) para um problema muito mais simples: encontrar uma funcéo escalar u. Por (1-2) tem-

se que a integral ao longo de um caminho a—b é sempre bem definida. Portanto, pelo

Teorema do Gradiente (ARFKEN e WEBER, 2005) existe uma fungio u(x),x e R’

tal que

u(b)-u(a)=[ (E.dl) >E=Vu (1-4)

A funcéo u definida em (1-4) é conhecida como potencial, uma vez que a partir
dela derivam-se os campos de forca. Assim, formulando-se o problema a partir de uma
funcdo potencial tem-se a vantagem de reduzir um problema vetorial a um problema
escalar, mais simples de resolver. O termo fungéo potencial foi cunhado por George
Green em 1828.

Substituindo a equacdo (1-4) na Lei de Gauss (ARFKEN e WEBER, 2005), tem-
se

VE=0->V(Vu)=Au=0 (1-5)

conhecida como equacéo de Laplace.

A equacdo de Laplace também aparece em outros problemas da fisica-
matematica: no comportamento de fluidos incompressiveis, na distribuicdo de
temperatura em estado permanente de um corpo, na propagacao de ondas e em muitos
outros problemas de valor de contorno. A razdo para este operador ser onipresente é

que, localmente, ele mede o quanto uma quantidade (temperatura, deslocamento,
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tensdo etc.) esté distante de sua vizinhanga — e a natureza sempre tenta minimizar esse
valor a fim de atingir o equilibrio (KLINE, 1990). Devido a tantas aplicacdes, o
operador Laplaciano foi objeto de estudo das maiores mentes do século X1X — quando
se pensava que a natureza era linear.

A melhor forma de compreender um operador (linear ou ndo) é através de seu
grupo de simetrias (GURARIE, 2007). O grupo de simetrias do operador Laplaciano

consiste em rotagdes e dilatacdes. Isso implica que os polinémios H (x) de grau n que

satisfazem (1-5) devem ser homogéneos e isotropicos, isto €,

Hn(ﬂx)zl”Hn(X), AeR (1-6)

chamados de polindmios harménicos homogéneos. As duas simetrias do operador
Laplaciano indicam que o sistema esférico de coordenadas é o mais adequado para

definir um ponto no R®. Fazendo uso das coordenadas esféricas é possivel separar 0s

polindmios H, (x) em

H, (x)=H,(rx)=r"Y,(X) (1-7)

em que as fungdes Y, (f() dependem apenas da parte angular de x e sdo conhecidas na

literatura como harmonicas esféricas. As harmdnicas esféricas compdem um conjunto
completo de polinbmios ortogonais. Isso implica que qualquer funcéo f definida na
esfera unitéria pode ser decomposta em uma soma infinita de harménicas esféricas.
Essa propriedade no R* constitui a aproximacao por série de Fourier de qualquer
funcéo no circulo unitario (EFTHIMIOU e FRYE, 2014).

As funcdes que satisfazem o Laplaciano também sdo analiticas, isto é, podem

ser aproximadas por uma série de polindmios homogéneos H, . Esta propriedade tem

uma grande aplicabilidade pratica, uma vez que, para pontos distantes, apenas 0s
primeiros termos dessa série sdo relevantes. Em 1839, Gauss fez uso extensivo dessa
técnica em sua obra, “Allgemeine Theorie des Erdmagnetismus”, ao aproximar o
potencial do campo magnético da Terra até a quarta ordem. Com este trabalho, Gauss
conseguiu estimar a posicao do polo magnético sul da Terra com boa exatidao (KLEIN,

1979). Na astronomia, estimar o potencial gravitacional em um ponto X, devido a N
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corpos é um problema que também faz uso destas expans@es. Tem-se que o potencial
em X, devido a N corpos é dado por (GRIFFITHS, 2014)

u(xs):iNZlL (1-8)

i
Xy =X

onde a origem do sistema é tomada no centroide dos N corpos, m, representa a massa

de cada um dos corpos e X, a posi¢éo dos demais planetas. A sua expanséo € dada por

luo +X5Tul+XsTM2Xs
3 5
x|l 2k

(1-9)

u(xs):|

onde
N . N - . . .
Hy = Z m, m= Zmixlf » M, = ZBmixlf X¢ =X x| (1-10)
i1 i1

sendo | a matriz identidade. Muitas observacdes podem ser feitas a respeito da equacao
(1-9). A primeira é que os numeradores de todos o0s termos dessa expressao Sdo
polinbmios harmdnicos homogéneos, logo, satisfazem (1-7). A segunda € que as

variaveis y,, p, , M,, ... sdo conhecidas na literatura como momentos multipolos de
n-ésima ordem e independem do ponto X . Isso implica que eles podem ser calculados
uma so vez e reutilizados para obter o potencial em qualquer outro ponto X,. Além
disso, para um X, suficientemente longe é possivel truncar a expansédo multipolo (1-9)

em seus trés primeiros termos e obter 6timos resultados.
Os chamados métodos fast multipole sdo conhecidos por usar uma sofisticada
estrutura de dados espacial a fim de implementar a equacdo (1-9) com um custo

computacional reduzido. Em 1989, Greengard e Rokhlin publicaram um artigo

inovador que prometia reduzir o custo do problema de N-corpos de O(NZ) para

O(N), no que ficou conhecido como um dos dez algoritmos mais importantes do
século XX (CIPRA, 2000).
A expansdo multipolo da equacgéo (1-9) também tem uma interpretacdo nas

mais variadas ciéncias fisicas. Na eletrostatica, 4, pode ser entendido como o potencial
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devido a carga total do sistema, p, como o potencial devido a um dipolo de cargas e
M, como o potencial devido a um quadrupolo de cargas (ver Figura 1-2). Na

estatistica, tem-se média e variancia. Na geometria, tem-se centroide, momento de
primeira ordem e momento de segunda ordem (ou momento de inércia). De forma
geral, os multipolos contém as informac6es mais relevantes de um dado conjunto de
dados — similar aos coeficientes de uma expansdo em séries de Taylor, porém, com

abrangéncia global.

e \T/; - O + O0—0O +i:i

Figura 1-2 — Expansdo multipolo para um conjunto de cargas (GRIFFITHS,
2014)

Ao longo do século XIX e primeira metade do século XX o uso de expansdes
como a (1-9) e de conjuntos de funcbes ortogonais (série de Fourier, esféricas
harménicas, fun¢des de Bessel, polindmios de Legendre etc.) eram indispensaveis para
0s cientistas interessados em resolver problemas préaticos. Contudo, Liouville mostrou
em 1839 que, mesmo com esse aparato, existem equacdes diferenciais cujas solucbes
ndo podem ser expressas em uma forma fechada, por meio de séries infinitas e nem por
meio de equagOes integrais (KHOVANSKII, 2004). Este teorema influenciou
fortemente a busca por métodos numéricos para a solucdo de sistema de equacbes
diferenciais. Com o surgimento da era digital em meados de 1960, surgiram Vvarios
métodos numeéricos especializados na solucao de problemas préaticos.

Trés métodos, em especial, se destacaram: o método das diferencas finitas, o
método dos elementos finitos e 0 método dos elementos de contorno. Cada um desses
métodos se baseia na discretizagdo de uma forma do problema de valor de contorno.

Para a equacdo de Laplace, sua forma forte é dada por
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Au(x)=0, xeQcR®
x)=f(x), xel, =00,

u
ou (1-11)
%(X)z g(x),xel,=0Q,

QuU, =0 QONQ,=0

No método das diferencas finitas a equacdo (1-11) € discretizada levando a um
sistema linear de equacGes. A sua vantagem € a facil implementacédo, contudo faz-se
necessario que o dominio € seja discretizado por um grid regular, dificultando a
andlise de regides curvas (STRANG, 2007).

A forma fraca da equacéo de Laplace € dada por (BREBBIA e DOMINGUEZ,
1992)

[ vuvvdQ=[ vidr,+| vgdr, (1-12)

em que v geralmente sdo polinbmios com suporte compacto. O método dos elementos
finitos é o mais conhecido por usar esta formulacdo. Apds a discretizacdo da equacao
(1-12) tem-se um sistema linear esparso cuja solugcdo pode ser obtida em O(N), sendo
N o nimero de nds da malha. Por ser uma formulacéo integral é possivel considerar
problemas com os mais variados dominios Q@ (STRANG, 2007).

Por fim, a forma inversa da equacdo de Laplace é dada por (BREBBIA e
DOMINGUEZ, 1992)

IQ(uAv)dQ—jQ(vAu)dQ = '[rzv(Vu, n)dr—jrlu (Vv,n)dl'  (1-13)

é a base do método de colocagdo dos elementos de contorno (Collocation Boundary
Element Method), em que se usa como funcdo de peso v a solucdo fundamental do
problema, para a obtencdo de uma formulacdo com dados dependentes apenas do
contorno 02 . Ap0s a discretizacdo do problema, obtém-se um sistema linear denso, o
que implica alto custo computacional para problemas com muitos graus de liberdade,
embora, por outro lado, reduza a ordem das matrizes geradas

Ao substituir a solugdo fundamental do operador Laplaciano na equacdo (1-13)
tem-se uma estrutura similar a do problema dos N-corpos. Com isso, é possivel

substituir a multiplicacdo de uma matriz densa por um algoritmo fast multipole
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tornando possivel resolver problemas com milhdes de graus de liberdade, originando-
se assim o Fast Multipole Boundary Element Method (FMBEM) (NISHIMURA, 2002).

1.1 Revisdo Bibliografica

Em Greengard e Rokhlin (1987) foi publicado pela primeira vez o algoritmo fast
multipole para o problema de N-corpos. Neste trabalho, demonstrou-se pela primeira
vez a possibilidade de reduzir o custo de computacéo do potencial gravitacional em um
dado ponto x para O(N), isto é, dependente apenas da quantidade de particulas no
problema. Como a maioria dos problemas dindmicos podem ser reduzidos & interacdo
de N particulas, a aplicabilidade deste algoritmo foi enorme e com isso ele foi eleito
um dos mais importantes do século XX (CIPRA, 2000).

Em Liu (2009), é abordada a implementacdio do FMBEM com elementos
constantes bidimensionais e tridimensionais. Neste livro, Liu desenvolve uma estrutura
de dados espacial baseada em quadtrees (octrees em trés dimensdes) permitindo
separar elementos proximos dos distantes. Nos elementos proximos, é feita a integracao
(1-13) e para os elementos longe é aplicada a expansdo multipolo (1-9). Por fim, o
algoritmo é aplicado aos mais variados problemas de estatica, eletrostatica e acustica,
mostrando todo o seu potencial para a solucdo de problemas préticos.

Em Novelino (2015) e Peixoto et al. (2015) foi proposta uma forma alternativa
as quadtrees para a aglomeracdo dos elementos de contorno para o FMBEM.
Diferentemente de Liu (2009), o grupo de trabalho da PUC-Rio propde uma hierarquia
intrinseca a malha, que permite diferenciar elementos proximos de distantes de acordo
com o nivel de refinamento e elementos adjacentes a um dado elemento. Além disso,
foram estudadas diferentes formas de distribuir os momentos. Concluiu-se que havia
necessidade de distribuir os momentos apenas uma vez, diferentemente do proposto até
entdo na literatura sobre o FMBEM.

Em Peixoto (2018) e Dumont e Peixoto (2016) foi implementado o FMBEM para
problemas bidimensionais de ordem qualquer e foi proposto uma formulagéo geral
independente da solugdo fundamental. Para a aglomeracdo dos elementos foi utilizada
a hierarquia proposta em Novelino (2015) e Peixoto et al (2016). Por fim, a formulacéo
foi aplicada a diversos problemas de potencial e elasticidade, evidenciando a eficiéncia

do algoritmo.
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Em Florez Ttito (2020) foi desenvolvida uma extensdo do trabalho de Peixoto
(2020) para elementos tridimensionais de ordem qualquer. Neste trabalho, é possivel
obter a formulacéo tridimensional do FMBEM para um elemento genérico. Com isso,
foi desenvolvida uma promissora ferramenta de analise para modelos tridimensionais
Ccurvos.

Em Dumont e Kurz (2021) foi proposta uma metodologia para a avaliagéo
analitica das integrais do CBEM no caso de elementos triangulares planos. Além disso,
¢ proposta uma integracdo numerica adaptativa, com o uso de uma quadratura proposta
em Dunavant (1985). Mostrou-se que para uma distancia relativa entre o ponto fonte e
o0 elemento de integracdo maior que 0,8 tém-se 6timos resultados, em geral, inclusive
para a avaliacdo de gradientes de potencial em pontos internos.

O presente trabalho busca estender o trabalho de Peixoto (2018) para problemas
de potencial tridimensionais lineares, como esta detalhado no Capitulo 4. Foi adotada
uma estrutura de dados similar a relatada em Peixoto (2018), porém com duas
mudancas principais: a primeira é que a adjacéncia dos elementos é feita por meio de
halfedges e a segunda é que, diferentemente do algoritmo de Peixoto, que percorre
alternadamente a hierarquia, o algoritmo proposto tem duas etapas bem definidas: a
criacdo da hierarquia com uso da halfedges e, uma vez criada, esta é percorrida apenas
uma vez (ver Capitulo 4). Isso foi feito a fim de permitir a paralelizacédo da integracéo
dos elementos. Para elementos proximos foi utilizada a mesma metodologia de
integracdo proposta em Dumont e Kurz (2021), isto &, para elementos muito proximos
aplicou-se a integracdo exata e para elementos intermediarios a integracdo numérica.
Por fim, o algoritmo foi avaliado para problemas de potencial das mais variadas

complexidades e com milhdes de graus de liberdade.

1.2 Objetivos

O principal objetivo desse trabalho é estender o desenvolvimento proposto em
Peixoto (2018) para elementos tridimensionais lineares. Para isso, foi necessario
compreender profundamente duas questdes principais. A primeira consistia na
expansdo multipolo em harmonicas esféricas. Assim, foi apresentado um estudo

completo sobre sua obtencdo e taxa de convergéncia. JA& o segundo desafio foi
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implementar, em trés dimensodes, a distribuicdo dos momentos criada em Peixoto
(2018). Para isso, foi utilizada uma estrutura de dados conhecida por halfedges
(KEENAN, DE GOES e DESBRUN, 2013). Ambos os desafios foram vencidos com
éxito, originando um programa capaz de tratar problemas com milhdes de graus de
liberdade em um computador de uso pessoal.

1.3 Organizacgéo da Dissertagdo

Este trabalho é dividido em 6 capitulos e 3 apéndices, sendo o Capitulo 1 uma
introducdo do trabalho e de seus principais objetivos.

Capitulo 2. E apresentada em completo detalhe a formulagio convencional do
Método dos Elementos de Contorno (Conventional Boundary Element Method —
CBEM). Comenta-se o0 seu elevado custo computacional e a principal estratégia para
reduzi-lo.

Capitulo 3. E apresentado o desenvolvimento tedrico necessario para a
implantacédo das fungdes harmonicas esféricas no algoritmo fast multipole. Além disso,
evidencia-se a obtencdo da taxa de convergéncia da expansao a fim de se obter total
controle da fonte de erro do algoritmo proposto.

Capitulo 4. E apresentada a estrutura de dados espacial responsavel pela
construcdo da geometria e pela distribuicdo dos momentos. E dado enfoque na estrutura
halfedge responsavel por obter elementos adjacentes e no céalculo do angulo solido em
um dado Vvértice. Por fim, é feita uma descri¢do completa do algoritmo proposto.

Capitulo 5. Séo apresentados os resultados obtidos com a formulagéo proposta.
Foram avaliados trés exemplos com grau crescente de complexidade.

Capitulo 6. Sdo apresentadas as principais conclusGes do autor, assim como
sugestdes para trabalhos futuros.

O Apéndice A contem uma descri¢do da implementacéo das funces harmonicas
esféricas, o Apéndice B apresenta o pseudocodigo do algoritmo proposto e no

Apéndice C uma sugestédo de interface grafica para o algoritmo.
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2 Fundamentos do Método dos Elementos de Contorno

O objetivo deste capitulo é fundamentar o Método Convencional dos Elementos
do Contorno (Conventional Boundary Element Method — CBEM), sem uso da técnica
fast multipole. Para isso, sdo descritos os quatro subespagos fundamentais de uma
transformacéo linear, os espacgos adjuntos e as funcdes de Green. Por fim, é avaliado o
custo computacional do CBEM em sua forma discreta.

2.1 Introducéo

O objetivo principal do presente trabalho € resolver a equacdo (2-1):
Au(x)=0, xeQ
u(x)=f(x), xel (2-1)
Vu(x)=g(x),xel

onde Q é o interior de uma regido * < RR® e [ é o contorno de I (ver Figura 2-1). A

interpretacdo fisica adotada no presente trabalho para a equacéo (2-1) foi considerar

u(x) como a distribuicdo de temperatura , em regime permanente, de um corpo

TcR*e Vu (x) representa o fluxo de calor ao longo das faces desse corpo.

Figura 2-1 — Descricdo de uma regido *=QUT c R’ QNI =
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O operador Laplaciano (A) pode ser entendido como um operador linear que
atua no espagco das fung¢des continuamente diferenciaveis C~ . Para obter a formulagéo
do Método dos Elementos de Contorno, faz-se necessario definir o espago adjunto do
Laplaciano, A”. Para isso, serdo discutidas inicialmente as propriedades do espaco
adjunto de operadores lineares atuando em um espaco de dimensdo finita, isto é,
matrizes mxn.

2.2  Os quatro espacos fundamentais

Matrizes também podem ser entendidas como operadores lineares atuando em

funcbes com dimensédo finita, isto é, vetores. Segundo Strang (2016), o completo
entendimento de uma matriz Ae M (m, n) pode ser obtido ao se estudar os seus quatro

espacos fundamentais:

e Oespaco colunade A, denotado por col(A), com dimenséo r, é gerado pelas colunas
de A. Logo, col (A)cR".

e O espaco nulo de A, denotado por nul(A), com dimenséo n — r, é definido como
nul(A) ={xeR"| Ax =0}

e O espaco linha de A, denotado por col (AT ) , com dimensdo r, é gerado pelas linhas
de A. Logo, col (A") = R".

e O espaco nulo esquerdo de A, denotado por nul( A" ), com dimensdo m —r, é

definido como nul(A") ={x e R™ | A'x = 0}
A ideia mais importante é que estes quatro subespacos estdo relacionados. Tem-

se que:

col(A")" =nul (A) (2-2)
col (A)" =nul (A") (2-3)

Uma visualizagdo das equages (2-2) e (2-3) é mostrada na Figura 2-2.
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Figura 2-2 — Os quatro espacos fundamentais (STRANG, 2016).

O espaco col (AT ) é também conhecido como espaco dual ou espaco adjunto. A
sua definicdo é feita na equacao (2-4):

<AX7V>Z<AT)’,X>, xeR"yeR" (2-4)

onde () é 0 produto interno usual, A" é a transposta de A (ou adjunta de A). Para

entender como a equacdo (2-4) pode ser fundamental na solu¢cdo de um problema,

considerem-se os dois exemplos a seguir.

Exemplo 2.1: Encontre X ={x,X,}' tal que:

2 o))l s

A

Inicialmente, note que X pertence ao nul(A). Por (2-2), tem-se que
col(A")" =nul(A), logo, é possivel obter x conhecendo-se apenas 0 espago

ortogonal a sua adjunta. A adjunta de A é dada por:

a2 2-6
3 ¢ @)

Uma base para o col(A") consiste apenas no vetor {1,3}' . Logo, 0 espaco

perpendicular a col(A") é
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cMN}#ﬁ}mMNﬁ=%f}mﬂM,de @-1)

obtendo-se assim 0 espaco solucdo de (2-5). A ligdo fundamental deste exemplo

é: para resolver (2-5) foi necessario apenas obter o espaco coluna de sua adjunta.

Exemplo 2.2: Considere o0 seguinte problema:
Ax=Db (2-8)

Em que A é uma matriz N x N invertivel. Agora, suponha que existe g tal que

Ag=e, (2-9)

em que e, representa o vetor unitario com 1 na i-ésima posi¢do. Acontece que
se (2-9) for verdade, entdo por (2-4), tem-se:
(AX,9) :<ATg,x> —(b,g)=(e,,x) >

(2-10)
(b.g)=x

Ou seja, conhecendo o vetor g foi possivel obter uma componente do vetor
solucdo Xx. Devido a sua importancia, este vetor € conhecido como a funcéo
discreta de Green associada a matriz A (ESTEP, 2004). As fun¢des de Green em
sua forma continua sdo essenciais no CBEM.

Espaco dual

O espaco da matriz transposta col (AT) tem uma interpretacdo fisica altamente

relevante. Os problemas de valor de contorno sdo caracterizados, principalmente, pela

dualidade entre as condigdes ditas essenciais e naturais (primal e dual). A Tabela 1

relaciona essas duas propriedades para alguns problemas da fisica matematica
(STRANG, 2007).

Tabela 2-1 — Variaveis primal e dual para diversos problemas

Problema fisico Primal Dual
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Eletrodindmica Tensao Corrente
Elasticidade Deslocamento Forca
Potencial Temperatura Fluxo de calor
Dinamica Posicéo Forca

O fato € que, no paradigma de dimensé&o finita, o espaco primal coincide com o

espago Col(A) e o espago dual com col (A" ). Esta relagéo fica clara no contexto de

elasticidade em que o espaco primal € dado pelos deslocamentos e o espaco dual dado
pelas forcas. Nesse sentido, a intepretacdo fisica para nul(A) e nul(A") coincide

justamente com o espaco de deslocamentos e forgas inadmissiveis, respectivamente.
Exemplo de deslocamentos inadmissiveis sdo o0s movimentos de corpo rigido
(translagcdo e rotagdo) que provocam deslocamento sem deformacdo. Logo, néo

permitir deslocamento de corpo rigido implica, matematicamente, que o nul(A) é

vazio.

Uma aplicagéo relevante das relagbes simétricas da Tabela 2.1 é evidenciada
nos chamados teoremas da reciprocidade. Estes teoremas, a depender do contexto, tém
nomes distintos. Na eletrodindmica é chamado de Teorema da Reciprocidade Rayleigh,
na elasticidade de Teorema da Reciprocidade de Betti e em potencial Teorema da
Reciprocidade de Green. De forma geral, estas relagdes aparecem na maioria dos
sistemas dindmicos lineares tal como o proprio Lord Rayleigh descreveu em sua obra
prima Theory of Sound, de acordo com (COOK, 1996):

“Em um sistema dinamico linearizado, relacdes reciprocas muito notaveis
existem entre as forcas e movimentos de diferentes tipos ...

O fato é que os teoremas da reciprocidade bem como as funcdes de Green séo
as pecas fundamentais para 0o CBEM.

2.4 Do discreto para o continuo

Foi observado no altimo exemplo da se¢do 2.2 como o conhecimento da adjunta
de um operador linear pode ser utilizado para obter a solucéo de determinado problema.
A seguir serd descrito como o conceito de espa¢o adjunto se adequa a operadores

atuando em um espaco de funcbes continuamente diferenciéveis.
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Seja L um operador linear. A sua adjunta L~ é definida como

(L(u),v):<u, L (v)> (u,v)zfgude (2-11)

para quaisquer fungdes continuamente diferenciaveis u, v com suporte compacto
em Q (isto é, u e v sdo identicamente iguais a zero no contorno de Q).
A adjunta do operador Laplaciano é obtida por
(L(u),v)=
.[Q (vAu)dQ = .[rv<Vu, n) dF—J.Q<Vu,Vv> dQ =
er(J(Vu,n)dF—Li(Vv,n>dF+JQ(uAv)dQ: (2-12)

.[Q (UAV)AQ = <u, L*(v)>
~LL(v)=Av

em que a integracdo por partes foi utilizada duas vezes. Em (2-12) foi observado que a
adjunta do Laplaciano coincide com o proprio. Nesses casos, o operador é dito

simétrico ou auto adjunto (note a semelhanca com as matrizes A= A" chamadas de
simétricas).

2.5 Funcdes de Green

Observe 0 Exemplo 2.2. Neste exemplo, o vetor g foi suficiente para obter a
solucdo do problema. A intuicdo por tras das funcBGes de Green consiste em estender

(2-9) para o espaco de dimenséo infinita. Ou seja, a funcdo de Green u*(x) é aquela

que satisfaz:

L*(u*(xf —xs))zﬁ(xf -X,), X, X, €Q (2-13)
em que
00, Se X; =X,
§(Xf _XS):{O, se Xff # X, (2-14)

.[Qx(xf )5(xf —xs)dQ: X(X,)

e X;,X, sdo comumente interpretados como ponto field e source. A explicagdo dessa

nomenclatura é que o ponto source (fonte) consiste no ponto de aplicacdo de uma carga
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pontual (funcédo delta de Dirac) e X, (campo) o ponto em que o efeito desta carga foi

medido (GUMEROQV e DURAISWAMI, 2005).
Observe a semelhanca de (2-13) com (2-9). Pode-se concluir que os vetores €,

consistem na forma discreta da funcdo delta de Dirac (ambas fazem o papel de “filtrar”
uma componente de x). Com isso, a funcdo de Green pode ser interpretada como a
forma continua da matriz inversa de uma transformacéo linear. O seguinte exemplo
justifica esta ultima denominacao:

Exemplo 2.3 Considere o seguinte problema em que a funcdo de Green

G (x—y) do operador L é conhecida.

(2-15)

Considerando V=G (Xx—Y) na equagio (2-11), tem-se

(L(u(9).6(x-y))=(u.L'(6(x-y))) -
(£(x),G(x=y))=(u,5(x-y)) > (2-16)

Igf(x)G(x y)dQ=u(y)

Com isso, fica evidente na equacdo (2-16) que a funcdo de Green é suficiente

para se obter a solugdo u em qualquer ponto y e Q.

Mas afinal, dado um operador linear L, como obter a sua funcdo de Green?
Embora a existéncia das funcdes de Green para qualquer operador linear com
coeficientes constantes seja garantida pelo Teorema de Malgrange - Ehrenpreis
(EHRENPREIS, 1954), a sua obtencdo ndo é imediata. Para o operador Laplaciano,
Arkfen e Weber (2005) compararam a forma integral da funcdo potencial em um
problema eletroestatico com a equagéo (2-16) e concluiram que (ARFKEN e WEBER,
2005):

k
47[(fo -X

J)
k(xf —xs)
471fo —X

u*(xf —xs)

(2-17)
vu (xf -X ): —~

S

S
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Em que k € R é uma constante de proporcionalidade e depende do material. Note que
o gradiente de u”nada mais é do que a forca de Coulomb para duas cargas posicionadas
em X.e X, .

2.6 Método dos Elementos de Contorno

Como dito na secdo 2.3, os teoremas da reciprocidade sdo a chave para o
CBEM. Para problemas de potencial que envolvem o operador Laplaciano, o teorema
da reciprocidade (também conhecido como segunda identidade de Green) pode ser
enunciado como (ARFKEN e WEBER, 2005):

jQ(uAv)dQ+Iru (Vv,n)dT = jQ(vAu)dQ+Irv<Vu, nydlr  (2-18)

A melhor interpretacdo fisica para (2-18) é novamente encontrada na
elasticidade, por meio do Teorema de Betti (andlogo a segunda identidade de Green),
que afirma: o trabalho produzido pelos deslocamentos (u) de um primeiro estado e
forcas de um segundo estado (Av) coincide com o trabalho produzido pelos

deslocamentos (v) do segundo estado e as forcas do primeiro estado (Vu).

Considerando v=u"na (1.18), X,,X, €Q, tem-se

jg(uAu*)dQ =

L[U*A“de+LU*<Vu’ﬁ>df—jru<Vu*,ﬁ>dr_>

=0

[Lus(x; —x o= (2-19)
I (x: Xs)< ( ) >df Jrulx ) (vu(x, =x.).n) -

)=[ (v
Observe que por meio de (2-19) é possivel obter a solugio em um ponto X, € Q

fazendo uso apenas de dados no contorno. Contudo, para se obter um método realmente

util todos os dados da formulagdo devem pertencer ao contorno. Com isso, é analisado

0 que acontece com (2-19) caso X, tende ao contorno I .
Considere X, como sendo um ponto de canto (ndo necessariamente suave)

pertencente a I". Considere o dominio Q" que é obtido ao se excluir uma pequena
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secdo esférica S com centro em X, e raio ¢. Seja também a superficie A=S~T.
Aplicando novamente a (2-19) no dominio Q”e sabendo que X, ¢ Q' tem-se:

J.Q,,u5(xf ~%,)dQ=0=

(2-20)
jr_as(u*(Vu,ﬁ)—u<Vu*,ﬁ>)dF+jA(u*(Vu,ﬁ)—u(Vu*,ﬁ»dF
Conforme ¢ —0, tem-se:
lim u (Vu,n)y—u(vu’,n)dr =
>0 I—BS( A< > ) /<\ >) (2_21)
Jr(u (Vu,n)—u(Vu n>)dF
lim A(u (Vu n>—u<Vu* ﬁ>)dF:
1 ( (Lo 1 ) ]
LILT(}E A(F<Vu,n>+Fu<r,n>jdl“_ (2-22)
1 1 1 -0
LILT(}E AF(Vu n>d1‘+|g|£rgL(Fucos(¢)JdF_Eu(xs)
-0 —>du(xg)
em que r € a distancia entre X, X, e @ é o angulo sélido em X,. Portanto,
) x _ .
EU(XS)ZL(U <Vu,n>—u<Vu ,n>)d1" (2-23)

onde g=(Vu,n) é definido como o fluxo de calor ao longo da superficie com normal

N. A equagéo (2-24) consiste na formulagdo convencional do Método dos Elementos

de Contorno - CBEM para problemas de potencial tridimensionais.
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2.7  Custo computacional

Para avaliar o custo computacional da equacao (2-24) € preciso definir uma
discretizacdo para o contorno I'. No presente trabalho serd considerada uma
formulacdo isoparamétrica, em que I" sera particionado em um conjunto de triangulos

{F} do tipo T3 e um conjunto de veértices {V}. Assim, para cada tridangulo T e{F}

com vértices {p,,p,,P,}, tem-se

p(éﬂ) = N,;p, + N,p, + N,p,, peT (2-25)
U(D(éﬂ)) = Nlu(p1)+ N,u (p2)+ N,u (pa)' peT (2-26)

a(p(&7))=Na(p,)+N,a(p,)+Nya(ps), peT (2-27)

onde

N1=(1—~§—77)1 N, =¢, N, =7 (2-28)

Substituindo as equaces (2-26) e (2-27) na equacgéo (2-24) e fixando um ponto

fonte X. e{P}, tem-se

em que V representa o namero de vértices em {V}e F, o nimero de elementos em {F}

, €
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H.*:ii J <(Xf(§’77)_XS)’n'>Ndd§dn, d=123

3

Tar ) ) )X, (2-30)
up:u(xpe{\/})
: 3k [ J :
G, =) — —d&d
| 24” o (i (Em)-x)) = (2-31)

g =(a(ps)+a(ps)+a(ps))/3

onde S representa o nimero de triangulos em {F} que contém o ponto X, N('j éa

funcédo de forma correspondente a este ponto e |J| é 0 jacobiano da transformagéo em
(2-27).
Estendendo a equagéo (2-29) para todos os pontos fonte em {P}, tem-se:

Hu=(H +S)u=Gg, H eM(V.V), GeM(V,F)

®(x,) 0 - 0
s_ 1| 0 @) - 0 (2-32)
Arx : . :
0 0 - O(xp)

A equagdo (2-32) pode ser transformada em um problema

Ax=b,AeM (V ,V) apos se considerarem as condi¢Bes de contorno prescritas.

A solucdo do sistema Ax=b tem um custo computacional da ordem O(V?).

Em geral, como a matriz A ndo é simétrica, € comum fazer uso do algoritmo iterativo
GMRES (STRANG, 2007). Para cada iteracdo k do GMRES é necessaria uma

multiplicagcdo matriz-vetor com custo O(Vz). Em geral o numero de iteragdes é bem

menor que V, contudo, considerando o pior cenario em que k =V tem-se 0 custo

maximo O(V?’) . Perceba que caso V seja um valor elevado (>10%), o algoritmo tera

um alto custo computacional em comparagdo com outros métodos ( 0 MEF tem uma

complexidade O(V)).
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Assim, a principal motivacdo do Método fast multipole é reduzir o custo da
multiplicagdo matriz-vetor para O(Vp) em que pe[LVlogV] (BEATSON e
GREENGARD, 1997).
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3 Método Fast Multipole

Neste capitulo sdo descritos os principais pilares do método fast multipole (Fast
Multipole Method — FMM).
3.1 Introducéo

Para compreender melhor a esséncia do FMM, considere a seguir um simples
exemplo da eletrostéatica.

Seja uma carga elétrica g situada em um ponto X, e uma outra carga qualquer no

espaco com posicdo X, . O potencial de g no ponto X, pode ser obtido por

S

u(xs,xf)=fo+X (3-1)

Ja com a presenga de n cargas, o potencial em X; devido as cargas sera

s _ Ui )
U(XS)_E Xis_JX{;H (3-2)

1#]

O maior impeditivo de uso da equacdo (3-2) é o seu custo quadratico O(nz).

Como (3-1) coincide com a solucdo fundamental do Laplaciano, este custo quadratico
também esté presente na formulacdo do CBEM no momento da multiplicacdo matriz-
vetor. Evidencia-se assim, a necessidade de reduzir o nimero de interagdes na
multiplicacdo matriz-vetor.

Agora, suponha que, por algum motivo, seja possivel decompor a equagéo (3-1)

em um produto de duas funcGes independentes, isto é:
p
u(Xe X, )= D08, (X R (%) (3-3)
k=1

Avalia-se agora em qual medida o custo computacional pode ser reduzido caso a

equacéo (3-3) seja verdade. Substituindo (3-3) em (3-2), tem-se
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) S{Es e

(3-4)

n

>R () 2.5 (x) =R (4 M,

My

em que M, sdo chamados de momentos e calculados apenas uma vez (BEATSON e
GREENGARD, 1997). Com isso, se (3-3) for possivel, o custo computacional caira de

O(n*) para O(np). O fato é que as fungdes harmonicas satisfazem (3-3) e muitas

vezes p € um valor bem menor que n tal como 1 ou logn (BEATSON e

GREENGARD, 1997). Os métodos que implementam a (3-4) de forma eficiente séo
chamados de fast multipole.

Assim, é descrito na proxima secdo como obter a decomposi¢do em (3-3) uma
vez evidenciada a sua principal vantagem.

3.2 Fatoracéo da solucdo fundamental

Geralmente, a fatoracdo de uma funcéo esta associada a algum tipo de simetria
presente. Isso é similar a quando se propdem solucdes separaveis em equacdes
diferenciais, uma vez sabendo que o dominio apresenta algum tipo de simetria
(GURARIE, 2007) . A simetria mais evidente da solucao fundamental é a de rotacéo.
Por depender apenas da distancia radial até o ponto de medicdo, seu valor independe
da orientagéo. Ou seja:

u” (X, Rx, ) =u" (X, %, ) (3-5)

s

Em que R é uma matriz de rotacdo. Para explorar esta invariancia considere novamente

um problema da eletrostatica, em que agora a carga q (unitaria) se encontra em X, e é

desejado medir o potencial em um ponto x, qualquer (ver Figura 3-1).
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x®

0.5

0~ 0.5

-0.2 0
0.2
04 06 g ;0

Figura 3-1 — Carga fonte e ponto de medicao

Tendo em vista a fatorag&o proposta em (3-3), decompde-se a distancia |x, — x|

pela lei dos cossenos, isto €,

fo —x [ :(xf —xs)T (xf —xs)zxfof —2X X XX, =
(3-6)
x* +y*—2xycos(y), ||xs||2 =X, fo H2 =y
Substituindo em (3-1), tem-se
u(xg. X )= 1 — ! _1 : 1 _
X —x, \/x +y?—2xycos(y) X\/“Gj —[OZcos(y)
(3-7)
1 1
X

\/l+§(i—2003(7)]

Note que o termo entre colchetes pode ser expandido por meio de série de Taylor

em relacdo a origem (supondo que y/x<1). Com isso,
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; (z (z)zww<SC°S<7>3-3C°S<7>>+... P

2

em que P, sdo os polindbmios de Legendre. Observe que na fatoragédo em (3-8) quase

foi atingido o objetivo de fatorar a solucdo fundamental em uma parte dependente de x

e outra de y. Resta agora decompor o angulo y em relacdo também as variaveis X, y.

Antes de prosseguir com este objetivo, é interessante observar alguns aspectos dos
polindbmios de Legendre.

Os polindmios de Legendre sdo funcdes de extrema importancia na fisica
matematica. Eles sdo definidos como autofuncgdes da seguinte EDO de Legendre.

(1—x2)y"—2xy'+{/l(i+l) T }y 0 (3-9)

X2

em que Ae u sdo numero complexos. Como essa EDO é Hermitiana, suas

autofuncgdes sdo ortogonais — a mesma ideia que se aplica ao teorema espectral da
algebra linear. Por serem polindmios ortogonais, eles séo frequentemente usados como
base na aproximacao de fun¢Ges no método dos minimos quadrados. Uma das formas
de obter os polindmios de Legendre é por meio de recorréncia (ARFKEN e WEBER,
2005):

w2 (2n-2K)! s

P ()= 2 'z KI(n—K)!(n—2K)! (3-10)

Além disso, os polindmios generalizados de Legendre ou funcdes de Ferrer (

P™) aparecem como parte da solugdo do Laplaciano em coordenadas esféricas. Quando

0 Laplaciano € escrito em coordenadas esféricas (ver Figura 3-2) a sua solucdo geral
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pelo método de separagdo de varidveis € obtida na equagdo (3-11), sendo observadas
as fungBes P associadas a variavel 6.

Au=0—>

(r,0,p)= Z Z ( Nt Bnmr"’l)Pn’”(cosH)(Cnmeim“’)

n=0 m=—-n

(3-11)

Ao se considerar a invariancia da coordenada azimutal ¢ (m = 0), a solucéo do

Laplaciano é obtida na equacdo (3-12), em que sdo observados os polindmios

ortogonais de Legendre P, da Eq. (3-10),

0

u(r.6,0)=u(r,0)=>(Ar'+Br )P, (coss) (3-12)

n=0

A relagdo entre as funcdes P, e P" é dada por

m/2 dm

P"(x)= (1— x2) o~ P, (x) (3-13)

emque A,,, B,, e C,, sdo constantes de integracio a serem obtidas com as condigdes

de contorno.

zZ 0 ~
—— r

™~
e
|
|
|

.
X o % |7

—— — \_\J

Figura 3-2 — Coordenadas esféricas (ARFKEN e WEBER, 2005)

A principio ndo parece clara a relagdo entre os polindmios de Legendre e a
solucdo fundamental u”, porém, ao plotarmos os seis primeiros polindmios de
Legendre na Figura 3-3, em sua forma polar, observa-se, claramente, uma invariancia
rotacional em relacdo ao seu eixo vertical, coincidindo com os harménicos devido a

vibracdo da esfera
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Na Figura 3-4 é observado como os polinémios generalizados de Legendre P

n

Figura3-3—-P,,n=1a6

variam segundo o parametro m, paran =3 e m = -3 a 3 (m = 0 foi mostrado na figura

anterior). Os valores negativos de m estdo em azul e os positivos em vermelho.

K K o

Figura3-4-P", m=-3a3

Além disso, observe que, separando a parte angular na equacdo (3-11) e

normalizando-a, obtém-se a equacgéo
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2n+1(n—-m)!

Y (6.9) = 4z (n+m)"

P" (cosg)e™ (3-14)

conhecida como harménica esférica. Tais funcbes sdo autofuncbes do operador do
momento angular (hermitiano) e, portanto, sdo ortogonais (ANISIMOV e STEWART,

2019). As harmoénicas esféricas terdo um papel crucial na decomposicdo dos

polindmios de Legendre P, (cos(7)).

Recapitulando, para se obter a fatoracdo em (3-3) resta apenas decompor

cos(;/) em (3-4) de forma que dependa das posi¢Oes X e x, de forma independente.

Para tanto, inicialmente X, e X, s&o escritos em coordenadas esféricas

cos(¢)sin(0) cos(¢")sin(6")
X, = X< sin(g)sin(8) ¢, =y<sin(g")sin(8") (3-15)
cos(8) cos(6")

Com isso, é possivel escrever cos(y) como

cos(y) = <X—X>H =cos(¢p)sin(8)cos(¢")sin(6")+

+sin(g)sin(8)sin(¢')sin(8")+cos(&)cos(8") = (3-16)
cos(@)cos(8")+sin(g)sin(0)cos(p—¢')

Uma forma de generalizar o resultado obtido na equacédo (3-16) é por meio do
Teorema da Adicdo (ANISIMOV e STEWART, 2019):

P, (cos(y))= Zn:Y (6,0)Y,) (69 (3-17)

2n+1,<

emque Y representao conjugado de Y. Vejaque para n =1 retoma-se a equacao (3-16)

, pois
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1 R

R (cosy)=cos(y)= 24_f1 > Y (0.0)Y," (69" =

4r | 3] cos[0]]cos[6] N ?:ei(‘“”') [sin[0]]sin[6] N e [sin[0']]sin[6] _
2+1 Az 87 87
cos[6/]cos[ 6] + sin[']sin M(WJ _

cos[6']|cos[@]+sin[&']sin[@]cos(p—¢")
(3-18)

Substituindo (3-17) em (3-8), obtém-se

n

(%)= 2R (c05(7) i =

n=
n

47[ m m 1 1 yn
Y'"(0,0)Y" (O, =
2n+1m; T (6,0)Y,( co)j

n+l
X

M

>
I
o

n

n — ] ) P
o 20 e sy s | - 619
X

2n+1,= 4z (n+m)!

M

>
I
o

M

2 (n n )l m im, m —img" y”
~——~ P"(cos@)e™P"(cos@')e ™ =
mZn(ner)! " ( ) " ( )

SRS <kl

>
I
o

M

>
I
o

onde

Sy (x)=(n—m)IP" (cosH)e”““’i

n n+1
r

P"(cos@)e™r" (3-20)

Ry (X):(

x=rsin(@)cos(¢)i+rsin(&)sin(¢)j+rcos(6)k

n+m)!

As fungdes R"(x,) e SU(x,) sdo chamadas na literatura de harmonicas

esféricas solidas e representam a tdo desejada fatoracdo da equacéo (3-3). No exemplo

a seguir avalia-se a eficiéncia da equacéo (3-19).

Exemplo 3.1. Use a equacdo (3-19) (com n = 3) para obter uma aproximagéo

de 1/]x; —x,||, em que x, ={-10,19,13} e x, ={-5,4,3}

Tem-se que
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[xl=3v70, [ [=5v2

cos(8) =

i Cos(@'):i
3J70° 5v2

Proj "
Q= AI’Ctan 2 Ly(xs) = s —arctan |:g (3'21)
HPI’ OJX*Y (Xs) 10_

@' = Arctan 2 Oj”(xf =7— arctan{d'_
HPrOJX (% H ]

Substituindo na equacgéo (3-19):

_ _ 3-22
(R (¢ )87 (0 +RE ()52 () RE (¢, )1 om0
39677 >
— V14 _ 40533409
444528

Observe que o erro obtido com a aproximacao é de apenas 0.20%, o que revela
uma rapida convergéncia da série.
A aproximacdo na equacdo (3-19) também é valida caso haja uma translacdo da

origem para um ponto X_, isto é:

u*(x —X, )= K - K _

b Arlx; = x| Am||(x; —x) = (= %)
kK & m om _ -
E;( Z R™(x, —X.)S™ (X, —xc)]— (3-23)

L3 ZR0SI] <]

3.3 Raio de convergéncia e taxa de convergéncia da aproximacao

Uma das condicBes essenciais para obtencdo da aproximacdo em (3-8) é a

convergéncia por série de Taylor da fungdo 1/(1+ x)fllz. Sua expansdo em torno da

origem tem raio de convergéncia igual a 1 e taxa de convergéncia igual a |x|n , em que
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n é o nimero de termos da série. Acontece que a taxa de convergéncia para (3-23) é a
mesma e uma interpretacdo para esse fato é descrita a seguir (DUMONT e SANTANA,
2021).

As solucdes do operador Laplaciano tém a imensa vantagem de serem
analiticas, isto &, existe uma unica expansdo em série de poténcia em torno de qualquer
ponto do seu dominio. Além disso, o raio de convergéncia desta expansao coincide
com a distancia até a singularidade mais proxima (AXLER, BOURDON e WADE,
2013). Considere a solugdo fundamental com seu ponto fonte fixo

u(xf)znxf% (3-24)

Note que a Unica singularidade na equagéo (3-24) estda em x, =x,. Com isso, a
expanséo em série de poténcia de (3-24) em torno de um ponto X, qualquer tera raio

de convergéncia R igual a ||x, — X, | (ver Figura 3-5).

Figura 3-5 — Raio de convergéncia da expansdo em torno de um ponto X,

Assim, para que uma expansdo em torno de X, convirjaem x, faz-se necessario que

este ponto esteja contido na esfera da Figura 3-5, isto €,
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fo =X

y
==<1 (3-25)
”Xs _Xc” X

fo =X

<R=|x;—x|~

Para se obter a taxa de convergéncia note que, quanto mais longe o ponto campo
estd do ponto de expansdo, mais termos serdo necessarios para obter uma melhor
aproximacgdo. Assim, o erro de aproximacdo ira depender da distancia até a

singularidade e da poténcia da expansdo, isto é, para um termo de truncamento N o erro

esperado sera da ordem O(yN / xN ) . O conhecimento da ordem do erro é de extrema

importancia na verificacdo da implementacdo computacional. Ainda é possivel
escrever alguns termos da série de poténcias da equacéao (3-24) por meio de sua série

de Taylor em torno de um ponto X, qualquer

u(xf):u(xC + (X, —xc)):u(xc)+<Vu|xfxc (X —xc)>+

1 ‘xf —-X

eV ]
E<(xf -X),Vuvu' |, _, (x —xc)>+O (m =

1 i <(Xs _Xc)1(Xf _Xc)> n
e =] ({0 =%, 06, =x))) ™
3(<(Xs _Xc)’(xf _Xc)>)2 _<(Xs _Xc)’(xs _Xc)><(xf _Xc)v(xf _Xc)> +0 fo — X
2({(%, =%, (¢, =x))) ({06 %), (%, =%))) " %, ="

(3-26)

3

Fazendo x=(X,—X,) e y =(X, —x,_) naequagio (3-26), tem-se:

()= k) +3<X1y>2—<X’X><y,V>+O{IIVIISJ,
X (x, %)™ 2(x,x)"* IxF 0on
%<1

Por fim, para se concluir a obtencdo do raio de convergéncia e a taxa de
convergéncia para a aproximacao em (3-23) é utilizado o Teorema da Identidade
(AXLER, BOURDON e WADE, 2013). O Teorema da Identidade garante a unicidade
da série de poténcia de uma fungéo analitica. Logo, a série obtida na equagdo (3-23)
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deve coincidir com a série de Taylor da equacdo (3-27) e, assim, ambas tém raio de

convergéncia igual a |)x,—x.| e taxa de convergéncia O(fo ~X, N/||xs—xc||N)

(DUMONT e SANTANA, 2021).

3.4 Fungdes harmonicas esféricas solidas em coordenadas cartesianas

O Teorema da ldentidade da secéo anterior garante a igualdade entre a série de
Taylor em (3-27) e a aproximacao por sélidas harménicas em (3-23). Logo, deve existir
alguma manipulagdo algébrica que leve as solidas harmonicas para os polindmios da
equacdo (3-27). Levando em consideracdo as seguintes relacdes entre coordenadas
cartesianas e esféricas de um ponto x (DUMONT e SANTANA, 2022).

cos(@)zﬁ, cos(¢) = a Xo = X + X,

X J1-cos(6)’ |
(0)x (3-28)
sin(go):#, X=X +X, +X, X, =X, + X,

1-cos(6) x

é possivel obter as s6lidas harménicas em coordenadas cartesianas. Na Tabela 3.1 e 3.2

sd0 observados os primeiros termos das fungdes R, (y ) e S, (x)

Tabela3-1- Ry (y),n=0,1,2

{1}
Vb Yb
22

-2
y 1. 1(2 2 _y )_1 y_§
8 :2}’1:)’3»4 Y3 — YbYb) 2)’3J’b'8

Tabela3-2 — Sp(x),n=0,12

(x™

x73/2{xp, x3, —Xp}
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_ - - 2
x5/2{3x%, 3x3xp, 2X% — Xpxp, —3XpX3, 3%, )

Na Tabela 3.3 é¢ mostrada a multiplicacdo dos polindmios das Tabelas 3.1 e 3.2.
Note que os termos desta Tabela coincidem exatamente com os termos da série de

Taylor da equacéo (3-27), reforcando a prova antes feita pelo Teorema da Identidade.

Tabela 3-3 — Expanséo da solugédo fundamental, n = 0,1,2

1
/x% + x% + x3

X1Y1 T X2Y2 + X3Y3
(x% + x5 + x3)3/2

(6x2x3Y,Y3 + 6x1Y1(X2Y2 + X3Y3)
2(x3 + x5 + x3)5/2

N —x5(vi +¥5 — 2y3) + 232y — ¥5 — ¥3) — 595 — 2y5 + ¥3)
2(x% + x5 + x3)5/2

As sélidas harmonicas em sua forma cartesiana podem ser facilmente obtidas
por meio de relagbes recursivas (YOSHIDA, 2001). Detalhes da implementacédo
numérica destas funcbes no presente trabalho sdo descritos no Apéndice A.

3.5 Expanséo do gradiente da solu¢ado fundamental

Além da expansao da solucdo fundamental faz-se necessario também obter uma
expansdo para seu gradiente, uma vez que ambas estéo presentes na formulacdo geral

do CBEM (equacdo (2-24)). Esta expanséo pode ser imediatamente obtida derivando-

se a equacdo (3-23) em relacdo a variavel X, isto é,
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0 (x,)= 3 3 R xS ) |-

n=0\ m=-n

© N OR™(x, =X OR™(X, =X OR™(x, —X
LZZ r:n(xs_xc n( f c)n1+ n( f c)n2+ n( f c)n3
A oY, Y5

(3-29)

As derivadas da fungdo R} (y) apresentam as seguintes relacdes (YOSHIDA,

2001)
Ry (y) _1
# = E( Ritma— R”—llm*l)
oRM i
# = E( Roima + Rnfl,m”) &0
RY(Y) _ g
1 n-1,m

Com uma prova similar a da secdo anterior, € possivel demonstrar que a

expansdo da equacdo (3-29) tem raio de convergéncia igual a ||xS —xc|| e taxa de

convergéncia O(H(xf -X,)

"o -l

3.6  Custo computacional da expansédo multipolo

A seguir é investigado como o custo computacional do CBEM é reduzido caso
as aproximac0Oes das equacOes (3-23) e (3-29) sejam substituidas na equacdo (2-24).

Considere a mesma discretizacdo da secdo 2.7 com F triangulos e V vértices. Seja
também Xis e{V} um ponto fonte fixo e X, um ponto de expanso proximo a X; . Para

fazer uso das expansdes & necessario garantir o raio de convergéncia; portanto,
considere a seguinte decomposicdo da regido I

I'= 1—‘:onge

=TI, U}, (3-31)

longe

ul\T!
—

r

i
perto
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onde I}, € uma regido suficientemente longe do ponto X;,ou seja, se X; €' , tem-
se

fo =X,

<<% = x| (3-32)

Considerando as aproximagdes com um termo de truncamento N, bem como a

decomposi¢do em (3-31), é possivel obter a linha i de Hu (ver equacdo (2-24)) por

ZP:HU-UJ- :J'r<Vu*(xf —x‘s),ﬁ>u(xf )dl‘(xf )+c(x‘s)u(x‘5):

J {aR:(xf ~X,) a +8R:‘(xf ~X.) I +6an(xf -X.) 0 }J(X )dF(x )
ri N, ' Y, i Y3 3 f f

De forma anéloga, a linha i da multiplicacdo Gq é dada por:

Z::Gijqj = [u™(x; =x)a(x, )dr(x, )=JFiLu*(xf =% )g(x, )dr(x, )+

(X =X )R (X —xc)jq(xf )dl“(xf )+

o )alx Jar( )= 35 32700 -0z () |+ o

n=0 \ m=-n

—

o
&=
21M-
7\
Hivgs

£l
=3

(3-35)
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onde L é o nimero de triangulos em T, e

Mrﬂ"(xc):er R™ (X, —xc)q(xf )dl“(xf) (3-36)

M e M sfo chamados de momentos e calculados apenas uma vez.

Observando as equac0es (3-33) e (3-35) tem-se que o0 custo computacional da

multiplicado matriz-vetor é reduzido de O(V?) para O(VK +V logV (N +1)2) em

que K é o nimero de vértices em I',. Este custo seré justificado a seguir.

A parte associada a ordem O(VK), acima, é dada pela integracdo analitica,

uma vez que nela ndo ha nenhum tipo de aproximacéo e temos condicdo de realizar
todas as integragdes exatamente, para elementos planos (DUMONT e KURZ, 2021).
Além disso, como K <<V, tem-se uma reducdo do nimero de vezes para se integrar as
funces singulares do CBEM que, em geral, consomem o maior tempo computacional.

Tem-se gque essa é uma das principais vantagens da formulacdo multipolo.
. . 2\ . ~
Ji a parte associada a O(V log(V)(N +1) ) ¢ dada pela integracio
aproximada, uma vez que ela é obtida por meio do truncamento da série (note que se a

, e, ~ . 2 , .
série é truncada em N serdo totalizados (N +1) termos). Em geral N € muito menor

que V - 0 maximo termo de truncamento considerado no presente trabalho foi 10.
Além disso, a Unica integral necessaria nesta etapa é a dos momentos nas equacdes
(3-34) e (3-36). Como nesta integracdo as fungdes requeridas sdo polinémios (ver
Tabela 3.1) tem-se um menor custo computacional quando comparado com as funcées
singulares da etapa exata. No entanto, note que, para se garantir um raio de
convergéncia adequada em termos computacionais praticos, € necessario que seja feita,

em tempo de execucéo, a cisdo do contorno I em uma parte préxima e outra longe

dos pontos fonte. Esta cisdo é feita de forma recursiva e tem um custo O(IogV)

(mostrado na secdo 4.6). Assim, o custo total desta etapa é O(V log(V)(N +1)2) .
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3.7  Translagdes dos momentos

Para garantir um custo O(V log(V)(N +1)2) na etapa aproximada € necessario

que a entrega dos momentos aos pontos fontes seja feita de forma recursiva. Essa
recursividade so é possivel caso os momentos possam ser transladados de forma a ndo
perder precisdo (mais detalhes desse processo sdo descritos no proximo capitulo). O

fato é que as propriedades das solidas harmonicas permitem que os momentos das

equacoes (3-34) e (3-36) possam ser transladados de um ponto X, para um ponto XZ

sem haver necessidade de recalcular os momentos, isto é (LIU, 2009),

m (o OR7 (X, —X;) : .
Ivln (Xc)zj‘i%niuo(f)dr(xf)zz ZIRn‘,m'(Xc_Xc)Mn—n',m—m‘(Xc)

L

(3-37)

As translacdes da equacdo (3-37) sdo fundamentais para se garantir o custo logV
da etapa aproximada. No proximo capitulo a implementacdo computacional das etapas

exata e aproximada é descrita com mais detalhes.
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4 Implementacio computacional

Neste capitulo sdo descritas as principais etapas para implementacdo
computacional do fast multipole no método dos elementos de contorno (Fast Multipole
Boundary Element Method - FMBEM).

4.1 Discretizacdo do dominio e condi¢fes de contorno

A grande vantagem do CBEM ¢é o decréscimo na dimenséo de discretizagdo
qguando comparado a outros métodos numericos. A formulacdo obtida na equacéo
(2-24) exige apenas a discretizacdo do contorno I' (com dimens&o 2) para obtencéo de
resultados em quaisquer pontos de ¥ (ver Figura 2-1). Assim, na implementacédo
computacional sera tratada apenas a discretizacdao do contorno I' com uso de elementos
triangulares T3 (ver Figura 4-1). A malha obtida com a discretizacdo de I sera

nomeada como {M} e é constituida por um conjunto de vertices {P}, um conjunto

de triangulos {F} e um conjunto de arestas {E}.

Figura 4-1- Malha {M } correspondente a discretizacédo de [
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Foi adotada ainda a seguinte parametrizagdo para um triangulo T e{M}com

vértices de coordenadas {pl, P,, pg}:

p(&m)=W0-&-n)p,+&p, +7p,

peT={.pp} £cl0d,  nel0l-¢] @D

4.2  CondigOes de Contorno

Para a implementacdo do FMBEM em sua forma discreta foi adotada uma
representacdo isoparameétrica, isto é, as mesmas fungdes de forma que definem a
geometria do problema foram adotadas para as condi¢Ges de contorno. Logo, a
temperatura e o fluxo de calor ao longo de um triangulo T sdo dados por

u(p(&.m))=u(p,)N,+u(p,)N, +u(ps)Ny,peT ={p,,p,.Ps} (4-2)

Q(p(f,ﬂ))ZQ(pl) N1+q(p2)N2 +q(p3)N3’p €T ={p,,p,,Ps} (4-3)

onde

N1=(1—§—77), N, =¢, N, =7 (4-4)

Tem-se na Figura 4-2 a malha da Figura 4-1 com algumas condicdes de contorno
prescritas. Nos vértices em amarelo sdo prescritas as temperaturas e nas faces em
vermelho os fluxos de calor. Por fim, foi adotada ainda uma Ultima simplificacdo em
relacdo ao fluxo: ele foi considerado constante ao longo de um triangulo e seu valor
coincide com a média dos trés vértices no triangulo (DUMONT e KURZ, 2021). Com
IS0, a equacao (4-3) se torna

a(p(¢m))=a(p,)N;+a(p,) N, +0(p;)N; =
0. (T)(N; + N, +Ny), (4-5)
peT ={p.p,.p.}. 0 (T)=[a(p,)+a(p,)+a(ps)]/3
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Figura 4-2 — CondicOes de contorno prescritas

4.3  Estrutura de dados espacial - halfedge

Para implementacdo computacional da malha {m} descrita na segéo anterior

foi adotada a estrutura de dados espacial denominada halfedge. A estrutura de dados
halfedge permite a captura eficiente da conectividade de malhas compostas por
poligonos gerais (KEENAN, DE GOES e DESBRUN, 2013). Embora valido para
qualquer poligono, seu uso sera restringido no presente trabalho apenas a elementos
triangulares. A principal motivacdo para adoc¢do da estrutura halfedge foi responder —
em tempo de execucdo — as duas seguintes perguntas:

e Dado um Vértice v e{P} , quais triangulos S € M sdo adjacentesa V (ver
Figura 4-3)?

e Dado umtridngulo T e{F}, quais triangulos s <{F}séao adjacentes a T?
(ver Figura 4-4)

O conjunto de tridngulos adjacentes a v e a T s&o também descritos como estrela
(St) e podem ser definidos como

St(v)={SeM |Sv =T} (4-6)

SUT)={S eM ST =%} (4-7)
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Os dois conjuntos definidos em (6) e (7) sdo as Unicas opera¢Ges necessarias a

tempo constante O (1) estas duas operagdes.

serem realizadas na malha. A seguir sera descrito como a estrutura halfedge efetua em

B ﬁ

Figura 4-3 — Estrela de um vértice: St(V)

4 -
Y 3

Figura 4-4 — Estrela de um triangulo St (T)

Uma caracteristica importante da malha {mM} consiste em ela ser manifold, isto

é, localmente euclidiana, o que implica que

e Toda aresta esta contida em dois triangulos
e As arestas ao redor de um vértice podem ser acessadas por meio de
uma ordem ciclica

Note que estas duas propriedades ndo sdo inerentes apenas a triangulos, elas sdo

validas também para poligonos com nimero n de lados (ver Figura 4-5).
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Figura 4-5 — Propriedades de uma malha manifold (KEENAN, DE GOES e
DESBRUN, 2013).

A estrutura halfedge faz uso das duas propriedades acima para garantir sua
eficiéncia. Em esséncia, note que, para cada par de vértices {i, j} e{P}, tém-se uma
aresta ndo orientada ij e duas semi-arestas ij = ji aque se atribui o nome de halfedges.

Denominando por {H} o conjunto de halfedges, tem-se

IH|=2|E| (4-8)

Em que | | representa a cardinalidade do conjunto.

As estruturas halfedges representam um “sistema nervoso” para a malha e com
isso é possivel utilizar a sua conectividade para executar as operacdes desejadas. Para
isso ser possivel, é necessario antes definir duas funcdes essenciais: twin e next. A
fungéo twin (77) ou “gémea” ¢ responsavel por obter a semi-aresta gémea a uma dada
halfedge. Isto ¢,

n:H—->H

(i) = i o)

A segunda fungéo next ( o ) é responsavel por obter a “proxima” semi-aresta em
relacdo a uma dada halfedge. Note que, se um triangulo T € composto pelos vértices
{i, j,k}, tem-se

p:H—->H

plii)= ik N
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Na Figura 4-6 séo observadas estas duas fun¢Ges em agdo. Note que elas séo
relativamente simples de serem entendidas e, 0 mais importante, elas sdo as unicas

funcBes necessarias para obtencdo dos conjuntos nas equacdes (4-6) e (4-7).

Figura 4-6 — Funges "twin" e "next”

O conjunto St(V) pode ser obtido por meio de 6rbitas de p o7 . Primeiramente,
seja ho uma semi-aresta “saindo” de V. Como cada semi-aresta estd associada a um
triangulo T,, tem-se o primeiro elemento de St(V). Para obtencdo dos demais
triangulos basta notar que a préxima semi-aresta “saindo” de V (em ordem ciclica) é
obtida por h, = pon(h,), com isso tem-se T, . Repete-se essa operagdo até voltarmos a
aresta .

Sabendo obter a St(Vv) é possivel obter St(T) de forma quase imediata. Para cada
vértice V;, 1=12,3 pertencente a T, tem-se que St(T) consiste na unido de St(V;),
removendo eventuais duplicagdes de triangulos. Com isso:

St(T)=St(vy)uSt(v,)ust(v,), {VyV,,V,}eT (4-11)

4.4  Regides ndo convexas

Considere uma malha {M} cdncava e seja T um tridngulo pertencente a esta

malha. Na Figura 4-7 é observado T em verde e, em azul, estdo os triangulos que

compdem St(T).
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Figura 4-7 — Estrela de um triangulo pertencente a uma malha concava

Note que ainda existem tridngulos préximos a T, porém fora de St (T) Essa

situacdo ocorre quando ha uma cavidade ou uma reentrancia e os triangulos proximos

ndo podem ser considerados fazendo uso apenas da halfedge. Assim, para solucionar

esse problema séo adicionados ao conjunto St (T) os triangulos que fazem intersecéao

com esferas centradas em Py, P, e P; €T , isto &,

St(T)=St(T)U({F}INS, U{F}nS, U{F}NS;) (4-12)

onde {F} s&o os triangulos de {M} e S; é a esfera centrada em P; e raio A . Em
geral, este raio é tomado proporcional a maior aresta do triangulo T:

S =[x—p;] < 4, xeR® (4-13)

Nas Figura 4-8-a e Figura 4-8-b sdo observadas as esferas do triangulo T e 0 novo
conjunto St (T ) . E importante salientar que esta solucéo deve ser temporaria, uma vez

gue no presente trabalho a mesma acarretou um aumento expressivo do tempo de
execucdo do algoritmo quando comparado apenas com a halfedge, além disso,
diferentemente da halfedge, esta solucdo ndo obtém a adjacéncia em tempo de

execucdo o que provoca maior consumo de memoria. Uma solucdo mais eficiente
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poderia ser o uso de Signed Distance Fields (SDF) muito populares na computagédo
grafica (JONES, BAERENTZEN e SRAMEK, 2006).

a) b)

Figura 4-8 — a) Esferas centradas nos vértices, b) Novo conjunto St(T).

45 Pertovs Longe

A esséncia do fast multipole consiste em separar a formulacéo convencional do
CBEM em duas etapas independentes (ver secdo 3.6). A primeira foi denominada etapa
analitica (como implementada aqui, embora também tenha sido implementado um

esquema de integracdo numeérica adaptativa) e consiste na integracdo convencional do

CBEM, porém com um numero menor de elementos correspondendo a uma regido Fip
de um dado ponto fonte XiS e{V}. Ja a segunda etapa consiste em uma integracio
aproximada por meio das expansdes em multipolos em uma regido FiL longe de Xis. A
seguir os dois conjuntos Fip e FiL serdo definidos de forma precisa.

Considere um dado ponto Xis, seja também XI‘O centroide de cada um dos
triangulos Tj da malha {M}. Caso seja desejado aplicar a expansdo multipolo tomando

B ;. ~ T i
XTf' como vértices de T;, o centro de expansdo como sendo X, e o ponto fonte em X,

tem-se como condic¢do fundamental para convergéncia da expansao que
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Hfo" —x] | <R=|x —x[ (4-14)

Logo, como XIj é o centroide de TJ— , € ele estd sempre proximo de fo" , faz-se
necessario que XiS esteja suficientemente longe de TJ- . Se XiS pertence a um triangulo
T, entdo St (T) corresponde aos triangulos mais préximos a Xis. Assim, para garantir
a equacdo (4-14) basta que TJ- esteja fora de St(T). De forma mais precisa, St (T)

coincide com o conjunto I'; dos triangulos mais préximos de X e I, coincide com os
demais triangulos, isto é,

Iy ={F}\St(T) (4-15)

Na Figura 4-9 observa-se T, Fip e T, em verde, vermelho e azul,

respectivamente.

Figura 4-9 — Triangulo T e{M?} (verde) divide a regido em perto (vermelho) e
longe (azul)
Naturalmente, ja seria possivel realizar a integracdo aproximada no conjunto
FiL e a integracdo exata em Fip conforme as equacgdes (3-33) e (3-35) . Contudo, essa

simples separagdo dos conjuntos ndo diminui o custo computacional, uma vez que
todos os triangulos de {M} ainda deverdo ser visitados. O méximo potencial do fast
multipole é atingindo apenas quando é possivel reduzir o numero de triangulos que

interagem com o ponto fonte. A estratégia que permite isso € detalhada na se¢éo 4.10.
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4.6 Estrutura hierarquica de dados

Como dito na secdo anterior, a esséncia do fast multipole consiste em reduzir o
numero de triangulos acessado por um ponto fonte por meio da translacéo e acimulo
dos momentos. A translacdo dos momentos ocorre por meio de uma estrutura
hier&rquica, cujo funcionamento é descrito a seguir (DUMONT e AGUILAR, 2011).

Considere uma regido I" e sua versdo discretizada na Figura 4-10. E observado
que, para a obtencéo da malha {M}, faz-se necessario discretizar cada face F daregio

I". Essa discretizacdo consiste simplesmente em dividir F em mais quatro tridngulos
denominados filhos. Note também que estes elementos estdo em um nivel inferior a Fi.
O nivel que compreende a regido I sera considerado como 0. O nivel de seus filhos é
denotado por 1, seus netos por 2 , e assim por diante até o nivel maximo (nvMax) que

também coincide com a malha {M}. A unido de todos os triangulos,

independentemente do seu nivel, sera denotada por {U}. Por fim, mais duas fungdes

séo importantes, P(T) e Ch(T), que caracterizam o pai e os quatro filhos de um

determinado tridngulo T pertencente a {U}, respectivamente. Se T e{M}, tem-se que

Ch(T) =4, pois {M} corresponde ao nivel mais refinado.

a)

Figura 4-10 — a) Regido [ b) Discretizagdo {mMm}

Seja nEl o nimero de elementos na regido I' (ou nivel 0). E possivel obter o

numero de elementos de um determinado nivel i por meio da formula

NEl, =4' xnEl (4-16)
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A partir dessa estrutura hierarquica podemos construir efetivamente a

aceleragédo da entrega dos momentos. Considere novamente T e{M} € seja {L(T) 0
conjunto dos elementos distantes a T. Seja também {L, (T )}=P(L(T)) o conjunto

dos elementos pais de {L(T)} que pertencem ao nivel maximo menos 1, e

{L, (T)}=P(P(|—(T))) 0 conjunto dos avés de {L(T)} que pertencem ao nivel

méaximo menos 2. De forma geral,

{L}y=P™(L(T))

(4-17)
{L}=L(T)

Na Figura 4-11 sdo observados em cinza os conjuntos Ly(T), L(T) e L(T) (T em

verde).

a) b) c)

Figura 4-11 — Conjuntos a) Ly(T), b) L(T) ec) L,(T) em cinza

Lp

A esséncia da aceleracgdo consiste em notar que a integragdo multipolo realizada
em um nivel mais baixo continua com uma boa aproximacédo e com a vantagem de ser

realizada com menos elementos. Por exemplo, seja nL o nimero de elementos que

pertencem ao conjunto LO(T). Caso a integracdo multipolo seja realizada no conjunto

L,(T), o nmero de elementos visitados sera 4 vezes menor (ver segio 4.8 para maiores

detalhes).
Um outro parametro importante no algoritmo, Nc, indica a partir de qual nivel

deve-se considerar a adjacéncia (ou estrela). Para T e{M}, se tomarmos Nc = 0, tem-
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se que os elementos adjacentes consistem em Sty (T)=St(T), como ja haviamos

definido. Contudo, é possivel tomar Nc = 1 e, com isso, os elementos adjacentes a T

sdo os elementos filhos da estrela do seu elemento pai, isto &, St, =Ch(St(P(T))).

Tomando-se Nc = 2 tem-se St, =Ch(Ch(St(P(P(T))))), e assim por diante. De
forma geral, tem-se
St,, =Ch™ (st(P™(T)))
St, = St(T)

(4-18)

Na Figura 4-12 € possivel observar em vermelho a estrela de T para varios
valores de Nc.
a) b) c)

Figura 4-12 — Conjuntos a) St,(T) b) St,(T) ec) St,(T) em vermelho

Devido a recursividade da estrutura hierarquica proposta, é possivel obter a
entrega de momentos com um custo computacional proporcional a log (V) ,ondeVéo

ndmero vértices suficientemente distantes.

4.7 Implementacdo computacional da etapa analitica

Considere um ponto Xis €T e sua regido proxima como sendo Fip =St (T)

Considere também que a regido Fip é formada por {K} tridngulos e {C} nos. O objetivo

da etapa exata € obter
Lip <Vu*(xf —x‘s),ﬁ>u(xf )dr(x, )+¢(xt Ju(x;) (4-19)

(%, =xt)a(x, )dr(x,) (4-20)
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Em que u e q sdo prescritos em I',. Como a regido I, é constituida pelos

triangulos {K} e estes sdo parametrizados pela equagdo (4-1) , tem-se
L <Vu (x —xi),ﬁ>u(x )dT (X )+ ®(x;)u(x,) =
Zj <Vu X —x n>u dT +D (X )u(x;)= (4-21)
ZHikuk +@(x;)u(x;)
[, u (¢ =x)a(x, )dr ZL x,)a(x, )dT = Zquk (4-22)

onde

Hik :[Hilk Hii Hi?(]:

B lfn«xf(an)_)(i)’nkﬂl\ll N, N;]
oY1 fo(

dé&d 4-23
pp T &dn (4-23)
&) s

u, =|u(py) u(p}) u(pé)]T

N, é a normal ndo-normalizada do triangulo k e

1 2 k|J| 777[N1 N2 N3]
G, =|G, G G)|= d&d
[ Arx J 1 (Xf(é:!n)_xi) = (4-24)

a,=[a(pt) a(ps) a(ps)] =a.(k) 1 1]

em que |J| é 0 jacobiano da transformacdo.

Para obter o &ngulo sélido em um ponto XiS , considere 0 conjunto que contém 0s
triangulos em St(x‘s) ordenados ciclicamente, entdo (KEENAN, DE GOES e

DESBRUN, 2013),

Ist(x; )1

D(x})=2 Z arctan2((n;,A;.,)) (4-25)

em que N; é a normal unitaria em uma face i e{L 2,...,[St(x, )f}. Estes triangulos sdo

obtidos com o uso da estrutura halfedge.
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4.7.1 Integracéo exata das solugbes fundamentais

No presente trabalho, as integrais das equacdes (4-23) e (4-24) séo
implementadas numericamente com uso do método desenvolvido em Dumont e Kurz
(2021). A integracdo proposta é exata e parte de transformacbes que permitem
reescrever (4-23) e (4-24) como

1

’ 1—77<(Xf(§’77)_xi),nk>[N1 N, N3]

H,=— dédn =
“4rx HX I
oY1 f(g'”) s
- (4-26)
KAy, &) o 16 &
4_;OZ|J|| N, < , I , |2 ;/>2 & dgdn,
=1 . O(Ar0 +¢ & )
1 .-
G _M J' U[Nl NZ Ng]dédﬂ_
ik — -
4r ) ), (xf (§,n)—xi)
klJ| S ~ n
4|_7[|Z|J|| NI J %&d&dm
= Ary +¢°&
0v 0

em que C,, Ary, N|, Ay e |J |I sdo parametros geométricos definidos em Dumont e

Kurz (2021) e dependem apenas do tridngulo k e do ponto fonte Xis. Os valores das

integrais em (4-26) e (4-27) foram obtidos de forma fechada (analitica) por meio do
software de matematica simbdlica Maplel. Uma vez obtidas estas expressdes, elas
foram copiadas para o codigo fonte do programa principal do presente trabalho. *

4.7.2 Integracgdo por quadratura das solu¢des fundamentais

A integracdo exata descrita na se¢do anterior tem elevado custo computacional.
Sendo assim, € interessante separar 0s nOs perto em duas categorias: proximos e
intermediarios. Com isso, 0s nds intermediarios podem ser integrados por meio de uma
quadratura e 0s nds proximos integrados analiticamente por meio das equagdes (4-26)
e (4-27).

1 Maple 15. Maplesoft, a division of Waterloo Maple Inc., Waterloo, Ontario
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Para obter 0s nds intermediarios sera proposto o seguinte esquema. Seja T um

triangulo pertencente a malha e Fip =St (T) os triangulos proximos a T. E possivel
construir uma cis&o no conjunto St(T) da seguinte forma:

I, =St(T)\St,(T)

Tep =Sty (T) (4-28)

onde I';, compde os triangulos intermediarios e I'pp 0s tridngulos muito préximos. Na

Figura 4-13 é observada a ciso de T (em verde) para St,(T) (Nc = 1). Em vermelho

estdo os nds pertencentes a I, e em azul os nos pertencentes a I'pp .

a) b)

Figura 4-13 — Triangulo T em verde, tridangulos I', em vermelho e triangulos

['cp em azul.

Para integrar os nos pertencentes a I, sera utilizada a quadratura proposta em

Dunavant (1985), cuja eficiéncia ja foi mostrada em Dumont e Kurz (2021): para uma
distancia relativa maior que 0,8 e uma quadratura de Dunavant de grau maior que 10
obtém-se erros de integracdo menores que 10°. Com isso, verificamos que, embora
haja uma reducdo na precisao da integracdo (10°°), havera uma redugdo no tempo de
processamento em torno de 30%.

No capitulo 5 foi feito um estudo comparativo entre integrar todos os elementos

proximos analiticamente ou separar os elementos em duas categorias: muito proximos
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e intermedidrios, sendo a integracdo dos elementos intermediarios feita numericamente
por meio da quadratura proposta em Dunavant (1985) (DUMONT e KURZ, 2021).

4.8 Implementacdo computacional do algoritmo fast multipole

A esséncia do algoritmo fast multipole é reduzir o nimero de elementos
acessados diretamente por um determinado ponto fonte. Para isso acontecer sera

adotada a mesma estratégia de Peixoto (2018), porém, considerando elementos
tridimensionais. Observe a Figura 4-14, em que Z. consiste em pontos de expansédo
separados em 3 niveis. Nessa situacdo, cada ponto fonte precisaria acessar 0os 6
elementos distantes para obter a integracdo completa em I';. Contudo, considerando

que as translacbes dos momentos ndo alteram a sua precisdo e que 0S MesSMOS
continuam suficientemente longe do ponto fonte (atendendo a equacgéo (4-14)), entdo
é possivel realizar a integracdo considerando apenas um ponto de expansdo

denominado Zé (NOVELINO, 2015). A seguir é descrito como estender essa ideia para

elementos triangulares tridimensionais. (FLOREZ TTITO, 2020)

Figura 4-14 — Esquema para entrega de momentos (PEIXOTO, 2018)

No presente trabalho é feita uma extensdo para trés dimensdes da metodologia
criada em Novelino (2015). Em Novelino (2015) foi construida uma hierarquia

intrinseca a malha em que os pontos de expansao zc (ver Figura 4-14) séo tomados
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como o centroide dos elementos pais. Em trés dimensoes a ideia se repete e 0s pontos
de expanséo séo colocados nos centroides dos triangulos pais.

Na Figura 4-15-a foi construida uma hierarquia (Nc = 1) em relacdo ao ponto
fonte X, em verde. Para os elementos préximos (na cor ciano) foi feita integracao exata
(equacOes (4-26) e (4-27)). Para os demais elementos, foi considerado como ponto de

expansdo X, o centroide dos elementos pais (n6s em ciano). Estes pontos de expanséo,
por estarem mais proximos dos pontos campo X; do que do ponto X, satisfazem a

condicdo (3-25) e portanto pode ser construida uma série de Taylor em torno de X,

que converge em X, , com taxa de convergéncia igual a

I x|
0] — (4-29)
”Xs - XCH

onde N é o nimero de termos de truncamento da série. Na Figura 4-15-b é mostrado o

método convencional de acesso. Observe que na situacdo mostrada o numero de
elementos acessados diminui de 4 (lado direito) para apenas um (triangulo em azul no
lado esquerdo). O nimero de acessos diminui ainda mais para a face em vermelho em

que h& uma reducdo de 16 elementos acessados para apenas um.

a)

Figura 4-15 — a) Expansdo dos momentos b) método convencional
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Um outro fato muito importante é que a equagdo (4-29) permite prever
antecipadamente o erro esperado no FMBEM, uma vez que a Unica fonte de erro esta

na expansdo em serie de Taylor. Dessa forma, na Figura 4-16 é mostrada a pior situacéo

da razdo [x, —x,

/|x, —x.| para a malha da Figura 4-15. O valor obtido para esta

razdo foi de 0.3379 e, fixando-se como maior nimero de termos N = 10, tem-se 0 erro
de 0.3379" =1.94x10°°, sendo este 0 maior erro esperado para a malha em quest&o.
Note que a Unica forma de diminuir esse erro € aumentando o valor de Nc. Uma analise

mais detalhada destes erros pode ser encontrada em Dumont e Santana (2021, 2022).

Figura 4-16 — Situacao que provoca maior erro no FMBEM
4.9 Obtencdo dos momentos
A primeira etapa do FMBEM, apds a construcdo da malha, consiste na obtencédo
dos momentos. Como dito na secdo anterior, o ponto de expansdo X, é considerado o
centroide do pai do elemento (respeitando o valor de Nc). Assim, seja Xis um ponto

fonte e FiL uma regido suficientemente longe deste ponto. A integracdo das solucdes

fundamentais nesta regido, fazendo uso das equaces (3-23) e (3-29), consiste em

J.riL <Vu*(xf —xi),ﬁ>u(xf )dr(x, )= ZN: Zn: ﬁ(x‘S —x M (x,)

o (4-30)
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onde

Mhm(xc):J'riL<VR,§“(xf —%.),Au(x,)dr(x;) (4-31)

M ()

J.l—iL Ry (X _XC)Q(Xf )dF(Xf) (4-32)

Como javimos, R', S sdo as fungdes harmédnicas sélidas, N é o termo de truncamento

(tendo valor méaximo igual a 10 no presente trabalho) e N é a normal unitaria. Os

momentos das equagdes (4-31) e (4-32) sdo essenciais no método fast multipole. As
propriedades polinomiais de R, permitem que eles sejam transladados para outros

pontos de expansdo sem perder precisdao (DUMONT e SANTANA, 2021), conforme a
equacdo (3-37). Assim, é possivel acumular os momentos em um outro ponto de
expansao (ainda suficientemente longe do ponto fonte) e reduzir o nimero de tridngulos
acessados por este ponto fonte, conforme a Figura 4-15. Na se¢do 4.10 € descrito como
fazer este procedimento de forma sistematica.

Considere K o namero total de triangulos que compdem a regido FiL. Entdo, as

integrais em (4-31) e (4-32) se tornam

M (xc):J-riL <VR:(Xf —xc),ﬁ>u(xf )dr(x, )=

K Ry (X —X;) _, B
B (5 e

K 1 r1gy oR™ U(plf)
kz J J [ n(Xféfj’n)_Xc)nj][Nl N2 Ns]dé:dn U(p;)
. u(pt)
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M7 (x:) = i Ry O =xa(x,)ar (x,) =

Z}:Lk Ry (X, _XC)Q(Xf )dT =

K
k=1

(4-34)

onde n‘é a normal ndo-normalizada de um triangulo v e |J|Vé 0 jacobiano da
transformacéo deste mesmo triangulo.

4.9.1 Integracdo numérica dos termos que envolvem a fungio R (X)

Diferentemente das solugBes fundamentais, as fungdes R;' (X) e suas derivadas

sdo polindémios (ver Tabela 3.1), com imediata integracao analitica das integrais de que

participam. E observado ainda que, em um nivel maximo de truncamento N, o maior
grau dos polindmios R (X) também é N. Logo, nos integrandos das equacdes (4-33)

e (4-34), tem-se no méaximo um polinémio de grau N+1 e N, respectivamente.

No presente trabalho, optou-se por implementar a quadratura de Gauss
distribuida simetricamente no triangulo normalizado, para a integracdo exata de
polindmios completos de grau até 20 (DUNAVANT, 1985). Como o maior grau do
polindmio a ser integrado em nosso caso é P =11, para o nivel de expansdo N = 10,
obtém-se segundo Dunavant (1985) que sdo necessarios no maximo 27 pontos para a
integracdo exata. Na Figura 4-17 sdo observadas as distribuicdes dos pontos de
integracdo para polindmios completos de graus P = 6 e P = 11. Verifica-se que alguns
pontos se situam fora do triangulo, o que ndo é um problema, ja que se trata apenas de
uma avaliacdo matematica de uma integral (ndo ha a conotacdo fisica de uma matriz de
rigidez, por exemplo).

Para a integracdo numeérica das solu¢des fundamentais discutida na sec¢ao 4.7.2
foi utilizada esta quadratura fixando P = 11. Conforme discutido em Dumont e Kurz

(2021), este valor é adequado para obtencédo de 6timos resultados.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1921377/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1921377/CA

72

0.8
06F
04

02

o

4] 0.2 0.4 0.6 0.8 1

02 L L I I )
0.2 0 0.2 04 0.6 0.8 1

Figura 4-17 —a) quadraturaparaP =6 b) P =11

4.10 Concepcao do algoritmo FMBEM

E possivel acompanhar a implementacdo deste algoritmo em uma versio

animada no link: Fast Multipole Boundary Element Method - YouTube

E recomendado ver este video antes de prosseguir com o texto, uma vez que
facilitara na compreenséo do algoritmo.

A partir das defini¢bes das secOes anteriores, descreve-se a seguir o algoritmo
FMBEM proposto no presente trabalho. Como entrada tem-se a regido ', o nivel
méaximo de discretizacdo nvMax, que fornece a triangulacdo em {M}, e o pardmetro
Nc, que decide o nivel da estrutura estrela de cada triangulo. A saida corresponde ao
vetor Hd-Gq.

A partir da regido inicial I" ¢ construida a hierarquia {U} que compde todos os

tridangulos — independentemente do nivel — até chegar ao nivel nvMax. A partir daqui o
algoritmo se divide em 3 etapas.

Na Parte 1, é realizada a integracdo exata, equacdes (4-26) e (4-27), e a obtencédo
dos momentos para cada elemento de {M}, equagdes. (4-33) e (4-34).

O nivel inicial da Parte 1 (nvinicial) é decidido, a partir do Nc, como

nvinicial = nvMax— Nc (4-35)

Para cada elemento T do nivel inicial, obtém-se a sua estrela, St(T )e seus filhos
que pertencem a {M}, isto é, Ch™ (T). Os nés que pertencem a St(T) sdo obtidos por

meio da funcio Nodes(St(T)). Por fim, para cada elemento T, de Ch™ (T) realiza-se


https://www.youtube.com/watch?v=mthmvu5XzJY
DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1921377/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1921377/CA

73

a integracéo exata entre ele e os Nodes(St(T)), bem como a obtengéo de seus momentos
multipolos em relacdo ao seu elemento pai P(Tch), finaliza-se entdo a Parte 1. Note

que, ao término da Parte 1, tem-se que 0os momentos foram obtidos para nivel nvMax —
1, que é diferente do nivel que decide a distancia, comandado pelo parametro Nc (a
equivaléncia ocorre apenas quando Nc = 1).

Na Parte 2, é realizada a entrega dos momentos para 0s nds que sao
considerados distantes em seu nivel, bem como a translacdo dos momentos para um
nivel inferior. A Parte 2 tem inicio no nivel:

nv =nvinicial -1 (4-36)
Para cada elemento T do nivel nv sdo obtidos os seus filhos, Ch(T ). Para cada

elemento T, de Ch(T) obttm-se nos distantes L;  por meio de

Nodes(St(T))\ Nodes(St(T,,)). Por fim, obtém-se os filhos de Ty, que pertencem ao
nivel nvMax + 1 (relembre que este é o nivel em que se encontram os multipolos) por
meio de Ch™(T). Para cada elemento de T, €Ch™(T), realiza-se a integragio

gran

multipolo (egs. (4-30) ) com os nds pertencentes a LTch e também a translacdo dos

momentos de Tgran para P(Tgran) (eq. (3-37)) . A Parte 2 se repete nv vezes e finaliza

quando nv = 1.
Por fim, a Parte 3 que ocorre no nivel 0 é similar a Parte 2, porém ndo existira
mais translacdo dos momentos. Por ocorrer no nivel 0, o conjunto dos nos distantes

possiveis compreende o conjunto N (todos os nos de {M}). Assim, para cada elemento
T do nivel 0 obtém-se os seus filhos Ch(T ). Para cada elemento Ty, de Ch(T ) obtém-
se nds distantes LTch por meio de N \Nodes(St (Tch)) . Para cada elemento de

T . eCh™ (T) realiza-se a integracdo multipolo, finalizando o algoritmo. O

gran

pseudocodigo é descrito no Apéndice B.
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4.11 Organizagéo do codigo fonte

Na Figura 4-18 € observada a organizacdo principal do codigo. Existem duas
classes principais. A classe Solid() é responsavel pela hierarquia do sélido e pelo
gerenciamento da estrutura halfedge. J& a classe Eval() é responsavel pela
implementacdo das equacdes, (4-26), (4-27), (4-33) e (4-34), observando-se que sua
Unica entrada é o termo de truncamento N. O codigo completo pode ser aferido no link
Hilton-Marques/BEM---Master-Thesis (github.com)

Vertices
\ 4
Solid (solid_parent,
Halfedges nv_max, nc, flag,,r) 4
A
FMM
Edges T
solid_parent, nv_max,
nc,flag,r, N
Faces

A

Numerical Quadrature

Eval (N)

A 4

Spherical Harmonic T
Functions

Analytical Quadrature

Figura 4-18 — Organizacéo do codigo fonte

Uma descricdo completa dos parametros de entrada e saida, bem como as funcoes
utilizadas em cada uma das classes, € feita no Apéndice B. No Apéndice C é descrito
também uma proposta de interface grafica para este algoritmo.

4.12 Solucéo do problema Ax=b

Considere novamente a equacgao fundamental do CBEM (2-32)
Hu =Gq (4-37)


https://github.com/Hilton-Marques/BEM---Master-Thesis
DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1921377/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1921377/CA

75

Para um problema de condicGes de contorno mista, € possivel separar U e ( da seguinte

el e
u q

onde os sobrescritos p e d representam prescrito e desconhecido. Substituindo (4-38)

forma

em (4-37), tem-se

(uP q° . = [u” qP
H {ud}=6{qd}—>[Hp Hd]{ud}:[ep Gd]{qd}a
Hu'-G4q’ =G,q° —H u? - (4-39)

[H; —Gd]{UZ}:[Gp —Hp]{u:}a Ax=b

q q

onde
A=[H, —Gd],xE{E:},bs[Gp —Hp]{::} (4-40)

E importante evidenciar que o algoritmo proposto até 0 momento é responsével
por realizar a multiplicacdo da matriz A por um vetor qualquer. Para obter a solucdo de
(4-40), inicialmente, obtém-se o vetor b por meio da multiplicacdo fast multipole e
inicia-se o0 algoritmo GMRES. O Generalized Minimal Residual Method — GMRES ¢
um método iterativo utilizado para solucdo de sistemas lineares com matrizes néo-

simétricas e indefinidas (STRANG, 2007). A ideia deste método consiste em notar que

0 erro ezbj—Axj € minimizado se X; pertence ao  espago

K; ={b, Ab, A%,..., A'b}, conhecido como espaco de Krylov. Logo, é possivel obter

x fazendo uso sucessivo de multiplicagdes matriz-vetor.
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5 Resultados e Discussao

Neste capitulo sdo apresentados trés exemplos que comprovam a eficiéncia do
FMBEM. O primeiro corresponde a um simples tetraedro. A ideia deste exemplo é
fornecer as primeiras comparagdes e vantagens do FMM. O segundo exemplo
corresponde a uma regido ndo convexa e com cavidade. Note que este exemplo seria
de dificil solugdo por algum outro método tal como o MEF. Por fim, o tltimo exemplo
corresponde a uma regido de género 1, isto €, um poliedro homeomorfo a um toro.
Além disso, é apresentado o tempo de execucao do algoritmo FMM em comparacéo
com a formulacdo convencional. O algoritmo foi implementado na linguagem C ++.

Todos os testes nesta se¢cdo foram executados em um computador desktop com
uma CPU i7 ™ -4770 de 3,4 GHz, 16 GB de RAM no Windows® 10. E importante
evidenciar que todos os loops relevantes no algoritmo FMM (bem como no algoritmo
convencional) foram paralelizados por meio da biblioteca OpenMP, uma novidade do
presente trabalho. Com isso, todas as 8 threads do processador disponiveis para
execucgdo simultdnea em um ambiente de memoria compartilhada foram utilizadas.

A andlise de erro foi obtida considerando os seguintes campos polinomiais

(linear, quadrético, cubico e quintico) solucbes da equacdo de Laplace:

u(x,y,z)=x+y+z vu(xy,z)={L11
Sy D) =Xy 22 Vu(xya)—(2x 2y 42y
u(x,y,z)=xyz vu(x,y,z)={yz, xz,xy} (5-1)
u(x,y,z)=15x"y’z  vu(x,y,z)={30xy’z —10xz°,30x’yz
—5x%z2° -5y*2° +2° —-10yz®,15x°y® —15x°z* —15y°z* + 52"}

A partir dos campos acima € obtido um vetor u correspondente a temperatura
conhecida em cada vértice e um vetor t que corresponde ao valor médio do gradiente
em cada triangulo da malha. A norma de erro utilizada foi

[Hu-Gt||

T &2
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em que ||| corresponde & norma euclidiana.

5.1 Tetraedro regular

Considere o dominio tetraédrico 2 na Figura 5-1-a e uma possivel discretizagio

{M }na Figura 5-1-b. As coordenadas dos veértices do tetraedro séo

1 2 3 4
3 3 0 0
-15 -15 15 0
0 0 0 4

Coords =

(5-3)

a) b)

Figura 5-1 — a) Regi&o L b) Discretizacdo {M } correspondente ao nivel 3

Repetindo a terminologia descrita na se¢do anterior, serd utilizado nvMax para se
referir ao nivel maximo de refinamento e Nc para se referir ao grau de adjacéncia. Os
resultados para este exemplo foram obtidos para valores nvMax iguaisa 2, 4, 5, 6, 7 ,8
e9eNciguaisal, 2 e 3. Note que a definicdo de Nc descrita acima impde uma restricao

para o valor minimo de nvMax, dada por

nvMax.;,, =nc+1 (5-4)

Com isso, um Nc igual a 3 requer um nvMax minimo igual a 4, por exemplo. O

nvMax igual a 10 apresentou o maior nimero de graus de liberdade, totalizando
2097154 vértices (V; ). Na Tabela 5.1 é observado o nimero de vértices, elementos e

arestas para todos os niveis citados (relembre que o nimero de semi-arestas pode ser
obtido ao dobrar 0 nimero de arestas).
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Tabela 5-1 — Veértices, elementos e arestas por nivel para a Figura 5-1

Nivel Vértices Triangulos Arestas
2 34 64 96
3 130 256 384
4 514 1024 1536
5 2050 4096 6144
6 8194 16384 24576
7 32770 65536 98304
8 131074 262144 393216
9 524290 1048576 1572864
10 2097154 5592404 7689556

Nas Figura 5-2, 5-4, 5-5 e 5-6 sdo observados os graficos de erro para 0s campos
linear, quadratico, cubico e quintico (DUMONT e SANTANA, 2022).

A primeira anélise, para o campo linear, correspondente a uma solucao exata
do CBEM, com aproximacdes devidas somente ao algoritmo fast multipole. Isso ocorre
uma vez que o elemento T3 reproduz exatamente um campo linear e a integracédo
referente a parte singular é exata (precisdo de maquina); logo, a Unica fonte de erro
nesta analise ocorre devido ao termo de truncamento ou a ndo consideracdo de
elementos longe o suficiente. Assim, observe na Figura 5.2 que duas variaveis em
especial sdo responsaveis pela eficiéncia do FMBEM: o valor Nc , correspondente ao
nivel da estrutura estrela de um dado elemento e o valor N referente ao termo de
truncamento. Conforme se aumentam ambos maior € a eficiéncia do FMBEM. De fato,
nessa mesma figura verifica-se que, quando N = 10 e Nc = 3, o erro do FMM ¢é da
ordem de 107, préximo ao valor exato obtido no CBEM. E importante salientar que
0 erro aumenta levemente com a discretizacéo, fato ja esperado uma vez que por o erro
ser muito baixo , conforme se aumenta 0 nimero de elementos, maiores Sdo 0S erros

por arredondamento.
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Figura 5-2 — Erro (eq. (5-2)) devido ao campo linear (exemplo 5.1) (DUMONT
e SANTANA, 2022)

Uma vez aferida a exatiddo da integracdo exata, é relevante avaliar se a
integracdo por quadratura da solugdo fundamental acresce uma parcela de erro
consideravel. Para tanto, 0 mesmo exemplo anterior sera processado, mas fazendo uso
da quadratura de Dunavant (p = 11) na integracdo de elementos intermediérios,
conforme descrito na se¢do 4.7.2. Os resultados obtidos foram comparados com os da
Figura 5-2 e os erros relativos sd0 mostrados na Figura 5.3. E observado que o maior
erro esta na ordem de 107*° e, com isso, conclui-se que a integracdo por quadratura
ndo acrescenta um erro consideravel na integracdo. Por outro lado, como sera mostrado
na secdo 5.5, 0 uso da quadratura pode reduzir, em média, 30% no custo de

processamento.
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Figura 5-3 — Erro entre os erros devido a integracdo analitica e integracdo por

quadratura (exemplo 5.1).

A segunda analise seréa referente aos campos quadratico, cubico e quintico de
forma conjunta (ver Figura 5-4, 5-5, 5-6). Para campos de ordem superior ao linear, a
unica forma de se obterem bons resultados, além de se aumentar N e Nc, € com o
refinamento da malha. No presente trabalho, o algoritmo CBEM foi capaz de analisar,
em um tempo viavel, apenas uma malha com 8000 nés. O uso do FMBEM supera esta
dificuldade, como se mostra aqui, ao permitir o processamento de uma malha com mais
de dois milhdes de graus de liberdade em um tempo similar ao CBEM com 8.194 nés.
Assim, este maior refinamento permitiu chegar a um erro proximo de 10 °enquanto o

CBEM ja se tornou inviadvel com um erro de 10 para todos os campos estudados.
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Figura 5-4 — Erro (eq. (5-2)) devido ao campo quadratico (exemplo 5.1)

107 ‘ y
10
Number VI of degrees of freedom

Figura 5-5 — Erro (eq. (5-2)) devido ao campo cubico (exemplo 5.1)
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Figura 5-6 — Erro (eq. (5-2)) devido ao campo quintico (exemplo 5.1)
(DUMONT e SANTANA, 2022)

5.2  Poliedro ndo convexo

Para este segundo exemplo sera considerada uma regido mais desafiadora que
a anterior. Considere a regido L da Figura Figura 5-7-a e uma possivel discretizagéo
{M} naFigura 5-7-b. As coordenadas dos vértices sdo (DUMONT e KURZ, 2021)

Coords =

1 2 3 4 5 6 7 8 9 100 11 12

10 10 02 10 20 10 05 025 03 05 04 00| (59)
-05 04 00 05 00 -05 -10 -01833 -02 -01 -03 0.0

05 -05 10 10 -02 05 -1.0 0.05 03 04 05 06
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Figura 5-7 — a) Regido L b) Discretizacdo {M } correspondente ao nivel 2

Relembre que, para regiGes concavas, a estrutura estrela de cada elemento é
obtida por meio da equacéo (4-13), que faz uso da intersecdo de esferas para obtencéo
da proximidade: o fator de escala 4 para o raio destas esferas foi escolhido como
1,7.Como a regido apresenta muitas reentrancias e até mesmo uma cavidade, € de se
esperar que o numero de elementos que compdem a estrutura estrela de cada triangulo

em {M} aumente em relagdo a um dominio convexo. Com isso, a parcela que

corresponde a etapa exata sera maior e havera uma reducéo do erro quando comparado
com o modelo anterior. No entanto, devido a maior quantidade de integracdes exatas
havera também um aumento do custo computacional. Devido ao aumento desse custo,
foram considerados apenas os niveis de discretizacdo nvMax iguais a 2;3,4,5,6,7 e 8.
Na Tabela 5.2 é observado o nimero de vértices, elementos e arestas para cada um
destes niveis. Com isso, com nvMax igual a 8 foi processada uma malha com 524.292

vertices (graus de liberdade) e 1.048.576 triangulos.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1921377/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1921377/CA

84

Tabela 5-2 — Vértices, tridngulos e arestas por nivel para a Figura 5-7

Nivel Vértices Tridangulos Arestas
2 132 256 384
3 516 1024 1536
4 2052 4096 6144
5 8196 16384 24576
6 32772 65536 98304
7 131076 262144 393216
8 524292 1048576 1572864

Além das ja conhecidas varidveis N, Nc e Nvmax que influenciam na eficacia
do FMBEM, surge, para regides concavas, uma nova variavel de igual importancia: o
fator de escala 1. Neste exemplo, ele foi tomado fixo e com valor igual a 1,7, porém ha
de se notar que, por este ser um valor global independente do nivel de refinamento, hé
uma tendéncia de o erro aumentar conforme se discretiza a malha. 1sso ocorre porque
0 conjunto estrela de cada tridangulo de um nvMax =n terd um menor nimero de
elementos quando comparado com um mvMax=m, M<N . Assim, propde-se que em
trabalhos futuros haja uma melhor implementagcdo da estrutura estrela em regides
cbncavas. Para uma nova implementacdo que independa do grau de refinamento, ha a
possibilidade de se fazer uso de estruturas de dados espaciais extrinsecas a malha, tal
como a SDF muito usada na geometria computacional (JONES, BAERENTZEN e
SRAMEK, 2006).

Nas Figura 5-8 e 5.7 observam-se os erros correspondentes aos campos linear e
quadratico (os demais ndo foram considerados, por levarem a resultados similares ao
do quadratico).

Para o campo linear, as conclusdes das analises sdo similares a anterior; no
entanto, dois fatos se destacam. O primeiro é que, jA com Nc = 1, hd um erro
relativamente baixo. Isso ocorre porque, como ja mencionado, hd um maior nimero de
integracdes exatas. O segundo é que um aumento do refinamento ndo necessariamente
implica uma diminuic¢do do erro, pois, também como ja dito, 0 nimero de elementos

na estrutura estrela diminui conforme se aumenta o grau de refinamento.
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Figura 5-8 — Erro (eq. (5-2)) devido ao campo linear (exemplo 5.2)

O campo quadratico também apresenta um comportamento similar ao do
exemplo anterior. Porém, deve-se atentar que o nimero de elementos na estrutura
estrela diminui conforme se aumenta o grau de refinamento; logo, se percebe uma
menor taxa de convergéncia com o refinamento quando comparado com o exemplo

anterior.
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Figura 5-9 — Erro (eq. (5-2)) devido ao campo quadratico (exemplo 5.2)

5.3 Poliedro homeomorfo a um toro

O objetivo deste exemplo é mostrar que a formulacdo do FMBEM independe do
género da superficie. Considere um poliedro ¥ com género igual a 1, isto &,
homeomorfa a um toro na Figura 5.10-a. Na Figura 5.10-b é observada uma possivel

discretrizacdo {M}. As coordenadas de cada vértice sdo

Coords =

1 2 3 4 5 6 7 8

30 00 =30 00 20 00 -20 00

00 30 00 -30 00 20 00 -20

00 00 00O 00 10 10 10 10
9 10 1 12 13 14 15 16
10 00 -10 00 20 00 -20 00
00 10 00 -10 00 20 00 =20
00 00 00 00 -10 -10 -10 -10

(5-6)
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Figura 5-10 — a) Regido I b) Discretizacdo {M } correspondente ao nivel 2

Para este exemplo foram considerados valores de nvMax iguais a 2,3,4,5,6 ,7 e
8. Na Tabela 5.3 observa-se 0 numero de vértices, elementos e arestas para cada
discretizacdo. Note que no nivel maximo tem-se o processamento de 1.048.576 vértices
e 2.097.152 triangulos.

Tabela 5-3 — Vértices, tridngulos e arestas por nivel para a Figura 5-10

Nivel Vértices Tridangulos Arestas
2 256 512 768
3 1024 2048 3072
4 4096 8192 12288
5 16384 32768 49152
6 65536 131072 196608
7 262144 524288 786432
8 1048576 2097152 3145728

Nas Figura 5-11 e Figura 5-12 sdo observados os erros para 0s campos linear e
quadréatico. Neste exemplo também foi necessario encontrar a estrutura estrela de cada

triangulo por meio das esferas da equacdo (4-13), com 1=1,0. De forma geral, as

mesmas consideracdes feitas no exemplo anterior sdo validas para este. Deve-se atentar
apenas que, devido a maior simetria da regido, o nimero de elementos na estrutura
estrela de cada um dos elementos ndo diminui tanto conforme se aumenta o grau de

refinamento.
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Figura 5-11 — Erro (eq. (5-2)) devido ao campo linear (exemplo 5.3)
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Figura 5-12 — Erro (eq. (5-2)) devido ao campo quadratico (exemplo 5.3)
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5.4 Avaliagdo do algoritmo GMRES

Nesta secdo, € avaliada o desempenho do algoritmo GMRES (STRANG, 2007).
Isto &, sera verificado quantas iteracfes sdo necessarias para que o algoritmo convirja,
para uma certa tolerancia de erro. Para isso, foi considerada a mesma geometria do
problema 5.3, com nvMax igual a 6 (131072 triangulos), Nc igual a 2, A igual a 1,0.

Foi considerado também o seguinte campo gradiente em todos os tridngulos da malha

vu(xy,z)={2x,2y,-4z} (5-7)

J& o0 seguinte campo escalar foi especificado nos primeiros 600 n6s da malha

u(x,y,z)=x*+y*-2z° (5-8)

Uma representacdo do problema é mostrada na Figura 5-13, em que os vetores
em vermelho representam o fluxo de calor ao longo das faces e 0os n6s em amarelo a
temperatura especificada. O objetivo &, portanto, avaliar em quantas iteragdes o sistema
Ax =D deste problema é resolvido, para uma certa tolerancia. E importante relembrar
que a cada iteracdo deste algoritmo a multiplicacdo fast multipole € utilizada uma vez
e, assim, o nimero de iteracGes também indica a complexidade computacional do

algoritmo.

Figura 5-13 — Problema considerado para avaliagdo do GMRES

Na Figura 5-14 é observado como o erro do algoritmo GMRES diminui conforme
se aumenta o numero de iteragdes. Foi considerada como tolerancia um erro igual a

1x107°, o que requereu 19 iteracBes para a convergéncia dos resultados. E importante
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salientar que o ndmero de iteracbes pode ser reduzido fazendo uso de um pré-
condionador (LIU, 2009).

10°

16

107

1073

Error

1 1 | ]

5 10 15 20
number of iterations

Figura 5-14 — Desempenho do algoritmo GMRES

O campo de calor obtido como solucéo do sistema é mostrado na Figura 5-15.

Figura 5-15 — Campo de calor
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55 Tempo de execucao

Nesta secdo, é avaliado o custo computacional dos trés exemplos anteriores
conforme se refine a malha. Como este custo independe das condi¢bes de contorno,

usou-se um campo linear.

Nas Figuras 5-16, 5-17 e 5-18 observa-se o custo computacional para as regides
tetraédrica, cdncava e com género unitario, respectivamente. O CBEM tem custo
proporcional a N2, como esperado. Ja& o FMBEM apresenta uma diferenca de
desempenho entre as regides convexas e ndo - convexas. Para regides convexas seu
custo é proporcional a N e, para as concavas,proporcional a Nlog(N), discrepancia que
era de se esperar uma vez que nas regides concavas, ha para cada elemento um maior
nimero de elementos adjacentes. Além disso, foi avaliada a reducdo do tempo
computacional quando se adota a integracdo por quadratura para 0s elementos
intermediarios. Na Figura 5.19 é observado o erro relativo do custo computacional
entre a integracdo analitica para todos os elementos proximos e a integracdo por
quadratura (p = 11) dos elementos intermediarios (exemplo 5.1). Nota-se que , em
média, houve uma reducao de 20% no tempo total de processamento.

4

107

Number V[ of degrees of freedom

Figura 5-16 — Custo computacional para o exemplo 5.1 (DUMONT e
SANTANA, 2022)
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Figura 5-17 — Custo computacional para o exemplo 5.2
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Figura 5-18 — Custo computacional para o exemplo 5.3
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Figura 5-19 — Erro relativo entre o tempo de processamento fazendo uso da
integracao analitica para todos os elementos préximos e da integracdo por quadratura
dos elementos intermediarios (exemplo 5.1)

5.6 Gerenciamento de memoria

O algoritmo do FMBEM proposto no presente trabalho exige, em sua
inicializag&o, a criacdo da estrutura de dados halfedge, bem como o armazenamento
dos momentos. Nesse sentido, na Figura 5.14 observa-se, para o exemplo 5.1, o
aumento do armazenamento de dados conforme se refina a malha. E observado que,
independentemente da discretizacdo, ha uma maior exigéncia de armazenamento para
os momentos do que para a estrutura de dados espacial. E importante salientar que nos
exemplos 5.2 e 5.3, que exigem a obtengdo da adjacéncia por meio da intersecdo de
esferas, ha a necessidade de se armazenar essa adjacéncia ainda no inicio do cddigo.

Essa também é uma estratégia que precisa ser alterada em trabalhos futuros.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1921377/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1921377/CA

— — —

jem) o e
[=N ~1 0
T T 1

Storage Allocation (kb)
>

10 N &-— Spatial data
//Er ----©--- Multipoles (N = 10)
pd —4&— Total
103 2 | 1 1 4 L 1 ]
10 10° 10 10° 10° 10

Number Vl of degrees of freedom

Figura 5-20 — Gerenciamento de memaria conforme se refina a malha
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6 Consideracoes finais

6.1 Conclusdes

No presente trabalho foi desenvolvido um algoritmo que implementa o método
dos elementos de contorno fast multipole — FMBEM para problemas tridimensionais
de potencial. Com este algoritmo, foi possivel resolver problemas de valor de contorno
com milhdes de graus de liberdade em um computador pessoal.

E possivel elencar trés pilares fundamentais para o sucesso do trabalho. O
primeiro foi o completo entendimento das funcdes esféricas harménicas evidenciando
sua relacdo com séries de Taylor (DUMONT e SANTANA, 2022). Dessa forma, foi
possivel estimar o raio de convergéncia da aproximacdo e garantir uma expansao
eficiente. O segundo foi a implementacdo, em trés dimensdes, de um algoritmo
recursivo que, dado um elemento pertencente a malha, garante uma cisdo néo trivial de
nos distantes e préximos. O terceiro pilar constitui na implementacéo das integraces
exatas para nos proximos (DUMONT e KURZ, 2021). Por meio dessa integracéo, foi
possivel garantir que a fonte de erro proveniente do FMBEM é apenas devida a
expansdo fast multipole. Assim, o erro obtido no algoritmo é uma poténcia do maior
raio de convergéncia da expansdo. Além disso, foi observado que a integracdo dos
elementos intermediarios por meio da quadratura de Dunavant (1985) ndo acrescenta
erros consideraveis, na verdade perfeitamente controlaveis, e consegue reduzir o custo
computacional na ordem de 20% a 30%. Por fim, o algoritmo obteve resultados
satisfatorios em todos os problemas analisados.

6.2  Sugestdes para Trabalhos Futuros

A sequir s@o listadas novas funcionalidades do FMBEM que podem ser
implementadas:
e Implementar um método mais eficiente (em tempo de execucdo) para a

busca de adjacéncia em elementos ndo convexos;


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1921377/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1921377/CA

96

Evitar repetir integragdes a cada iteracdo do método GMRES. Isso pode
ser feito ao se armazenar as integracGes exatas e 0s momentos ja na
obtencéo do vetor b;

Analisar o uso de pré-condicionadores no método GMRES;
Obter resultados em pontos internos, isto €, os valores de U (X) e Vu(x)
, XeQ;

Estender o algoritmo proposto para outras reas tais como elasticidade e

acustica;
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8 Apéndice A

Nesta secdo é discutido como implementar computacionalmente as funcgdes
harménicas esféricas solidas.

As harmonicas esféricas sdo autofuncdes do operador momento angular
(EFTHIMIOU e FRYE, 2014). Como este operador é hermitiano, estas funcdes

formam um espago ortogonal, isto é, para Y, (9, (p) ey, (0,(0), tem-se

[..Yov,ds? =0, 0% p (6-1)

onde S?representa a esfera unitaria. Além disso, m representa o nimero de harménicas
esféricas linearmente independentes de grau n

m=2n+1 (6-2)
com isso, Y, , se refere a uma das m harmdnicas esféricas linearmente independente

de grau n. Por fim, como estas fun¢Ges podem ser entendidas como polinbmios
harmonicos homogéneos restritos a esfera unitaria, tem-se a seguinte propriedade
(EFTHIMIOU e FRYE, 2014)

Y (=€) =(-1)'Y(8) (6-3)

onde ¢é um vetor unitario. Assim, fazendo uso da transformagdo em (6-3) é possivel
obter (m—-1)/2 funcdes linearmente independentes, uma vez que
Y, . =(-1)"Y

n,—m

(6-4)

n,m

As harmonicas esféricas sélidas R;' e S sdo compostas por harménicas

esféricas multiplicadas por r" e r ™% sto é,
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1

Sy (X) =Y (0’(0) P
R (X)=Y (8,9)r" (6-5)
x =rsin(@)cos(p)i+rsin(8)sin(¢)j+rcos(0)k

No algoritmo proposto, as fun¢bes R™ sdo utilizadas em duas etapas enquanto
S, em apenas uma. O primeiro momento ocorre na integracdo dos momentos
multipolos equagBes (4-33) e (4-34). Nessa situagdo, as fungdes R foram
transformadas para coordenadas cartesianas e uma tabela similar & Tabela 3.1 foi
copiada para o codigo fonte. Esta tabela contém todos os polindmios n=0,1,2...,10

com m positivo, ndo sendo necessario copiar os polinémios com m negativo uma vez
estes podem ser obtidos por meio da simetria (6-4). O segundo momento ocorre na
translagdo dos momentos e na integracdo multipolo equacdes (4-30) e (3-37) das

fungBes S e R;'. Nesse caso, optou-se por implementé-las fazendo uso do algoritmo
recursivo de Yoshida (2002). Nele, as harmdnicas esféricas sdo transformados em
polindbmios associados de Legendre e com isso as fungbes S e RT podem ser
implementadas recursivamente para m> 0 e fazendo uso da condi¢éo de simetria (6-4)
obtém-se as expressdes para m<0. A ordem em que os elementos sdo obtidos é

mostrada na Figura 8-1. Inicialmente, sdo obtidos os elementos da faixa vermelha para

n=m=0,12,34,.... Apos, obtém-se os elementos para cada faixa azul, isto é, com

m=0,n=12,3,4,.., m=1,n=2,3,4,... att n=m.

n

N o= O

= W

Figura 8-1 — Ordem de recursividade para obtencéo de R™e S™
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A implementacéo recursiva dessas fungdes foi feita no arquivo BEM---Master-
Thesis/RTable.cpp at trunk - Hilton-Marques/BEM---Master-Thesis - GitHub, nas

funcGes evaluateRecursiveTableR e evaluateRecursiveTableS. Ao comparar a
implementacao feita no presente trabalho com a de Yoshida (2002) é possivel observar

as seguintes corregoes:
1) Ossinaisde R; e S devem ser invertidos;
2) Oselementos R"e ST, com m=n-1, devem ser obtidos por

R"=y,R", (6-6)

S :—%(Zn—l) sm (6-7)


https://github.com/Hilton-Marques/BEM---Master-Thesis/blob/trunk/RTable.cpp
https://github.com/Hilton-Marques/BEM---Master-Thesis/blob/trunk/RTable.cpp
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9 Apéndice B

AN

Nesta se¢do, é detalhado o pseudocodigo do algoritmo proposto no presente
trabalho.

Algoritmo: FMM (solid_parent, Nc , n, nv_max, flag, r)

Input:

e solid_parent: s6lido mae correspondente a geometria inicial do problema;

e nc: parametro que decide o nivel de adjacéncia desejado;

e n: ordem da série da expansdao multipolo;

¢ flag: um valor booleano em que verdadeiro corresponde a uma geometria
nao—convexa,

e I caso a geometria seja cdncava, r corresponde ao raio da esfera que

complementa a adjacéncia de um dado triangulo;

Output:

e Um vetor correspondente a subtragdo (H d—Gt)

solid <= BuildHierarchySolid(solid_parent, nv_max,flag,r)
solver <= BuildSolver(n)

start_level <= nv_max — Nc

elements_nv < solid — GetElementsByLevel(start_level)
for each element on elements_nv

o

adj_elements < element — GetAdjElements();

b. source_nodes < GetLeafNodesFromElements(adj_elements)
C.
d. for each child_element on children_leaf elements

children_leaf elements <— element— GetLeafElements()

i. solver — CalculateNearInt(source_nodes, child_element)
ii. solver— CalculateME(child_element, child_element _, GetFather())

nv < start_level — 1
donv <1

a.

elements_nv < solid — GetElementsByLevel(nv)
i. for each element on elements_nv
1. adj_elements < element — GetAdjElements();
2. mother_nodes < GetLeafNodesFromElements(adj_elements)
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3. for each child on element _, getChildrenElement()
a. adj_elements_child < child _, GetAdjElements()
b. child_nodes <
GetLeafNodesFromElements(adj_elements_child)
c. source_nodes < SubtractNodes(mother_nodes ,
child_nodes)
d. ifNc=1
i. solver _, CalculateFarInt(source_nodes,
child)
ii. solver_, CalculateMMT/(child, element)
e. else
i. gran_children_elements < child _,
GetLevelElements(nc+nv )
ii. for gran_child on gran_children_elements
1. solver_,
CalculateFarInt(source_nodes,
gran_child)
2. solver—
CalculateMMT (gran_child,
gran_child — GetFather() )

8. elements_nv . solid _, GetElementsByLevel(0)
9. mother_nodes . solid_, GetAllINodes()
10. for element on elements_nv

a. for child on element . GetElementsChildren()

i
ii.
iii.
iv.
V.

adj_elements_child < child = GetAdjElements()
child_nodes < GetLeafNodesFromElements(adj_elements_child)
source_nodes <= SubtractNodes(mother_nodes , child_nodes)
gran_children_elements <—child GetLevelElements(nc)
for gran_child on gran_children_elements

1. solver _ CalculateFarElements(source_nodes , gran_child )

return solver _, GetHdGt()

onde

e BuildHierarchySolid(): € uma classe que constroi a hierarquia da estrutura por

meio da halfedge;

e BuildSolver(): € uma classe responsavel por todos os célculos do algoritmo;

e GetElementsByLevel(level): é uma funcéo que fornece todos os elementos de

um dado nivel da hierarquia;
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GetAdjElements(element): € uma funcdo que fornece todos os elementos
adjacentes a um dado elemento;

GetLeafNodesFromElements(elements): essa fungdo obtém todos 0s nos que
estdo presentes nos elementos folha de um dado conjunto de elementos;
GetLeafElements(element): essa fungdo obtém todos os elementos folha de
um dado elemento;

CalculateNearInt(nodes,element): dado um elemento e um conjunto de nos.
Essa funcéo realiza a integragéo exata;

CalculateME(child,parent): obtém os multipolos de um dado elemento child
com centro em um elemento parent;

getChildrenElement(element): retorna os quatro elementos filhos de um dado
elemento;

SubtractNodes(A, B): dado um conjunto A de noés e subconjunto de B, essa
funcéo realizar a operacdo A\B;

CalculateFariInt(nodes,element): dado um elemento e um conjunto de nés,
essa funcéo realiza a integracdo multipolo;

CalculateMMT (child, parent): essa funcdo realiza a translacdo dos multip6los
provenientes de um elemento child para um elemento parent;
GetLevelElements(element, n): essa funcdo obtém os elementos filhos de um
dado elemento situados em um nivel n;

GetAlINodes(): retorna todos os nos da malha;
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10 Apéndice C

Além da criacdo do algoritmo FMBEM, foi desenvolvido no presente trabalho
uma ferramenta de interface gréfica para entrada de dados. O FMBEM_GUI, como
denominado, € uma interface grafica modesta com o intuito de facilitar a utilizacdo do
FMBEM. As widgets da aplicacdo foram criadas por meio da APl Qt Designer ja para
a renderizacdo e sombreamento dos modelos foi utilizado o0 OpenGL moderno v3.3. A
estrutura do programa foi baseada em Martha (2020). E possivel inspecionar o codigo
fonte no link: Hilton-Marques/FMBEM_GUI (github.com).

A tela inicial do programa € mostrada na Figura 10-1. Nesta tela é possivel

interagir com qualquer modelo desenhado por meio de eventos de mouse (MARTHA,
2020). Uma vez clicado em um elemento do modelo, suas informacdes topolégicas e

geométricas sao informadas na tabela a direita da tela.

igs Face boundaryCondiicn = delste

Selecine porkal e ponio final

Figura 10-1 — Tela inicial do FMBEM_GUI

A insercdo do modelo é feita de duas maneiras. A primeira forma é ideal para
modelos simples e consiste em, iterativamente, inserir elementos nds, arestas e faces,
respectivamente (ver Figura 10-2-a). Ja a segunda forma é por meio apenas da leitura
de uma nuvem de pontos, pois, ao clicar no item convexHull do menu principal, é

gerado o fecho convexo desta nuvem (ver Figura 10-2-b).


https://github.com/Hilton-Marques/FMBEM_GUI
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Uma vez finalizada a criagdo do modelo deve-se alterar o modo da aplicagdo no menu
principal para BoundaryCondition. Neste modo, é possivel inserir de forma interativa
as condicdes de contorno de Dirichlet nos nos e as de Neumann nas faces. Observe na
Figura 10-3 que 0s nos gque contém a temperatura especificada estdo em amarelo,

enquanto nas faces estdo os eventuais gradientes prescritos

a)

Pantoid  x ¥
1 P2 1 0 1

z RO 1 1 [

&7 Insira um nove ponta

Aresta id PO P1

Ponta id x y
1 P6 0 0934172 -0.356622

2 P8 -0356822 0 -0.034172

Arestaid o P

Figura 10-2 — Insercdo do modelo a) iterativamente b) por meio da funcéo

convexHull no menu principal

Apbs a insercdo das condi¢bes de contorno, 0 modelo j& estd pronto para ser
analisado pelo FMBEM. Para isso, clica-se no item actionSolver e deve-se inserir as
variaveis necessarias para o algoritmo proposto na dissertagdo. Na Figura 10-4 é
possivel observar a tela de dialogo. Observe que nesta tela ja é possivel prever o nimero

de elementos na malha final e com isso estimar o custo computacional da anélise.
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Pontoid B.C. temperatura

1T 1T

2 P8 1 0

Face id B.C. gradiente
1F8 i 2

2 F24 1 1

3 F25 1 1

Figura 10-3 — Insercédo das condic¢des de contorno de forma interativa

actionSolver  delete

® Pardmetros do FMM

n® de niveis

n® de termos (N)

ndends 204914 n° de elementos 736420

Figura 10-4 — Diélogo para inicio do FMBEM

Pontoid B.C. temperatura
1P7 1 1

2 P8 1 0

Faceid B.C. gradiente
1F8 1 2

2 F24 1 1

3 F25 1 1

Dessa forma, uma das propostas para trabalhos futuros consiste em estender o

FMBEM_GUI para novas funcionalidades, outros tipos de problema (elasticidade,

dindmica dos fluidos) e correcéo de bugs.
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