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Revisao Teodrica: Métodos de volatilidades e covariancias

Nesta secdo serdo brevemente discutidos os métodos utilizados neste
trabalho para a estimagdo de variancias e covariancias. Esta secdo encontra-se
subdividida em trés familias de métodos: metodologia do Riskmetrics, modelos da

familia GARCH e modelos de ‘volatilidade realizada’.

21.
Metodologia do Riskmetrics (J.P. Morgan (1997))

Uma primeira tentativa para a estimagdo de variancias e covariancias seria
através de uma janela movel, onde nesta janela os estimadores tradicionais de
variancias e covariancias seriam utilizados. Volatilidades e covariancias no dia T

seriam entao estimadas por:

] 1o ] T4
2 2 _
Oir =— 2 L © 041 =— zri,trj,t (3)
n i, n -7y

onde: t; e 1j representam os retornos (logaritmicos) de dois ativos, 6., a varidncia
do ativo i no dia 7, o;; a covaridncia entre os retornos dos ativos i ¢ j no dia T'e n

¢ o tamanho da janela.

Esses estimadores sdo nao-viesados e consistentes em se tratando de
variancias e covaridncias incondicionais'. No entanto, ndo fica claro sobre quais
hipoteses estes estimadores seriam ndo-viesados e consistentes em se tratando de
variancias e covariancias condicionais, o real objeto de estudo.

Em especial, note que todas as observagdes recebem o mesmo peso neste
tipo de estimador e, apenas um retorno aberrante, ira manter as volatilidades e

covariancias altas por um periodo de exatamente n dias, embora a volatilidade do

! Conforme ressalta Alexander (1998), ndo existe evidéncia empirica de que o fato de assumir
média zero para o retorno degrada a qualidade das variancias e covariancias estimadas.
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ativo ja possa ter retornado para niveis normais ha algum tempo. Uma forma
natural de corrigir este problema seria através da atribui¢do de pesos maiores para

os dias mais recentes, como nas equagdes abaixo:

t=T-1 t=T-1
T-1-t_.2 T-1-t
Z/l it A LT,
2 _ t=T-n __ t=T-n
Oir = "= € Oyr = o > (4)
T-1- T-1-
A A
t=T-n t=T-n

onde A¢ um pardmetro que determinard o peso das observagdes recentes em
relagdo as observagdes mais antigas (quanto menor Amaior o peso das
observagdes recentes). A introducdo do fator de decaimento A permite nao
somente que retornos aberrantes tenham seu efeito sobre a volatilidade
diminuindo de forma gradativa, como também permite maior velocidade de
reacdo de volatilidades e covariancias a choques no mercado.

Esta metodologia representada pelas equacdes em (4) foi defendida pelo
banco J.P.Morgan (1997) no seu influente manual do Riskmetrics e, devido ao
decaimento exponencial nos pesos atribuidos as observagdes anteriores, ficou
conhecida como EWMA, sigla do termo em inglés Exponential Weighted Moving
Average.

A utilizagdo do método EWMA difundiu-se largamente, em parte devido a
sua simplicidade e em parte devido aos bons resultados obtidos por esta
metodologia em comparagdo com as demais’, e por isso servira como benchmark
neste trabalho. Para a utilizagdo deste método sera utilizado o valor de 0.94 para
A, conforme sugerido no manual do Riskmetrics * e, quanto ao tamanho da janela

~ oy ~ . ., 4
n, serdo utilizadas as equacdes presentes em (4) quando » tende ao infinito

* Para comparagdes entre diferentes métodos de extragdo de volatilidades e correlagdes veja, por
exemplo, Lopez e Walter (2001), Lund e Hansen (2001) e Pagan e Schwert (1990).

* Considere A; 0 valor do fator de decaimento que minimiza o erro quadratico médio de previsio da
variancia da série i. O fator 6timo de decaimento ¢ obtido através da utilizagdo de uma média
ponderada dos A;, utilizando-se um conjunto de 480 séries temporais de ativos americanos. Ver
J.P.Morgan (1997). Optou-se neste trabalho por ndo se utilizar tais métodos de otimizagdo do
pardmetro A uma vez que, conforme ja ressaltado, o método EWMA ¢ utilizado apenas como
benchmark para os demais métodos.

* Existem duas motivacdes para se utilizar n tendendo ao infinito: a primeira devido a constatagio
empirica de que as volatilidades e covariancias possuem memoria muito longa (veja Ding, Granger
e Engle (1993)) e a segunda, de menor importancia, devido a facilidade computacional da féormula
recursiva em (6).
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I-1 T-1
Gfr =(1- X)Z ﬂ’r_l_tri,zt e oy =(1- k)zﬂr_l_tri,rr/,r (5)

As equagdes em (5) podem ser reescritas na forma recursiva como:
2 2 2 —
Git = (I- >L)ri,H + }\’Gi,t—l € 0y = (1- }\’)ri,t—lrj,t—l + }\’Gij,t—l (6)

Garante-se que as matrizes de covariancia condicionais obtidas desta forma
sdo positivas definidas uma vez que se utilizou o mesmo valor de A para todas as

séries (ver J.P.Morgan (1997)).

2.2.
Modelos da Familia GARCH

Desde os seminais artigos de Engle(1982) e Bollerslev(1986) os modelos da
familia GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedasticity)
difundiram-se como uma metodologia simples e flexivel para a estimagdo e
previsdo de volatilidades. Em particular, o modelo mais parcimonioso

GARCH(1,1) foi amplamente utilizado na modelagem de variancias de séries

financeiras:

L =0;:& (7)
2 2 2

o, =o+ar_, +Po;, (8)

onde: r. ¢ o retorno do ativo i no instante t, ., ¢ o desvio-padrdo do ativo i no
instante t, €, € um ruido branco (geralmente supde-se que ¢, € Gaussiano) e ®,o €

B sdo parametros.
Neste modelo, impde-se que os pardmetros o € 3 sejam positivos € que o

pardmetro  seja estritamente positivo. As condi¢cdes de positividade dos
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parametros garantem que as variancias condicionais também sejam positivas € ®

deve ser estritamente positivo para garantir que o processo para r,, ndo degenere
quando t—oo. Além disso, se o + 3 < 1, a variancia incondicional de r, ¢ finita e o
processo ¢ estacionario de 2° ordem. E mais, no caso de &, Gaussiano, Nelson

, . .. 6
(1990) mostra que r,, € estritamente estaciondrio mesmo quando o e f somam 1°.

Ou seja, quando o + 3 = 1, o processo GARCH (1,1) ¢ estritamente estacionario,
embora sua variancia incondicional ndo seja finita (note que 0o EWMA ¢ um caso
particular do GARCH (1,1) quando ®=0 e oo + 3 = 1).

A estrutura para a varidncia condicional do GARCH (1,1) (equagdo (8))
permite que o modelo capture o ja citado fato estilizado da existéncia de
clustering de volatilidades, além de possibilitar a geragdo de distribui¢des
leptocurticas para as séries de retornos dos ativos. Este excesso de curtose pode
ser obtido de duas diferentes formas: primeiramente devido a estrutura dindmica
da variancia condicional e, além disso, diretamente através da atribuicao de

T 7
distribuigdes com caudas grossas para ¢,

No entanto, séries de retornos financeiros sdo também caracterizadas por
outros fatos estilizados, como uma autocorrelagdo de 1* ordem nos quadrados dos
retornos baixa, mas com alta persisténcia para as defasagens seguintes®. E neste
quesito, como ressaltam Terdsvirta (1996) e Carnero, Pefia ¢ Ruiz (2001), os
modelos GARCH nao sdo suficientemente robustos, sendo incapazes de acomodar
simultaneamente os valores tipicos de excesso de curtose e de autocorrelagdo nos

quadrados dos retornos presentes em séries financeiras (mesmo quando g, possui

uma distribui¢do de cauda grossa como uma t de student).

Se por um lado o modelo GARCH (1,1) ndo consegue capturar
completamente as regularidades empiricas de séries financeiras descritas acima,
por outro lado inimeras extensdes ja foram desenvolvidas para capturar outros

fatos estilizados como o efeito assimétrico de choques positivos e negativos sobre

> A equagdo para a média condicional do retorno como em (7) pode também conter variaveis
explicativas, no entanto, tal pratica ndo é comum em séries financeiras.
% Nelson (1990) mostra que 0 GARCH (1,1) é estacionario desde que E[log(B +0g’)] <1, condi¢io
esta que no caso de ¢ Gaussiano ¢ satisfeita mesmo quando o + 5 = 1.

7 Para modelos GARCH com distribui¢des condicionais com caudas grossas veja Engle e
Gonzalez-Rivera (1991) e Hansen (1994).
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a variancia ou até mesmo mudancas de regime nas volatilidades’. Porém, ¢ mais
importante, no que tange ao progresso da modelagem univariada em direcdo a
uma abordagem multivariada, os avancos foram de certa forma mais discretos. E
foram mais discretos ndo somente devido ao agravamento das dificuldades na
hora de capturar regularidades empiricas de volatilidades em conjunto com
covariancias, mas principalmente gracas a problemas de ordem computacional.
Para tornar a discussdo mais clara considere uma extensao natural do
modelo GARCH(1,1) para um contexto de dois ativos, onde se modela a variancia

de cada um dos ativos e a covariancia entre eles:

2 2 2 2 2
Ojy = + 0L + 0T +055, 15, + BlGi,t—l +B26j,t—1 +B36ij,t—1 )
6o, =, +0,r  +or’,  +o.r, 1. +B,0.,  +Bo . +PBO (10)

it T Oy 0L T 0T T 0L T T P40 T P50 T P60,

=, + 0,1 + 0T, + +B.67_, +Bo° ., + 11
Ot = W3 T OGT ) T 0T + 0T T B,0i B8Gj,t—1 B9Gij,t—l (11)

O modelo representado pelas equagoes (9), (10) e (11) foi denominado
vech e apresentado em Engle e Kroner (1993). A primeira dificuldade pratica
evidente ¢ proveniente do elevado niimero de parametros: temos 21 pardmetros a
serem estimados em um modelo com apenas dois ativos e, por exemplo, ja com 5
ativos sdo 465 os parametros a serem estimados. Como esses modelos sao
usualmente estimados por maxima verossimilhanga, os problemas sdo comuns nas
rotinas numéricas de otimizagdo e, com um nimero um pouco maior de ativos
torna-se praticamente invidvel. O segundo problema pratico advém das
dificuldades de se impor e verificar restrigdes sobre os parametros que garantam
que a matriz de covariancia seja quase certamente positiva definida.

Outras formulacdes para os modelos GARCH multivariados foram
desenvolvidas, formulagdes estas que restringiam o espaco dos parametros de
forma a diminuir a sua dimensionalidade e, além disso, simplificar as condigdes
para a geragdo de matrizes de covariancia positivas definidas. Exemplos destas

formulagdes sdo o modelo BEKK de Engle e Kroner (1993) e o modelo vech

¥ Ver Loudon, Watt ¢ Yadav (2000).
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diagonal de Bollerslev, Engle ¢ Wooldridge (1988). No entanto, mesmo estes
modelos sofrem de dificuldades operacionais em um ambiente com um grande
nimero de ativos, como usualmente ¢ relevante na pratica.

Dada estas restricdes serdo utilizados neste trabalho dois modelos
multivariados da familia GARCH que possuem uma caracteristica em comum: a
estimacao do modelo multivariado ¢ quebrada em uma série de estimagdes
univariadas. Tais modelos sdo o Constant Correlation GARCH de Bollerslev

(1990) e 0 GARCH Ortogonal de Alexander (2000)"°.

2.21.
Constant Correlation GARCH (Bollerslev (1990))

No Constant Correlation GARCH (CCOR) as covariancias condicionais sao
parametrizadas para serem proporcionais aos respectivos desvios-padrdo,
restringindo assim o nimero de pardmetros € a carga computacional necessaria
para a estimagdo. Além disto, tal parametrizagdo, facilita a imposicdo de
condi¢des para a geracdo de matrizes de covaridncia quase certamente positivas
definidas.

Para tornar a discussdo mais precisa suponha um ambiente com N ativos.
Entdo, através da hipotese de correlacio condicional constante (ou
equivalentemente, covariancias condicionais proporcionais aos respectivos

desvios-padrao), o modelo CCOR pode ser escrito como:

e (12)

o =, +or_ +Bo;_,  i=L..N (13)

ii,t—1

Ot = Pjj (\/Giz,t \/Git ) 1# ] (14)

ou, as equacoes (13) e (14) podem ser escritas na forma matricial como:

? Para uma revisio veja Bollerslev, Engle ¢ Nelson (1994).
' Note que como serdo utilizados neste trabalho apenas 5 ativos, modelos como o BEKK sdo
viaveis. No entanto, optou-se por trabalhar apenas com o Constant Correlation GARCH e o
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H, =D, TD, (15)

onde: p;j € a correlagdo condicional entre os ativos i € j que € suposta constante ao
longo do tempo, H; ¢ a matriz de covariancia condicional em t, D; ¢ uma matriz

diagonal cujos elementos sdo os desvios-padrao condicionais (c,,) € I'é uma

matriz com elemento tipico pj.

O numero de parametros a serem estimados diminui significativamente (por
exemplo, quando N igual a 2 sdo apenas 7 pardmetros a serem estimados em
contraposi¢do ao modelo vech que totaliza 21 parametros) e, mais importante,
com a hipotese de retornos distribuidos de acordo com uma distribui¢do normal
multivariada, a estimacdo do modelo multivariado ¢ quebrada em varias
estimagdes univariadas: estimam-se primeiramente os modelos GARCH(1,1)

univariados em (13) obtendo-se os residuos ¢,,, de posse destes residuos

calculam-se as suas correlagdes incondicionais que serdo as estimagdes das
correlagdes condicionais pjj e, por ultimo, através da equacdo (14) recuperam-se as
covariancias condicionais. Além disso, da equacao (15), verifica-se que a matriz
de covariancia serd positiva definida se, e somente se, a matriz I' for positiva
definida, mas esta condi¢do ¢ quase certamente garantida, dado que os elementos
de I' sdo por construcdo as correlacdes incondicionais dos residuos.

Apesar das vantagens computacionais, obviamente a validade da hipotese de
correlacdes condicionais constantes ¢ uma questdo empirica, que pode ser
inadequada em alguns casos. Para um teste formal desta hipotese veja Bera e Roh

(1991).

2.2.2.
GARCH Ortogonal (Alexander (2000))

Uma outra possibilidade para contornar o excessivo numero de parametros
envolvidos em modelos GARCH multivariados seria através do uso de fatores que
seriam responsaveis pelos movimentos de toda matriz de covariancia. Tal

abordagem ficou conhecida como factor GARCH e foi introduzida por Engle, Ng

GARCH Ortogonal, devido a efetiva possibilidade de utilizagdo destes modelos em um contexto
de dimensionalidade muito maior do que a presente.
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e Rothschild (1990), que utilizaram o retorno de mercado como fator que origina
os movimentos de toda a matriz de covariancia.

O modelo GARCH Ortogonal de Alexander (2000) insere-se neste contexto
de modelos factor GARCH, tendo como idéia principal o uso de fatores
ortogonais que norteiam os movimentos da matriz de covariancia. Estes fatores
sdo obtidos através do uso da metodologia de componentes principais €, por serem
ortogonais, podem ser modelados individualmente através de modelos GARCH
univariados.

Sejam n ativos cada qual com ¢ observagdes e considere os retornos
(logaritmicos) destes ativos armazenados na matriz R (¢ x n). Entdo a matriz de

componentes principais Py (¢ x n) ¢ definida como:

P =R,W, (16)

’ . T , .
onde: W (n x n) ¢ a matriz de autovetores de R, R; e como tal ¢ uma matriz

ortonormal.
E imediato modelar as variagdes da matriz de retornos originais R; a partir

de variagdes da matriz de componentes principais Py

R, =P W/, pois W' =W (W, éortonormal) (17)

A representagdo da matriz de retornos a partir da equagdo (17) é vantajosa,
pois a matriz de componentes principais ¢ uma matriz ortogonal''. Desta forma, a
matriz de covaridncia dos retornos pode ser escrita através da matriz de pesos W'
e da matriz de covariancia de P;, que por ser uma matriz ortogonal, envolve

apenas a modelagem de variancias de forma univariada:

Var(R,) = Var(P,W,) = W Var(P)W,' = WD W/ (18)

" Para verificar que a matriz P, é ortogonal parta da tradicional formula de diagonalizagdo de
matrizes simétricas:

RIR,=W,AW] = R]RW,=W,A,,onde A, éamatriz de autovalore sde R/ R,.

Logo, PTP, =W'RTR,W, = WW, A, = A, pois W, € ortonormal.

12 Na pratica, conforme ressalta Alexander (2000), a matriz de pesos W, ndo varia muito ao longo
do tempo, podendo ser considera como constante e diminuindo ainda mais a carga computacional.
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onde D; é uma matriz diagonal contendo as varidncias em t da matriz de
componentes principais P;.

Em outras palavras, a matriz de covaridncia dos retornos estd sendo
modelada a partir dos fatores representados pelas colunas da matriz de
componentes principais P.. Como tais fatores sdo ortogonais, para a estimacao de
suas matrizes de covariancia sdo necessarios apenas métodos univariados da
familia. GARCH". A partir desta estimagdo das varidncias condicionais dos
fatores, retorna-se para a estimagdo de variancias e covariancias de toda a matriz
de retornos, através da utilizacao da equagdo (18).

O GARCH Ortogonal obtém simplicidade computacional ao reduzir a
estima¢dao multivariada em uma série de estimagdes univariadas e, além disso,
contorna o problema de geragdo de matrizes de covaridncia positivas definidas
(como Dy ¢ uma matriz diagonal com elementos positivos, por (18) resulta que
Var(R;) serd uma matriz positiva definida). No entanto, assim como os demais
modelos GARCH multivariados, ¢ baseado em algumas hipoteses simplificadoras:
assumir em (18) que a matriz de covariancia condicional dos componentes
principais ¢ uma matriz diagonal, constitui-se em uma hipotese, pois por
constru¢do, os componentes principais sdo apenas incondicionalmente nao

correlacionados.

2.3.
Volatilidade Realizada (Anderson et al. (2003))

A metodologia de ‘volatilidade realizada’ ¢ computacionalmente trivial e
possui um mecanismo direto: estimam-se as volatilidades (covariancias) diarias
através da soma de retornos ao quadrado intradiarios (produto cruzado dos
retornos intradiarios). Apesar da simplicidade, trata-se de um estimador ndo-
paramétrico que dispensa uma dinamica especifica sobre a matriz de covariancia
(como, por exemplo, a dindmica em (6)), € mais importante, sob condigdes gerais,

trata-se de um estimador ndao-viesado e consistente de volatilidades e covariancias.

13 Neste trabalho serdo utilizados dois métodos univariados para a estimacdo de varidncias das
componentes principais: 0 GARCH (1,1) e o GARCH Exponencial (EGARCH) de Nelson (1991).
Quando o GARCH(1,1) for utilizado em P;, serd mantido o nome da metodologia desta se¢do em
GARCH Ortogonal (OGARCH), mas quando o EGARCH for utilizado em P, a metodologia desta
secdo sera denominada EGARCH Ortogonal (OEGARCH).
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Baseado em Oomen (2001) sera apresentado um modelo simples em tempo
discreto que possui duplo propdsito: fixar a intuigdo e demonstrar as dificuldades
praticas relacionadas a implementagdo do estimador de “volatilidade realizada”.
Para uma versdo em tempo continuo onde ¢ suposto que o processo de precos
segue um semi-martingal especial (se o processo de precos ndo admite arbitragem
ele encontra-se nesta classe) veja Anderson, Bollerslev, Diebold e Labys (2003).

Seja Rip'* o retorno (logaritmico) do ativo i no dia D e

R, =[R,,,R,,,....R,] 0 vetor de retornos dos N ativos no dia D. Sera suposto que

o vetor de retornos pode ser caracterizado por:

R, ~ MVN(0,X,)

Gip Opp Oinp (19)
SIE . .

... 2
0lN,D GN’D

onde: MVN(0,x,)indica a distribui¢do normal multivariada de vetor de média nulo
e matriz de covaridncia 3.

Um primeiro estimador para variancias e covariancias didrias comumente
utilizado na literatura consiste simplesmente em utilizar o retorno diario ao
quadrado como um estimador da variancia diaria e o produto dos retornos diarios
como um estimador das covariancias didrias. Apesar de nao-viesado, tal estimador

apresenta claramente muito ruido, por utilizar apenas um dado para a estimagao:

ER}p) =0, e Var(R},) =20/,
E(Ri,DRj,D) =0

(20)

2 2 2

it © Var(Ri,DRj,D) =0ip t0ipOip
O ruido inerente ao estimador acima poderia ser contornado através da
utilizagdo das informagdes contidas em dados intradidrios. Para tanto, seguindo o
modelo delineado para os retornos diarios, considere m retornos intradiario rig
espacados igualmente ao longo do dia (para simplificar a notacdo normalize o

tamanho de um dia para 1):

' Para evitar consideragdes sobre a média que complicariam a notago e ndo alterariam a esséncia
da discussio abaixo, considere o retorno como o retorno em excesso.
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r, ~MVN(0,X), 1 =[r,,T Iyl t=1/m,2/m,..,]1

t JRERDNERLEERS R:
2
Gt Oy " Oy (21)
X =
2
Oine 777 Oy

Com a suposi¢gdo que os retornos intradidrios sdao temporalmente
descorrelatados, e dado que o retorno diario ¢ a soma dos retornos intradiarios
(lembre-se que os retornos sdo logaritmicos), ¢ direto obter as seguintes relagdes
que ligam varidncias e covariancias didrias a varidncias e covariancias

intradiarias:

! ! !
Rip= Zri,t = Giz,D = Zciz,t €0;p = Zcij,t (22)

t=1/m t=1/m t=1/m

Da expressdo (22) vemos que a variancia didria ¢ a soma das variancias
intradiarias e, de forma similar, a covariancia diaria ¢ a soma das covariancias
intradiarias. Cada variancia intradidria poderia ser estimada através do respectivo

retorno intradiario ao quadrado e entdo obteriamos o seguinte estimador para a

‘A . 7. 1 “A . . «y . .
variancia diaria: St Analogamente cada covariancia intradiaria poderia ser

t=1/m

estimada pelo produto dos respectivos produtos intradiarios e o estimador da

‘A . ey . 1 . . .
covariancia diaria seria dado por Mrr,- A estes estimadores atribuiu-se o0 nome
L],

t=1/m

de estimadores de ‘volatilidade realizada’.
Dado que os retornos intradiarios sdo temporalmente nao correlacionados, o
estimador de ‘“volatilidade realizada” sera nao-viesado. A demonstracao ¢

imediata:

1-1/m 1

2
RZ, =(lerj = lerii +2> 0 Yrr, (23)

t=1/m t=1/m ty=1/m ty=t;+1/m

1
ol =ER?,)=E(D.r2), dado que os retornos sdo temporalmente ndo

t=1/m

correlacionados.
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(a demonstragdo ¢ analoga para o caso da covariancia, sendo que enquanto na
variancia ¢ necessaria a hipotese de que o retorno intradidrio do ativo i em um
instante do tempo € ndo correlacionado com os retornos intradiarios do ativo i em
outros instantes , na covaridncia usa-se que o retorno do ativo i € ndo

correlacionado com os retornos dos ativos ;»; em outros instantes do tempo).

Apresentam-se entdo dois estimadores nao-tendenciosos para variancias
diarias, a saber, o quadrado do retorno didrio e a soma dos quadrados dos retornos
intradiarios. Da mesma forma, apresentam-se dois estimadores para covariancias
diarias: o produto dos retornos didrios ¢ a soma dos produtos dos retornos
intradiarios. No entanto, ao explorar a informacao contida nos dados intradiarios,
o estimador de “volatilidade realizada” consegue diminuir o ruido da estimagao.

Veja o caso da estimagdo das variancias:

vl 352 <2300 < 01 | =2t} <) (4)

t=1/m t=1/m t=1/m

A intuicdo para o resultado acima ¢ a seguinte: o estimador de “volatilidade
realizada” obtém a varidncia diaria através da estimacdo de cada varidncia
intradiaria pelo respectivo retorno intradidrio ao quadrado e cada uma destas
estimagdes possui ruido, no entanto, como estes estimadores sao independentes,
estes ruidos tenderdo a se cancelar. No limite, quando o nimero de retornos
intradiarios m—»oo0, nao existiria mais ruido na estimacdo da variancia e o
estimador de “volatilidade realizada” seria consistente. Para fixar idéias dentro do
contexto desta secio’” suponha que as varidncias e covaridncias intradiarias sdo

proporcionais as variancias e covariancias didrias, ou seja:

2
2 _Oip _Oip
O = 1466@,1 = "m (25)

Entdo teriamos o seguinte:

!5 Para uma demonstragio formal da consisténcia do estimador de “volatilidade realizada” veja
Anderson, Bollerslen, Diebold e Labys (2003)
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t=1/m t=1/m

1 1 1 2 2 2
_ 2 > 2 _Oip GipOip
Va{lzri.trjx] = Zcu,t + Z%% = 4 + m

=l/m t=1/m t=1/m

E quando m—»o0, as variancias dos estimadores de ‘volatilidade realizada’ iriam a
zero, ou seja, os estimadores seriam consistentes em erro quadratico médio.

O estimador de “volatilidade realizada” apresenta-se entdo como um
estimador ndo-viesado de varidncias e covariancias e, teoricamente, na medida
que retornos intradiarios fossem amostrados em freqiiéncias cada vez maiores,
variancias e covariancias poderiam ser estimadas com um grau de precisio
arbitrariamente grande'®. No entanto, na pratica existe um frade-off entre
eficiéncia e viés ao se determinar a freqiiéncia de amostragem dos retornos.
Enquanto amostragens em freqiiéncias maiores tornam o estimador mais eficiente,
elas a0 mesmo tempo introduzem viés.

A origem do viés fica clara através da equagao (23). Quando os retornos
intradidrios sdo correlacionados, o segundo termo da direita da equagdo ndo € zero

em esperanca e, conseqiientemente, o estimador de “volatilidade realizada” torna-

. 1-1/m 1 .« . . .
se tendencioso. Se o termo Z zr' I for tipicamente negativo, o estimador
Lt Lty
ty=1/m ty=t,+1/m

tenderd a superestimar a volatilidade do retorno diario.

Apesar de que no contexto de mercados eficientes possa parecer
surpreendente que os retornos intradiarios sejam negativamente correlacionados,
este ¢ um efeito tipico da presenca de friccdes de microestruturas de mercado'”.
Fatores como pregos discretos, periodos com auséncia de transagdes e efeitos
advindos de limites de “bid-ask”, tendem a gerar correlagdes nas cotacdes quando
estas sdo amostradas em janelas muito pequenas. Neste trade-off entre a utilizagao
de janelas suficientemente pequenas de forma a ndo comprometer a precisao das
estimativas de volatilidade realizada e, no entanto, grandes o suficiente para
mitigar os efeitos advindos de fric¢des de microestruturas de mercado, optou-se
por amostrar os retornos intradiarios a cada 15 minutos. Na proxima secdo esta

escolha sera discutida.

' Para uma discussdo sobre construgio de intervalos de confianga para os estimadores de
“volatilidade realizada” veja Barndorff-Nielsen e Shephard (2002)
7 Veja, por exemplo, o tratamento de Campbell, Lo e MacKinlay (1998).
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