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Resumo

Rabelo, Guilherme Oliveira; Dumont, Ney Augusto (Orientador); Wrobel,

Luiz Carlos (Coorientador). Esquema geral de propagagéo bidimensional de

trincas usando o método consistente dos elementos de contorno. Rio de

Janeiro, 2022. 59p. Dissertacdo de Mestrado - Departamento de Engenharia

Civil, Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

Apresenta-se neste trabalho um procedimento de analise de propagacao de
trincas a partir de um programa de computador baseado na formulacdo do método
consistente dos elementos de contorno para problemas bidimensionais. Este método
tem como uma das suas principais caracteristicas a solucéo exata dos problemas de
singularidade presentes na formulacdo. Além disso, com esta metodologia é
possivel representar a geometria da trinca com aberturas micrométricas, de forma
semelhante ao observado em ensaios laboratoriais. Neste estudo, sdo analisados os
resultados de propagacgédo em trés estruturas com geometrias distintas, cada estrutura
submetida a diferentes combinacgdes de carga, com o objetivo de reproduzir modos
puros de carregamento | e 11, assim como modo misto de carregamento. E realizado
um estudo sobre o tamanho dos incrementos utilizados nos modelos e do angulo de
propagacao, possibilitando determinar que o tamanho ideal dos elementos de novos
trechos deve se limitar & mesma dimensdo dos elementos vizinhos, evitando
possiveis erros numéricos, enquanto o angulo de propagacdo pode ser determinado
utilizando os fatores de intensidade de tenséo (FIT) K, e Ky, empregando o conceito
de tensdo principal maxima. O FIT ¢é obtido por meio de deslocamentos reciprocos
préximos a ponta da trinca, sendo realizado um estudo com um exemplo de
referéncia para medir a confiabilidade da técnica, com diferencas de no maximo
7%. O desempenho observado utilizando a metodologia adotada neste estudo é
comparado com outros resultados encontrados na literatura, mostrando caminhos
de propagacgédo de trinca semelhantes em todas as simulagdes. No decorrer do
trabalho sdo explicados os conceitos de mecanica da fratura linearmente elastica e
da geometria da trinca adotada, assim como o desenvolvimento do codigo

computacional.

Palavras-chave
Mecénica da fratura, Propagacdo de trincas, Método dos Elementos de
Contorno, Integracdo com precisao de maquina, Problemas bidimensionais.
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Abstract

Rabelo, Guilherme Oliveira; Dumont, Ney Augusto (Advisor); Wrobel, Luiz
Carlos (Co-Advisor). General two-dimensional crack propagation scheme
using the consistent boundary element method. Rio de Janeiro, 2022. 59p.
Dissertacdo de Mestrado - Departamento de Engenharia Civil, Pontificia
Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

This work presents a crack propagation analysis procedure on a computer
program based on the consistent boundary element formulation for two-
dimensional problems. This method has as one of its main features the exact
solution of the singularity problems present in the formulation. In addition, with
this methodology it is possible to represent the crack geometry with micrometric
openings, similar to the cracks presented in laboratory tests. In this study, the
propagation results in three structures with different geometries are analyzed, each
structure subjected to different load combinations, in order to reproduce pure
loading modes | and 11, as well as mixed loading modes. A study is carried out on
the size of the increments used in the models and on the propagation angle, making
it possible to determine that the ideal size of the elements of new sections should
be limited to the same dimension of the neighboring elements, avoiding possible
numerical errors, while the propagation angle can be determined using the stress
intensity factors (FIT) K, e Kii, employing the concept of maximum principal stress.
The FIT is obtained through reciprocal displacements close to the crack tip, and a
study is carried out with a reference example to measure the reliability of the
technique, with differences of at most 7%. The performance observed using the
methodology adopted in this study is compared with other results found in
literature, showing similar crack propagation paths in all simulations. In the course
of the chapters, the concepts of linearly elastic fracture mechanics and the adopted
crack geometry are explained, as well as the development of the computational

code.

Keywords
Fracture mechanics, Crack propagation, Boundary Element Method, Machine
precision integration, Two-dimensional problems.
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1
Introducao

Na parte introdutéria desta dissertacdo, sdo elaboradas as consideracGes
iniciais sobre mecéanica da fratura e o0 método dos elementos de contorno, seguidas
dos objetivos definidos para o estudo e uma breve descricdo dos capitulos que

compdem este trabalho.

1.1 Consideracg0es iniciais

Os problemas de mecanica da fratura acompanham a engenharia desde seu
principio, sempre associados as estruturas criadas pelo homem. Até o século XX,
os estudos em mecanica da fratura eram pouco desenvolvidos e o uso de
formulacGes classicas de resisténcia dos materiais e de teoria da elasticidade eram
utilizados em projetos sem considerar falhas ou imperfei¢6es da estrutura, exigindo
um fator de seguranca alto, tornando o custo do projeto mais elevado.

Em 1913, Inglis (1913) apresentou estudos analisando a concentracdo de
tensdes causada por entalhes elipticos em placas planas, o que consistiu nos
primeiros estudos de mecanica da fratura. Baseado neste trabalho, Griffith (1920)
publicou um estudo sobre materiais frageis utilizando conceitos de termodinamica,
propondo um critério de energia capaz de avaliar a iminéncia de propagacdo de uma
trinca.

Ao final da década de 40, Irwin (1948) apresentou contribuicdes ao trabalho
original de Griffith, estendendo a aplicacdo do conceito de energia a metais e, oito
anos depois, introduziu o conceito de taxa de liberacdo de energia, aplicando a
teoria de Griffith em um formato mais voltado para a solugdo de problemas de
engenharia (Irwin, 1956). Além disso, Irwin (1957) utilizou desenvolvimentos de
Westergaard (1939) para apresentar uma constante chamada de fator de intensidade
de tensdes (FIT), diretamente relacionada a taxa de liberagdo de energia, que
descreve as tensdes e deslocamentos nas proximidades da ponta da trinca.

Com o progresso realizado nesse periodo, o entendimento de como alguns

elementos estruturais entram em colapso — e como prevenir a situacdo de falha —
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cresceu significativamente, resultando em diversas pesquisas sobre mecénica da
fratura, como, por exemplo, estudos que relacionam efeitos de fadiga com a ruptura
da fuselagem em aeronaves e o0 uso da taxa de liberacdo de Irwin para investigar a
falha de rotores (Wells, 1955; Winne e Wundt, 1958).

Com o tempo, a tecnologia computacional surgiu e apresentou uma grande
evolucdo ao longo do século XX e, junto a avangos em técnicas de analise
numéricas, problemas de engenharia puderam ser representados por equacdes
diferenciais parciais e com integracGes numericas, levando a um desenvolvimento
de modelos que permitem a anélise de resultados precisos em um tempo reduzido.
Assim comecaram a aparecer métodos como o método dos elementos finitos (MEF)
e 0 método dos elementos de contorno (MEC).

Apesar de o MEF ser utilizado de uma forma mais generalizada e ter
aplicacdes mais simples, em geral, acaba apresentando algumas desvantagens no
tratamento de problemas de mecénica da fratura, exigindo um grande refinamento
de malha nas proximidades de trinca para apresentar resultados precisos € um
processo mais trabalhoso para refazer a malha em casos de propagacéo,
necessitando de alteracdes e enriquecimentos na formulagdo convencional para
solucionar estes problemas.

O MEC apresenta uma formulacdo mais complexa, utilizando solucdes
fundamentais da elasticidade, mas permite uma aplicacdo de malha menos
discretizada em relacdo ao MEF para atingir 0 mesmo nivel de precisdo em seus
modelos. A modelagem se torna mais simples devido a aplicacdo de elementos
apenas no contorno do objeto em analise.

A metodologia apresenta um bom desempenho para problemas de mecénica
da fratura, sendo ideal para aplicacdo em propagacdo de trincas, pois é possivel
estender a malha ao longo do caminho de propagacdo sem a necessidade de grandes
alteracdes no processamento geral da malha, simplesmente adicionando novos
elementos & nova configuracdo da estrutura.

Na década de 60 foram apresentados os conceitos de deslocamento de
abertura de ponta de trinca por Dugdale (1960), para uma investigacdo sobre o
escoamento em extremidades de aberturas estreitas, e a integral J por Rice (1968),
que obtém a taxa de liberacdo de energia através de uma integral aplicada ao redor
da ponta da trinca. Esses conceitos podem ser utilizados para a resolugdo de
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problemas de mecénica da fratura desde que se tenha uma representacdo adequada
do campo de tensdes nas proximidades da ponta da trinca.

Em tempos recentes, uma formulacdo consistente para 0 metodo dos
elementos de contorno foi desenvolvida por Dumont (1994; 1998; 2010),
solucionando problemas de singularidade presentes na formulagéo original de modo
exato, além de apresentar melhorias na interpolacdo das forcas de superficie,
resultando em uma montagem mais facil das matrizes do problema, além de
representar corretamente, mesmo para elementos curvos, deslocamentos de corpo

rigido e os correspondentes a campos de tensdo constantes.

1.2 Objetivos e escopo

Esta dissertacdo de mestrado tem a proposta de solucionar problemas de
mecanica da fratura e propagacdo de trinca em modo misto de carregamento
utilizando um programa desenvolvido em Maple aplicando a formulacdo do
Método Consistente dos Elementos de Contorno (MCEC) desenvolvido por
Dumont. A metodologia apresentada neste trabalho pode ser aplicada a qualquer
problema de propagacéo de trinca em estruturas bidimensionais.

Os objetivos especificos deste trabalho séo:

e Verificar o desempenho do método para a obtencédo do fator de intensidade
de tens@es utilizando o critério de abertura de ponta de trinca.

e Determinar tamanho ideal do incremento e o angulo de direcdo de
propagacdo em termos da tensao principal maxima.

e Desenvolver uma geometria adequada para 0 processo de propagacao
levando em consideragdo o desempenho do calculo de tensdes nas
proximidades da ponta da trinca e uma aplicagdo otimizada no programa
levando em consideracdo a numeragdo dos nés e elementos, assim como as
conectividades da malha.

e Avaliar o desempenho do caminho de propagacdo resultante utilizando
diversos problemas de mecanica da fratura em modos de carregamentos

puros e mistos.
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1.3 Estrutura do trabalho

Este trabalho esta dividido em 6 capitulos, incluindo este capitulo
introdutorio ao tema da dissertacdo, apresentando os objetivos pretendidos e a
estruturagéo.

No capitulo 2, os conceitos basicos sobre mecénica da fratura linearmente
elastica utilizados no trabalho sdo desenvolvidos e contextualizados, envolvendo
com mais detalhes as definicdes de Balango de Energia de Griffith, FIT, Funcéo de
Tensdo de Westergaard, Integral J e propagacéo de fratura.

No capitulo 3, é apresentada a formulacdo basica do método dos elementos
de contorno e do método consistente dos elementos de contorno, mostrando o
desenvolvimento das equacOes aplicadas a problemas de elastostatica plana,
indicando algumas diferencas da formulagéo e problemas de singularidade e quase
singularidades, reais e complexas.

No capitulo 4, é apresentado como foi realizada a concepcdo da geometria
de propagacédo e do cddigo utilizado para representar a geometria no programa,
assim como as conectividades dos elementos.

No capitulo 5, sdo apresentados os modelos adotados para o estudo
juntamente com os resultados obtidos na literatura comparados com os resultados
obtidos pelo método desenvolvido. Dentre os modelos analisados estdo situagdes
de modos de carregamento | e Il puros, carregamento em modo misto em placas
sem furos e carregamentos em placas com furos.

No capitulo 6, sdo apresentadas as conclusées do autor em relacdo aos

resultados encontrados no estudo e sugestdes para trabalhos futuros.
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2
Fundamentos da Mecéanica da Fratura

Neste capitulo sdo apresentados os conceitos basicos referentes a mecénica
da fratura linearmente elastica, abordando topicos como o Balanco de Energia de
Griffith, Fator de Intensidade de Tensdes, Funcdo de Tensdo de Westergaard,

Integral J e Propagacdo de trinca.

2.1 Efeitos de concentracéo de tensdes

Inglis (1913) produziu um dos primeiros estudos relacionados ao efeito de
concentracdo de tensdes. Seu trabalho consistiu na anélise de furos elipticos, com
dimensGes de comprimento 2a e de abertura 2b, em placas planas, submetidas a
esforgos de tragdo, o, aplicados no sentido perpendicular ao eixo da maior
dimensdo da elipse, como ilustrado na figura 2.1. Para que ndo ocorra influéncia
das bordas da placa no furo, foram consideradas grandes dimensdes para o

comprimento e largura da placa.

Figura 2.1: Furo eliptico em uma placa plana submetida a um carregamento

perpendicular ao eixo da trinca (Anderson, 2017)
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A tenséo no ponto A, ponto extremo da elipse no eixo da maior dimenséo,
pode ser obtida utilizando a expressao

o, :a(l+%aj (2-1)

Quando o comprimento da elipse, a, aumenta em relacéo a abertura, b, 0

furo na placa toma a forma de uma trinca fina. Neste caso, o autor apresenta a

O\ :a[1+ 2\/5] (2-2)
Yo,

onde o valor da curvatura o daelipse é

equacéo

p=— (2-3)
a

No caso de a> b, aequacdo (2-2) fica

o, =20 |2 (2-4)

Yo
A equagéo (2-4) indica que, quando o raio de curvatura tende a 0, o valor da

tensdo o, se torna infinito. Esse resultado ndo tem aplicagdo experimental, pois

um material romperia com esse tipo de trinca ao se aplicar uma carga pequena.
Entdo Griffith (1920) apresentou uma solucdo para este problema utilizando

critérios de energia ao invés de uma tensdo localizada.

2.2 Balanco de energia de Griffith

Griffth (1920) estudou o exemplo apresentado por Inglis (1913), ilustrado
na Figura 2.1, e determinou que, para ocorrer a propagacdo de uma trinca, a energia
potencial IT na placa, gerada pelos esforcos, deve ser suficiente para exceder a

energia W, necessaria para romper as ligagdes atbmicas do material. Para um

acréscimo na area da trinca, dA, as condicGes de equilibrio desse sistema podem
ser dadas pela expressédo

dE  dIT dW
Rl ke
dA  dA  dA

(2-5)
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Griffith (1920) apresenta, a partir da anélise de tensGes feitas por Inglis
(1913), que

no*a’B

=11, - (2-6)

onde II, é a energia potencial de uma placa sem trinca, E € o modulo de
elasticidade do material e B é a espessura da placa. Considerando y, como a
energia de superficie do material, W, pode ser calculado por

W, = 4aBy, (2-7)

Substituindo as equacdes (2-6) e (2-7) na equacao (2-5), € possivel encontrar
a expressdo para a tenséo de ruptura:
1
O = (%]Z (2-8)
Irwin (1956) apresentou um modelo de calculo de energia equivalente ao
modelo de Griffith, que consiste em mensurar a quantidade de energia disponivel
por incremento da trinca, definido como uma taxa de liberagdo de energia, G :

_dn_no'a
dA E

G= (2-9)

Um método para a determinacdo da taxa de liberacdo de energia foi
desenvolvido por Rice (1968) a partir da analise de trincas em materiais com
propriedades mecéanicas ndo lineares. Este método utiliza uma integral
independente do caminho percorrido, aplicada ao redor da ponta da trinca, seguindo
0 sentido anti-horério, dentro do dominio do material da estrutura. A figura 2.2

ilustra o sistema descrito.

ds

Figura 2.2: Contorno arbitrario ao redor da ponta da trinca (Anderson, 2017)
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Utilizando o sistema ilustrado na figura 2.2, a equacdo da integral J é dada

por

J= jr(Wdy—Ti %dsj (2-10)

onde W ¢é a densidade de energia de deformacéo, T, sdo os componentes do vetor
de forcas de superficie, u, sdo as componentes do vetor de deslocamentos e ds é o

acréscimo de comprimento ao longo do contorno I'. Os termos W e T, s&o:

w=["ode, (2-12)
T, =oyn, (2-12)

Rice (1968) demonstra que a integral J tem o0 mesmo valor
independentemente do caminho de integracdo para problemas envolvendo materiais
linearmente elasticos ou ndo, sendo uma forma geral da taxa de liberacéo de energia
apresentada por Irwin (1956). Para a utilizagdo em mecanica da fratura linear, J e
G sdo equivalentes.

Baseado no conceito de balango de energia apresentado por Griffith (1920),
Mai e Lawn (1986) apresentou um estudo sobre as condic¢des de estabilidade da
trinca, indicando que a estabilidade da trinca depende da segunda derivada da

energia do sistema, podendo sendo ela maior ou menor que zero:

d*T1 _ d*W, .
TG > T (Instavel)

2-13
d’I1  d*W, vl (#13)
W < W (EStave )

Para a situacdo especifica em que o lado direito da equacéo € igual a zero,

ou seja, dW, é independente de dA, a estabilidade é determinada exclusivamente

se 0 valor de G for uma funcéo crescente ou decrescente da area da trinca.

2.3 Fator de Intensidade de Tensdes

E possivel desenvolver algumas expressdes para calcular tensdes em um

corpo submetido a um carregamento externo, de acordo com a configuracdo da
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trinca presente no objeto em estudo. Autores como Westergaard (1939) e Williams
(1957) estéo entre os primeiros a apresentar essas solugoes.

Utilizando um sistema de coordenadas polares com origem na ponta da
trinca, como ilustrado na figura 2.3, Irwin (1957) determinou o campo de tensbes
de qualquer trinca em um corpo com material linearmente eléstico utilizando a

equacéo

2rr

A Sy
’ _1

Uij:( < jfij(e)JFZ?_oAnrrggu (2-14)

Crack

Figura 2.3: Indicagéo de eixos na ponta da trinca (Anderson, 2017)

onde o;; € o tensor de tensGes, r € a distancia da origem ao ponto de analise, 0 €
0 angulo entre o ponto de analise e o eixo da trinca, f; € uma fungéo adimensional

de 6 e K ¢é o fator de intensidade de tensdes, sugerido por Irwin para indicar como
as tensdes tendem a infinito. Tanto K quanto os termos de ordem superior
dependem da geometria do corpo.

E importante ressaltar que, quando r — 0, 0 primeiro termo tende a infinito,
devido a proporcionalidade 1/ Jr, enguanto o segundo termo aproxima-se de um

valor nulo.

O fator de intensidade de tensdes depende do modo de carregamento que é
gerado de acordo com a configuracdo das cargas no sistema. H& trés modos de
carregamento que podem atuar individualmente, ou em combinagdes de dois ou trés
modos simultdneos em uma trinca.

O modo I de carregamento ocorre com uma tenséo de tracdo normal ao plano
da trinca, com as faces da trinca tendendo a se distanciar. O modo Il de

carregamento é caracterizado pelo cisalhamento no plano da trinca, com as faces
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deslizando entre si por translacdo reciproca. Ja o modo Il de carregamento ocorre
quando as faces da trinca giram em relacdo uma da outra, com um movimento, no
caso particular de uma placa, de rasgamento. Estes modos de carregamento estéo
ilustrados na Figura 2.4, para uma trinca de bordo numa placa.

Modo I Modo IT Modo III
(abertura) (cisalhamento no plano) (cisalhamento fora do plano)

= "
:

Figura 2.4: Modos de carregamento em uma trinca (Anderson, 2017, adaptado)

De forma geral, a estrutura de célculo dos fatores de intensidade é dada por

K(,',,‘,”) =Yo+r7a (2-15)

onde Y é uma constante adimensional em funcdo da geometria € do modo de
carregamento do sistema, o é a tensdo caracteristica e a € a dimenséo longitudinal
da trinca.

Neste trabalho, sera aplicado o calculo do fator de intensidade de tensdes,
para problemas bidimensionais, em termos do deslocamento de abertura da ponta
da trinca para os modos de carregamento | e Il utilizando a equagédo (2-16),

conforme apresentado por Dumont e Amaral Neto (2021a),

K, = G2A_ i A, +0(A0Y

4(1-v) =0 Jr
K, = Gy2r |, AU +0(A0Y

4(1-v) 0 r

(2-16)

onde G é o modulo de cisalhamento do material, v é o coeficiente de Poisson,

Au, e Au_ sdo deslocamentos relativos de abertura e de deslizamento,
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respectivamente, entre dois pontos opostos em cada face, localizados na menor
. A . , . 2 4 -
distancia r possivel da ponta da trinca, e O(A&)" € o erro inerente ao modelo.

O conceito de deslocamento de abertura de ponta de trinca foi introduzido
inicialmente por Dugdale (1960) em seu estudo sobre a determinacdo da extensao
da zona de plasticidade em pontos de concentracao de tensGes em chapas metélicas,
relacionando o escoamento nas proximidades da ponta da trinca com a carga
aplicada. Wells (1961) também realizou um estudo similar, ao observar que
elementos estruturais metalicos possuiam uma alta tenacidade para serem
caracterizados pelos conceitos de mecéanica da fratura linearmente el&stica,
propondo a utilizacdo do deslocamento de abertura de ponta de trinca para medir a

resisténcia do material em termos de FIT, representada por K.

2.4 Funcao de Tenséo de Westergaard

Westergaard (1939) desenvolveu uma forma de relacionar os campos locais
da ponta da trinca as condi¢fes de contorno globais em problemas de modo | de

fratura, utilizando uma funcéo de tensdo complexa Z(z), no qual z=x+iy e

i=+-1. A funcédo de tensdo de Airy esta conectada com a funcdo de tenséo de

Westergaard na forma

D= m(§)+ y3(Z) (2-17)

em que R e I representam as partes real e imaginaria da funcdo,

respectivamente, e as barras sobre Z indicam integracfes em relacdo a z, ou seja:

7_ 4z 792 (2-18)
dz dz

As tensodes séo calculadas utilizando as equacdes

o, =R(Z)-y3(Z)

XX

o, =R(Z)+y3(2) (2-19)

vy

T, = —-yR(Z")

Para o estado plano de deformagdes, os deslocamentos sdo representados na

forma
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(2-20)

Nota-se que, quando o valor de y é zero, o termo imaginario das fungdes é

nulo, indicando que o plano principal € o plano da trinca, em que 6 =0, onde 0s
campos de tensdes sdo simétricos.

Em uma placa infinita submetida a uma tenséo biaxial uniforme, o, com
uma trinca de comprimento 2a e origem localizada no centro da trinca, como
ilustra a figura 2.5, a funcdo de tensdo de Westergaard é dada por

Z(2)=—Z_ (2-21)

Figura 2.5: Trinca em uma placa infinita submetida a um carregamento biaxial
(Anderson, 2017)

Para y =0, no plano datrinca, a fungéo de tensdo Z € totalmente imaginéria
quando —a<x<a e real para |x|>|a|. Utilizando as equacdes (2-19) e (2-21), é

possivel determinar as tensées normais no plano da trinca como

o, =0, =m(z)=xf—_xa2 (2-22)

Determinando a distancia horizontal da origem das coordenadas para a

ponta da trinca, fazendo X = x—a, a equacéo (2-22) fica
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. ova
O =0, =lim
x —0 2X*

(2-23)

Esta equacdo explicita a singularidade presente na equagédo (2-14).
Utilizando as equacdes de tensdo radial (o, ) e tangencial (o,) desenvolvidas por

Williams (1957) é possivel encontrar as tensdes no plano da trinca, para 6 =0,

o, =0, =lim K, (2-24)

XX Yy X* 50 2 . X*

Igualando as equaces (2-23) e (2-24), temos
K, =o«7a (2-25)
A funcéo de tensdo de Westergaard pode ser utilizada em termos de K, ao
substituir a equacdo (2-25) na equagao (2-21) e utilizando 2 =z-a:

z(z')= |ij (2-26)

7 -0 /272.2*

O caélculo de tensdes singulares para um angulo 6 néo nulo é possivel ao

realizar a substituicdo z  =re”, onde r’ =(x—a)’+y’ e O =tan™ (Lj
X—a

Com a equacdo (2-26), é possivel obter os campos de tensdes e
deslocamentos em qualquer direcdo e determinar seus valores em um ponto da placa

nas proximidades da ponta da trinca, para r —> 0:

K, (e] : [9) (39]
Oy = cos| — ||1-sin| — |sin| —
2rr 2 2 2
o, = K, cos(gj 1+sin(9jsin(ﬁJ
Y 2 2 2 2
T, = K, cos(gjsin(gj (2-27)
2rr 2 2
uX:ﬁ Lcosigj{k—HZsinz(gﬂ
2u\2r 2 2
uyzﬁ Lsin(gj k+1—2cosz(9j
2u\2r 2 2

Para estado plano de deformacdo, k =3-4v e, para estado plano de tenséo,

k=(3-v)/(1+v).
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Método Consistente dos Elementos de Contorno

O método dos elementos de contorno tem origem no trabalho de Green
(1828), que apresentou uma formulacdo integral para problemas de Dirichlet e
Neumann da equacdo de Laplace ao introduzir a chamada funcdo de Green. Em
sequéncia, Betti (1872) apresentou um desenvolvimento relacionado a analise de
Green sobre as equagOes de elasticidade de Navier. Em seu trabalho foi
demonstrado um método geral para a integracdo de equacOes de elasticidade,
derivando, em seguida, sua solu¢do em formato integral.

Utilizando o teorema da reciprocidade de Betti, Somigliana (1885)
apresentou a solugdo de problemas de elasticidade aplicando forcas de superficie,
deslocamentos e forcas de corpo na sua expressao.

No século XX, Fredholm (1903) e Mikhlin (1957) desenvolveram conceitos
fundamentais para solucionar problemas de potencial, enquanto Muskhelishvili
(1953) e Kupradze (1965) fizeram contribui¢cbes em relagdo a problemas de
elasticidade, que foram empregadas em métodos numeéricos, devido ao avanco de
técnicas computacionais, com os trabalhos de Massonnet (1965), Rizzo (1967) e
Cruse (1969), aplicando o método a problemas de elasticidade bidimensional e
tridimensional, e Jaswon (1963) e Symm (1963) para problemas bidimensionais de
potencial. A implementacdo numérica do Método dos Elementos de Contorno
recebeu uma grande contribuicdo com os trabalhos de Lachat (1975) e Lachat e
Watson (1976), ao desenvolverem uma representagdo isoparametrica aplicada aos
elementos, facilitando a programacgéo do método.

A formulagéo do método dos elementos de contorno pode ser dividida em
duas categorias. A primeira categoria é chamada de formulag&o direta, em que 0s
termos desconhecidos das equagdes representam variaveis fisicas, como campos de
forcas e de deslocamentos. Cruze e Rizzo (1968) foram os primeiros a apresentar
essa formulacdo. A segunda categoria é chamada de formulagéo indireta, onde, ao
contrério da formulacéo direta, as incognitas das equacdes ndo apresentam um valor

fisico.
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Brebbia (1978; 1984) foi o primeiro a realizar um trabalho utilizando
métodos aproximados, como o método de residuos ponderados, para deduzir a
formulacdo das equacdes integrais.

Dumont (1994; 1998; 2010) e Dumont e Noronha (1998) aplicaram
melhorias aos resultados relacionados a problemas envolvendo as singularidades
existentes ao método convencional, criando o método consistente dos elementos de
contorno.

Neste capitulo é apresentado o desenvolvimento do método consistente dos

elementos de contorno aplicado a problemas de elastostética.

3.1 Formulagéo dos elementos de contorno

Considerando um sistema formado por um corpo elastico com forcas de
corpo b, aplicadas em seu dominio Q, forgas de superficie t; aplicadas na regido

", do contorno e deslocamentos u; conhecidos naregiéo I',, € possivel determinar

uma equacao do campo de tensdes que satisfaz o equilibrio no dominio da seguinte
forma:
o;;+b =0 (3-1)

satisfazendo também as equacGes de equilibrio e compatibilidade do contorno

do sistema:

on; =t aolongode T, (3-2)
u, =u, a0 longo de T, (3-3)

onde 77; € a normal unitaria externa ao contorno I".

Supondo que o tensor de tensdes o; seja simétrico e satisfaca a equagao
constitutiva oy, = Cy,U, ,, 0 problema pode ser desenvolvido utilizando a formula
forte do principio da energia potencial total estacionaria, com uma variagdo dou, de
u;. Sendo ou;, =0 em I',, como apresentado na equagéo (3-3), pode-se estender a

integral de contorno de I"_ para I":

M= (o, +b)oudQ+] (oym —t)sudr=0 (3-4)

ihi


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912618/CA


PUC-Rio- CertificagcaoDigital N° 1912618/CA

26

A equacdo (3-4) pode ser desenvolvida em um formato ndo variacional,
utilizando o método dos residuos ponderados. Este formato recorre a um campo de

solugdes fundamentais, em que tensdes e deslocamentos fazem parte do mesmo
problema de elasticidade, 565 =Cijk.5u:,., e satisfaz o trecho homogéneo da
equacao (3-1), mas ndo necessariamente as condi¢Ges de contorno (3-2):

—[ (0, +b)oudQ+] (om, —t )ou;dr =0 (3-5)

Integrando por partes duas vezes o primeiro termo do lado esquerdo da

equacdo (3-5), aplicando o teorema de Green sucessivamente e utilizando a

identidade o0y, ; =u, ,Cy0U; ; =U, 00, , € possivel obter a equacao

jcsa“n,u,dr jaa u,dQ = jtau dr+j bou dQ (3-6)

J'J'

A partir da equacéo (3-6), é possivel desenvolver o método dos elementos
de contorno convencional. As solugdes fundamentais 505 e Su; sdo definidas nas
equacoes

50'; = O';m5 p; (3-7)

IS = sm

ou; =(up, +uiC,, )op, (3-8)

onde u;, sdo deslocamentos de corpo rigido multiplicados por constantes arbitrarias

Cens 0P,

sdo parametros de forcas virtuais arbitrarias, em que m indica a

sm !

localizacio e dire¢do de aplicagio dessas forgas, do, e ou. sdo fungdes com

ijm
suporte global das coordenadas e diregdes de 5 p;,, referido como ponto fonte (m
), e das coordenadas e diregBes onde os efeitos de 5 p,, sdo medidos, referidas como
ponto de campo (i).

As forcas pontuais o p;, estdo aplicadas pela extensdo do contorno T", auma
distancia infinitesimal da face externa do dominio Q. Apesar de doy, e Suy,
tenderem a um valor infinito no ponto de aplicagdo de &p_,, apresentam resultados

analiticos no dominio Q. Por conveniéncia, as funcdes 5o;m sdo normalizadas de

modo que, para um dominio Q, que contém &p,,, com um contorno T,
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Jo, FmsdQ= [, o dr==5, (3-9)

De acordo com a defini¢do de solugdo fundamental nas equagdes (3-7) e
(3-8), a integral de dominio no lado esquerdo da equagéo (3-6) pode ser avaliada

como fg doy udQ=-8, usp, =-u.op,.

ji i
Utilizando as equac0es (3-7) e (3-8) e substituindo os termos 5c7;m e ou. na
equacdo (3-6), é possivel encontrar uma expressao modificada da identidade de

Somigliana, utilizada para calcular deslocamentos em pontos internos, escrita na

forma

is s

Uy = [ 40T = [ o dT+ [ Bu;d0+C, ([ tugdr + [ buzde) (3-10)

O termo entre parénteses é nulo apenas quando ha equilibrio entre as forcas

de corpo b; e forgas de superficie t,, podendo ndo corresponder com a realidade ao

se tratar de aproximacoes.

Os deslocamentos u; e as forcas de superficie t. podem ser calculados,

aproximadamente, ao longo do contorno por
u, =u. d (3-11)

G =4t (3-12)

onde d, é um vetor de deslocamentos nodais e u,, sdo fungdes de interpolacdo com
suporte local, geralmente polindbmios escolhidos de maneira que u,, =J,, nos
pontos nodais. Assim como as forgas t,, t, sdo atributos de superficie que
dependem da normal 7, do ponto de contorno ao qual esta vinculado: alguns pontos

podem apresentar mais de uma normal, visto que o contorno pode ndo estar

suavizado. As fungbes de interpolagdo t, também tém suporte local, ndo
necessariamente no mesmo formato de u,, . As funcdes de interpolagdo u,, também

sdo utilizadas para aproximar a geometria do contorno, empregando uma
representacdo isoparamétrica do problema.

Ao substituir u; e t, daequagéo (3-10) com suas aproximagdes apresentadas

nas equacdes (3-11) e (3-12) e aplicando & p;, em pontos consecutivos do contorno,
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de modo que &p,d,, represente um trabalho virtual, é possivel encontrar a equagao
fundamental do método dos elementos de contorno, escrita como

(_L U;imnjuindr + é‘mn ) dn = J-rti(ui*mdnf + _[Q blu;ndQ

(3-13)
+C,p ([ tupdry, + [ hugdo)
podendo ser escrita na forma matricial
Hd =Gt+b+e¢ (3-14)

onde H=[H,, ] é uma matriz de transformacdo cinematica que transforma
deslocamentos entre dois sistemas de referéncia, G =[G, | ¢ uma matriz do tipo

flexibilidade, b=[b,,] é um vetor de deslocamentos nodais equivalentes as forcas

de corpo aplicadas no sistema e ¢ € um erro cuja magnitude é definida pelos
deslocamentos de corpo rigido implicitos na solucdo fundamental, apresentada na
equacdo (3-8), e do refinamento da malha, afetando a precisdo do equilibrio entre
forcas de superficie e as forgas de corpo.

Ao se conhecer uma solucdo particular e havendo forcas de corpo no

sistema, pode-se aproximar o termo b, , apresentado na equagéo (3-14), na forma
[ bundQ=—[ tudrt+([ ofmu,dr+a,)d?  (3-15)

Assim, a equacao (3-14) pode ser escrita como

H(d-d")=G(t-t")+b+s (3-16)
O vetor de residuais ¢ pode ser escrito no formato
£=C'R"(t-t?) (3-17)
onde R é calculado por

R = jrti(ui;dr (3-18)

Ao substituir o termo apresentado na equacgdo (3-15) na identidade de
Somigliana, na equacéo (3-10), temos a expressao

[ bundQ=—[ tudre+([ ofmu,dr+a,)d?  (3-19)
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Através do uso de aproximacbes e manipulacbes com algebra linear
envolvendo a equacdo (3-17) é possivel encontrar a equacdo do método dos

elementos de contorno consistente, escrita como

H(d-d")=G,(t-t*)=GR, (t-t?) (3-20)

onde G, é a parte admissivel de G, e P; é o projetor ortogonal no espago
admissivel das forcas de superficie, encontrado por

Pi=1-P,=I1-R(R'R) 'R’ (3-21)

No trabalho de Dumont (2010) é apresentado que as funcdes de interpolacéo

u;, e t;, nas equacoes (3-11) e (3-12), geralmente séo polinbmios das coordenadas

naturais do contorno, que funciona bem para os deslocamentos e para o calculo da
matriz H . Entretanto, ndo seria possivel para que as forcas de superficie sejam

interpoladas por um polinémio ao longo de um contorno curvo, ja que as forcas

variam de acordo com o inverso do Jacobiano |J| sendo proposta a substitui¢do

dos polindmios t;, na equagéo (3-12) por

& 3-22
TR (3-22)

onde |J |( é o valor do Jacobiano avaliado no ponto (. Esse formato € uma corre¢édo

imprescindivel do método para contornos curvos, em geral, além de permitir uma

execucdo mais simples da integracdo numérica da matriz G .
Os termos U, e a;m presentes nas equacbes sdo determinados pelas

solugdes fundamentais de Kelvin (1848), em que, para 0 estado plano de

deformacdes, as expressoes para deslocamentos, tensdes e forcas de superficie séo

. -1
U, :m{(3—41/)|n(r)§im _r,ir,m +C§im} (3-23)

« -1
T Zm{(l— 20) (1 8+ 1,8 = T8y )+ 20 1, | (3-24)

« -1 or
P =m{[(1— 2v) 5, +2r,ir,m]%+(1_ 2v)(rn, —nirm)} (3-25)
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em que r é adistancia entre um ponto fonte — onde uma forca unitaria € aplicada —

e um ponto campo localizado no contorno.

3.2 Anélise numéricadas matrizes He G

A matriz H pode ser desenvolvida para a expressao em formato matricial

Ho 1 fifd§+fihd§ (3-26)
B 27[(1—1/) or? o’
onde
Xy '— yx' XX '
f:(l-vjN;’e Yoy ey (3-27)
2 —(xx+yy') xy'-yx
X xy
h:(xy'—yx')Nr?{ 2} (3-28)
Xy 'y
e paraa matriz G,
-1 1 '1
G=—+——<|In(r)l,dé+ | =qd 3-29
8%G(1—V){I° (1 o 5} (3-29)
onde
.11 0
Ig:(3—4v)NC{O J (3-30)
X xy
h=Np ) (3-31)
Xy 'y

Dumont (1994; 2021) mostra que podem ocorrer 3 tipos de singularidades

em pontos distintos de um elemento, conforme ilustrado na figura 3.1.

Figura 3.1:Polos de singularidade e quase singularidade real e complexa (Dumont
e Amaral Neto, 2021a, adaptado)
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Para um elemento de contorno, utilizando uma variavel paramétrica &, uma

singularidade pode ser localizada no ponto fonte A, dentro dos limites de

integracdo, quando 0 <& <1. Para o ponto fonte B ocorre uma quase singularidade

real, localizado no segmento do elemento, fora do limite de integracdo, porém

suficientemente proximo, quando &>1 ou £<0. O ponto fonte C representa a
situacdo de uma quase singularidade complexa, posicionado fora, mas préximo ao
segmento de integracdo, onde & =a+bi.

No caso de uma quase singularidade real, com seu polo representado pelo
ponto B da figura 3.2, uma singularidade do tipo ]/(&—2;5) mostra-se na matriz H
, originado do cancelamento dos termos singulares 1/r? e 1/r* presentes na
equacdo (3-26) com os termos singulares presentes nas equacdes (3-27) e (3-28),
que tendem a zero quando r tende a zero.

De acordo com Dumont (1994), considerando um polindmio genérico p(é)

, as integrais singulares de H podem ser representadas por

‘p _(p f(-a) 3-32
Joa—a_ﬁ(é—a) r .

onde n é a multiplicidade da raiz real a. A solugdo do problema é encontrada ao

realizar uma expanséo em série de Taylor de p em torno de & =a e sucessivas
aplicacdes da regra de L Hospital ao limite de p para £ > a.

A matriz G, para o caso de quase singularidade real, apresenta apenas um
nucleo de singularidade do tipo In(£—&,).

Para um polo de quase singularidade complexa, polo de singularidade no

ponto C da figura 3.2, na matriz H o nucleo de singularidade presente é do tipo
1/w e 1/w?, onde
w=(§—a—bi)(§—a+bhi) (3-33)

enquanto a matriz G apresenta dois tipos de singularidade, um do tipo In(w) e

outra do tipo 1/w. As integrais singulares da matriz H podem ser representadas

pela expressédo
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I p ! 1 fu"

onde n éaordem do nucleo de singularidade. Dumont (1994) sugere uma expanséo

em série de p em torno de & =azbi e sucessivas aplicagcfes da regra de

L’Hospital ao limite de p para & —¢&;.
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4
Desenvolvimento da geometria da propagacao no método
consistente dos elementos de contorno

O processo de propagacgéo de trinca envolve a criagdo de um modelo com
geometria adequada para se obter os resultados mais coerentes possiveis e com um
sistema de numeracéo que torne a adi¢éo de elementos compativel com o algoritmo
do método dos elementos de contorno consistente, implementado neste estudo, de
modo que a inclusdo de dados dos novos elementos seja otimizada para todos os
incrementos.

Foram considerados, para este estudo, formatos de ponta de trinca que
permitissem a implementag&o de trincas com faces paralelas, visando que a trinca
deve propagar a uma distancia fixa a cada passo e com uma abertura constante.
Alguns exemplos dos formatos de trinca estudados estdo ilustrados na figura 4.1.
Foi observado como critério de selecdo do modelo de ponta, a acuracia do fator de
intensidade de tensdes obtidos pelo deslocamento de abertura da ponta da trinca.

A propagacdo idealizada consiste no acréscimo de dois elementos em cada
face da trinca, imediatamente antes dos elementos localizados na ponta da trinca,
sendo aplicado também uma inclinacdo ao conjunto, indicada pelo angulo de

propagacao «, calculado utilizando a expresséo
o =2tan” z[ﬁi ﬁ@ @)
4 KII KII

A equacéo (4-1) é obtida através do critério de tensdo principal maxima,
indicando a diregdo onde ocorre a tensdo tangencial maxima e onde ocorrera a
propagacao a partir da ponta da trinca. O angulo calculado utiliza o eixo da trinca
como referéncia. Esta equagdo é utilizada nos trabalhos de Lacerda e Wrobel (2002)
e Leonel e Venturini (2010). Erdogan e Sih (1963) e Saouma (2000) realizam um
estudo mais detalhado sobre o assunto.

De acordo com Malekan (2017), a determinagéo do sinal na equagdo (4-1)

depende se o valor de K|, é positivo ou negativo, devendo selecionar o sinal oposto
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ao sinal de K, . E possivel observar que, para o modo Il de carregamento, onde K,
é igual a zero, o angulo « assume um valor aproximado de +70,5°, definindo o

alcance méximo da formulagéo para cada propagacéo.

Nos trabalhos de Leonel e Venturini (2010) e Portela et al. (1993), é citado
gue quanto menor o tamanho do incremento, mais exata € a analise. Porém o custo
computacional se torna mais elevado. Portela et al. (1993) recomendam que o
comprimento de propagacdo esteja mantido em um limite definido pela dimens&o
dos elementos na ponta da trinca, para que se possa evitar problemas numéricos nos
modelos.

A geometria da trinca aplicada inicialmente pode ser observada na figura
4.1, onde os novos elementos estdo destacados em vermelho. O comprimento de
propagacdo € um valor fixo igual a dimenséo do elemento da ponta da trinca,
representado por Al e a abertura constante da trinca é representado por 2Ac. A

principio, o formato de ponta de trinca suave simples é adotado.

A -
.~
b
-
-
— -
//’/ R
- 7
///a/ i
i | o
- ‘/
—
a2 - A
. 7
e . o
AC =~ /’//Wa e
- o /z )
T 7 <Al
AC/// - L= /,/
= = T x
- \
+----- i ————— »
Al \

Figura 4.1: Geometria de propagacdo na ponta da trinca (Dumont, 2021)

Como o0s novos elementos sdo inseridos em uma posicdo anterior aos
elementos da ponta da trinca, 0s nés da ponta sdo deslocados para uma nova posi¢ao
determinada pelo angulo de propagacéo « .

A numeracdo dos elementos e dos nds inseridos na estrutura no processo de
propagacao é ilustrada na figura 4.2, onde o texto em azul indica a numeracéo antes
da propagacéo, enquanto o texto em vermelho representa a numeracdo apos a

propagacao.
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Y«

[{e)
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Figura 4.2: Numeracdo dos elementos na ponta da trinca, indicados por numeros

com bordas, e nés, antes e depois da propagacdo (Dumont, 2021)

Entretanto, de acordo com um estudo feito por Dumont e Amaral Neto
(2021), o modelo de trinca com ponta suave apresenta resultados inferiores
comparados a um modelo de ponta de trinca triangular, em relacdo ao fator de
intensidade de tensdo obtido pelo deslocamento de abertura de ponta. O estudo

apresenta dados comparativos entre diversos formatos de ponta de trinca ilustrados

na figura 4.3.
B A A A §
Triangular Suave Suave/inclinada Suave/paralela Eliptica 3

Figura 4.3: ConfiguracOes de geometria de ponta de trinca analisadas (Dumont e
Amaral Neto, 2021b, adaptado)

Os modelos utilizados nas comparagdes usam elementos de contorno

quadréticos, com integracfes numéricas ng =4 e coeficiente de Poisson v =0, 25

, com resultados semelhantes aos ilustrados na figura 4.4, obtidos para elementos

quarticos e ng =8. Para obter uma maior densidade de elementos na ponta da

trinca, foi aplicada uma razéo de proporgéo da distancia de elementos para cada tipo
de ponta, indicadas na legenda do grafico, com o objetivo de aumentar a densidade
de elementos na ponta da trinca. Os resultados obtidos com as configuragdes das

pontas de trinca triangular e eliptica apresentaram os menores erros nesta analise.
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8 —&—Triangular - 1.2
o _4 —=—Suave - 1.2
= 10 —s—Suave/inclinada - 1.24
&8 Eliptica - 1.2
Suave/paralela - 1.22
10_5 L L L L1l L L Ll
1073 107 1073 1072

Distancia relativa x/a da ponta da trinca

Figura 4.4: Erro relativo de K, para cada formato de ponta de trinca (Dumont e

Amaral Neto, 20214, adaptado)

Assim, foram realizados ajustes na geometria de propagacédo para adotar o
modelo de ponta de trinca triangular. Nesse modelo, os quatro elementos que
formam a ponta da trinca sdo deslocados para uma nova localizagdo, mantendo a
composicdo da ponta da trinca, assim como a numeragdo original. Essa nova
localizacdo é definida pelo angulo de propagacdo e comprimento de propagacao
adotado. Também sdo acrescentados 4 novos elementos, conectando os elementos

da ponta da trinca ao restante da estrutura. A figura 4.5 ilustra a geometria descrita.

5
4 2 =
10 1
[ S 1 3
—e 12 —
1 - . @ 13 ‘_‘. i} 2 e [§)
2 T 1 - )
T . °
3 —— Y -
~e___ ._ 7
B g
2Ac¢ g 7 .
e | -
3 6 \
* i 49 .
8 _— 7 - m \ e
o e 14 \
R T e
o ) 16 TTTTmTmTTommmsssmsooososooooes -
17 B Al

Figura 4.5: Geometria da trinca antes e ap0s a propagagdo com elementos

quadraticos (Dumont, 2021)

A implementacdo do processo de propagac¢do no cédigo segue uma ordem
de comandos que é repetida a cada passo, descartando-se a necessidade de

modificag¢Oes para qualquer nimero de propagacdes na estrutura.
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Antes de iniciar o processo de propagacéo, sdo definidas as variaveis e, e
n,, que representam o numero total de elementos e nos presentes na estrutura, € as
variaveis e, e n_, que correspondem ao elemento imediatamente a esquerda da
ponta da trinca e o ultimo n6 localizado na ponta da trinca. Para a figura 4.5, e, =2
en =5.

Também sdo definidos na etapa preliminar a propagacao os valores de Ac

e Al, calculados no programa utilizando as equac6es (Dumont, 2021)

Ac = %((Coord [n, +20,,1]+Coord [n, - 20, ,1])2
+(Coord[n, +20,,2]+Coord [n, —20e,2])2)2

2
Coord [n, +20,,1]+Coord [n, - 2oe,1])

Al = ([Coord [n..1]- 5

(4-3)

1
Coord [n, +20,, 2]+ Coord [n, — 206,2]]2 ?

+(Coord [n..2]- 5

onde o, é a ordem do elemento utilizada no sistema e Coord [i, j] representa uma

matriz de coordenadas, de dimenséo n, x 2, que indica a localizagdo deumnd 1.0
indice j determina a coordenada no eixo x caso j=1 e a coordenada no eixo y
caso j=2.

A estratégia utilizada para atribuir as novas coordenadas dos nos presentes
na ponta da trinca e dos novos nos consiste em determinar a localizagdo dos nos
n, +1e n, +4o0,, representados pelos nds 10 e 17 na figura 4.5, n, — 20, e n_ + 20,
, indicados como os nés 1 e 9, e, finalmente, o n6 da ponta da trinca, n, .

Para o primeiro grupo de nos descritos, n, +1 e n, +4o0,, é possivel observar
que ocupam a mesma posicao original dos nés n, — 20, e n, + 20, , correspondentes
aos nimeros 1 e 9 em azul. Com isso, € estabelecido que

Coord [n, +1] = Coord [n, — 20, |

4-4
Coord [n, +4o, | = Coord [n, +20,] -4
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O préximo passo é estabelecer as novas coordenadas dos nds n_ —2o,,
n.+20, € n, correspondentes aos nos 1, 9 e 5, respectivamente, utilizando as

equacoes

Coord [n, —20,,1]=Coord [n, ]+ Ac —cosetan%—sinej
Coord[n, —20,,2]=Coord [n ]+ Ac —sin@tan%+cos@j

Coord [n, + 20,,1] = Coord [n, ]+ Ac| cos & tan % +sin 9) (4-5)

Coord [n, +20,,2]=Coord [n_ ]+ Ac| sin Htan%—cos «9)

Coord[n,,1]=Coord [n, ]+ 2Al (cos@cosa —sinFsina)

Coord [n,,2]=Coord [n_]+2Al(sin 6 cosa —cos@sin a )

onde @ é ainclinacdo da ponta da trinca antes da propagacéao.
Para concluir o posicionamento, deve-se aplicar as coordenadas dos nds

existentes nos trechos entre os nds n, +1 e n, —20, (numeros 10 e 1 na ilustrag&o),
n.—20, e n, (nmeros 1e5), n. e n.+20, (numeros5e 9) e n, +20, e n, +4o,

(nimeros 9 e 17). E possivel realizar esse procedimento utilizando uma
interpolacdo uniforme entre as coordenadas, com auxilio de estruturas de repeticao

da programacao utilizando as equagdes

Coord [n, —20, |—Coord [n, +1]
20

Coord [n,]—Coord[n, —20, | i
20,
(4-6)
. Coord [n, + 20, |—Coord [n_]

20

e

Coord [n, +40,]—Coord [n; + 20, | :
20

Coord [n, +1+i]=Coord [n, +1]+

Coord [n, — 20, +i]=Coord[n, — 20, |+

Coord [n, +i]=Coord [n_] [

Coord [n, + 20, +i]=Coord [n, + 20, |+
onde i é um numero que variade 1 a 20, —1.

Ap0s atribuir a posicdo de todos os pontos abrangidos neste passo de

propagacao, € necessario indicar as incidéncias nodais dos novos elementos gerados
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e dos elementos da estrutura adjacentes aos nos representados pelos nés 10 e 17 da
figura 4.5.

Ao finalizar o processo de propagagéo, os valores de n, e e, séo atualizados,
adicionando respectivamente 40, e 4, representando 0s novos nds e elementos

adicionados na estrutura.

Ap0s determinagdo da nova geometria da estrutura, sdo geradas as matrizes
G e H novamente, considerando os elementos recentes e obtendo os resultados de
deslocamento e fator de intensidade de tenséo para o proximo passo de propagacao.

Esta Gltima configuracdo apresentou um desempenho satisfatorio em testes
com sucessivas propagacOes e uma implementacdo simples na programacao. A
numeragdo permanente da ponta da trinca permite que a mensuracdo dos dados
sempre ocorra nos mesmos nos, ndo necessitando de ajustes adicionais no codigo
para verificar a contagem de nés na ponta da trinca (Dumont, 2021).

Também foi verificado que esta abordagem permite a realizacdo de
propagagdo em multiplas trincas, bastando que seja determinado o né da ponta da

trinca, n,.
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5
Aplicagao do processo de propagacao a problemas de
mecanica da fratura

Para validar o sistema de propagacéao de trinca desenvolvido neste trabalho,
foram utilizados exemplos retirados dos trabalhos de Portela et al. (1993),
Murakami (1987), Ooi et al. (2012), Bouchard et al. (2000) e Rashid (1998),
comparando os resultados referentes ao fator de intensidade de tensbes e caminho

de propagacao.

5.1 Analise do erro para malhas com refinamento regular

Para verificar a confiabilidade do calculo do fator de intensidade de tensées
em termos do deslocamento de abertura de ponta de trinca, foram executadas
diferentes configuracdes de refinamento de trinca, buscando manter uma dimenséo
razoavel dos elementos da ponta, para que cada propagacao percorra uma distancia
relevante sem prejudicar os resultados.

Estudos ja foram realizados por Dumont e Amaral Neto (2021b) utilizando
o calculo do FIT utilizando o deslocamento de abertura de ponta de trinca com o
método dos elementos de contorno consistente. Entretanto, os modelos utilizam um
refinamento elevado da malha e razdes de proporcdo entre 1,1 e 1,5, reduzindo o
tamanho do elemento da ponta da trinca para valores bem inferiores a 107, ndo
representando um cenario pratico para o caso de propagacéao.

Assim, foi realizado um estudo para analisar os valores de FIT com um
modelo de placa retangular, de base e altura iguais a 10 e 20, respectivamente, com
uma trinca central inclinada a 45° de tamanho igual a 4 e com abertura central de
4x10™*. A configuracdo da trinca selecionada para deste modelo é o formato
triangular demonstrado na figura 4.3, assim, a trinca, que possui simetria em seu

centro, apresenta a forma de losango. A placa esta carregada com uma tenséo

unitaria de tracao, t, aplicada na direcdo vertical. Foram aplicados elementos

quadraticos na modelagem, sendo 8 nas faces superior e inferior, 16 nas faces
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laterais e 4 tipos de refinamento para a trinca, contendo 5, 10, 15 e 20 elementos
para cada face de trinca. O modelo pode ser observado na figura 5.1.

=1

ttt

20

BEEREE

10

Figura 5.1: Modelo de placa retangular com trinca central

Os dados deste modelo utilizam o coeficiente de Poisson v = 0,25, modulo
de elasticidade transversal G =80000, numero de pontos de Gauss, ng =8 e
precisdo numérica de 30 casas decimais, para elementos de contorno quadraticos.
Deve-se observar que, conforme estudado por Dumont e Amaral Neto (2021b),
neste caso ng =4 e precisao dupla dariam erros numéricos em torno de 10° e 10°°
, perfeitamente satisfatérios para as comparacGes com resultados da literatura
técnica.

Os graficos com os valores obtidos para K, e K, , calculados através do
deslocamento de abertura da ponta da trinca para diferentes distancias nodais, estao
presentes na figura 5.2 e 5.3. Os valores de referéncia foram obtidos de Murakami

(1987), onde os valores para K, e K, s&o, respectivamente, 0,572 e 0,529.
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06
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0,56 &
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0,54 I —8-5 elementos —A—10 elementos
053 [ ——15 elementos —6—-20 elementos

Murakami (1987)

0,52
0,025 0,25

Distancia relativa r/a da ponta da trinca

Figura 5.2: Gréfico dos valores de K, comparados com Murakami (1987),

utilizando 5, 10, 15 e 20 elementos por quadrante da trinca.

0,54 E
0,52

0,5
0,48

= 0,46

0,44 [

—B8-5 elementos ——10 elementos
0,42 - —o—15 elementos —e—20 elementos
Murakami (1987)

0,4 —
0,025 0,25
Distancia relativa r/a da ponta da trinca

Figura 5.3: Grafico dos valores de K, comparados com Murakami (1987),

utilizando 5, 10, 15 e 20 elementos por quadrante da trinca.

Analisando os resultados, é possivel observar que os resultados medidos a

dois nos de distancia da ponta da trinca, ou seja, 0S nds n, +2 e n,—2, apresentam

valores mais consistentes em relacéo aos outros nos, com erros maximos de 2,65%
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para K, e 7,21% para K, , passando assim a ser adotado como o ponto onde sera

medido o fator de intensidade de tensGes dos modelos seguintes.

5.2 Modelos de placa analisados por Portela et al. (1993)

Os modelos utilizados no trabalho de Portela et al. (1993) empregam o
método dos elementos de contorno dual em sua metodologia, analisando
propagacao de trincas em modo misto. O célculo do &ngulo de propagacéo da trinca
utiliza o critério de tensdo principal méaxima, de modo andlogo ao método
apresentado neste trabalho, enquanto o fator de intensidade de tensdes é obtido pela
técnica da integral J, para cada instante da propagacdo. O comprimento de
propagacdo utilizado no estudo € igual a trés vezes o tamanho inicial do elemento
da ponta da trinca.

Com um novo comprimento do incremento, as equacoes (4-4), (4-5) e (4-6)
necessitam de alteragbes para executar a geometria corretamente, sendo

substituidas por novas equacdes, assim como sdo somados aos valores de n, e e,
respectivamente, 60, e 6, em vez de 4o, e 4.
Atualizando o conjunto de equacdes (4-4) para 0 novo sistema, temos
Coord [n, +1] =Coord [n, —30, |

4-7
Coord[n, +60, | =Coord[n, +30, | @7

0 grupo de equacdes (4-5) apresenta a forma
Coord [n, —30,,1] = Coord [n, |+ Ac —cos@tan%—sin 6’]
Coord [n, —30,,2]=Coord [n, ]+ Ac| —sin 0tan%+cos 9)

Coord [n, +30,,1] = Coord [n_ ]+ Ac| cos#tan % +sin 9] (4-8)

Coord[n, +30,,2] = Coord [n, |+ Ac| sin Htan%—cos HJ

Coord [n,,1] = Coord [n, ]+3Al (cos&cosa —sin sin )

Coord [n,, 2] =Coord [n_]+3Al(sin & cosa —cos Osin &)

e por fim, a equacgéo (4-6) torna-se
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Coord [n, —30,]-Coord [n, +1] i
30

Coord [n, |-Coord[n, —30, | i

3

> (4-9)
Coord [n, +30,]—Coord [n]
30

e

Coord [n, +60,]—Coord [n, +30, | i
30

e

Coord [n, +1+i]=Coord [n, +1]+

Coord [n, —30, +i]=Coord[n, —30,]+

Coord [n, +i]=Coord [n, ]+ i

Coord [n, +30, +i] = Coord [n, +30, |+

Portela et al. (1993) ndo descrevem os dados utilizados nos modelos, como
0 modulo de elasticidade transversal (G ) e coeficiente de Poisson (). Com base
no estudo de Osmar (2020), foram utilizados para esse trabalho elementos
quadraticos, G =80000, v =0,2, numero de pontos de Gauss ng =8 e precisao
numérica de 30 casas decimais.

Né&o foi utilizado um valor de resisténcia ao material presente nos modelos,
fazendo com que a propagacao seja sempre instavel.

O namero de elementos aplicados nos modelos ndo é revelado pelos autores.
Essa informacdo tem impacto no processo de propagacdo pois 0 nimero de
elementos utilizados na trinca determina o tamanho do incremento, que gera uma

diferenca na dimensao final da trinca ap0s sucessivas propagacoes.

5.2.1 Aplicacdes em modo |l e ll puro

Os dois modelos analisados consistem numa placa quadrada de dimenséo
2h, com uma trinca de bordo reta de comprimento a = 2h/3 e abertura b=4-10"°
, para h =5. Ha configuragdes de carregamento distintas, para cada modelo, com o
objetivo de aplicar uma situacdo inicial de modo | puro no primeiro exemplo,
aplicando uma tenséo uniforme t=1na direcdo perpendicular ao eixo da trinca, e
modo Il puro no segundo modelo, apresentando uma regido de compressdo na

regido inferior da placa e uma de tracdo na superior, ambas na direcdo horizontal e

de intensidade t. As figuras 5.4 e 5.5 ilustram os casos descritos.
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1.6667
10

AR

Figura 5.4: Modelo de placa com trinca de bordo em modo | de carregamento

10

1.6667

Figura 5.5: Modelo de placa com trinca de bordo em modo Il de carregamento

Os resultados apresentados por Portela et al. (1993), para os modos de

carregamento puro | e 11, séo dados na figura 5.6.
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0 1 2 3 < 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Modo | Puro Modo 11 Puro

Figura 5.6: Caminhos de propagacéo obtidos por Portela et al. (1993) para trincas

em modos puros | e |1

Para atingir o tamanho de propagacdo similar ao utilizado nos modelos
comparativos, foram utilizados 15 elementos por face da trinca, com um fator de
propor¢do de 1,04, atingindo uma dimensdo se aproximadamente 0,121 no
elemento da ponta de trinca. Os resultados obtidos com a metodologia utilizada

neste trabalho, para cada modelo, estdo ilustrados na figura 5.7.

5 3

4 4

3 3

Modo | Puro Modo Il Puro

Figura 5.7: Resultados adquiridos para modelos em modos puros | e 11 utilizando
MCEC

5.2.2 Aplicagcbes em modo misto

O terceiro modelo tem formato de cruz (figura 5.8), composto por membros

com faces de dimensdo h e uma trinca inclinada a 45°, com dimensdo h/4,
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aplicada entre os membros inferior e direito. A abertura da trinca utilizada é de 10~
. Nos extremos da cruz s&o aplicadas combinagdes de tensdes ﬂ e t_2 de tragéo nas
direcdes vertical e horizontal da estrutura. Assim, sdo gerados quatro casos de
carregamento, t, =0, t,=0, t, =t, e t, =2t , para se verificar o caminho de

propagacao realizado em cada situagéo.

~ |

~ |

Figura 5.8: Modelo de placa em cruz com trinca de bordo inicial inclinada

A figura 5.9 ilustra os resultados encontrados por Portela et al. (1993) para

as diferentes combinagBes de t, e t, .
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t2=0
—=—-11=t2
= 12=21t1

——11=0

Figura 5.9: Caminhos de propagacéo obtidos por Portela et al. (1993) para o
modelo de placa cruciforme

Em nosso modelo, foram utilizados 12 elementos para cada face da trinca,
sem aplicar fator de proporc¢éo na distribuicdo dos elementos, obtendo-se assim um
valor de comprimento da ponta da trinca de aproximadamente 0,104. Todos os
resultados calculados utilizando MCEC estdo mostrados na figura 5.10.

Figura 5.10: Resultados obtidos para 0 modelo de placa cruciforme com diferentes
combinag0es de carga, utilizando o MCEC
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E possivel observar que os resultados de todos os modelos realizados com o
MCEC em comparagdo aos resultados encontrados por Portela et al. (1993)
apresentam caminhos similares.

Com o objetivo de monitorar a geometria de ponta de trinca a cada
incremento, foram coletados os valores de abertura da trinca em termos de

deslocamentos reciprocos dos n6s n.+2 e n,—2. O grafico da distancia de

abertura para o caso de carregamento t, = 2t, é ilustrado na figura 5.11.
4,5E-06
4,0E-06
3,5E-06
3,0E-06
2,5E-06

2,0E-06

Abertura

1,5E-06

()]
()]

1,0E-06

5,0E-07

0.0E4+00 1 1 1 1 L 1 1 1 L )

Incrementos

Figura 5.11: Valores de abertura de ponta trinca obtidos em modelos de placa

cruciforme com carregamento t, = 2t, utilizando o MCEC

Todos os outros casos utilizados para o modelo de placa cruciforme
apresentam 0s mesmos resultados, apresentando pequenas varia¢es ao longo da
propagacdo devido a geometria de cada trinca. Com isso é possivel verificar que a
abertura de ponta da trinca sofre uma reducéo apds a primeira propagacdo, mas se
mantem estavel nos passos seguintes, garantindo que a geometria da trinca é

mantida a cada incremento.

5.3 Modelo de placa analisados por Ooi et al. (2012), Bouchard et
al. (2000) e Rashid (1998)

Foi verificado o desempenho de propagacdo em uma placa com um furo em
um modelo, analisado por Ooi et al. (2012), Bouchard et al. (2000) e Rashid (1998),
composto por uma placa retangular com 20 unidades de altura e 15 de largura, com
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uma trinca de bordo na face esquerda, de comprimento de 2,75 a uma distancia de
5,3 da face inferior. Ha também furo de raio de 3,45, com centro localizado na
coordenada (5, 11,9). E aplicada uma tens&o de tracdo unitaria na direcéo vertical.
Como a abertura de trinca inicial ndo é informada, foi adotada uma abertura de

4.107°. O sistema esta ilustrado na imagem 5.12.

r=1

20
\ R=345
75

Figura 5.12: Geometria inicial de placa retangular com trinca de bordo e furo

Os resultados encontrados na literatura utilizam o método dos elementos
finitos com diferentes abordagens na concepcdo da malha e na remodelagem a cada
incremento, entretanto, todos utilizam o critério de tensdo principal maxima para
determinar a dire¢do de propagacdo. O caminho de propagacdo de cada obra foi
obtido por estimativa utilizando as ilustracdes de resultados apresentadas pelos
autores, reunido na figura 5.13.
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—e—0ii et al. (2012)
—=—-Bouchard et al. (2000)
—A—Rashid (1998)

Figura 5.13: Comparacéo de resultados de propagacéo de trinca encontrados na
literatura para placa com trinca de bordo e furo

Para 0 modelo de trinca de bordo com furo, foram utilizados 8 elementos
para cada face da trinca, sem a aplicacdo de fator de proporgéo, exibindo elementos
com comprimento de 0,34375. Nos bordos, foram utilizados 6 elementos nas faces
superior e inferior, 8 elementos nas faces laterais e 12 elementos para furo. Para
este modelo, foram utilizados elementos quadraticos, G =37700, v =0,3, nimero
de pontos de Gauss ng =8 e precisdo numérica de 30 casas decimais.

Foram adotados dez passos de incremento para esta analise, atingindo uma
distdncia de propagacdo similar aos autores apresentados para este modelo. Os
resultados obtidos com 0 MCEC e a superposic¢do dos resultados encontrados na

literatura estéo ilustrados na figura 5.14 e 5.15.
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20

10+

R A A
0 5 10 15

Figura 5.14: Resultados obtidos com MCEC utilizando uma placa com trinca de

bordo e furo

—6&—Qii et al. (2012) —&8—Bouchard et al. (2000)
—aA— Rashid (1998) - — MCEC

Figura 5.15: Superposicdo de resultados de propagacéo de trinca encontrados na
literatura com os resultados obtidos com 0 MCEC para placa com trinca de bordo

e furo
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6
Consideracgoes finais

Neste trabalho, foi desenvolvido um codigo para implementacdo de
propagacdo de trincas em estruturas bidimensionais utilizando conceitos de
mecénica da fratura no contexto do metodo consistente dos elementos de contorno,
em que todas as avaliagdes numéricas, mesmo para elementos curvos, podem ser
feitas com a precisdo que se queira e sem grandes custos computacionais.

Foram reproduzidos exemplos encontrados na literatura e comparados 0s
resultados, verificando que o caminho de propagacdo executado, utilizando-se o
método proposto neste trabalho, apresenta uma variacdo minima em relacdo as
resolucdes de diferentes estudos.

O uso do deslocamento de abertura de ponta de trinca para a medicdo do
fator de intensidade de tensGes apresentou um desempenho aceitavel para a
realizacdo deste estudo, além de ser uma ferramenta bastante pratica. Porém, para
o nivel de refinamento de malha aplicado nos modelos deste trabalho, outros
métodos podem ser mais adequados, como a aplicacdo da integral J para o calculo
do FIT.

O processo de formacdo das matrizes H e G também pode ser simplificado
para se obter um processamento mais rapido. A cada incremento, novas linhas e
colunas sdo acrescentadas as matrizes, adicionando dados relativos aos novos
elementos e alterando valores em trechos referentes a suas conectividades com
elementos ja existentes. Deste modo, grande parte dos dados originais das matrizes
sdo mantidos.

E possivel aplicar ao codigo desenvolvido neste trabalho dados de
resisténcia do material utilizado, podendo-se aplicar informacfes de tensdo de
ruptura do material ou um valor critico para o FIT, representado em diversas obras
como K, (WELLS, 1961; OOlI, 2012; ANDERSON, 2017), verificando os valores

a cada passo.
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6.1 Sugestdes para trabalhos futuros

Com este trabalho, foi mostrado que é possivel executar o processo de
propagacao de trincas utilizando a metodologia proposta, permitindo-se também a
investigacdo e o desenvolvimento de ferramentas e fungfes com o intuito de
aprimorar o processo. Dentre os topicos sugeridos estdo:

1. Obtencdo de dados das matrizes H e G referentes apenas aos
elementos adicionados no processo de propagacéo, verificando o
valor e a localizacdo dos novos dados e os elementos originais que
devem ser mantidos, reduzindo o tempo de processamento do
sistema, conforme j& estd esquematizado por Dumont (2021).
Também  j&  estd  esquematizado e implementado
computacionalmente (Dumont, 2021) um algoritmo para solucédo
dos sucessivos problemas de algebra linear em termos dos resultados
anteriores e no contexto de “matrizes vizinhas”.

2. Implementar a integral J para avaliagio do modo misto de
carregamento, como ja esta sendo desenvolvido no contexto da tese
de doutorado de Amaral Neto (2023).

3. Aplicagdo do processo de propagacdo de trinca para modelos
tridimensionais, dentro de um programa ja desenvolvido na PUC-
Rio que permite integracOes exatas para elementos triangulares de
trés n6s (DUMONT e KURZ, 2019; KURZ, 2021; DUMONT e
KURZ, 2021).

4. Passar o cddigo atual, desenvolvido por simplicidade e como uma
mera ferramenta de estudo em Maple, para a linguagem de
programacéo Fortran, Python ou C++.

5. Empregar a técnica de fast multipole para reduzir o esforco
computacional na obtencéo dos resultados finais das matrizes para
problemas com centenas de milhares ou milhdes de graus de
liberdade. A aplicacdo em termos da técnica de fast multipole leva a
avaliacdo direta de produtos matriz-vetor, o que elimina a
necessidade de manutencdo de elementos pré-calculados das
matrizes, conforme se menciona no item 1 acima. Este método,

conforme ja desenvolvido na PUC-Rio, apresenta vantagens
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computacionais para problemas a partir de poucas centenas de graus
de liberdade (DUMONT e PEIXOTO, 2016; PEIXOTO, 2018;
FLOREZ TTITO, 2020; DUMONT e SANTANA, 2021,
SANTANA, 2022).
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