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Anadlise Nao-Linear pelos Métodos de Galerkin-Urabe e
Balango Harménico

A expressao (2.27), obtida no Capitulo 2 para a funcdo de Lagrange, ¢
utilizada nessa secdo para a obtencdo das equacdes diferenciais de movimento
utilizadas na andlise ndo-linear da coluna.

A fungao de Lagrange (2.27) ¢ da forma:
th L

.[ L,(w,w
$o

W, W, X, t)dxdt (5.1)

2x Ixx ?

Objetiva-se encontrar uma fun¢io w(x,?) para os deslocamentos transversais.
Entretanto, as ferramentas do calculo variacional ndo fornecem esta funcao
diretamente, mas sim a equacdo diferencial ndo-linear que a fungdo deve
satisfazer. A equagdo diferencial ndo-linear encontrada nao tem soluc¢do analitica
e, portanto, deve-se procurar uma metodologia que forne¢ca uma solucdo
aproximada. Para isto, utiliza-se neste capitulo o método de Ritz para discretizar a
coluna no espaco e, a seguir, obtém-se, usando-se as ferramentas do calculo
variacional, as equagdes de movimento que, por sua vez, sdo resolvidas pelo
método de Galerkin-Urabe, como pode ser visto em Urabe (1966) e Bouc (1972),
ou pelo método do Balangco Harmoénico, de acordo com Leipholz (1970) e
Meirovitch (1975).

O método de Ritz, como descrito anteriormente no capitulo 3, consiste em
substituir no funcional de energia uma fun¢do de aproximacao para a deflexao da
coluna, usualmente na forma de séries que devem respeitar as condigdes de

contorno for¢adas do problema,
1= (5.2)
j=1

onde a; sdo constantes que multiplicam as fungdes ¢ e n € o nimero de
coordenadas adotadas para a descricdo do campo de deslocamentos com a

precisdo necessaria.
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Supondo-se uma coluna esbelta enterrada até uma certa altura H, pode-se
dividir esta em duas colunas, uma enterrada e outra desenterrada. Logo, pode-se
escrever um funcional para cada sub-coluna. Para a sub-coluna desenterrada, tem-
se um funcional com a expressao para os deslocamentos transversais w;(x,?) € para
a sub-coluna enterrada, tem-se um funcional com a expressdo para o0s
deslocamentos transversais w(x,z). A soma desses funcionais em um funcional
unico vai permitir uma discretizacao conveniente do funcional em questao.

Usando-se separacdo de variaveis, o campo de deslocamentos da coluna

pode ser descrito pela seguinte fungdo definida por partes

wl(x,t)=2wlj(x)cj(t); 0<x<H
j=1

w(x,t) = (5.3)

wz(x,t)=2w2j(x)cj(t); H<x<L
j=1

onde wyj(x) e wy;(x) sdo as expressoOes para os deslocamentos, em fungdo do eixo
x, € ¢j(t) ¢ a amplitude do deslocamento em fung¢do do tempo, que se quer
efetivamente determinar.

A escolha adequada das fungdes de interpolagdo ¢ um passo essencial nesse
tipo de problema. Aqui se utiliza para wy(x) as solu¢des analiticas obtidas no
capitulo 3 para os modos de vibragdo da coluna. Assim sdo atendidas, modo a
modo, todas as condigdes de contorno e continuidade. Com esta escolha
consegue-se obter com um numero pequeno de modos uma solucdo bastante
precisa para o problema nao-linear.

Substituindo as equagdes (5.3), na funcdo de Lagrange e integrando ao
longo do espaco, obtém-se um funcional da forma

[Fc;.cnds;  j=1n (5.4)

4

onde c(¢) ¢ a derivada de c(¢) com relagdo ao tempo.

A aplicagdo das técnicas do calculo variacional leva a obtencdo do sistema

de equacoes:

S dt =0 (5.5)
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onde a expressdo de Euler-Lagrange dentro dos colchetes ¢ uma equacdo
diferencial nao-linear de segunda ordem.

Ressalta-se que equacgdes diferenciais lineares podem ser resolvidas
mediante técnicas analiticas como a integracao ou através do desenvolvimento em
séries, gerando uma expressao exata para a solugdo. Para as equagdes ndo-lineares
estes métodos ndo se aplicam. O surgimento de uma equacdo diferencial nao-
linear de 2* ordem obtida a partir da equagdo de Euler-Lagrange, para a
determinagdo da fungdo c(?), torna necessaria a discussdo de uma outra
abordagem, a qual denomina-se aproximada. Buscando obter uma solucdo
aproximada, foram usados dois métodos de resolu¢do: o método de Galerkin-
Urabe e o método do Balango Harmonico.

Como a coluna apresenta pouca nao-linearidade, uma aproximagado

considerando apenas um modo em (5.3) foi aqui adotada.

5.1.
Método de Galerkin-Urabe

O método de Galerkin-Urabe nada mais ¢ que uma adaptagdo do método de
Galerkin para sistemas dindmicos, fornecendo solucdes aproximadas para
sistemas sob vibracao livre e forcada. A diferenc¢a basica do método de Galerkin ¢
que no caso do tempo deve-se integrar a equacdo diferencial multiplicada pela
funcdo de ponderacao ao longo de um periodo de tempo caracteristico do sistema.
No caso de sistemas sob vibracdes livres ou cargas harmonicas, adota-se #;,=0 e
t,=21/Q.

O método considera c¢(f) como uma fungdo que pode ser escrita em uma

série do tipo:

c=> A,0,(t) (5.6)
j=1
onde cada 4; ¢ a amplitude da fung¢do ¢. Se oc na expressdo (5.5) pode ser
substituido por
oc
oc=|— |04, 5.7
[aAJ J J ( )

tem-se n equagdes integrais da forma,
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27

”%‘d[%‘

5| Ooc dt

J¢m=0 (5.8)
oc
Uma solu¢do comumente adotada para sistemas sob vibragdo livre ou cargas
harmonicas ¢
c(t) = A;sen(Qt) + A, cos(Q) (5.9
Logo, adotando a solug¢do acima se obtém duas equagdes:

27

OF _ 41 OF | en(uydr =0 (5.10)
5| Oc dt 6.
c
27
oF _4d|oF cos(Qt)dt =0 (5.11)
Jae Tarl
c

Ap0s a integragdo, obtém-se duas equagdes algébricas ndo-lineares com trés

incognitas: 4;, A e Q.

5.2.
Método do Balango Harménico

O método do Balanco Harmoénico ¢ um método aproximado desenvolvido
primeiramente por Krylov e Bogoljubov que tem como principal caracteristica,
segundo Meirovitch (1975), a simplicidade de sua aplicacdo. De acordo com
Leipholz (1970), este método também ¢ chamado de método da linearizagao
harmonica e, difere do método de lineariza¢do, que substitui uma fun¢do nao-
linear por uma em séries de Taylor, pois reescreve a fungdao nao linear f/x(t)/
como uma aproximagao linear cx(?).

Analisando, inicialmente, a vibracdo de uma estaca parcialmente enterrada
tem-se que a equagdo diferencial ndo-linear de 2* ordem pode assumir, no caso
mais geral de vibragdo for¢ada amortecida, a forma descrita a seguir, sendo a

amplitude ¢ uma variavel dependente do tempo:

() + aclt)+ belt) + det) +ec(i)’ - 4, sen(Qr)=0 (5.12)
onde a, b, d, e sdo constantes arbitrarias, 4y e Q2 sdo, respectivamente, a amplitude

e a freqliéncia da excitacao.
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O método consiste na substitui¢do da seguinte solugdo geral aproximada na
equagdo (5.12):
c(t) = Asen(Qt)+ A4, cos(Qt) (5.13)
Realizada esta substituicdo, tem-se uma expressao com termos em sen (Q2t),
cos (Qt), bem como poténcias e produtos destas funcdes. Desta forma, torna-se
necessario usar algumas transformacdes trigonométricas, objetivando transformar
as poténcias e produtos das func¢des trigonométricas em uma combinacdo linear de
Senos € CO-Senos.

Para isso algumas transformacgdes sao usadas, a saber:

sen(Q)’ = %Sen(Qt) — ) sen(30)

sen(Qt)’ = % sen(Qt) — % 5 5en(301) + %6sen(59t)

cos(Q)? = % + %005(291‘)

cos(Q)’ = 3/ cos(Qr) + 1/, cos(30) (5.14)
cos(Qt)* = % + ) cos(21) + Vi cos(4)

cos(Qt)’ = % cos(Qt) + % C0s(3Q) + %6 cos(5Q)
Complementar a estas transformagdes, tem-se
sen(Qtf)cos(2Q) = —%Sen(Qt) + sen(3Qx) (5.15)

Para que a igualdade presente na equacdo obtida seja respeitada, sdo
isolados os termos que multiplicam especificamente sen (Qt) e cos (Qt),
igualando estes a zero, obtendo-se assim duas equacdes nao-lineares, onde as
incognitas do problema sdo 4;, 4> e 2, obtidas através da utilizacdo do método de
Newton-Rapson.

Para o caso mais simples de vibragdo livre, a expressao (5.12) apresenta

a seguinte forma:

c(0)+ aclt)+ be(ef +de(cf =0 (5.16)
Neste problema, portanto, adota-se a solugao
c(t) = Asen(Qt) (5.17)

Utilizando as transformagdes dadas pelas equacdes (5.14), (5.15) e

separando desta vez os termos que multiplicam somente sen (QQt), obtém-se uma
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equagdo, que fornece diretamente a relagdo entre freqiiéncia e amplitude de

vibragao.

5.3.
Resolugcdo do Sistema de Equagées Nao-Lineares por Newton-
Rapson

Como se tem um sistema de duas equagdes nao-lineares com trés incognitas,
geradas pelo método de Galerkin-Urabe ou do Balango Harmonico, a resolugdo
pelo método de Newton-Rapson ¢ a mais indicada.

O método consiste em reescrever as equagdes nado-lineares em séries de
Taylor e substituir nestas, as coordenadas de um ponto inicial na vizinhanca da
freqliéncia natural. Fazendo isto, o método indica o incremento para 0 novo passo
e desta forma ¢ possivel obter um novo valor para as coordenadas, no caso, 4; €
A,. Repete-se este passo até um que o erro seja inferior a um valor previamente
estipulado, gerando-se para cada freqiiéncia um valor para 4; e 4.

Logo, considerando as duas equagdes ndo-lineares como sendo

gl4,.4,)=0 (5.38)
h(4,,4,)=0 (5.39)

Reescrevendo essas equacoes em séries de Taylor, obtém-se

og\4,,4 ogl4,,A4
g(AlaAz): g(AloaAzo)"'(M] Ay +(Mj A, (5.40)
(410,429) (419,4)

04, ‘ 04,
oh\A4,, A4 oh\A4,, A4
h(AI’A2)= h(A107A20)+(%j Ay +(%j A, (5.41)
1 (AIO ’AZO) 2 (AIO ’AZO)

onde g(AlO,Azo) e h(Am,AZO) indicam o valor das expressdes de g € 4 em um

ponto inicial.

Ao escrever na forma matricial tem-se

(5.42)

r 1
[ag(AlaAz )j (5}1(141,142 )j
|:AA1 :| aAl (419,45) aAl (419,45) > |:_ g(Alo > A20 ):|

- [ag(AlaAz )] (8}1(141’142)) _h(AloaAzo)
aAz (419,42) aAz (419,439)
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onde g(Al,Az) e h(Al,Az) sdo iguais a zero, A, e A, indicam o valor do

incremento a ser somado a consideracao inicial.
Logo,
A=A+ A
A = A+ A
e=A"" - A

onde (€) é o erro.

(5.43)
(5.44)
(5.45)
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