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Frequiéncias Naturais e Modos de Vibragao

Apresenta-se neste capitulo a deducao das equacdes diferenciais parciais de
movimento com as respectivas condi¢des de contorno a partir do funcional de
energia (2.32). Tem-se assim um problema de valor de contorno cuja solugdo
analitica fornece uma familia de autovalores e autovetores que sdo,
respectivamente, as freqliéncias naturais e modos de vibragdo. Uma outra maneira
de obterem-se as freqiiéncias e modos de vibragdo ¢ também apresentada a partir
da utilizagdo do método aproximado de Rayleigh-Ritz, de aplicagdo simples e

resultados satisfatorios.

3.1.
Solugao Analitica do Problema de Autovalor

A expressao (2.32) obtida para a funcao de Lagrange ¢ utilizada nessa se¢ao
para a obtencdo das equagdes diferenciais de movimento referentes aos trechos
enterrado e desenterrado de uma coluna com apoios de extremidade quaisquer

A expressdo para a fun¢io de Lagrange ¢ da forma:

ty L

J'J‘Lg(w,w,xw,xx W, ,t)dxdt (3.1)

H o
Objetiva-se encontrar uma funcdo w(x,?), para os deslocamentos

transversais, entretanto, as ferramentas do calculo variacional ndo fornecem esta

funcdo diretamente, mas sim a equagdo diferencial que a fun¢do deve satisfazer.
Aplicando-se as ferramentas de calculo variacional e o principio de

Hamilton, obtém-se:

L, T
L, Sw+L, Sw——"6w| +
w w dx
0 (3.2)

(e )~ Dol =0
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onde se denomina

Lo, d o)
gw dw ? gw dwv > gw" dwn :

Como pode ser visto, o termo entre colchetes na integral contém a equagao

de Euler-Lagrange do sistema, ou seja, a sua equacao de movimento. O termo
entre colchetes fora da integral refere-se as possiveis condi¢des de contorno.

Para a determinac¢do das freqliéncias naturais, pode-se escrever que o
deslocamento transversal da coluna ¢ dado, usando separacao de variaveis, por:

w(x,t) = w(x)c(t) = w(x)e'™ (3.4)
onde ay ¢ a freqiiéncia natural da coluna.

Substituindo-se (3.4) na equagao de movimento, obtém-se uma equacao
diferencial linear de quarta ordem em x para uma coluna totalmente enterrada
submetida a uma carga axial P. Logo, escrevendo para cada trecho da coluna, a
sua respectiva equagdo diferencial de quarta ordem, tém-se as equacdes:

Coluna desenterrada:

8w, (x) w(x)) pldo’
( ox* J EI( ox’ ] g 00 (3-)
Coluna enterrada:
o*w, (x) ’wy (%)) pAw?
( P j EI( o j El 2()+ (=0 (36)

onde os indices 1 e 2 se referem a cada uma das colunas. Na Figura 3.1, abaixo,
sdo vistos os trechos desenterrado (1) e enterrado (2) que constituem uma coluna

parcialmente enterrada biapoiada.

4 4
—> ()

)

Figura 3.1 - Trechos desenterrado (1) e enterrado (2) da coluna parcialmente enterrada.
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Buscando facilitar o desenvolvimento do problema e uma maior eficiéncia
na analise paramétrica, sera feita uma mudanca de varidveis de forma a tornar o
problema adimensional.
O primeiro passo € a alteracao da variavel x:
x=L¢g (3.7)
onde x, L e ¢ sdo respectivamente o valor da coordenada longitudinal, o
comprimento da coluna e o novo parametro adimensional da coordenada axial.

O deslocamento w adquire a seguinte forma:
w=Lw (3.8)
onde L ¢ o comprimento e w & a nova variavel para os deflexdes laterais da
coluna.

Da mesma forma foram introduzidos os seguintes parametros

adimensionais:

2o PI’ o pAw’L* K- k,L*

~ 72El T El  7YEl

(3.9)

onde A, Q, K sdo respectivamente o parametro de carga, o parametro de
freqiiéncia e o parametro de rigidez da base elastica.
Uma equagdo diferencial linear de quarta ordem e coeficientes constantes

possui como solucdo geral a seguinte expressao:

w, (x) =ce™” (3.10)
onde ¢ ¢ uma constante e ¢; ¢ a raiz da equagdo caracteristica obtida quando se
substitui a solu¢do (3.10) na equagao diferencial.

Substituindo os parametros adimensionais (3.9) na equagdo (3.5) obtém-se

para a coluna desenterrada a seguinte equagao diferencial:

4 2. o
Twle) |y g2 ML | pagytiy () =0 (3.11)
g e
A equagdo caracteristica para este trecho ¢:

at+ et - Q' =0 (3.12)
Logo, resolvendo a equacdo (3.12), tem-se um par de raizes reais e um par

de raizes imaginarias, a saber:

a, = i%ﬁﬁ\/— P+ 2+ 40 (3.13)
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a,, = i%ﬁﬂ\/ﬂz +N A +4QY

A partir das raizes do polindmio caracteristico tem-se a seguinte familia de

solugdes:
i 2 e, VN e v
Wi (&) = Cle/2m-272linnle) | o praml2enlaivg’s) |
el 227 2Ta ) | g c1am 22 i aat )

ou, também, em termos de fungdes trigonométricas e hiperbdlicas:

v_vl(é’) = Clsen(%;r\/Z/l2 + ZM;’) +
C2 cos(% Nz/lz + 2m§j +
C3senh(% 7[\/— 207 + 2m§j +

C4 COSh(%ﬂ'\/— 207 + 2M§)

Para a coluna enterrada a equacao diferencial adimensional tem a seguinte

(3.14)

(3.15)

forma:
4 2 o o
aw—zfg) ) aw—zgg) 2 W (&) + 7 Kwa (&) =0 (3.16)
¢ ¢
O polindmio caracteristico obtido tem a seguinte forma:
ot + 2’ + (K-t =0 (3.17)

o qual tem raizes iguais a

a,, = 2= 22 + I — 4K + 40"
277

| (3.18)
o, = izﬁn\/f NI Z4K 1404
Assim a solucdo geral da equacao diferencial pode ser escrita como:
- - C5 (127N =-222 429 2 —4K +4Q% ¢) +C6 (~1/272\ =222 42N 24 —4K +4Q* ) n
w2 (<) e e (3.19)

_922_ 4 _ 4 _ 132 4_ 4
C7e(1/2m/ 22-2NA K HQM) | o (7127227202 4K +4Q1 )
Para o trecho enterrado, a analise das raizes do polindmio mostra que o

termo A* —4K +4Q" pode ser tanto positivo quanto negativo, dependendo dos
valores dos diversos parametros. Assim, no dominio real, a solugdo (3.19) pode

assumir diversas formas.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0221062/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0221062/CA

35

Quando
—4K+4Q°' >0 > K <Q* (3.20)
o valor da raiz quadrada que contém A*, Q* e K, na analise paramétrica, produzira
valores superiores ao termo de A* fora desta raiz, fazendo com que se tenha duas
raizes reais e duas imaginarias, tal como no caso do trecho desenterrado. Tem-se,

portanto, a solugao:

v_vz(C)zCSSen(%ﬁ\/zﬁ} _,_2\/14 _4K+4Q4gj+

C6 cose 227 + 20— aK + 40" gj +

(3.21)
cmm{% V=222 + 247 —4K +4Q° gj ;
1 2 4 4
C8 cosh(z V=222 + 27 — 4K 1 40 gj
Entretanto quando:
—4K+4Q' <0 > K>Q* (3.22)

as quatro raizes em (3.18) se tornam imaginarias. Neste caso tem-se a solu¢do

wa(() = C5S€n(%ﬂ\/2/12 + 22 — 4K +4Q° §j+

C6cos %szz + 244 —4K +4Q° gj+
(3.23)

C7sen %N— 22 + 24 — 4K +4Q° ;j +

C8cos %N— 22 + 2 A — 4K +4Q° g)

Para a situacdo limite em que Q = K™ tem-se a seguinte equacao
caracteristica:
at+VPrta’ =0 (3.24)

As raizes da equagdo (3.24) sdo:
(3.25)

que fornecem a solucao,

w2 () = C5cos(mhx) + Césen(mhx) + C7x + C8 (3.26)
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Quando
A —4K +4Q% =0 (3.27)
tem-se a solugao

w2 (&) =(C5+ C6 x)sen(\272x 1 2) + (CT + C8 x) cos(+/27Ax / 2) (3.28)

A escolha da forma da solucdo depende, portanto, dos valores de K e A
adotados em cada exemplo. Isto ¢ feito analisando-se as raizes do polindmio
caracteristico para cada situacao.

Como pode ser visto, tem-se na solugdo geral das equacdes oito constantes
que devem ser determinadas pelas condi¢des de contorno, obtidas a partir dos
termos de contorno da equacdo (3.16), e de continuidade do problema. As
condi¢des de contorno referem-se aos apoios de extremidade, sendo que cada
apoio fornece duas condi¢des de contorno homogéneas, seja em termos de
deslocamento, momento, for¢a cortante ou rotacdo, como pode ser visto na Figura
3.2.

As condigdes de continuidade referem-se a um ponto intermedidrio na
coluna que une e ¢ comum as duas sub-colunas. Neste ponto, denominado P na
Figura 3.3, os deslocamentos transversais, a rotagdo, o cortante € o momento
apresentam os mesmos valores para cada sub-coluna, ou seja, em ¢ = & deve-se
impor que:

w, =w, =0, Wl,q _W_Z,é =0, Vl,qg _W_z,g“: =0, Vl,m _W_z,g“;; =0 (3.29)

Logo, a partir das condi¢des de continuidade, tem-se mais quatro equagdes
homogéneas que completam, juntamente com as quatro condi¢des de contorno,

um sistema de oito equacdes homogéneas.
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w' (L) =0 w'(L) =0

L)y =0 w(L)=0

w'(l)=0
w(I)="0

=
=

=

i_

w(l)=0
w'(L)=0

A

Frrra STTTTT
w(0) =0 w(0)=0 w(0) =0 w(0)=10
w0)=0  wW'({0)=0 w(0)=0 w0) =10
(1) {2) (3) 4)
w)=0 w(L)=0 wI)=0 W()=0 wWI)=0
wWi(D=0 w'l)=0 w'(D=0 wW'(=0 wW(l)=0
-] -~
4 sllipe Y LpLL s LLILLS
- -
p |
s # e R o
w0)=0 wWO=0 wW0=0 wWN=0  wW0=0
w0)=0 wW(0=0 wWO=0 WwW(0)=0 W(0)=0
() (6) (7) (8) (9)

Figura 3.2 - Condi¢Ges de contorno homogéneas da coluna.
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Figura 3.3 - Ponto de continuidade P.

Definidas as equacdes derivadas da aplicacao das condi¢des de contorno e

de continuidade, ¢ possivel montar um sistema na forma:
y=Ac=0 (3.30)
onde A4 ¢ a matriz dos coeficientes e ¢ € o vetor das constantes. Escrevendo este

sistema na forma matricial para a estaca parcialmente enterrada, tem-se:

G Gz 4y G5 G 4y dyg G 0
Ay Ay Ay Ay Ay dyy Ay Ay | |6 0
a3 Ay Az Ay A3z A3z Ay Ay 3 0
Ay Ay gz Ay Gy Gy Ay g | | Cy 0
X = (3.31)
sy ds; ds3 dsy dss dsg ds; sy Cs 0
gy dey Qg3 dgy dgs dge A7 ey Ce 0
a7y Qg Qg3 dgy Qg5 Qg Ay Ay ¢ 0
| A1 Qgp  dgy gy dgs Qg dgy gy | | Cg | 0]

onde a matriz 4 tem dimensdo 8x8 devido as quatro condi¢des de contorno e
quatro de continuidade.

O sistema homogéneo (3.30) sé apresenta uma solucao nao trivial se o
determinante da matriz 4 for igual a zero.

A equacdo obtida a partir do determinante da matriz 4, chamada de equagao
caracteristica, terd como incognitas as freqiiéncias naturais que sdo os autovalores
da matriz. Os autovetores sdo determinados a menos de uma constante

multiplicativa arbitraria. Ao se substituir o autovetor nas solugdes das equacdes
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diferenciais obtém-se as autofuncdes w(¢) que sdo os modos de vibragdo da

coluna. Estas autofung¢des foram normalizadas de tal forma que a amplitude
maxima de cada modo ¢ sempre unitaria.

Até esta parte da tese, tratou-se apenas da coluna semi-enterrada, mas para
se fazer a comparagdo dos resultados entre as diferentes alturas /4 da fundacao
torna-se imprescindivel o estudo das situagdes em que # = 0 e A = 1, que
representam respectivamente a coluna sem base elastica e a coluna totalmente
enterrada.

Para estes casos, devem-se impor apenas as condi¢cdes de contorno nas
extremidades da coluna, reduzindo o sistema (3.30) a um sistema de quatro
equacdes com quatro incognitas.

O determinante de 4 ¢ uma funcao altamente ndo-linear do parametro de
freqliéncia Q. Além disto, em virtude da presenca de fungdes exponenciais e
hiperbolicas, o determinante tem uma variagdo bastante acentuada, apresentando
uma grande sensibilidade numérica. Para se aferirem os resultados do programa
desenvolvido em MAPLE, optou-se por se calcular também os autovalores e

autovetores por um método aproximado, no caso, o método de Rayleigh-Ritz.

3.2.
Solugao Aproximada de Rayleigh-Ritz

Considerado como um método aproximado para a determinacdo de cargas
criticas e também das freqiiéncias naturais, este método apresenta-se como uma
boa ferramenta da andlise linear, quando se tem sistemas que apresentam
condi¢cdes de contorno e expressdes para obtencdo das deflexdes muito
complexas.

O método consiste na substituicdo, no funcional de energia, de uma fungao

de aproximacgao, f,, para a deflexdo da coluna, usualmente na forma de séries
f = Zaj¢j (3.32)
j=1

onde a; sdo constantes que multiplicam as fungdes ¢ e n € o nimero de
coordenadas necessarias para a descricdo do campo de deslocamentos com a

precisdao necessaria. Em geral sdo escolhidas fungdes trigonométricas ou
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polinomiais. Caso as fungdes atendam também as condig¢des de contorno naturais,
a convergéncia se torna mais rapida.

Apos a substituicao de (3.32) no funcional de energia (2.27) e da integragao
da expressdo resultante, obtém-se uma expressdo em termos das constantes a; que
passam a ser as unicas incognitas do problema.

As constantes a; sdo determinadas utilizando-se o principio de Hamilton e a
equagao (2.32) que define o funcional de energia. Obtém-se, portanto, n equagdes
de equilibrio encontradas a partir da equagao (3.33):

8L .
g _ () — , , n .

J

Com isto, chega-se a um sistema de »n equagdes com as amplitudes a; como
incognitas. Mais uma vez, tem-se um problema de autovalor, onde novamente as

freqiiéncias naturais serdo os autovalores.
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