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Introducgao

A ampla aplicagdo das vigas repousando sobre uma fundacao elastica na
modelagem de alguns problemas de engenharia tem sido um grande incentivo para
o desenvolvimento de estudos ligados a esses elementos estruturais. O objetivo
principal da analise dindmica ¢ o projeto de estruturas seguras e estaveis, que
devem satisfazer critérios relacionados a prevencao de movimentos dindmicos
excessivos tanto da fundacdo quanto da estrutura que esté interagindo com esta.

O estudo da vibragdo diz respeito aos movimentos oscilatérios de corpos e
as forcas que lhes sdo associadas. Considerando que a maior parte das estruturas
esta sujeita a um certo grau de vibragdo, torna-se indispensavel, portanto, a
determinagdo do seu comportamento oscilatorio.

Ao longo das décadas passadas o aumento da esbeltez das estruturas levou
ao crescimento da demanda por estudos sobre o comportamento oscilatorio de
elementos esbeltos tais como chaminés, torres, mastros etc. Como resultado da
acdo dos ventos e de terremotos, segundo Vandeghen e Alexandre (1969), em
1952 problemas em estruturas devidos a vibragdes em estacas de ago sdo pela
primeira vez mencionadas na literatura cientifica.

Os sistemas oscilatorios podem ser caracterizados como lineares, onde
prevalece o principio da superposicdo e estdo bem desenvolvidos os métodos
matematicos disponiveis para o seu estudo, e ndo lineares, cujos métodos de
analise sdo bem menos conhecidos e de dificil aplicagao.

Voltando-se para a situagdo da coluna semi-enterrada, tem-se que a
metodologia usual para a formulagao do problema de interacao fundagao eléstica -
estrutura ¢ incluir a reacdo da fundacdo na equagdo diferencial da coluna.
Diversos modelos de fundagdo sdo encontrados na literatura sendo o modelo
linear de Winkler o mais usado devido a sua simplicidade e a boa qualidade dos

resultados apresentados (Andrade, 1993).
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No modelo de Winkler considera-se que a reagdo da fundacdo em um ponto
da coluna depende somente da deflexdo desta naquele mesmo ponto. A relacdo
entre a reacdo ¢ a deflexdo ¢ feita através de um pardmetro de rigidez
caracteristico de cada tipo de solo cujo calculo pode ser encontrado, por exemplo,
em Poulos (1980).

A expressdo matematica que define os deslocamentos dindmicos de um
sistema ¢ denominada de equacdo de movimento e, neste trabalho, sua obtencao
ocorre a partir do “Principio de Hamilton” que leva a fungdo de Lagrange do
sistema. De acordo com Leipholz (1970) esse principio ¢ usado principalmente no
estudo de oscilagdes ndo lineares. Ressalta-se aqui que o estudo de sistemas ndo-
lineares passa pela compreensdo de um sistema linear que geralmente se traduz
em uma simplificagao de um problema nao-linear.

Quando o sistema ¢ linear, a aplicacdo do “Principio de Hamilton” origina
para sistemas continuos equacdes diferenciais parciais lineares que podem ser
resolvidas pelo Método da Separacao das Variaveis. Esta metodologia aplicada ao
problema de vibragdes tem a sua solugdo relacionada a resolucdo de um problema
de autovalor de onde sdo obtidos as freqiiéncias naturais do sistema e os
respectivos modos de vibragao.

Sistemas ndo-lineares possuem uma abordagem diferenciada com relacao
ao caso linear. A nao-linearidade presente no sistema coluna-solo tem origem na
propria geometria da coluna cuja deformada ¢ descrita por relagcdes deformagao-
deslocamento nao-lineares, como pode ser visto, por exemplo, em Timoshenko
(1961).

As equagdes diferenciais de movimento, que definem um sistema oscilatério
nao-linear, exigem que os métodos analiticos de obtencdo das solucdes sejam
substituidos por métodos aproximados como o Método de Galerkin-Urabe e o
Método do Balango Harmoénico, dentre outros (Lynch, 2001; Perko, 2001). A
partir dos métodos aproximados, obtém-se as relacdes amplitude — freqii€ncias de
vibragdo e curvas de ressonancia ndo-lineares, tornando-se possivel a andlise
dinamica quantitativa.

A andlise qualitativa tem como marco inicial o encontro dos pontos em que
a estabilidade pode ser ganha ou perdida que sdo denominados de pontos fixos. A
determinagdo destes pontos ¢ realizada através da resolugdo de um sistema de

equagoes diferenciais de primeira ordem cuja origem ¢ a equagdo de movimento
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do sistema. Pequenas mudancas qualitativas nestes pontos podem causar uma
mudanca qualitativa da topologia do retrato fase em um determinado ponto de
instabilidade estrutural, denominado de ponto critico ou ponto de bifurcagao.
Trabalhos realizados por Poincaré (1890) e posteriormente por Birkhoff
(1927) e Lyapunov (1949), entre outros, relatam, em especial, algumas
ferramentas de andlise qualitativa da estabilidade com a determinacdo dos pontos
de equilibrio dinamico, além do uso de critérios para a caracterizacao de sua
estabilidade e a sua variagdo com o incremento de valor de um determinado

parametro que pode ser vista em um diagrama de bifurca¢do (apud Santee., 1999).

1.1.
Motivacao

A motivagdo para o estudo de colunas semi-enterradas ¢ a sua intensa
utilizacdo como elemento de sustentacdo de estruturas apoiadas sob os mais
diferentes tipos de solos. A crescente utilizagdo, também, em estruturas off-shore
vem demandando estudos nesta drea ampliando ainda mais o interesse na
determinagdo do comportamento vibratdrio linear e ndo linear destes elementos.

Cabe ressaltar que, embora a analise de vigas sobre base elastica seja um
tema bastante estudado na literatura, raras sdo as referéncias sobre estacas semi-

enterradas, objeto de estudo dessa dissertagao.

1.2.
Objetivos

O presente trabalho estd inserido na linha de pesquisa em Instabilidade e
Dinamica das Estruturas do Departamento de Engenharia Civil da PUC-Rio tendo
sua formulacdo iniciada por Andrade (1993) através da dissertacdo de mestrado
intitulada “Instabilidade e Vibragdes de Colunas Esbeltas Sobre Base Elastica™.
Estudos anteriores sobre vibragdes nao-lineares em sistemas dinamicos, também
serviram de base para o desenvolvimento desta pesquisa (Santee, 1999; Del Prado,

2001).
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Este trabalho tem como objetivo aprofundar o estudo paramétrico do
sistema linear e estabelecer o comportamento do sistema ndo-linear, abordando

aspectos gerais ligados a estabilidade dinamica.

1.3.
Organizagao do Trabalho

O capitulo 2 apresenta a formulagao necessaria para a obtengao do funcional
de energia, tanto para o caso linear quanto para o caso ndo-linear, formulado a
partir do “Principio de Hamilton”. O capitulo 3 refere-se a dedugdo das equacdes
diferenciais para os trechos enterrado e desenterrado da coluna considerando o
funcional do caso linear e a obtencao das solugdes destas equacdes a partir de um
estudo detalhado da equacdo caracteristica de cada equacdo diferencial. A
resolugdo do problema de autovalor permite, no capitulo 4, o estudo da influéncia
dos parametros relativos a rigidez da fundagdo, carregamento e altura da coluna
nas freqiiéncias naturais ¢ modos de vibragdo. O capitulo 5 apresenta a
formulagdo para a resolucdo das equagdes diferenciais obtidas a partir do
funcional de energia ndo-linear através dos métodos aproximados de Galerkin-
Urabe ¢ do Balanco Harmonico. No capitulo 6, tém-se os resultados da analise
ndo-linear para a vibracao livre e para a vibragdo for¢ada, com énfase nos
aspectos relativos as freqiiéncias, amplitudes de vibragao e analise da estabilidade.
Por fim, no capitulo 7, sdo apresentadas as conclusdes e algumas sugestdes para a

continuagao deste trabalho de pesquisa.
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