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Glossario

A-GPS...... Assisted Global Positioning System.
AoA ...... Angle of Arrival.
BPSK ...... Binary Phase Shift Keying.
BS ...... Base Station.
CDMA...... Code Division Multiple Access.
CRLB...... Cramér-Rao Lower Bound.
CTIA ...... Cellular Telephone Industries Association.
DoA ...... Direction of Arrival.
E911 ...... Wireless Enhanced 911.
EBR ...... Estimativa Bayesiana Recursiva.
EKF ...... Extended Kalman Filter.
EML ...... Erro Médio de Localizagao.
EMQ ...... Erro Médio Quadratico.
E-OTD...... Enhanced-Observed Time Difference.
FCC ...... Federal Communications Commission.
fde ...... funcao distribuicao complementar.
fdp ...... funcao densidade de probabilidade.
GDOP...... Geometric Dilution of Precision.

GPS ...... Global Positioning System.
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GSM ...... Global System for Mobile Communications.
id ... independentes e identicamente distribuidas.
IS-95 ...... Interim Standard 95.
LMU ...... Location Measurement Unit.
LOS ...... Line of Sight.
LRT ...... Likelihood Ratio Test.
LS ...... Least Squares.
MEMQ ...... Minimo Erro Médio Quadratico.
ML ...... Maximum Likelihood.
MS ...... Mobile Station.
MSC ...... Mobile Switching Center.
NEMPS ...... NLOS Error Estimation based on Mean Power Scattering.
NLOS ...... Non-line of Sight.
NP ... Neyman-Pearson.
PF ... Particle Filter.
PSAP ...... Public Safety Answering Point.
TDoA ...... Time Difference of Arrival.
ToA ...... Time of Arrival.
UMP ...... Uniformly Most Powerful.
UMTS ...... Universal Mobile Telecommunications System.
us ... Uncorrelated Scattering.
WCDMA. ..... Wide Code Division Multiple Access.
WLS ...... Weighted Least Squares.

WSS ... Wide Sense Stationary.
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A
Notacoes Matematicas

Ao longo do texto, matrizes sao representadas por letras maitsculas
em negrito, vetores por letras minusculas em negrito, e variaveis escalares
por letras maitusculas ou minusculas em itdlico. Outras notagoes utilizadas

sao listadas a seguir:

g nimero complexo v/—1.

c velocidade da luz (c ~ 3 x 10%)
N conjunto dos nimeros naturais
R ... conjunto dos nimeros reais

1 modulo de um escalar.

1 norma (ou distancia) euclideana.

.l maior inteiro menor ou igual ao nimero.
R.] parte real do nimero complexo.
o(.) ... delta de Dirac
In(.) ...... logaritmo natural.
log(.) ...... logaritmo na base 10.
argmax(f(.))...... valor da varidvel  que maximiza f.
argmin(f(.))...... valor da varidvel  que minimiza f.
min f  ...... valor minimo da funcao f.
Iy ... matriz identidade com dimensao N x N.

o  ...... matriz com elementos nulos.
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Loy oo matriz de dimensao n x p com elementos iguais a 1.
(U1, o) et vetor-linha com M componentes.
()T matriz (ou vetor) transposta(o).
det(.) ...... determinante da matriz.
tr(.) ...l soma dos elementos da diagonal da matriz (traco).
diag(v) ...... matriz quadrada cuja diagonal é formada pelo vetor

v e com elementos nulos nas demais posicoes.

[, .. j-ésimo elemento do vetor.
()i e elemento (7, ) da matriz.
of (x : . LN g .
8( 0 matriz cujo elemento (7,7) é dado pela derivada
X —

o parcial da i-ésima componente da imagem de f com
relacao a j-ésima componente do vetor x, calculada
no ponto x = Xg.

E[.] ...... valor esperado da varidvel aleatdria.
Elalb] ...... valor esperado da varidvel aleatéria a condicionado a
uma dada realizagao da variavel b.
Var[.] ...... variancia da variavel aleatoria.
Cov(.,.) «oon.. covariancia entre duas variaveis aleatérias.
Pr(.) ...... probabilidade do evento ocorrer
Pr(A|B) ...... probabilidade do evento A ocorrer dado que ocorreu
o evento B.
xeope(L) x tem funcao densidade de probabilidade dada por
Pz
x~N(m,A)...... vetor aleatério x ¢ gaussiano com vetor-média m e
matriz covariancia A. A notacao é aplicada também
para variaveis escalares gaussianas.
X ~ Ula,b] ...... variavel aleatéria X com distribuicao uniforme no

intervalo [a, b].
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funcao densidade de probabilidade gaussiana com

argumento x e parametros (m, A).

funcao distribuicao cumulativa complementar de

uma variavel gaussiana normalizada e de média nula,
ie, Q(z) = (2m) 2 [ e /2L,

- . _ 2 (oo 42
funcao erro, i.e, erf(z) = NG [ e at

decisao pela hipétese H1 se x for maior que o limiar

1y, caso contrario decide-se pela hipotese HO.
estimativa do vetor v no instante ;.
estimativa a priori do vetor v no instante t.

conjunto {z;, i =1,...,k}


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0116419-CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0116419-CA

B
Estimacao Bayesiana Recursiva

B.1
Introducao

Vaérios problemas de engenharia encontrados na pratica requerem a
estimacao do “estado” de um sistema que se altera ao longo do tempo, com
base em uma série de observagoes (medidas) coletadas seqiiencialmente.
A partir de um modelo de evolucao do estado e caracterizacao estatistica
das medidas, é possivel implementar algoritmos étimos ou sub-6timos de
estimacao (sob o critério de minimo erro médio quadratico) recursivos.

Matematicamente, o problema pode ser colocado da forma a seguir:
considere a evolugao em tempo discreto de um estado {z € R":, k € N}
dada por

Zp — fk(zk—lavk—l)a (Bl)

onde f; : R™ x R™ — R™ ¢é uma fungao (possivelmente nao linear) do
estado z, e do ruido de estado {vi, € R"™, k € N}, sendo este ultimo
uma seqiiéncia de variaveis aleatorias independentes entre si e de zy,
identicamente distribuidas. Admite-se que a matriz covariancia de vy é
conhecida e dada por Q. O problema consiste em estimar recursivamente

7. a partir das medidas
Tr = hy(zk, np), (B.2)

onde hy : R™ x R™ — R" é uma funcao (possivelmente nao linear) e
{n; € R™, k € N} é uma seqiiéncia de varidveis aleatérias iid representando
o ruido de medida, com matriz covariancia conhecida dada por Ry.

Ou seja, no instante de tempo ¢, deseja-se realizar a estimativa de zx 1
(predigao) ou zj (filtragem) baseando-se no conjunto de todas as medidas
disponiveis 71, = {7, 1 = 1,...,k} até o instante t;, e possivelmente na
fungao densidade de probabilidade de z; no instante inicial (p(zo)).

A estimativa de minimo erro médio quadréatico (MEMQ) é a média

a posteriori de z [57][58]. Ou seja, dado o conjunto de observagoes T, a
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estimativa MEMQ é dada por

Zrg = E{zp| T}, (B.3)

0 que requer, a principio, que a funcao densidade de probabilidade a
posteriori seja conhecida ou estimada.

O algoritmo mais utilizado para lidar com este problema ¢é o filtro de
Kalman [54][84]. No entanto, as condigdes para a aplicacdo desta técnica
sao altamente restritivas, ja que exige que as funcoes f, e h; sejam lineares
e que vy e ny, sejam varidveis gaussianas?.

Se estas condigoes nao forem vélidas, o filtro de Kalman tradicional
nao pode ser aplicado e outras alternativas devem ser buscadas, como por
exemplo, o filtro de Kalman estendido (EKF). A técnica utilizada no EKF
consiste em linearizar a equacao de medidas e o modelo de evolugao do
estado aproximando as funcoes fi, e g, por séries de Taylor truncadas. No
entanto, a aproximagcao por série de Taylor pode conduzir a representacoes
imprecisas da funcao nao-linear e das distribuicoes de probabilidade de
interesse. Como resultado, o filtro EKF pode nao convergir [85].

Em funcao disto, novas alternativas para lidar com o problema de
estimacgao recursiva MEMQ foram recentemente propostas na literatura. E

o caso da técnica denominada de “Filtro de Particulas” [70][86][87].

B.2
Estimacao Bayesiana Recursiva

Na estimagao Bayesiana recursiva (EBR) o objetivo é construir a fdp
a posteriori do estado atual z; (p(zg|T1.x)) recursivamente. Em principio
isto pode ser realizado em 2 etapas: predicao e atualizacao.

Supondo que a fdp p(zg_1|7T1.6-1) no instante de tempo t,_; esteja
disponivel, é possivel obter a fdp a priori do estado no instante t; pela

equagao de Chapman-Kolmogorov:
(k| T1-1) = /p(zk|Zk—1, Tik—1)P(Zh-1|T1e—1)dZp 1, (B.4)
que simplifica para

P2k 1) = / P(2l20 1 )p(Z 1| 711 )71 (B.5)

'E possivel aplicar o filtro de Kalman quando o ruido nio é gaussiano, porém nestas
condigoes o desempenho nao é étimo no sentido MEMQ
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utilizando o fato de que a equagao (B.1) descreve um processo de Markov

de ordem um. Por sua vez, a fdp p(zx|zx_1) pode ser determinada por

p(zx|2—1) = /P(Zk\zkhvkl)p(wﬂzk1)de1- (B.6)

Uma vez que p(vy_1|zx_1) = p(Vk_1), a equagao anterior pode ser reescrita

da forma
P(z|2K—1) = /5(Zk — fi1(Zk—1, Vi—1))D(Vi—1)dVi_1, (B.7)

onde §(.) é a fungao delta de Dirac. A fungao delta de Dirac aparece em
(B.7) porque se zx_1 e vi_1 sao conhecidos, entdo z, é obtido através da
relagdo deterministica dada em (B.1). A equagao (B.5) com (B.7) constitui
a etapa de predicao da EBR.

No instante de tempo t, quando obtém-se a medida 1, a fdp de z,

pode ser atualizada utilizando-se a regra de Bayes:

P(Tr|Zk, Tk 1)P(Zk| T101) _ P(Tx|Za)p(Z0| 71k 1)

P(Zk| Tk, Tl:k—l) =
N——

p(Tr|T1H-1) a p(Tr|T1H-1)
T1:k
(B.8)
onde o denominador de normalizagao é dado por
p(Tk|7'1:k—1) = fp(Tk|Zk, Tl:k—l)p(zk|71:k—1)dzk (B 9)

= fp(Tklzk)p<Zk|Tl:k71)de-

Por sua vez a fdp condicional de 7 dado zk, p(Tk|2zx), é definida pela

equagao de medida (eq. (B.2)) e pela estatistica (conhecida) de n:

p(Tilz) = [ p(Tr|ze, np)p(ny)dny,

= fé(Tk — hk(Zk, nk))p(nk)dnk (Blo)

As relagoes de recorréncia apresentadas nas equagoes (B.5) e (B.8)) represen-
tam a solucao formal para o problema de EBR. Solugoes étimas (no sentido
de MEMQ) para este problema existem, sendo as mais importantes o filtro
de Kalman e os métodos baseados em grid. Quando estas técnicas nao po-
dem ser aplicadas, é necessario de técnicas sub-6timas, como por exemplo

o EKF, o filtro Unscented ou o filtro de particulas.
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B.3
Métodos para estimacao Bayesiana recursiva

B.3.1
Algoritmo Otimo

Filtro de Kalman

Para o uso de filtro de Kalman admite-se para o problema que

— Vi_1 e ng devem ser variaveis Gaussianas de parametros conhecidos
— fi(zx_1, vi—1) deve ser conhecida e linear

— hy(zg, ng) deve ser conhecida e linear

Ou seja, as equagoes (B.1) e (B.2) podem ser reescritas por

Z, — Fka_1+Vk_1 (B].].)
Ty = Hpzp + 1y (B.12)

onde F; e Hy sao matrizes conhecidas definindo as funcoes lineares. Com
estas suposicoes é possivel provar que as distribuicoes de z, a priori e a
posteriori sao Gaussianas e portanto completamente caracterizadas por suas
médias e matrizes covariancia.

Dadas estas suposicoes e usando as equagoes (B.5) e (B.8), é possivel

estabelecer a seguinte relagao recursiva:

mgp1 = Frmg (B.13)
Pii1 = Qui1+FPr1, Fi (B.14)
my, = my 1+ Ki(rmp —Himg 1) (B.15)
P, = Pii1 — KiHyPpjpy (B.16)

onde my_1,my e Py, Pi representam os vetores-média e matrizes

covariancia das fdp’s (a priori e a posteriori) de zg, e

Sy = HiP.: H] + Ry (B.17)
K, = Py, H/S;! (B.18)
(B.19)

representam a matriz covariancia do termo de inovacao T, — Hymy 1, € 0

ganho de Kalman, respectivamente. As matrizes Qi_1 e Ry sao as matrizes
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covariancia dos ruidos vi_; e ng. A estimativa MEMQ de z, é dada por
Zk = 1my.

Esta é a solucao 6tima para o problema de EBR se as hipdteses
mencionadas forem validas. Isto quer dizer que em um cendrio linear e

Gaussiano, nenhum método supera o filtro de Kalman.

B.3.2
Algoritmos Sub-Otimos

Em muitas situacoes de interesse as técnicas 6timas de EBR nao
podem ser aplicadas e portanto sao necessarias aproximagcoes para o calculo
recursivo da fdp a posteriori de z,. Duas das principais alternativas para

problemas nao-lineares sao:

— filtro de Kalman estendido (EKF)

— filtro de particulas

Filtro de Kalman Estendido

Se as equagoes (B.1) e (B.2) nao puderem ser escritas da forma
mostrada em (B.11)) e (B.12) porque as fungoes nao sao lineares, entdo uma
alternativa é linearizar localmente estas equagoes truncando-se a expansao
em série de Taylor de fj e hy no segundo termo (aproximacao de primeira
ordem). A técnica EKF baseia-se nesta aproximagao para utilizar a mesma

formulacao de Kalman. Ou seja, a EBR neste caso é dada por

mgr 1 = fp(my_q) (B.20)
Pir1 = Qu+FPy  Ff (B.21)
my; = myy 1+ Kg(7p —hp(my 1)) (B.22)
P = Pui— KHiPr (B.23)

onde agora as funcoes f;, e hy sao nao-lineares, e F;, e Hy sao matrizes dadas

por
8f;£1) af]il)
0z1 8an
Z=mg—1 Z=mg_1
~ dfk(Z)
z Z=Mmg—1 q¢(nz) (nz)
Uy = O =
0z1 aznz
Z=my_ 1 Z=mpg_1
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(1) (1)
on on
021 Ozn,
Z=my jo_1 Z=mpg k—1
~ dhk V4 ’ ’
Z
z:mk’k_l (TLT . nr
on{") on{")
0z1 8znz
Z=mMy k1 Z=mMpg k1

onde z,, e f,gm) representam as m-ésimas componentes de z e da imagem de

fi.(.), respectivamente, e

S, = H.P., H! +R, (B.26)
K, = P,,HI'S ' . (B.27)

A EKF, portanto, considera que p(zg|T1x) é Gaussiana (pois segue
Kalman) e realiza aproximagoes de primeira ordem aos termos 6timos. Estas
aproximacoes, no entanto, podem introduzir grandes erros na estimativa da
média e covariancia a posteriori da varidvel (vetor) aleatério propagado ao

longo do tempo.

Filtro de Particulas

Definicao

O filtro de particulas (PF), ou amostragem por importancia seqiiencial
(SIS-Sequential Importance Sampling), representa uma alternativa ampla-
mente considerada na literatura para o problema de EBR em modelos nao-
lineares e nao-Gaussianos?, tendo sido aplicado em 4reas como: navegacao
de robds méveis [89], treinamento de redes neurais [90], equalizacao cega
[72][91] etc. A idéia-chave desta técnica é representar a fdp a posteriori
do estado a ser estimado de forma discreta, ou seja, utilizando funcgoes de
ponto de massa. Estas fungoes sao denominadas de particulas e geradas em

uma simulacao por Monte-Carlo, segundo a metodologia de amostragem por

importancia.

Seja {z&, wl(f)} uma medida aleatoria discreta que caracteriza a fdp a
posteriori p(zo.x|T1.x), onde {z(()%,i =0,..., N} é um conjunto de pontos
suporte com pesos associados {w,(:),i =0,....,Ny}ezo ={2;,7=0,...,k}

¢é o conjunto de todos os estados até o instante t;. Os pesos sao normalizados,

2Para leitores com maior interesse no assunto, recomenda-se como leitura inicial as
referéncias [70][83][87][88].
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tal que ), w,(:) = 1. Considera-se que a densidade a posteriori em ¢; pode

ser aproximada por
p(Zox|T1k) Zw (Zok — Z[()Z)k) (B.28)

A medida que o numero de “pontos suporte” gerados torna-se elevado,
qualquer funcional de interesse da fdp a posteriori calculado com base nesta
caracterizagao pode convergir para o seu valor verdadeiro. Ou seja, pela lei

forte dos grandes nimeros, é possivel afirmar que [85]

1

Fth@- Nsaoo/ft 20:)P(20:k | T 1.1 ) dZo.k (B.29)
S =1

onde f; : R"* — R": é alguma funcao de interesse. Para o calculo da
estimativa de MEMQ), fi(Zo.x) = Zo:k-

Os pesos na equagao (B.28) sao escolhidos pelo principio de amos-
tragem por importancia (importance sampling). Este principio baseia-se no
seguinte. Suponha que p(z) o« 7(z) é uma densidade de probabilidade da
qual é dificil de se gerar amostras aleatorias, mas que é conhecida. Além
disso, sejam () ~ q(z), i = 1,..., N,, amostras geradas de uma dada den-
sidade ¢(.), chamada de densidade de importancia. Entao, uma aproximagao

para a densidade p(.) é dada por

Ns
T) ~ Zw,(:)é(x — z®). (B.30)
i=1
onde (=)
0 _ ™) B.31
q(z®) (B31)

¢é o peso normalizado da i-ésima particula.
Portanto, se as amostras z((& forem geradas de uma densidade por
importancia q(zo.x|T1.%), possivel de ser implementada, entao os pesos em

(B.28) podem ser calculados por (B.31), ou seja

(4) - p(ZO:k’Tl:k)

w B.32
F CI(ZO:k|7'1:k) ( )

Retornando ao caso seqiiencial, em cada iteracdo haverda amostras (e
pesos correspondentes) representando uma aproximagao para p(zo.x|T1.6-1),

e deseja-se representar p(zo.x|T1.x) com um novo conjunto de amostras. Se
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a densidade por importancia tiver a propriedade

(Zok|T1:6) = (28| Z0:k—1, T1:8)U(Z0:k—1 | T1:0—1) (B.33)

entao é possivel provar que p(zo.|71.,) pode ser representado pelo conjunto
{zé?,c, w,(f)}, onde Z(()ZL ¢ gerada da densidade ¢(zx|2o.x—1, T1.1) € 08 pesos w,ii)

sdo calculados iterativamente através de

o Pzt pE |z )

wy” o wy”
q(z |25, 1 T1)

(B.34)

Se q(z,&i)\zo;k,l,ﬁ;k) = q(z,(f)\zk,l,Tk) (caso mais comum), entdo a
densidade por importancia torna-se dependente apenas de z;_1 e 7. Neste
(1)

caso, somente z,’ necessita ser armazenado, e portanto a equagao (B.34)

pode ser simplificada para

(@) @), (4)
- 4 TLZ z,’|z
w,(:) ocw,(;)lp< d k )p( ;| k_l), (B.35)

a(z |1 7)

e a densidade a posteriori pode ser aproximada por

p(zp|T10) & Zwkj)a z\"). (B.36)

Fendémeno de Degenerescéncia

Um problema comum que ocorre com o filtro de particulas é o cha-
mado fenomeno de degenerescéncia, onde apos algumas iteragoes, todas as
particulas, exceto uma, tém peso associado desprezivel. E possivel demons-
trar que a variancia dos pesos pode apenas aumentar com o tempo, e por-
tanto, ¢ impossivel evitar o fenomeno de degenerescéncia. Quando ocorre
este fenomeno, a aproximacao por particulas da fdp a posteriori é imprecisa
e o método torna-se inadequado. Uma medida da degenerescéncia do algo-

ritmo pode ser dado pelo parametro N.¢s, numero efetivo de amostras, que

¢é dado por
Ny
Nepp = ———&0 (B.37)
1 + Var(w,”)
onde 71),(:) = p(z,(j)|7'1:k)/q( )|zk 1> Tk) € denominado de “peso verdadeiro”.

Este parametro nao pode ser calculado com exatidao, mas uma estimativa


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0116419-CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0116419-CA

Estimacao Bayesiana Recursiva 197
de seu valor é dada pela expressao

=1

Negs = [i(w,%?] : (B.38)

Obviamente o fenomeno de degenerescéncia é um efeito indesejavel na es-
timacao recursiva por filtro de particulas. Existem duas maneiras para evitar
este problema: a)uma escolha apropriada da densidade por importancia e,

b) uso de reamostragem.

Escolha da densidade por importancia

A densidade por importancia deve ser escolhida de forma que Var(iwy})
seja minimizada e conseqlientemente N,¢; possa ser maximizado. A funcao

densidade por importancia détima que minimiza Var(tbg)) condicionado a

ZI(Q1 e T ¢ dada por
(%) _ ()
q(zk|2;” 1, Th)ot —p(zk|zk—1>Tk)
p(Tk’Zkazgzl)

p(Tk|Zl(£1)

p(zilz)) (B.39)

Y

Substituigao de (B.39) em (B.35) resulta em
wl ocuwip(milz)

; ; (B.40)
=w | [p(rilzy)p(z,|2)" ) dz,

Esta escolha para a densidade por importancia é 6tima uma vez que
dado z,@l, w,(;) assume o mesmo valor, qualquer que seja o valor da amostra
gerada de q(zk]z,(le, 7). Portanto, condicionado a z,(;zl, Var(u?,(:)) =0.

No entanto na maior parte das aplicacoes nao é possivel utilizar a
densidade por importancia 6tima. Para isto, seria necessario gerar amostras
a partir de p(zk|z§21,7'k) e calcular a integral de (B.40), e isto é possivel
para condigoes restritas (por exemplo quando o espago de estados é dis-
creto). Uma alternativa é construir aproximagoes sub-6timas para a densi-
dade por importancia utilizando-se técnicas de linearizagao locais. Tais line-
arizagoes usam uma densidade por importancia Gaussiana para aproximar
pzlzy. 7).

A escolha mais conveniente para a densidade por importancia, do

ponto de vista de implementacao, é

(2|2 4) = plzilz” ) (B.41)
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Substituindo (B.41) em (B.34) resulta

w,(;) x w,(filp(rﬂz,(j)) (B.42)
Observa-se que neste caso as medidas 7, sao desprezadas no processo de
geracao das particulas, o que nem sempre é desejavel. Embora a densidade
mostrada em (B.41) seja amplamente utilidade por sua praticidade, em
muitos casos uma escolha mais cuidadosa da fdp por importancia pode

melhorar o desempenho do filtro.

Reamostragem

O segundo método pelo qual o fendmeno de degenerescéncia pode ser
reduzido é denominado de reamostragem. A idéia basica da reamostragem ¢é
eliminar partl'culas que tém peso relativamente pequeno, gerando-se novas

particulas , {z } *1, com fdp dada por

N,
=Y wi(z—2) | (B.43)
=1

onde z,(;) ¢ a 1-ésima particula antes do processo de reamostragem. Na

pratica isto corresponde a gerar amostras zé) tal que Pr(zé) = z; )) = w(j )
As amostras resultantes sao iid, com distribuigao dada por (B.43). Apds a

reamostragem os pesos associados a {Z,(;) Zstl sao todos iguais, i.e,
@) = 1/N,, i=1,...,N,. (B.44)

A reamostragem sistemdtica, isto €, fazer a reamostragem a cada
iteragao, ¢ um procedimento muito utilizado nos diversos métodos de
filtragem por particula. No entanto, o esfor¢co computacional adicional para
realizd-la deve ser considerado.

Talvez a melhor alternativa seja considerar uma solucao de compro-
misso, em que a reamostragem é feita somente quando Neff < N, /k, onde

k (> 1) é um fator a ser escolhido.
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