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Resumo  

            

Compósitos cimentícios estão ganhando cada vez mais relevância na indústria 

da construção civil. No entanto, as diretrizes para o projeto do material compósito 

e dos seus elementos estruturais são ainda incipientes, pois mecanismos de ponte 

de transferência de forças providos pelas fibras ainda estão sob investigação. Este 

trabalho apresenta uma estratégia de modelagem de elementos finitos que leva em 

consideração a estrutura de nível mesoestrutural do material cimentício reforçado 

com fibras. Desta forma, quatro fases do material são consideradas no modelo 

numérico: agregados graúdos, argamassa, zona de transição interfacial (ZTI) e 

fibras. A argamassa e os agregados são modelados usando elementos contínuos 

triangulares com comportamento linear-elástico. As fibras são incluídas usando 

elementos de treliça unidimensionais acopladas a elementos bidimensionais 

contínuos. Uma técnica de fragmentação de malha é usada para introduzir 

elementos de interface nas arestas dos elementos de argamassa e na interface entre 

agregados e argamassa para representar a ZTI. O método Take-and-Place, proposto 

por Wriggers e Moftah (2006), foi adotado neste estudo para incluir agregados no 

modelo. Primeiro, os agregados são gerados seguindo uma curva de Fuller, que 

define um empacotamento entre os agregados perfeitos. Na segunda fase, os 

agregados são introduzidos no modelo garantindo a não sobreposição entre eles. 

Finalmente, as fibras são adicionadas. Para validar a metodologia proposta, testes 

experimentais foram simulados com sucesso em um framework de simulação 

numérica – GeMA. Por fim, o trabalho explora a influência do empacotamento 

fibra-agregado na resposta mecânica e nos padrões de fraturamento de compósitos 

cimentícios fibrosos.  

Palavras – Chave  

Concreto Reforçado com Fibras, Análise Multiescala, Métodos dos 

Elementos Finitos 
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Fratura em Concreto Reforçado com Fibras. Rio de Janeiro, 2022. 
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Ambiental, Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro. 
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Abstract  

Fiber Reinforced Concrete (FRC) materials are gaining more relevance in 

the construction industry. However, the guidelines for the design of the composite 

material and of structural elements thereof are incipient and the stress bridging 

mechanisms are still under investigation. This work presents a finite element 

modelling strategy that takes into account the material meso-level structure. Four 

phases of the FRC material are considered in the model: coarse aggregates, mortar, 

interfacial transition zone (ITZ), and fibers. The mortar and aggregates are 

modelled using triangular linear elements with linear–elastic behavior. Fibers are 

included using one-dimensional truss elements which are coupled to the matrix 

through the technique proposed by Congro (2021). Zero-thickness interface 

elements are introduced at the interface between mortar elements, and at the 

interface between aggregates and mortar to represent the ITZ. The Take-and-Place 

method, obtained from Wriggers and Moftah (2006), was adopted in this study to 

include aggregates in the model. First, the aggregates are generated following a 

Fuller’s curve that means a perfect aggregate package. In the second phase, the 

aggregates are placed in the model without overlapping. Finally, fibers were added. 

A mesh fragmentation technique is used to introduced zero-thickness interface 

elements at the interface between mortar elements, and at the interface between 

aggregates and mortar to represent the ITZ. To validate the proposed methodology, 

direct tensile test models were successfully reproduced in finite element analyses 

performed in an in-house framework – GeMA. Based on the obtained results, the 

authors could explore the influence of the fibers-aggregate packing in the 

mechanical response of the composite material. 

Keywords:  

Fiber Reinforced Concrete, Multiscale Analysis, Finite Element Methods 
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1  

Introdução  

1.  

 

 

 

1.1  

Motivação 

Nos últimos anos, a utilização de materiais compósitos cimentícios vem 

ganhando notória relevância na engenharia estrutural devido ao desenvolvimento 

de materiais mecanicamente cada vez mais eficazes. Em conjunto com a demanda 

por novos materiais, os compósitos cimentícios fibrosos (CRFs) podem, ainda ser 

bem vistos quando aliados a uma medida sustentável que visa reutilizar materiais 

como reforço mecânico em matrizes predominantemente frágeis, como, por 

exemplo, polipropileno, fibras naturais, dentre outras. Portanto, inúmeras pesquisas 

têm sido realizadas mundialmente com o objetivo de estudar profundamente os 

mecanismos inerentes ao ganho de performance mecânica resultante da interação 

entre fibra e matriz.  

Diversos ganhos podem ser observados no comportamento de compósitos 

quando fibras são adicionadas, dentre os quais destaca-se: o ganho de ductilidade e 

ganho de capacidade de absorção de energia denotado pela maior capacidade de 

sofrer deformações plásticas antes do colapso. Aliado a isso, muitas vezes observa-

se o ganho de resistência residual após a matriz começar a fraturar. Então, as fibras 

são responsáveis por agir como uma barreira à propagação das fraturas, 

possibilitando que quando essas começam a se formar as concentrações de tensões 

nas pontas das fraturas, possam ser redistribuídas para regiões não danificadas. 

Portanto as fibras atuam também como pontes de transferência de tensões entre as 

fraturas (Naaman, 2018; Neville, 2011). 

No Departamento de Engenharia Civil e Ambiental da PUC-Rio, estudos 

experimentais e numéricos têm sido desenvolvidos nos últimos anos com o intuito 

de compreender com profundidade o comportamento de materiais compósitos 
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cimentícios fibrosos. Esses estudos partem da investigação e da compreensão de 

diversos efeitos físicos locais inerentes ao comportamento da matriz e das fibras, 

assim como da interação entre ambos os materiais. Experimentalmente, diversos 

tipos de reforços fibrosos foram investigados, dentre os quais: fibras metálicas, 

fibras de polipropileno e fibras vegetais (Monteiro et al., 2018; Manfredi & Silva 

(2020) De Sá et al., 2020; Ferreira et al., 2021). Em contrapartida, outros autores 

do DEC/PUC-Rio atuam no desenvolvimento de metodologias numéricas e de 

ferramentas na área da Mecânica Computacional e Dano e Fratura em Materiais 

para modelagem e simulação do concreto e de compósitos cimentícios fibrosos 

(Rueda Cordero, 2019; Congro, 2020; Mejia et al., 2020;  Moraes et al., 2020; 

Santos et al., 2021; Abreu et al., 2022). Desta forma, ao se aliar as investigações 

numéricas e experimentais, um grande número de pesquisas notórias tem sido 

desenvolvido visando compreender o efeito da adição de fibras e sua interação com 

as fraturas em diversas escalas de observação do comportamento dos compósitos 

cimentícios fibrosos.  

Nas últimas décadas, a fim de analisar elementos estruturais compostos por 

CRF e determinar a seu comportamento global, diversos modelos matemáticos 

foram propostos. Entretanto, a propagação do dano e fratura em materiais 

cimentícios é um fenômeno físico multiescala, pois, se inicia na escala 

microscópica (microfissuras e poros) e propaga-se pela mesoestrutura até que se 

formem as macrofissuras. A nível macroscópico, modelos de homogeneização 

aliados ao Método dos Elementos Finitos (MEF) foram empregados. Contudo, para 

investigar os os mecanismos de dano e propagação de fratura, formulações 

matemáticas mais robustas e metodologias mais refinadas que consideram a 

meso/microestrutura do CRF e tratam as heterogeneidades de forma discreta são 

demandas (Häussler-Combe et al., 2020; López et al., 2008; Tejchman & Bobiński 

2013; e Jirásek & Bazant, 1995). 

Na mesoescala, poucos são os estudos e modelos numéricos apresentados na 

literatura capazes de representar o CRF com a presença explícita das 

heterogeneidades (fibras e agregados) Naderi & Zhang (2020). Para tal deve-se 

considerar a construção de modelos multifásicos com a presenta dos quatro 

componentes principais: argamassa, agregados, fibras e a zona de transição 

interfacial (ZTI). A ZTI é a região da interface entre os agregados e a pasta 
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cimentícia e tem dimensões variáveis entre 1𝜇𝑚 até 100 𝜇𝑚. Esta região é 

predominantemente mais porosa em resultado ao efeito parede resultante da 

diferença entre as dimensões do agregado e dos grãos de cimento. Tal diferença faz 

com que o agregado atue como uma mini parede que perturba a uniformidade da 

distribuição dos grãos de cimento, assim, uma região menos densa é formada no 

entorno do agregado, logo uma maior porosidade pode ser observada. Como 

consequência, a ZTI nos modelos numéricos é a grande responsável pelo 

surgimento das primeiras micro fraturas (Bazant & Planas, 1998; Mehta & 

Monteiro, 2006).  

Portanto, visando estender a modelagem de materiais cimentícios compósitos 

ao nível mesoestrutural cujas fibras, argamassa, agregados e ITZs são simulados 

explicitamente, este trabalho apresenta uma metodologia robusta para gerar 

modelos multiescala multifásicos para investigação dos mecanismos de dano e sua 

influência no comportamento global de elementos estruturais de CRFs. Não 

somente, formulações matemáticas adicionais são descritas, como a formulação de 

acoplamento das fibras proposta por Congro (2020), a formulação de modelos de 

dano coesivo para simulação das fraturas com elementos de interface coesivos, 

assim como uma breve descrição a respeito da sua formulação.  

 

1.2  

Objetivos 

O objetivo deste trabalho é investigar o comportamento mecânico de 

elementos estruturais compostos por concreto reforçado com fibras (CRF) por meio 

de modelos numéricos multiescala multifásicos com duas fases (fibra e concreto) e 

com quatro fases (fibras, argamassa, agregado e ITZ) usando o MEF.  

Neste sentido, de maneira a atingir o objetivo principal deste trabalho, 

alguns objetivos secundários são apresentados: desenvolver um algoritmo capaz de 

gerar os modelos mesoestruturais do concreto; estender a formulação de elementos 

compósitos visando incluir diferentes modelos constitutivos para as fibras. Não 

obstante, incluir esses avanços às fibras que cortam os elementos de interface; 

validar as formulações implementadas usando ensaios experimentais apresentados 

na literatura.   

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 2012273/CA



20 

 

 

 

 

1.3  

Organização da Dissertação  

Este trabalho é constituído por sete capítulos descritos a seguir. Esta 

introdução compõe o Capítulo 1 do trabalho. 

O Capítulo 2, apresenta os principais aspectos da composição e do 

comportamento de CRFs e os principais mecanismos físicos resultantes da adição 

das fibras são explanados. Nesse capítulo apresentam-se os trabalhos da literatura 

que contribuíram em diversas etapas da elaboração da metodologia multiescala 

apresentada neste.  

Já o Capítulo 3 traz a descrição teórica das técnicas numéricas empregadas 

para simulação do dano e fratura em CRFs. Apresenta-se uma breve descrição sobre 

a formulação do MEF voltada para os elementos de interface aqui adotados e 

também de modelos de dano coesivo empregados. Em conjunto com essas 

formulações, uma breve descrição da formulação do elemento com fibras 

embebidas é também apresentada. Por fim, modelos numéricos bifásicos são 

apresentados e seus resultados discutidos.  

As adaptações necessárias para estender a construção de modelos bifásicos 

para modelos multifásicos são apresentadas no Capítulo 4. Conceitos relacionados 

à geração aleatória de agregados, regras de não sobreposição entre as fases e 

geração das malhas de elementos finitos dos modelos são apresentados. Finalmente, 

o capítulo traz validações dos modelos multifásicos propostos.  

No Capítulo 5, aplicações que consideram modelos com malhas 

concorrentes, ou seja, que aliam duas escalas (macroescala e mesoescala 

multifásica) são apresentadas.  Ensaios experimentais em escala real são modelados 

numericamente e comparações entre as respostas numéricas e experimentais são 

feitas a fim de validar a metodologia aqui apresentada.  

Finalmente, as conclusões e sugestões para trabalhos futuros são 

apresentadas no Capítulo 6. 
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2  

Fundamentação Teórica  

2.  

 

 

 

2.1  

Concreto Reforçado com Fibras 

 Materiais compósitos são materiais cujas propriedades de dois ou mais 

materiais são combinadas de maneira a produzir um material primário com 

propriedades otimizadas, que não estão presentes em um único material. Ao longo 

dos últimos anos, a Engenharia Civil em conjunto a evolução da tecnologia dos 

materiais tem desenvolvido compósitos estruturais cada dia mais eficientes. Um dos 

materiais que mais tem se destacado é o concreto reforçado com fibra (CRF), cujas 

fibras atuam como um reforço estrutural eficaz promovendo um ganho de 

ductilidade, durabilidade e até mesmo de capacidade de carga em elementos de 

concreto armado. Desta forma, o capítulo a seguir apresenta uma breve revisão da 

literatura sobre o emprego de fibras como reforço estrutural em compósitos 

cimentícios.   

 

2.1.1  

Breve Histórico 

 O uso de fibras como reforço na construção civil tem seu relato mais antigo 

no Egito Antigo nas Sagradas Escrituras, com o uso da fibra como recurso para a 

fabricação de tijolos (Êxodo 5, 6-7). Outras aplicações na antiguidade são relatadas 

em manuscritos, dentre as quais destacam-se o uso de pelos de cavalo,  fibras de 

amianto e fibras de palha na concepção de blocos de argila (Naaman, 2018).  

Historicamente, a técnica de adotar fibras como reforço fibroso também 

esteve presente na construção de importantes monumentos por grandes civilizações 
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do passado, como na construção da Muralha da China. (Casagrande, 2001 apud 

Congro, 2020). 

Já em tempos mais recentes, Naaman (2000) relata as invenções do francês 

Joseph Louis Lambot no século XIX, que combinou malhas de ferro com cimento 

e apresentou as primeiras aplicações do que viria a se tornar o que chamamos de 

ferro-cimento e, posteriormente, concreto armado. Essa primeira ideia não tomou 

grandes proporções quanto ao seu uso naquela época, assim como várias outras 

aplicações daquele tempo. Esse período ficou marcado pelo surgimento de ideias e 

patentes que não ganharam relevância significativa quanto a sua aplicabilidade, 

como pode ser observado com a primeira patente de concreto reforçado com fibras 

apresentada por Berard em 1874.  

A consolidação efetiva quanto ao emprego de CRF e o notório 

desenvolvimento tecnológico do mesmo veio a partir de meados da década de 1960, 

no trabalho de Romualdi e Mandel (1964). Eles estudaram o efeito de fibras curtas 

distribuídas uniformemente na resistência à tração e na ductilidade do concreto. 

Segundo Naaman (2018), esse trabalho é o ponto chave que motivou o início de 

estudos científicos para a compreensão do comportamento mecânico dos materiais 

compósitos fibrosos. Tal evolução contou com o surgimento, a consolidação e a 

expansão de métodos numéricos e experimentais modernos que possibilitaram a 

compreensão do comportamento e dos mecanismos resultantes da adição das fibras 

e sua interação com matrizes cimentícias (Figueiredo, 2011; Naaman, 2018). 

Nas décadas seguintes, as fibras passaram a ser empregadas com notória 

frequência como um reforço mecânico eficiente para prover melhorias na 

performance de materiais cimentícios compósitos. Com essa estratégia, 

pesquisadores puderam desenvolver materiais com melhores resistências à tração, 

compressão e flexão com grandes ganhos em termos de performance estrutural.  

 

2.1.2  

Composição 

Diversos tipos de fibras têm sido utilizados na composição de CRF, 

atualmente. Essas são comumente classificadas segundo a sua composição física, 

como fibras de aço, polipropileno, vidro, carbono, sintéticas e naturais. Diversos 
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são os tipos de fibras naturais existentes, sendo as mais usuais as fibras de sisal, 

bambu, juta, dentre outras. A Tabela 2.1 apresenta propriedades geométricas e 

mecânicas das fibras mais comumente empregadas.   

Tabela 2.1 - Propriedades mecânicas de tipologias comuns de fibras. (Adaptado de Bentur, 

Mindess, 2007) 

Material 
Diâmetro 

(µm) 

Densidade 

(g/cm³) 

Módulo de 

Elasticidade  

(GPa) 

Resistência à 

Tração  

(GPa) 

Aço 5-500 7,84 190-210 0,5-2 

Vidro 9-15 2,6 70-80 2-4 

Amianto 0,002-0,5 2,6 160-200  3-3,5 

Polipropileno 20-200 0,9 1-7,7 0,5-0,75 

Kevlar 10 1,45 65-133 3,6 

Carbono 9 1,9 230 2,6 

Nylon  - 1,1 4,0 0,9 

Acrílico  18 1,18 14-19,5 0,4-1,0 

Polietileno - 0,95 0,3 0,0007 

Sisal 10-50 1-50 - 0,8 

 

Quanto à geometria, inúmeras são as configurações existentes no mercado: 

fibras retas, deformadas, com ancoragem, onduladas, entre outras, Figura 2.1. As 

modificações adotadas visam aumentar a sua eficiência como reforço. As fibras 

metálicas, devido à sua alta resistência e módulo de elasticidade, podem ser 

empregadas como reforço primário garantindo uma maior capacidade de suporte de 

carga ao compósito. Elas também podem ser adotadas como reforço secundário em 

busca de reduzir o custo e a quantidade de armadura principal do elemento. Disto, 

provêm mecanismos de controle de fissuração, aumento de resistência ao impacto, 

resistência a altas temperaturas e também à umidade. (Bentur & Mindess, 2007; 

Congro, 2020) 
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Figura 2.1 - Tipos de fibra de aço utilizadas em FRC (adaptado de Wille & Naaman, 2012). 

Fibras naturais e de vidro trazem a suscetibilidade a agentes agressivos 

presentes no meio que estão inseridas, não sendo tão viáveis quanto fibras de aço e 

sintéticas (ACI Committee 544, 2008). No caso das fibras de vidro, essas 

apresentam uma perda de durabilidade pela degradação química pelo hidróxido de 

cálcio presente na matriz, o que pode provocar perda de resistência e redução da 

área efetiva das fibras (Bentur & Mindess, 2007). 

Fibras sintéticas são empregadas em sua maioria para atuar contra o 

surgimento  de fissuras resultantes da retração, ou seja, não atuam como um reforço 

mecânico, mas, prioritariamente, como um reforço secundário (Bitencourt Júnior, 

2015). Essas possuem uma grande aplicabilidade no mercado, mas trazem uma 

baixa resistência ao fogo, sensibilidade ao sol e oxigênio, e baixa aderência à matriz 

cimentícia. Portanto, para o uso seguro de fibras sintéticas, como polipropileno, são 

necessários alguns tratamentos em sua superfície para a melhora de seu 

desempenho (Cifuentes et al., 2013). 

A resistência do compósito está diretamente ligada à resistência das fibras 

empregadas e ao teor volumétrico de fibra no compósito. Portanto, é fundamental 

que haja uma correta especificação da quantidade de fibras a ser adicionada à matriz 

tendo em vista a geometria das fibras, a forma e a resistência mecânica das mesmas. 

Não obstante, a resistência da matriz e a dimensão dos agregados empregados 

presentes na composição também são importantes fatores para o comportamento 

global final do compósito (Silveira, 2018). 
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2.1.3  

Classificação e Comportamento  

 No concreto simples, a baixa resistência à tração é associada diretamente à 

sua reduzida capacidade de interromper a propagação das fissuras quando ele está 

submetido a solicitações de tração. Ao contrário da fissuração do concreto na 

compressão que ocorre pela união de inúmeras microfissuras, a fissuração na tração 

ocorre pela união de algumas poucas fraturas que surgem e não encontram barreiras 

na sua propagação (Mehta & Monteiro, 2006). As fibras, quando adicionadas, 

promovem não somente uma barreira para propagação das fissuras, mas também 

uma ponte entre as faces das mesmas, minimizando a concentração de tensões 

comumente observada nas pontas das fissuras, conforme ilustrado na Figura 2.2.  

Os principais benefícios provenientes da adição de fibras em matrizes 

cimentícias são resultantes do mecanismo de transferência de tensões 

proporcionado pelas fibras que atravessam fissuras e atuam de maneira a 

redistribuir as tensões, reduzindo a concentração de tensões na ponta das fissuras e 

atuando contrariamente à abertura e propagação das fraturas. Esse efeito é definido 

como ponte de transferência de tensões ou em inglês Fiber Bridging. 

 

Figura 2.2: Descrição do mecanismo de uniformização da tensão devido à presença das 

fibras (Adaptado de RILEM, 2002). 

 Dessa forma, visando propor uma classificação universal para o CRF, 

Naaman e Reinhardt (2006) propõem uma nomenclatura que tem em vista o 

comportamento elastoplástico do CRF, o que em termos da curva de tensão-

deformação para corpos de prova tracionados, podem apresentar duas possíveis 

respostas:  endurecimento (em inglês - Strain Hardening) e amolecimento (em 

inglês - Strain Softening), conforme ilustra a Figura 2.3. 
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Figura 2.3 - Comportamento constitutivo elastoplástico à tração do concreto com fibras. (a) 

Amolecimento; (b) Endurecimento. 

No Brasil, Figueiredo (2011) apresenta uma classificação muito similar à 

supracitada. Entretanto, define que o teor volumétrico de fibras é o que determina 

como a curva constitutiva do CRF irá se comportar. Ou seja, um teor crítico é o 

limiar entre ambos os comportamentos: CRFs com teores volumétricos superiores 

ao crítico, observa-se o endurecimento, e CRFs com teores inferiores ao crítico, o 

comportamento de amolecimento será apresentado. A ideia de se determinar um 

volume crítico foi proposta inicialmente por Aveston et al.,, (1971), que idealizaram 

um compósito com comportamento elastoplástico perfeito, com fibras contínuas e 

alinhadas na direção do esforço principal. 

O comportamento de CRFs com amolecimento é caracterizado pelo 

decaimento da rigidez global após o valor da resistência característica da matriz ser 

atingida. Neste momento as fibras começam a ser solicitadas e atuam restringindo 

a abertura das primeiras fraturas, garantindo um controle do processo de fissuração. 

Portanto, não se observa ganho de resistência em termos de capacidade de suporte 

de carga, mas sim, um ganho de ductilidade do material ilustrado pela maior 

deformação da peça antes da sua ruptura. Nesse sentido, é possível observar que as 

fibras restringem o acelerado processo de fissuração, mas sem retardar seu início, 

que é controlado estritamente pela resistência à tração da matriz. (Naaman 2018; 

Rokugo et al.,1989 e Wittmann et al.,, 1988) 

Já em CRFs, cujo comportamento pós-pico apresenta o endurecimento, o 

reforço atua de maneira muito mais eficaz que no amolecimento. Observa-se ganho 

não só de ductilidade pós-pico, mas também de resistência pós-fissuração do 

material, representada pela tensão de ruptura do compósito ser maior que a tensão 
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de ruptura da matriz. Nesses materiais, comumente são observados elevados teores 

volumétricos de fibra que possibilitam um número mais elevado de fibras 

atravessando uma fissura. Portanto, observa-se que as tensões críticas provenientes 

da formação das primeiras fissuras são redistribuídas para regiões ainda íntegras da 

matriz e, desta forma, é possível observar múltiplas microfissuras em todo o corpo 

do compósito.  

Cabe ressaltar que maiores teores volumétricos podem aumentar a 

performance do compósito; entretanto, elevados teores podem gerar efeitos 

negativos na trabalhabilidade e nas propriedades mecânicas endurecidas do CRF 

devido a um empacotamento inadequado entre as partículas e em um elevado 

volume de vazios. Desta forma, um teor ótimo é indicado para assegurar um 

comportamento dúctil ao CRF, e proporcionar um aumento satisfatório da 

resistência à tração e à flexão, sem prejuízos à performance do material. Muitos 

autores apontam o teor de 2% como ótimo. (Kang et al., 2014; Mehta & Monteiro, 

2006; Oliveira, 2019; Yoo et al.,, 2013) 

Em elementos sujeitos à flexão, quando o comportamento é medido em 

termos de força-deslocamento, Naaman & Reinhardt, (2006) apresentam uma 

classificação similar à apresentada para o comportamento à tração direta do 

compósito. Assim, a definição para o amolecimento é, em inglês, Deflection 

Softening, e para o endurecimento é Deflection Hardening. Nestas circunstâncias, 

características similares são apresentadas quanto ao comportamento da curva 

elastoplástica após se iniciar o processo de fissuração. Para materiais com o 

amolecimento, uma única fissura principal é observada e para materiais com 

endurecimento, múltiplas fissuras são observadas, conforme apresentado na Figura 

2.4. 
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Figura 2.4. Curva de carga-deslocamento para comportamento de compósitos cimentícios 

submetidos à flexão; Deflection Softening (esquerda) e Deflection Hardening (direita). 

 

2.2  

Modelagem e Simulação Numérica em CRF 

Esta seção apresenta uma breve revisão da literatura a respeito de 

metodologias de modelagem numérica consolidadas que foram desenvolvidas ou 

adaptadas para serem empregadas na modelagem numérica de materiais compósitos 

cimentícios. Muitos modelos anteriormente aplicados na modelagem do 

comportamento mecânico e fratura do concreto, sofreram adaptações para que o 

efeito das fibras pudesse ser considerado. Atenção será dada a métodos cujas fibras 

são modeladas discretamente e o comportamento de cada uma é, então, considerado 

explicitamente no modelo. Tendo em vista que o escopo do presente trabalho é o 

estudo da influência da adição de fibras no comportamento à fratura de compósitos 

cimentícios fibrosos, os modelos que consideram a influência das fibras de maneira 

implícita, ou seja, por meio de modelos constitutivos equivalentes ou 

homogeneizados, são de menor interesse pois não são capazes de representar 

realisticamente os mecanismos locais durante o processo de dano.  

 

2.2.1  

Modelos Homogêneos para Simulação do CRF 

Muitos modelos numéricos foram empregados para simulação do 

comportamento do CRF como um material homogêneo. Esses modelos 

caracterizam-se pela adoção de formulações consolidadas para a determinação das 
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propriedades equivalentes do concreto tendo em vista a proporção entre os 

componentes (Allen, 2001; Callister, 2000). 

Analiticamente, a Regra das Misturas é a metodologia mais empregada na 

determinação das propriedades equivalentes de materiais compósitos. Portanto, 

modelos simples, porém consolidados, como o de Reuss (1929) e Voigt (1910), 

podem ser empregados para determinar as propriedades efetivas do CRF a partir do 

valor das propriedades mecânicas de cada componente e suas frações volumétricas. 

Outro modelo de grande eficácia para determinação das propriedades equivalentes 

do concreto a partir dos seus componentes foi proposto por Counto (1964). Ele 

apresenta uma união entre os modelos de Voigt e Reuss, em série e em paralelo, no 

qual excelentes respostas são obtidas quando simulados modelos numéricos com 

propriedades equivalentes obtidas a partir do mesmo.  

Não obstante, a ideia de calcular numericamente as propriedades equivalentes 

do CRF, metodologias de homogeneização computacionais usando o método dos 

elementos finitos vêm sendo e desenvolvidas  (Lloberas-Valls  et al., (2012); 

Proença e Pituba, (2003); Rodrigues (2015); e  Tejchman e Bobiński (2013)). Para 

tal, modelos representativos em escala reduzida são simulados e as tensões (𝜎𝑖) e 

deformações médias (𝜀𝑖) obtidas em cada elemento finito são empregadas para o 

cálculo das propriedades homogêneas equivalentes. Para um elemento finito 

bidimensional as equações (1), (2), (3), (4) e (5) fornecem os valores equivalentes. 

 

 𝜎𝑘
ℎ𝑜𝑚 =

1

𝐴
  ∑ (𝐴𝑖 𝜎𝑖)

𝑁𝑒𝑙𝑒𝑚

𝑖 =1

  (1) 

 

 𝜀𝑘
ℎ𝑜𝑚 =

1

𝐴
  ∑ (𝐴𝑖 𝜀𝑖)

𝑁𝑒𝑙𝑒𝑚

𝑖 =1

  (2) 

 

 𝐸ℎ𝑜𝑚 =
𝜎𝑘

ℎ𝑜𝑚

𝜀𝑘
ℎ𝑜𝑚  (3) 
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 𝑣ℎ𝑜𝑚 = −
𝜀𝑦

ℎ𝑜𝑚

𝜀𝑥
ℎ𝑜𝑚 (4) 

 

 𝐺ℎ𝑜𝑚 =
𝐸ℎ𝑜𝑚

2 (1 + 𝑣ℎ𝑜𝑚)
 (5) 

onde 𝐴𝑖 é a área de cada elemento finito, 𝐴 é a área total do modelo. O módulo de 

elasticidade homogeneizado (𝐸ℎ𝑜𝑚), o coeficiente de Poisson homogeneizado 

(𝑣ℎ𝑜𝑚), e o módulo de elasticidade transversal (𝐺ℎ𝑜𝑚) são então determinados.  

Com o avanço das técnicas preditivas de inteligência artificial, estas têm sido 

empregadas à predição de propriedades equivalentes de compósitos a partir de um 

conjunto de respostas experimentais (Congro et al., 2021; Congro et al., 2019; Lee  

& Mosalam, 2004; Naderpour et al., 2010). 

Ainda que os resultados de modelos homogeneizados apresentem respostas 

globais satisfatórias, efeitos locais referentes a interação entre fibras, agregados e 

os mecanismos de fraturamento não são representados. Desta forma, modelos 

numéricos com fibras modeladas discretamente são empregados no estudo da 

influência das fibras nos processos de dano e fratura em CRF.  

 

2.2.2  

Modelos Numéricos bifásicos discretos 

Visando contornar as limitações de modelos macroscópicos e compreender o 

efeito das fibras no dano e fratura em compósitos, alguns autores propuseram 

modelos numéricos com a presença de fibras discretas, modeladas 

independentemente da matriz. O comportamento de cada componente passou a ser 

tratado de maneira individual, assim como a interação entre os mesmos. Desta 

forma, esta seção apresenta metodologias e conclusões obtidas em trabalhos de 

grande renome que modelaram o CRF como um material bifásico heterogêneo.  

Em Pros et al., (2012) uma metodologia para acoplar o efeito de um grupo de 

fibras a uma malha de concreto predefinida foi apresentada. As fibras são 

modeladas discretamente sem que haja a necessidade de conformidade com a malha 

de concreto. O efeito da interação entre as fibras e o concreto é considerado por 
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meio da adaptação do modelo constitutivo da fibra, que após atingir a tensão crítica, 

passa a amolecer, simulando a perda da contribuição da fibra na rigidez do 

compósito devido ao arrancamento. Para tal, ensaios experimentais propostos por 

(Laranjeira et al., 2010) são adotados como referência para calibração de equações 

analíticas que representam o modelo constitutivo das fibras.  

Cunha (2010), apresenta também uma abordagem de embutimento de 

elementos unidimensionais que representam as fibras, em elementos contínuos 

bidimensionais e tridimensionais, que representam a matriz. Tal metodologia é 

empregada por muitos autores para inclusão do efeito de barras de aço em 

elementos de concreto armado (Bitencourt et al., 2019; Oliveira, 2019b e Trindade 

et al., 2020). As fibras são modeladas por meio de um modelo constitutivo 

elastoplástico bi-linear. Este, todavia, é adaptado em acordo com o ângulo de 

inclinação em relação ao plano de corte da fibra – 0 a 15, 15 a 45 e 45 a 75 graus. 

Em seus modelos, Cunha adota fibras retas devido à maior simplicidade em se 

adaptar a curva de força-deslizamento para tensão-deformação. Maiores detalhes 

sobre essa formulação são apresentados em Cunha et al., (2011) e em  Cunha et al., 

(2012). 

Na metodologia proposta inicialmente por Cunha, um modelo constitutivo 

equivalente (Tensão na fibra (𝜎𝑓) vs Deformação na fibra (𝜀𝑓)) é aplicado às fibras. 

Este é derivado de ensaios de arrancamento de fibras únicas (em inglês – pullout 

test) e é calculado de acordo com as equações (6) e (7). 

 𝜎𝑓 =
𝐹

𝐴𝑓
 (6) 

 𝜀𝑓 =
𝑠

𝐿𝑓
 (7) 

onde 𝐹 é a força aplicada absorvida pela fibra, 𝑠 é o deslizamento e  𝐿𝑓 é o 

comprimento de ancoragem da fibra. Portanto, o efeito da interação entre fibra e 

matriz é considerado implicitamente por meio da adaptação da curva Força-

Deslizamento para a curva Tensão-Deformação, vide Figura 2.5. 
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Figura 2.5: Determinação da curva tensão-deformação equivalente a partir da curva força 

de arrancamento-deslizamento da fibra (adaptado de Cunha et al., 2011). 

A metodologia proposta apresenta grandes benefícios, pois é adaptável para 

diferentes tipos de fibras (alinhadas, onduladas, ancoradas, entre outras), desde que 

existam estudos experimentais do comportamento da fibra submetida ao 

arrancamento para o tipo de fibra em questão.  

Em uma abordagem similar para modelar materiais compósitos cimentícios, 

Oliveira (2019) realiza um estudo a respeito da obtenção de perfis de orientação de 

fibras e sua influência no comportamento de elementos de concreto de ultra 

desempenho reforçados com fibras de aço. Para tal, as fibras são modeladas como 

elementos de treliça tridimensionais e são embutidos em elementos sólidos. O efeito 

da interação entre fibra e matriz é adotado implicitamente via modelo constitutivo, 

de maneira similar à adotada por Cunha (2010). Modelos de tração direta e de flexão 

são analisados minunciosamente, pois, após determinada a posição das fibras com 

auxílio da técnica de correlação digital de imagem, estas são inseridas no modelo 

numérico. As respostas numéricas e experimentais apresentam boa acurácia quando 

comparadas entre si.  

Radtke et al., (2010) consideram o efeito das fibras por meio da aplicação de 

forças nos nós de elementos de uma malha contínua de referência (malha da matriz) 

cujas fibras estão presentes. Estas forças discretas são obtidas a partir do valor dos 

deslocamentos nos nós que as forças discretas são aplicadas usando curvas de 

ensaios experimentais de arrancamento. A matriz é modelada usando uma 

formulação de dano contínuo não local para considerar o fraturamento da matriz. 

Um estudo paramétrico foi realizado para avaliar a extensão da área de contribuição 

das fibras e da região em que as forças discretas serão aplicadas. Os efeitos da 
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adição de fibras nos modelos podem ser observados por meio do ganho de 

ductilidade e deformabilidade no CRF. Em conjunto, o padrão de fraturamento do 

modelo é modificado, em que respostas com uma única fissura principal, passam a 

apresentar a formação de múltiplas microfissuras no modelo após a sua ruptura.    

Em Bitencourt et al., (2019) o CRF é modelado adotando uma nova estratégia 

com uso de elementos finitos especiais de acoplamento (EFC). Os elementos 

contínuos que representam a malha, quando sobrepostos por uma malha de fibras 

discretas, são substituídos por EFC. O comportamento deste elemento especial é 

regido por uma lei constitutiva de dano que descreve a relação entre a tensão de 

cisalhamento (tensão de aderência) e deslizamento relativo entre a matriz e cada 

fibra de aço individualmente. Para representar a interação entre a fibra e a matriz, o 

nó da fibra é substituído por um nó adicional a ser alocado no EFC. Dessa forma, 

um deslocamento relativo obtido a partir da solução do problema geral de elementos 

finitos e a interpolação dos deslocamentos nodais do elemento continuo 

bidimensional da matriz cimentícia que está sendo intersectado. Este deslocamento 

relativo representa o deslizamento da fibra relativo à matriz, e quando aplicado ao 

modelo constitutivo do EFC, fornece as forças internas e matriz de rigidez das 

fibras. Modelos numéricos de ensaios de tração direta e flexão são desenvolvidos 

para validar a formulação proposta. Estes, quando comparados a respostas 

experimentais apresentam boas respostas numéricas, mostrando a eficácia da 

abordagem com elementos de acoplamento. Maiores detalhes sobre essa técnica são 

apresentados em Bitencourt Jr. (2015) 

Assim como Bitencourt et al., (2019), um novo modelo finito capaz de 

representar discretamente o efeito da adição da fibra a matriz cimentícia é 

desenvolvido por Congro et al., (2021). Em sua formulação, a compatibilidade entre 

a fibra e o elemento é estabelecida via método do mestre-escravo. Dessa forma, a 

rigidez da fibra é adicionada ao elemento contínuo que a fibra intersecta por meio 

de uma técnica de condensação estática, na qual, a contribuição da rigidez da fibra 

é feita através da interpolação via funções de forma do elemento contínuo da rigidez 

da fibra para graus de liberdade do elemento contínuo. O modelo apresenta grandes 

vantagens como a não limitação quanto ao número de fibras inseridas no modelo e 

a não necessidade de conformidade entre as malhas de fibras e matriz. Todavia, 

diferentemente dos demais trabalhos citados nessa seção, a principal desvantagem 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 2012273/CA



34 

 

 

 

desta formulação é que o modelo considera aderência perfeita entre fibra e matriz. 

Apesar de tal limitação, excelentes respostas numéricas são apresentadas, desde a 

obtenção do comportamento global dos modelos – força-deslocamento – até no 

estudo dos padrões de fraturamento que ocorrem durante o regime de fissuração 

dos modelos. 

 

2.2.3  

Modelos Numéricos Multifásicos Discretos 

Ao passar dos anos, com a evolução tecnológica, metodologias numéricas que 

visam estudar o comportamento do concreto através da simulação numérica em 

escalas mais refinadas têm ganhado notória relevância. Modelos que representam o 

concreto como um conjunto de componentes na sua mesoestrutura de maneira 

explicita têm sido apresentados na literatura (Gimenes et al., 2020; Nguyen, 2011; 

Rodrigues et al., 2020; Unger & Eckardt, 2011; Wang et al., 2019).  

Em abordagens multiescala o concreto é definido como um material 

compósito. Dentre os principais estudos, o concreto é modelado como um modelo 

trifásico composto por agregados graúdos, argamassa e zona de transição interfacial 

(ZTI), sendo esta responsável por representar a interação entre agregados e 

argamassa. Recentemente, estes modelos evoluiram para que as fibras sejam 

incorporadas de modo que o CRF também possa ser estudado segundo uma 

abordagem mesoestrutural multifásica (Wang et al., 2015). 

Para que um modelo mesoscópico seja capaz de representar o comportamento 

mecânico de compósito CRF de maneira eficiente, o primeiro passo é a construção 

de modelos realísticos. Diversos foram os estudos que objetivaram desenvolver 

uma metodologia capaz de gerar mesoestruturas realistas. Wittmann, F.H. e Zaitsev 

(1981) propuseram o primeiro trabalho que modelou a mesoestrutura do concreto 

adotando agregados explícitos representados por polígonos dispersos 

randomicamente em uma matriz uniforme e homogênea. O trabalho objetivou por 

meio destes modelos estudar o efeito dos componentes da mesoestrutura na 

propagação das fraturas. 

Häfner et al., (2006) apresentou um novo algoritmo capaz de gerar modelos 

mesoestruturais multifásicos usando uma técnica de baixo custo computacional que 
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consistia na superposição de grades representando a malha de concreto e a malha 

de agregados. Em seguida, um algoritmo complementar reconhecia os elementos 

sobrepostos. Os elementos da malha de concreto completamente sobrepostos 

tinham suas propriedades substituídas pelas propriedades dos agregados. Já os 

elementos que estavam parcialmente sobrepostos, passavam por um processo de 

homogeneização e tinha propriedades mecânicas equivalentes, no qual, segundo o 

autor, seria equivalente a representar a ZTI. Análises lineares bidimensionais foram 

realizadas para estudar o efeito das propriedades dos componentes mesoestruturais.  

Wriggers e Moftah (2006) apresentam uma nova abordagem para representar 

o comportamento à fratura do concreto a partir de modelos mesoestruturais com 

malhas conformes.  Dessa forma, agregados são gerados no domínio do modelo e a 

malha é gerada sem que haja necessidade de processos de homogeneização para 

elementos que compõe mais de uma fase. A metodologia proposta se tornou 

amplamente difundida nos anos seguintes para a geração e alocação dos agregados 

no modelo e ficou conhecida como “Take-and-Place”. Modelos tridimensionais 

foram desenvolvidos com os agregados em formatos esféricos. O processo de 

fraturamento do concreto foi adotado por meio de uma formulação de dano 

isotrópico aplicado à matriz e à ZTI. Por fim, as respostas numéricas obtidas para 

ensaios de compressão uniaxial apresentaram boa acurácia relativa a resultados 

experimentais apresentados na literatura.  

Em López et al., (2008) o estudo do concreto submetido à tração foi modelado 

numericamente por meio de modelos mesoestruturais. Para representar o processo 

de fraturamento, elementos coesivos são empregados nas interfaces entre os 

elementos da matriz e na ZTI (interface entre agregados e matriz). Os agregados 

foram modelados como polígonos não regulares e a influência do teor volumétrico 

dos mesmos na resposta global foi investigada. Em um trabalho seguinte, López et 

al., (2008) estenderam a aplicação destes modelos a elementos de concreto 

submetidos a outras solicitações – compressão e flexão. Em ambos estudos, o uso 

de elementos de interface aplicados a modelos mesoestruturais proporcionaram 

uma excelente estratégia para representar o processo de fratura, desde o surgimento 

das primeiras microfissuras, formação de macrofissuras e, finalmente, ruptura dos 

modelos.  
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A abordagem 2D apresentada por López acima foi estendida por Caballero e 

López (2006) para a geração de modelos de concreto tridimensionais considerando 

a sua meso e microestrutura. Notórios avanços foram obtidos com a evolução da 

formulação na análise dos processos de fraturamento do concreto. Trabalhos 

seguintes modelaram o concreto sob diferentes solicitações, dentre os quais, tração 

direta e compressão uniaxial. As abordagens 3D mostraram-se eficazes ao reduzir 

a diferença entre as respostas no regime pós-pico dos modelos ensaiados com 

mesmas propriedades físicas, mas com dispersões de agregados diferentes. 

Portanto, estes modelos possibilitam minimizar as divergências observadas em 

modelos 2D, na representação do comportamento da fratura, justificado pela 

aleatoriedade dos modelos e da representação menos realística de modelos 

bidimensionais.  

Em Etse e Caggiano, (2012) modelos multiescala para estudo do 

comportamento de CRF foram elaborados. Neste, o CRF é modelado composto por 

quatro fases: matriz (argamassa), agregados graúdos, zona de transição interfacial 

(ZTI) e fibras. Dessa forma, todas as heterogeneidades na escala das fibras foram 

consideradas no modelo proposto. Para modelar o processo de danificação, 

elementos de interface de espessura nula propostos por Caggiano, et al., (2012) 

foram introduzidos para modelar as zonas de fratura. Uma metodologia usando a 

regra das misturas é empregada para incorporar a contribuição das fibras que cortam 

os elementos de interface ao modelo por meio de propriedades equivalentes. 

Destaca-se o grande ganho dessa abordagem com múltiplas fases (heterogeneidades 

explícitas) na compreensão de efeitos locais no controle e propagação das fraturas 

em regiões críticas do modelo.  

Usando uma abordagem mais refinada para representar a mesoescala, Wang 

(2015) considerou a presença de poros em seus estudos. Para estudar a influência 

das heterogeneidades na inicialização das fraturas, a geometria e as propriedades 

físicas dos poros e da ZTI foram variadas e, usando uma técnica de Monte Carlo, 

tal influência pôde ser investigada tanto quantitativamente quanto qualitativamente 

em seus trabalhos. Outros estudos foram apresentados por Wang visando 

compreender a influência dos demais parâmetros na construção de modelos 

mesoestruturais (Wang et al., (2019) e Wang et al., (2020). 
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Seguindo a estratégia de modelar o comportamento do CRF a partir de 

modelos mesoestruturais com heterogeneidades explícitas, Naderi e Zhang (2020), 

propõem o desenvolvimento de um framework capaz de construir modelos usando 

o MEF que contém quatro fases explícitas: agregados, fibras, ZTI e argamassa. 

Dentre as grandes evoluções propostas, destaca-se o uso de técnicas de triangulação 

Delaunay e decomposição Voronoi para geração de agregados com formas não 

regulares e tamanho ajustáveis para representar fielmente o formato e 

posicionamento das fibras e agregados. Outro importante aspecto do framework 

proposto é a capacidade de gerar fibras com diferentes formatos: retas, ancoradas 

nas pontas e onduladas. Os modelos gerados a partir do framework desenvolvido 

foram simulados numericamente e um estudo para o cálculo do valor do módulo de 

elasticidade do CRF foi realizado. Erros inferiores a 2% foram encontrados quando 

comparados valores numéricos e experimentais. 

 

2.3  

Observações finais  

A evolução das metodologias numéricas nos últimos anos mostra que cada 

uma destas é capaz de descrever com mais acurácia o comportamento de elementos 

estruturais compostos de CRF. Não só em termos de respostas globais, mas também 

dentro do estudo da propagação do dano e da fratura que é um efeito multiescala, 

conforme já mencionado. Não obstante, técnicas multiescala possibilitam a 

compreensão de efeitos físicos, difíceis de serem estudados em ensaios 

experimentais, como a interação entre fibras e agregadas na transferência de tensões 

entre as faces de fissuras como outros mecanismos locais adicionais que serão 

tratados nos capítulos a seguir.  
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3  

Técnicas Numéricas para Modelagem de Dano e Fratura 

3.  

 

 

 

Este capítulo traz a descrição dos principais modelos numéricos adotados 

neste trabalho para modelar o comportamento estrutural de compósitos cimentícios 

reforçados com fibra. Neste será apresentada uma breve descrição das principais 

equações que regem os problemas físicos a serem estudados, dentre as quais: a 

formulação do Método dos Elementos Finitos aplicada a elementos de interface e 

os modelos constitutivos empregados para simulação do dano e fratura em 

compósitos. A metodologia proposta para considerar o efeito das fibras por meio 

de uma técnica de acoplamento entre elementos finitos convencionais. A teoria por 

traz de implementações computacionais complementares, como a formulação 

elastoplástica unidimensional adotada para representação do comportamento das 

fibras também é apresentada.  

 

3.1  

Modelagem da fratura em materiais compósitos cimentícios   

Segundo Bazant e Planas (1998), as formulações matemáticas para 

simulação da propagação do dano e fratura em matérias quase-frágeis, podem ser 

divididas em quatro principais grupos apresentados na literatura.  Estes são 

definidos como (i) modelos de fratura coesiva; (ii) modelos de fraturas de banda. 

(iii) modelos de dano não local. (iv) modelos mesoescala. Por simplicidade 

computacional e por conveniência referente ao enfoque principal deste trabalho – 

estudo do efeito da adição das fibras em materiais compósitos – as metodologias (i) 

e (iv) foram empregadas, e, portanto, serão apresentadas com profundidade nesta 

seção. 

O processo de formação de fratura é então caracterizado por um processo 

dissipativo na ponta da fratura – zona de processamento da fratura (ZPF), conforme 
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apresentado na Figura 3.1. O comportamento mecânico da ZPF é apresentado com 

um ramo crescente até que se atinja a capacidade resistente do material, seguido de 

ramo de amolecimento que descreve a perda de integridade do material até a sua 

falha completa. O comportamento pós-pico do material é controlado 

predominantemente pela energia de fratura do material (𝐺𝑓), que corresponde à 

energia necessária para que as ligações atômicas sejam rompidas e a fratura seja 

formada. Em termos quantitativos, a energia de fratura é definida como a área sob 

o ramo de amolecimento no gráfico Tensão – Abertura de Fratura. 

 

Figura 3.1: Zona de processamento da fratura (adaptada de Cusatis & Cedolin, 2007). 

 

3.2  

Método dos Elementos Finitos – Elementos de Interface Coesiva   

 Todas as simulações realizadas neste trabalho adotam o Método dos 

Elementos Finitos (MEF) como estratégia discretização espacial do domínio. O seu 

uso é justificado pela gama de possibilidades que o mesmo oferece para resolver 

equações diferenciais lineares e não lineares de meios contínuos e meios 

descontínuos.  

Seja   um meio contínuo sujeito as forças externas (𝑇𝑒𝑥𝑡) ao longo do seu 

contorno ( ), cuja fratura tem seu contorno (Γ𝑓)  e está submetida a forças coesivas 

contrarias a sua abertura (𝑇𝑐), conforme apresentado na Figura 3.2. Este deve estar 

em equilíbrio em todos os pontos do seu domínio. O problema a ser resolvido pelo 

MEF formulado em termos de deslocamentos é encontrar um campo de 
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deslocamento u que satisfaça o equilibro. Este pode ser determinado via Principio 

dos Trabalhos Virtuais, conforme expresso na equação 8. 

 

Figura 3.2: Representação esquemática de um corpo sujeito as forças internas (corpo) e 

externas (tração). 

 ∫δ𝛆 ∶  𝛔 𝑑𝑉
Ω

+ ∫ δΔ ∶ 𝐓c 𝑑𝑆
Γ𝑓

= ∫δ𝐮 ∶  𝐛 𝑑Ω
Ω

+ ∫δ𝐮 ∶ 𝐓𝑒𝑥𝑡 𝑑𝑆
Γ

   (8) 

 

onde  𝝈 é o tensor de tensões de Cauchy, 𝑻𝑐 é a força coesiva ao longo da fratura, 

𝒃 são as forças de corpo no domínio 𝛺 , 𝑻𝑒𝑥𝑡 são as forças externas no contorno 𝛤, 

 𝜺 é a deformação virtual,  Δ a abertura virtual da fratura e u o deslocamento 

virtual.  

Para resolver este sistema de equações via MEF, o corpo é então 

discretizado segundo uma malha de elemento finitos, em que o domínio de cada 

elemento é dado por Ω𝑒, Figura 3.3, cuja resposta global do problema é atingida 

com da soma da contribuição de cada um dos elementos finitos. Nas interfaces entre 

os elementos contínuos, elementos de interface coesivos são adicionados. Dessa 

forma, o campo de deslocamento do sólido é agora descrito pela interpolação dos 

deslocamentos nodais de cada elemento finito.  
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Figura 3.3: Malha de elementos finitos bidimensional. 

 O campo dos deslocamentos no interior de cada elemento finito (𝒖𝑒) pode 

ser obtido pela interpolação dos seus deslocamentos nodais (𝒅𝑒)  com as funções 

de forma 𝑵(𝑥), conforme apresentado na equação (9), na qual cada nó do elemento 

finito tem vinculado a si uma função de forma com valor unitário nas coordenadas 

do respectivo nó e valor nulo nas coordenadas dos demais nós.  

 𝒖(𝑥) = 𝑵(𝑥) ∙ 𝒅𝑒 (9) 

A separação relativa do elemento de interface que representa a fratura Γ𝑓 é 

obtida a partir dos deslocamentos nodais usando a matriz global de separação – 

deslocamento 𝑩𝑐𝑖.  

 𝚫 = 𝑩𝑐𝑖  ∙ 𝒅𝑒  (10) 

sendo 𝑩𝑐𝑖 definida por 

 𝑩𝑐𝑖 = 𝑵 ∙  𝑳 ∙ 𝑹 (11) 

onde N é a matriz de funções de forma, L é a matriz que relaciona o vetor separação 

– deslocamento local e R é a matriz de rotação do sistema local do elemento para o 

sistema global.  

Assim, o vetor de forças internas (𝒇𝑐
𝑖𝑛𝑡) de um elemento de interface pode ser 

definido seguindo a equação 12.  

 𝒇𝑐
𝑖𝑛𝑡 = ∫ 𝑩𝑐𝑖 ∙  𝑻𝑐  ∙ 𝑑𝑆

Γ𝑓

 (12) 

Por fim, o gradiente das forças internas resulta na matriz de rigidez tangente 

(𝑲𝑐𝑖) do elemento de interface. 
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 𝑲𝑐𝑖 = 
𝜕𝒇𝒄

𝑖𝑛𝑡

𝜕𝒖
=  ∫ 𝑩𝒄𝒊

𝑇 ∙  𝑫𝑐 ∙  𝑩𝒄𝒊  𝑑𝑆
 Γ𝑓

  (13) 

 𝐃𝒄 é a matriz constitutiva do material, definida a partir da equação 14, que 

relaciona as forças coesivas aos deslocamentos relativos na superfície da fratura.   

 𝐃c =
∂𝐓c

∂𝚫
  (14) 

 

3.2.1  

Modelos de fratura coesiva  

Os primeiros estudos a introduzirem o conceito de fraturas coesivas para 

representar diferentes processos não lineares localizados na região da fratura foram 

propostos por Barenblatt, (1962) e Dugdale, (1960). Fortemente embasado pela 

teoria inicial fornecida por estes autores, Hillerborg et al.,, (1976) estenderam o 

conceito de fraturas coesivas para representar o comportamento da degradação do 

concreto, modelo comumente denotado como modelo de fratura fictícia. Este 

comportamento é representado por uma lei coesiva apresentada em forma de uma 

curva de tração x abertura de fratura que apresenta um ramo ascendente até que a 

tração atuante seja igual à resistência do material. Em seguida, um ramo 

descendente representa a perda progressiva de rigidez do material devido ao 

processo de danificação do material.   

Segundo Bazant e Planas (1998), na década de 80 relevantes avanços foram 

apresentados quanto ao desenvolvimento de modelos de fratura coesiva, 

principalmente após observarem que as curvas tração x abertura quase sempre 

apresentavam o mesmo comportamento, ou seja, ramo linear seguido de 

amolecimento suave. Neste momento, outros trabalhos buscaram desenvolver 

expressões analíticas para definir os parâmetros que controlam o comportamento 

da curva de amolecimento. Alguns trabalhos que se destacaram são apresentados a 

seguir.  

Diferentemente do trabalho pioneiro de Hillerborg et al.,, (1976), no qual o 

amolecimento foi descrito por um ramo linear, os trabalhos seguintes ficaram 

conhecidos por proporem curvas bilineares, trilineares e exponenciais. Dentre eles, 

Petersson, (1981); Rokugo et al., (1989); e Wittmann et al., (1988) propuseram 
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curvas bilineares semelhantes. Curvas trilineares foram propostas por Cho et al., 

(1984) e por Liaw et al., (1990). Por fim, curvas exponenciais foram propostas por 

Gopalaratnam, Shah S. P., (1985) e  Reinhardt, (1984). Em 1991, o CEB-FIP Model 

Code (CEB, 1990) apresentou uma das primeiras regulamentações a respeito de um 

padrão de curva coesiva. Para tal, apresentaram uma curva de amolecimento em 

função do diâmetro máximo do agregado adotado na mistura. (Bazant e Planas, 

1998).  

Os trabalhos apresentados definiram como parâmetro chave para a definição 

das leis coesivas, a resistência à tração (𝑓𝑡) e a energia de fratura (𝐺𝑓). A obtenção 

destes pode ser via ensaios experimentais, como apresentado em Shah e Carpinteri 

(1991), ou combinando ensaios experimentais e modelos numéricos usando 

técnicas de análise inversa como em Bui (1994), ou modelos preditivos usando 

inteligência artificial, vide Congro, et al.,, (2021).  

Os parâmetros adicionais referentes à abertura inicial e à abertura efetiva, 

𝛿0 e 𝛿𝑓 respectivamente, são obtidos usando os valores da resistência característica 

à tração e energia de fratura predefinidos.  

  

Figura 3.4: Lei coesiva exponencial característica 

A adoção de modelos coesivos em metodologias que adotam o MEF traz 

consigo a problemática de como abordar as descontinuidades no campo dos 

deslocamentos. Elementos de interface de alta razão de aspecto e espessura nula 

foram adotados por Congro et al.,, (2021), Caggiano, et al.,, (2012), Etse et al.,, 

(2012) e López et al.,, (2008). Estes são alocados nas interfaces entre elementos 

contínuos durante a construção do modelo e, portanto, são muito eficazes quando 

se conhece a região onde se formam as fraturas, conforme apresentado na Figura 
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3.5. Apesar desta estratégia demandar o desenvolvimento de técnicas de adaptação 

da malha para inserção dos elementos (fragmentação da malha, por exemplo), ela é 

facilmente incorporada aos códigos de elementos finitos tradicionais.   

 

Figura 3.5: Exemplo de aplicações com uso de elementos de interface: modelo com malha 

refinada na região central e elementos de interface nas bordas dos elementos contínuos 

(esquerda). Configuração deformada com representação da fratura (descontinuidade) na 

região crítica (direita). Adaptada de Santos et al., (2021)  

O modelo constitutivo de dano com amolecimento exponencial é aplicado 

aos elementos de interface adotados neste trabalho.  Este foi proposto por Dávila et 

al., (2007). Portanto, o comportamento no primeiro estágio é definido a partir da 

rigidez inicial do elemento (𝐾0), que correlaciona a tensão (𝜎𝑖) à separação (∆𝛿) na 

respectiva direção (i) da abertura, conforme a equação (15). 

 𝝈𝑖 = 𝑲0
𝑖 ∙  ∆𝜹  (15) 

 A equação (15) reescrita matricialmente é dada por  

 
𝝈 = {

𝜎𝑠

𝜎𝑛
} = [𝑫𝒄] ∙ {

Δ𝑠

Δ𝑛
}  

(16) 

 Desta forma a matriz constitutiva tangente do material, definida a partir das 

rigidezes elásticas iniciais normal (𝐾𝑛) e tangencial (𝐾𝑠), é apresentada na equação 

(17).  

 
[𝑫𝒄] =  [

𝐾𝑠 0
0 𝐾𝑛

] 
(17) 

 

A matriz 𝐷𝑐 é mantida constante durante o regime linear elástico do 

material, ou seja, enquanto as tensões não atingem o critério de falha para o 

elemento. Aqui, o critério quadrático é empregado conforme a equação (18). 
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 (
𝜎𝑠

𝜎𝑠0
)
2

+ (
〈𝜎𝑛〉

𝜎𝑛0
)

2

=  1 (18) 

Um parâmetro 𝜆 é adotado para representar a descontinuidade promovida 

pela fratura por meio de uma função contínua controlada a partir dos deslocamentos 

normal e tangencial, definido conforme a equação (19). 

 𝜆 =  √〈∆𝑛〉2 + (∆𝑠)2 (19) 

Nesta, ∆𝑛 é o deslocamento no modo de falha 1, na direção normal ao plano 

médio e ∆𝑠 é o deslocamento tangencial que considera os deslocamentos relativos 

aos modos II (∆2) e III (∆3) de falha. 

 ∆𝑠= √〈∆2〉2 + 〈∆3〉2 (20) 

Uma vez atingido o critério de ruptura, inicia-se a evolução da variável de 

dano (D). Os parâmetros que controlam a evolução do dano são definidos nas 

equações (21) e (22).  

 𝜎𝑖 = {
(1 − 𝐷)𝐾0  ∙   ∆𝛿,    𝛿0 < ∆𝛿 < 𝛿𝑓     

    0 ,                        𝛿𝑓 < ∆𝛿
} (21) 

 

 𝐷 = 1 − (
𝛿0

Δ𝛿
)(1 −

1 − exp (−𝛼 (
Δ𝛿 − 𝛿0

𝛿𝑓 − 𝛿0
)

1 − exp (−𝛼)
) (22) 

Outros modelos constitutivos coesivos podem ser adotados para representar 

o comportamento dos elementos de interface mudando a lei de evolução do dano.  

 

3.3  

Modelo de Plasticidade Unidimensional para as fibras 

 Um modelo constitutivo de plasticidade unidimensional é empregado para 

descrever o comportamento das fibras adicionadas nos compósitos. O modelo 

elastoplástico parte da consideração da decomposição aditiva das parcelas de 

deformação, equação (23), e da relação elástica linear, equação (24). 

             𝜀𝑡 = 𝜀𝑒 + 𝜀𝑝  (23) 
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 𝜎 = 𝐸 𝜀𝑒 = 𝐸(𝜀𝑡 − 𝜀𝑝)  (24) 

onde E é o módulo de elasticidade; 𝜎 é a tensão; 𝜀𝑡 é a deformação total; 𝜀𝑝 é a 

deformação plástica; e 𝜀𝑒 é a deformação elástica.  

As deformações permanecem elásticas desde que a tensão atuante seja menor 

que a tensão de escoamento 𝑆𝑦, conforme apresentado na Figura 3.6  Considera-se 

que o descarregamento se dá em regime elástico com módulo de elasticidade do 

carregamento elástico.  

 

Figura 3.6. Diagrama tensão-deformação para modelo elastoplástico perfeito.  

A variação da variável interna (𝛾̇) é obtida da condição de 

carregamento/descarregamento, equação (25). 

           𝛾 > 0  ⇒ 𝑓̇ = 0, ocorre carregamento plástico (25) 

Já para os casos de descarregamento, o material se comporta com a inclinação 

da reta linear elástica, na qual a variação da lei de fluxo é negativa e 𝛾 é igual a 

zero.  

       𝑓̇ < 0 ⇒  𝛾 = 0  , ocorre descarregamento elástico (26) 

Por fim, o comportamento elastoplástico completo do material e a 

determinação da irreversibilidade do fluxo plástico é completamente descrito com 

auxílio das condições de Kuhn-Tucker, equação (27), e a condição de consistência, 

equação (28).  

       𝑓̇ (𝜎) ≤ 0, 𝛾 ≥ 0  𝑒 𝛾 ∙ 𝑓 = 0 (27) 

 𝛾 ∙ 𝑓̇ = 0, 𝑠𝑒 𝑓(𝜎) =  0 (28) 
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3.4  

Modelos Mesoescala bifásicos   

Esta seção apresenta uma proposta de modelagem de elementos estruturais 

de CRF por meio de elementos finitos especiais propostos por Congro (2020), 

doravante denominados Elementos Compósitos. Entretanto, estes serão aqui 

estendidos para contemplar uma maior gama de efeitos físicos locais inerentes ao 

comportamento dos componentes de compósitos cimentícios, como a adaptação do 

modelo constitutivo das fibras, podendo agora ser do tipo elastoplástico. 

Nesta abordagem mesoescala os modelos são constituídos por duas fases: 

fibra e matriz. A matriz é definida por elementos finitos contínuos bidimensionais 

e as fibras são representadas por elementos de treliça unidimensionais, conforme 

apresentado na Figura 3.7 (esquerda). Elementos de interface coesivos são 

empregados de forma a representar os possíveis caminhos de fratura no modelo e, 

para tal, a formulação também propõe o acoplamento do efeito da fibra de maneira 

equivalente, Figura 3.7 (direita). Desta forma, o fenômeno de ponte de transferência 

de tensões resultante das fibras que cortam as fraturas pode ser então representado. 

Assim, têm-se dois novos elementos finitos cujas matrizes de rigidez locais são 

definidas como 𝑘𝑓𝑚 e 𝑘𝑖𝑠, ambos referentes ao elemento contínuo reforçado e ao 

elemento de interface reforçado, respectivamente. 

 

Figura 3.7: Representação esquemática de Elementos Finitos Compósitos (Adaptado de 

Congro et al., 2021). 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 2012273/CA



48 

 

 

 

3.4.1  

Elementos finitos compósitos  

Para a determinação da matriz de rigidez dos novos elementos, o efeito da 

rigidez das fibras é acoplado à rigidez do elemento contínuo por meio de uma 

técnica baseada na associação de elementos finitos dissimilares, elementos finitos 

cujos graus de liberdade são diferentes ou dispostos de formas distintas (Cook 

(2002) apud Congro (2020)). Para tal, inicialmente é proposto um conjunto de 

restrições cinemáticas via Método Mestre-Escravo, que associam os deslocamentos 

das extremidades da fibra aos deslocamentos dos nós do elemento da matriz, por 

meio de uma matriz de acoplamento (𝑻𝐺) apresentada na equação (29). Na 

construção da matriz 𝑻𝐺  é fundamental conhecer o ponto cuja fibra intersecta a 

aresta do elemento contínuo, definido pelos nós 1∗, 2∗, 3∗ e  4∗ na Figura 3.7. 

 𝑻𝐺 =

[
 
 
 
𝑁1

𝑛1 𝑁2
𝑛1

𝑁1
𝑛2 𝑁2

𝑛2

⋮ ⋮
𝑁1

𝑛𝑖 𝑁2
𝑛𝑖

… 𝑁𝑛𝑒
𝑛1

… 𝑁𝑛𝑒
𝑛2

⋱ ⋮
… 𝑁𝑛𝑒

𝑛𝑖 ]
 
 
 

 (29) 

sendo 𝑇𝐺  uma matriz cujas dimensões são 𝑛𝑖 (número de nós) por 𝑛𝑒 (número de 

graus de liberdade do elemento da matriz). Esta é constituída a partir das funções 

de forma do elemento contínuo (𝑁𝑛𝑒
𝑛𝑖). Como exemplo, a matriz 𝑻𝐺  para um 

acoplamento entre um elemento Q4 e uma barra, seria do tipo 8x4, constituída pelas 

funções de forma do elemento Q4 avaliadas nos pontos de intersecção entre fibra e 

matriz.  

As matrizes de rigidez locais da fibra e da matriz cimentícia são obtidas de 

acordo com a formulação generalizada do MEF, conforme apresentado no item 

inicial deste Capítulo.  Já a matriz de rigidez dos elementos compósitos, é obtida 

por meio da equação (30), que expressa a técnica de condensação estática entre as 

matrizes de rigidez da matriz cimentícia (𝒌𝑚) e a matriz de rigidez da fibra (𝒌𝑓).  

 𝒌𝑓𝑚 = 𝒌𝑚 + [𝑻𝐺]𝑇 ∙  [𝒌𝑓] ∙  [𝑻𝐺] (30) 

 Os deslocamentos nos nós da barra são obtidos via interpolação linear dos 

deslocamentos nodais da matriz, usando as suas funções de forma avaliadas nas 

intersecções.  
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Todas as implementações computacionais destes novos elementos e as 

evoluções propostas em suas formulações por este trabalho foram desenvolvidas e 

testadas dentro do framework GeMA (Mendes, 2016).   

 

3.5  

Estudos de caso  

Para demonstrar a eficácia da estratégia compósita apresentada na seção 

anterior, dois estudos de caso serão apresentados a seguir. O primeiro exemplo é 

um modelo  de tração direta proposto por Le Hoang e Fehling (2017). Este traz 

como propósito além da validação da metodologia apresentada, demonstrar o 

fluxograma de trabalho para geração dos modelos com fibras discretas dispersas 

randomicamente e, em seguida, ilustrar a influência da adição das fibras nos 

resultados obtidos. O segundo modelo será constituído por um ensaio de flexão de 

três pontos proposto por  Cifuentes et al., (2013) validado por respostas obtidas 

experimentalmente. 

 

3.5.1  

Ensaio de Tração Direta - Le Hoang e Fehling (2017) 

O modelo de tração direta proposto por Le Hoang & Fehling (2017) para 

investigar o efeito do teor volumétrico e a razão de aspecto das fibras no 

comportamento a tração dos compósitos de ultra desempenho reforçado com fibras 

de aço é aqui simulado usando a formulação compósita bifásica. Para tal, adota-se 

um corpo de prova prismático de concreto, cujas dimensões são 80 x 40 x 40 mm, 

com teor volumétrico de fibras de 1,5%, resultando na dispersão de 360 fibras que 

foram adicionadas aleatoriamente no modelo. Estas apresentam diâmetro igual a 

0,175 mm e o comprimento igual a 13 mm, conforme descrito pelos autores. A 

geometria do modelo, condições de contorno e a nuvem de fibras adicionada são 

apresentadas na Figura 3.8.  

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 2012273/CA



50 

 

 

 

 

Figura 3.8: Malha e condições de contorno adotadas para modelo de tração direta (superior). 

Nuvem de fibras incluídas no modelo (inferior).  

As propriedades mecânicas do concreto e das fibras consideradas são 

apresentadas na Tabela 3.1, bem como as propriedades adotadas para os elementos 

coesivos que simularam a propagação das fraturas. 

Tabela 3.1: Propriedades mecânicas adotadas. 

Parâmetro Valor Unidade 

𝑬𝒄𝒐𝒏𝒄𝒓𝒆𝒕𝒐 50 GPa 

𝒗𝒄𝒐𝒏𝒄𝒓𝒆𝒕𝒐 0,2 - 

𝑬𝒂ç𝒐 200 GPa 

𝑲𝒎𝒂𝒕𝒓𝒊𝒛 50 GPa/mm 

𝑭𝒕
𝒎𝒂𝒕𝒓𝒊𝒛  7 MPa 

𝜟𝜹 4,0  mm 

 

A malha construída para o modelo, Figura 3.8, é constituída por 1352 

elementos contínuos triangulares, 1979 elementos de interface coesivos e 35788 

elementos de treliça que simulam cada segmento de fibra intersectando cada 

elemento, ou seja, cada fibra foi discretizada com o mesmo número de elementos 
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contínuos que ela intersecta. A representação da danificação do material é realizada 

usando um modelo de dano coesivo exponencial aplicado aos elementos de 

interface, que são inseridos nas arestas de todos os elementos contínuos, desde que 

as mesmas estejam na borda entre 2 ou mais elementos. A escolha por inserir 

elementos de interface em todo o modelo se deu, visando capturar os diferentes 

padrões de fraturamento induzido pelas fibras. 

Os elementos contínuos são considerados lineares elásticos em estado plano 

de tensões. Os parâmetros dos elementos de interface são calibrados de acordo com 

as respostas experimentais apresentadas por Le Hoang & Fehling (2017). As 

propriedades mecânicas seguem a relação (𝐾𝑛 = 𝐾𝑠 = 𝐸 ∙ 1000) para que a rigidez 

artificial dos elementos de interface não influencie na resposta linear elástica do 

material, conforme já proposto por (Manzoli et al., 2012) e (Rueda Cordero et al., 

2019). A energia de fratura (𝐺𝑓 ≅ 15 𝑁/𝑚) foi calculada numericamente via regra 

dos trapézios empregada no cálculo da área sob a curva de tração x separação na 

fase do amolecimento. A resistência a tração da matriz (𝐹𝑡
𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 ≅ 9 𝑀𝑃𝑎) foi 

obtida via observação do máximo valor de tensão curva de tração x separação 

fornecida. A separação efetiva (Δδ ≅  2,5 mm) também foi determinada a partir da 

mesma curva. Por fim, o parâmetro que controla o decaimento exponencial do 

modelo coesivo (𝛼) foi determinado analiticamente usando a equação (21) e a 

equação (22), visando ajustar a curva tração x separação e ao mesmo tempo garantir 

a energia de fratura calculada.  

A resposta numérica obtida via formulação compósita bifásica é comparada 

aos dados experimentais na Figura 3.9. Aqui a abertura de fratura (CMOD, em 

inglês Crack Mouth Opening Displacement) em função da força aplicada é 

apresentada. Ressalta-se que, neste estudo, Le Hoang & Fehling (2017) elaboraram 

seis corpos de prova para cada razão de aspecto e teor de fibra estudados visando 

contornar problemas com a aleatoriedade topológica das fibras. Portanto, são 

apresentados os limites experimentais obtidos quando extraída as respostas mais 

rígida e mais flexível obtidas experimentalmente. A resposta numérica está 

condizente ao resultado experimental nas fases iniciais, pré-pico e fase de ativação 

das fibras, todavia, na fase final do carregamento a curva numérica passa a se 

comportar de maneira mais rígida que a curva experimental, pelo fato das fibras 
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seguirem contribuindo quando estas deveriam deslizar em relação a matriz e serem 

arrancadas.  

   

Figura 3.9: Resultados comparativos entre respostas numéricas obtidas via metodologia 

‘Compósitos’ e experimentais.  

Apesar de teor de fibras relativamente alto (1,5%), o comportamento 

mecânico ainda é caracterizado como um comportamento de amolecimento, o que, 

caracteriza-se pela presença de uma única fratura principal no compósito. Neste 

caso, a fratura se propaga na região crítica central do modelo, induzida pela 

presença do entalhe. Duas fraturas se propagam de uma face à outra até se unirem 

e promoverem a ruptura do corpo de prova, conforme apresentado na Figura 3.10. 

 

Figura 3.10: Configuração deformada do espécime modelado numericamente. 
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3.5.2  

Ensaio de Flexão de 3 pontos – Cifuentes et al., (2013) 

A segunda aplicação da formulação compósitos para modelo bifásicos, 

consiste em um ensaio experimental de flexão em três pontos proposto por 

Cifuentes et al., (2013). A malha considerada para a viga e as condições de contorno 

e carregamento são apresentados na Figura 3.11. 

 

Figura 3.11: Malha adotada para o ensaio realizado por Cifuentes et al., (2013) 

O entalhe apresenta a dimensão de 6x3 milímetros e as demais dimensões da 

viga são 540 x 120 x 60 milímetros. As propriedades mecânicas são apresentadas 

na Tabela 3.2, assim como o teor volumétrico de fibras (𝑅𝑓𝑖𝑏𝑒𝑟𝑠) e a área da seção 

transversal das fibras adotadas (𝐴𝑓𝑖𝑏𝑟𝑎). 

Tabela 3.2: Propriedades mecânicas adotadas para o ensaio de flexão de 3 pontos. 

𝐸𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 (𝐺𝑃𝑎) 𝑣𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 𝐸𝑓𝑖𝑏𝑟𝑎  (𝐺𝑃𝑎) 𝐴𝑓𝑖𝑏𝑟𝑎  (𝑚𝑚2) 𝑅𝑓𝑖𝑏𝑟𝑎𝑠 (%) 

30 0,2 9,5     0,00085      0,05 

 

O estado plano de tensões é adotado para os elementos triangulares que 

somam ao total 1082 elementos lineares (CST) e 3246 nós, Figura 3.11. Elementos 

de interface foram adicionados nas bordas dos elementos contínuos contidos na 

região central para permitir a formação dos possíveis caminhos de fratura. O 

modelo constitutivo de dano coesivo com amolecimento exponencial foi 

empregado e suas propriedades mecânicas são apresentadas na Tabela 3.3. 

Tabela 3.3: Propriedades mecânicas dos elementos de interface coesivos.  

𝐾𝑛 (𝐺𝑃𝑎/𝑚) 𝐾𝑠 (𝐺𝑃𝑎/𝑚) 𝑓𝑡  (𝑀𝑃𝑎) 𝜏𝑠 (𝑀𝑃𝑎) Δδ (𝑚𝑚) 

      30000      30000       3,0       3,0      0,06 
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𝐾𝑛 e 𝐾𝑠 são a rigidez normal e tangencial, 𝑓𝑡 a tensão normal máxima, 𝜏𝑠 a 

tensão cisalhante máxima e Δδ o deslocamento efetivo máximo. Novamente, estes 

valores são determinados a partir da relação 𝐾𝑛 = 𝐾𝑠 = 𝐸/ℎ, h = 1 mm,  proposta 

por Manzoli et al., (2012).  

As respostas numéricas globais (força – deslocamento) obtidas para o modelo 

numérico com e sem fibras são comparadas ao resultado experimental apresentado 

por Cifuentes et al., (2013) na Figura 3.12. Os resultados encontrados demonstram 

boa acurácia em termos da carga de pico e uma adequada representação do 

comportamento pós-pico da estrutura.   

 

Figura 3.12: Comparação entre respostas numéricas e experimentais para ensaio de flexão 

de três pontos.  

As curvas numéricas com e sem fibras ilustram a capacidade do modelo 

incorporar certas melhorias mecânicas ao comportamento do material, como o 

ganho de ductilidade ilustrado pela menor acentuação da curva pós-pico, diferente 

da curva do concreto simples, que cai abruptamente.  

Os elementos de interface alocados para simular o processo de faturamento 

na viga representaram adequadamente a formação de uma única fratura principal 

característica de compósitos com baixos teores volumétricos de fibra, conforme 

apresentado na  Figura 3.13.  
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Figura 3.13: Padrão de faturamento apresentado pelo modelo numérico usando a os 

elementos compósitos.  

Este padrão de fraturamento apresenta uma grande similaridade quanto ao 

experimental de Cifuentes et al., (2013), vide Figura 3.14, expondo novamente a 

eficácia da estratégia proposta. 

 

Figura 3.14: Padrões de propagação de fissuras em diferentes estágios: (a) durante a análise 

numérica; (b) durante o experimento de Cifuentes et al. (2013); (c) no final da análise 

numérica; (d) ao final do teste experimental de Cifuentes et al. (2013).  
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4  

Metodologia Multifásica para Modelagem e Simulação do 

Concreto Reforçado com Fibras 

 

4.  

 

 

 

Este capítulo apresenta as etapas da metodologia proposta para geração de 

modelos multifásicos mesoestruturais para simulação numérica do comportamento 

do concreto reforçado com fibras (CRF). Os principais conceitos e técnicas 

adotados em cada etapa são apresentados, assim como a bibliografia complementar 

adotada para sua compreensão. Os métodos para geração da geometria da 

mesoestrutura do concreto, foram implementados neste trabalho.  

 

4.1  

Pré-Processamento 

O modelo do concreto na mesoescala apresentado neste trabalho tem como 

fundamento incluir as heterogeneidades do concreto de maneira explícita no 

modelo, possibilitando, assim, estudar diretamente o efeito destas no 

comportamento global do concreto. Desta forma, a mesoestrutura do CRF é 

representada por quatro fases: matriz, agregados, zona de transição interfacial e 

fibras.  

 

4.1.1  

Gerador de agregados graúdos  

A primeira etapa é a geração dos agregados graúdos aleatoriamente na 

região que define o domínio do modelo. Para tal, uma adaptação do método Take-

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 2012273/CA



57 

 

 

 

and-Place proposto por Wriggers e Moftah, (2006) é empregada via rotina 

computacional auxiliar implementada no MATLAB.  

Para tal, o processo é definido em duas etapas. A primeira fase consiste na 

obtenção do teor volumétrico de agregados retidos em cada faixa granulométrica 

da curva de dosagem. Este valor pode ser definido tanto a partir de dosagens de 

concreto predefinidas, quanto pela Lei de Fuller, conforme empregado por 

Wriggers e Moftah (2006). Desta forma, a curva característica de porcentagem de 

agregados retidos versus diâmetro da peneira pode ser expressa pela equação (31). 

A Lei de Fuller apresenta o teor volumétrico ideal para que se tenha uma 

compactação ótima entre os agregados.  

 𝑃(𝑑) =  ( 
𝑑𝑖

𝑑𝑚𝑎𝑥 
 )

𝑛

 (31) 

 𝑃(𝑑) é a porcentagem passante acumulada em uma peneira com abertura 

𝑑𝑖; 𝑑𝑚𝑎𝑥 é o diâmetro máximo do agregado e 𝑛 é uma constante avaliada entre 0,45 

e 0,7.  

 Determinadas as porcentagens retidas em cada uma das faixas 

granulométricas, o volume de agregados em cada faixa (𝑉𝑝) pode ser facilmente 

determinado conhecendo o volume total do traço (𝑉𝑡) e o teor volumétrico de 

agregados (𝜑𝑎𝑔𝑔), conforme a equação (32). 

 𝑉𝑝[𝑑𝑠, 𝑑𝑠+1] =  
𝑃(𝑑𝑠) − 𝑃(𝑑𝑠+1)

𝑃(𝑑𝑚𝑎𝑥) − 𝑃(𝑑𝑚𝑖𝑛)
 ∙ 𝑉𝑡  ∙  𝜑𝑎𝑔𝑔 (32) 

 Conhecidos os volumes retidos em cada faixa granulométrica, um grupo de 

agregados é gerado cujos diâmetros (𝑑𝑎𝑔𝑔
𝑗

) são variáveis e estão no intervalo entre 

os valores das aberturas imediatamente inferior (𝑑𝑖) e superior (𝑑𝑖+1), conforme 

equação (33),  

 𝑑𝑎𝑔𝑔
𝑗

= 𝑑𝑖 + 𝜂 ∙ (𝑑𝑖+1 − 𝑑𝑖)  (33) 

com 𝜂 sendo um número aleatório entre zero e um. Além disso, a forma do agregado 

é definida, podendo ser circular ou um polígono regular. Muitos estudos 

empregaram a metodologia do Take-and-Place e diferentes geometrias foram 

testadas. Dentre os quais, Etse et al., (2012); López et al., (2008) e Nguyen et 

al.(2012) adotaram agregados quadrilaterais não regulares. Em Rodrigues et al.,   

(2020) e Rodrigues (2015) foram empregados agregados octaédricos regulares. 
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Wang (2015) e Wang et al., (2020) adotaram esferas e elipses. Naderi & Zhang 

(2020) adotaram agregados não regulares realísticos para representar mais 

fielmente a geometria dos agregados. A geometria dos modelos propostos por 

alguns destes autores são apresentados na Figura 4.1. 

 

Figura 4.1: Representação da mesoestrutura do concreto convencional. (a) Rodrigues (2015) 

(b) Wang et al., (2020), e (c) López et al., (2008a) 

A segunda etapa do processo consiste em alocar os agregados gerados 

dentro do domínio do modelo respeitando um conjunto de condições:  

i. Todo o agregado deve estar inteiramente dentro dos limites do domínio;  

ii. Não deve haver sobreposição com as partículas alocadas previamente;  

iii. Respeitar um distanciamento mínimo entre as partículas e a borda do 

modelo.  

O espaçamento mínimo exigido entre os agregados e as bordas é resultante do 

efeito parede. Já os espaçamentos mínimos entre os agregados são justificados pela 

observação de seções transversais de elementos de concreto que apresentam um 

espaçamento proporcional (𝜆) à dimensão das partículas, conforme apresentado por 

alguns autores. (Rodrigues et al., 2020; Gimenes (2020); Wang et al., 1999)). A 

Figura 4.2 apresenta como a dispersão deve ocorrer ser respeitada.  
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Figura 4.2: Condições para posicionamento do agregado no modelo. (Adaptado de Wriggers 

et al., 2006) 

Dessa forma, para as condições propostas, um processo interativo é realizado 

até que todos os agregados sejam alocados no modelo. 

 

4.1.2  

Geração de Fibras 

Nos últimos anos, inúmeras técnicas têm sido apresentadas para determinar 

a distribuição de fibras em materiais compósitos cimentícios. Esse grande número 

de estudos é justificado, pois um dos fatores que mais prevalecem na determinação 

do comportamento do compósito é a randomicidade da dispersão de fibras no 

concreto. Dentre os principais aspectos que influenciam na dispersão das fibras 

estão as propriedades da matriz no estado fresco e o método de vibração empregado. 

(Bitencourt (2015); Mehta e Monteiro (2006)).  

Comumente, o fator denominado com número de orientação (𝜂) é 

empregado na avaliação quantitativa da presença das fibras e da inclinação 

predominante das mesmas em uma determinada seção. Este parâmetro foi estudado 

para diferentes tipos e teores de fibras, assim como para diferentes geometrias de 

seção transversal nos trabalhos de Laranjeira et al., (2011) e Soroushian e Lee 

(1990).  

Portanto, uma rotina computacional auxiliar foi elaborada no MATLAB 

para geração de uma nuvem de fibras – Figura 4.3(b) – sob uma malha de referência 

composta de elementos planos contínuos – Figura 4.3(a). Estas fibras são alocadas 
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randomicamente no interior do modelo sem que haja sobreposição com os 

agregados, conforme apresenta a Figura 4.4.Na estrutura de dados atual, apenas 

fibras retas são inseridas. Destaca-se que estas são eliminadas quando violam o 

contorno dos domínios preexistentes (agregados e limites do modelo). Neste caso 

uma nova é gerada visando respeitar todas as restrições. Tal procedimento é 

repetido até que o número de fibras pré-definido seja totalmente adicionado ao 

modelo 

 

 

Figura 4.3: Representação do processo de geração de fibras. 

 

Figura 4.4: Representação da mesoescala do compósito. 

Uma representação das principais etapas da inserção de fibras no modelo é 

apresentada na Figura 4.5. 
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Figura 4.5: Representação esquemática do pré-processamento para geração de modelos 

compósitos 

▪ Leitura de dados de entrada:  

Os dados referentes à dosagem do CRF são passados como parâmetros de 

entrada, dentre eles o volume de concreto do modelo (𝑉𝑡), as propriedades 

geométricas das fibras para determinação do volume unitário (𝑉𝑢𝑓) e o teor 

volumétrico de fibras (𝜑). Dessa forma é possível determinar o número de fibras 

(𝑛𝑓) a ser inserido no modelo, calculado segundo a equação (34).  

 𝑛𝑓 =
𝑉𝑡

𝑉𝑢𝑓
∙ 𝜑 (34) 

Um dos importantes avanços deste trabalho é apresentado nesta seção, pois, 

apesar da bibliografia apresentar um número elevado de trabalhos que modelam a 

mesoestrutura do concreto, poucos são os trabalhos que modelam as fibras.  

▪ Cálculo das intersecções entre as malhas:  

Conhecidas as posições das fibras e as informações da malha de referência 

– coordenadas nodais e incidência nodal – uma nova rotina é empregada para 

determinar os elementos que são intersectados pelas fibras e as suas coordenadas 

de interseção com as arestas –  1∗ e  2∗, conforme ilustra a Figura 4.6.  
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Figura 4.6: Representação da busca por nós de intersecção entre malhas.  

Para a obtenção do ponto de interseção entre fibra e elemento contínuo, um 

algoritmo de determinação de interseção entre duas retas foi elaborado. Para cada 

reta é preciso definir dois pontos (𝑃𝑛1
𝑟𝑖  e 𝑃𝑛2

𝑟𝑖 ) e um vetor de orientação (𝑣𝑓𝑖). 

Portanto, uma fibra é selecionada e tratada como a reta inicial e seus nós são usados 

para definir os dois pontos necessários que também são empregados para 

determinar os cossenos diretores e, em seguida, o vetor de orientação desta reta.  

A segunda reta é definida a partir das arestas e vértices do elemento 

contínuo. Assim, para um elemento contínuo quadrilateral, quatro retas são 

determinadas, sendo que a possível interseção de cada uma com a primeira reta é 

avaliada individualmente.  

Em seguida a solução de um sistema linear contendo as equações das retas 

determina se há ou não um ponto de interseção entre ambas e suas respectivas 

coordenadas. Esse procedimento é repetido tantas vezes quantas arestas há no 

elemento contínuo e o segmento só é validado se duas intersecções forem 

identificadas para cada elemento avaliado. 

 Por fim, uma estrutura de dados armazena a identificação do elemento 

continuo intersectado e as respectivas informações do segmento ou dos segmentos 

que o intersectam, definindo o elemento de fibra. Portanto, segmentos de fibra que 

não intersectam duas arestas são desconsiderados.   

▪ Arquivos de saída 

Como resultado dos passos anteriores, um arquivo de saída é fornecido com 

três novas listas no formato .lua que serão lidos em conjunto aos arquivos de entrada 

no modelo executado pelo GeMA. A primeira lista contém as coordenadas globais 

dos nós de interseção. A segunda lista contém a incidência nodal de cada elemento 
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de treliça. E, por fim, a terceira lista é constituída pela identificação do elemento de 

treliça e seu correspondente elemento contínuo.  

Finalmente, cabe destacar que para os casos em que as malhas de referência 

são constituídas por elementos de interface coesivos para representação dos 

caminhos de fratura, o processo de cálculo das intersecções de fibras é realizado 

duas vezes, uma para determinação das interseções com os elementos contínuos e 

outra para determinação das interseções com elementos de interface seguindo o 

fluxograma apresentado na Figura 4.5. Desta forma, dois arquivos de saída são 

gerados com as informações referentes a cada grupo de elementos.  

 

4.1.3  

Gerador de malhas 

As rotinas computacionais mencionadas nos passos anteriores, foram 

adaptadas para gerar arquivos do tipo .geo – arquivo este reconhecido pelo software 

GMSH proposto por Geuzaine e Remacle (2009), adotado como gerador de malha,  

com informações referentes as entidades geométricas, Figura 4.7.  

 

Figura 4.7: Descrição do processo de geração de malhas. (a) Entidades geométricas. (b) 

Malha conforme seguindo geometria proposta.  

 A malha gerada é constituída por três grupos de elementos que representam 

os agregados, matriz e ZTI, vide Figura 4.8. Neste trabalho, para geração dos 

agregados e da matriz, optou-se pela adoção de elementos triangulares lineares por 

demandarem menor custo computacional, como adotado também em Nguyen et al., 

(2012), Rodrigues (2015) e Unger & Eckardt (2011). A geometria dos agregados 
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foi definida por polígonos de 8 a 12 lados, seguindo as validações apresentadas por 

Peng et al., (2016), Gimenes et al., (2020) e Rodrigues et al., (2020).  

 

Figura 4.8: Discretização de modelos multifásicos. 

Para simular a propagação das fraturas na mesoestrutura, dois grupos de 

elementos de interface coesivos são introduzidos nas interfaces entre os elementos 

por meio de uma técnica de fragmentação da malha. O primeiro grupo possibilita a 

representação da propagação de fraturas entre os elementos da argamassa. Para tal, 

os parâmetros são definidos via ensaios experimentais. O segundo grupo de 

elementos de interface será introduzido nas faces comuns aos agregados e à matriz 

para representar a ZTI. 

Conforme mencionado nas seções iniciais, a ZTI é a região do modelo mais 

frágil, onde a matriz apresenta maior porosidade e, consequentemente, menor 

rigidez.  Desta forma, este segundo grupo apresenta propriedades mecânicas 

inferiores ao primeiro grupo. Portanto, a ZTI terá um importante papel na resposta 

mecânica do compósito, pois proporcionará a formação das primeiras 

microfissuras, que após o aumento das solicitações, resultaram no colapso do 

modelo.  

Visto que a ZTI representa implicitamente uma região mais porosa do 

material, alguns trabalhos também consideram a presença dos poros explicitamente. 

Em Wang et al., (2019) os poros são adicionados e estão na mesma escala dos 

agregados menores. Neste estudo, o objetivo principal foi observar a influência da 

interação entre poros e agregados no comportamento de concreto. 
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4.2  

Estudos de Caso 

Um modelo de tração direita é apresentado inicialmente para que a 

metodologia multifásica seja demostrada e os efeitos decorrentes da presença das 

heterogeneidades sejam estudados. Em seguida apresenta-se uma viga com as 

condições de contorno de um ensaio de flexão de três pontos. Por fim, o modelo 

proposto por Le Hoang e Fehling (2017b) será modelado e as metodologias 

bifásicas e multifásicas serão comparadas a título de se conhecer os benefícios de 

cada proposta.   

 

4.2.1  

Tração Direta 

O modelo inicial tem por objetivo avaliar a eficiência da metodologia 

proposta sob um ponto de vista qualitativo, referente à formação e propagação das 

fraturas e a sua interação frente às heterogeneidades no modelo, assim como 

quantitativo, tendo em vista as curvas globais de força-deslocamento obtidas para 

modelos com e sem a presença de fibras. Um bloco de lados medindo 200x100 mm 

e espessura igual a 100 mm, em estado plano de tensões, é simulado considerando 

o concreto simples e o concreto com fibras. Neste, o modelo é tracionado usando 

uma estratégia de deslocamentos prescritos na face da direita enquanto a face da 

esquerda é fixada, conforme apresentado na Figura 4.9. Um total de 27089 

elementos são considerados na discretização do modelo, sendo 4767 elementos de 

treliça, 9250 elementos triangulares e 13072 elementos de interface coesivos 

presentes nos possíveis caminhos de fratura.  
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Figura 4.9: Geometria, condições de contorno e malha elementos finitos.  

Neste modelo, 25% de agregados são adicionados à amostra usado a Lei de 

Fuller para determinação do volume de agregados em cada faixa granulométrica. 

No modelo com fibras, o teor de fibras adotado foi igual a 0,5%. As propriedades 

mecânicas para os materiais de cada uma das fases são apresentadas na Tabela 4.1. 

Tabela 4.1: Parâmetros dos materiais  

Propriedade Valor Unidade 

 𝐸𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 18,5 𝐺𝑃𝑎 

𝑣𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 0.0 - 

𝐸𝑎𝑔𝑔 37 𝐺𝑃𝑎 

𝑣𝑎𝑔𝑔 0,0 - 

𝐸𝑓𝑖𝑏𝑟𝑎 200 𝐺𝑃𝑎 

 

 Para simular o processo de danificação da matriz, elementos de interface são 

adicionados nas bordas dos elementos contínuos e um modelo coesivo com 

amolecimento exponencial é então considerado. Os parâmetros mecânicos 

empregados nestes elementos coesivos são apresentados na Tabela 4.2. 
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Tabela 4.2: Parâmetros adotados para o modelo de dano coesivo para cada fase. 

Propriedade Valor Unidade 

K𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 18,5 𝐺𝑃𝑎/𝑚𝑚 

KZTI 18,5 𝐺𝑃𝑎/𝑚𝑚 

𝐺𝑓           0,1 𝑁/𝑚𝑚 

𝐹𝑡
matriz 3 MPa 

𝐹𝑡
ZTI 2 MPa 

 

 As respostas globais obtidas para o concreto simples e para o CRF em 

termos da força aplicada e deslocamento obtido são apresentadas na Figura 4.10. 

Ambas as curvas podem ser compreendidas como três estágios. O primeiro estágio 

é o comportamento linear elástico caracterizado por não haver nenhum processo de 

dano. Este estágio permanece linear até que a estrutura esteja carregada com 

aproximadamente 60% da carga de pico, nível para o qual a variável de dano 

começa a se manifestar na ZTI, Figura 4.11(a). Em um segundo momento, a carga 

segue aumentando, mas o modelo começa a sofrer dano. Observa-se um 

comportamento não linear que representa a perda de rigidez até que se atinja a carga 

de pico, Figura 4.11(b). O último estágio do carregamento, o ramo descendente não-

linear, é caracterizado pela redução das tensões à medida que o deslocamento 

cresce, proporcionado pela propagação das fissuras no material até a ruptura, Figura 

4.11(c).  

 Observa-se o efeito da adição das fibras na melhora da resposta mecânica 

do CRF em relação ao concreto simples tendo em vista o ganho de resistência 

residual no regime pós-pico da curva. Conforme já mencionado, o amolecimento 

apresentado na terceira fase do comportamento, apresenta um decaimento menos 

acentuado da curva do CRF, retratando o ganho de capacidade de absorção de 

energia do compósito e também uma maior deformabilidade do material. Pouca 

diferença pode ser observada no comportamento pré-pico, em que a rigidez inicial 

do compósito é caracterizada prioritariamente pelo comportamento da matriz e as 

fibras passam a atuar efetivamente no modelo apenas quando a matriz atinge a 

tensão de escoamento e as fraturas começam a se propagar.  
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Figura 4.10: Comparação entre respostas globais obtidas numericamente para o concreto 

com e sem fibras.  

 

Figura 4.11: Comportamento da variável de dano. Mapas de dano para (a) 60% da carga de 

pico; (b) Carga de pico; (c) Fim da análise.   

 A transição entre o segundo e terceiro estágio do comportamento da peça é 

caracterizado pelo fenômeno da coalescência das fissuras, na qual as primeiras 

microfissuras formadas na ZTI propagam-se de maneira a se unirem e, desta forma, 
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se formam as macrofissuras na matriz do compósito. (López et al., 2008;  Mehta e 

Monteiro, 2006). 

 Outra abordagem para compreender o efeito da adição das fibras é mediante 

a comparação dos mapas de tensões. Com uma maior concentração de fibras, a 

tensão na matriz sofre um alívio, representado pelas regiões mais escuras no mapa. 

As fibras absorvem as tensões nestas regiões devido à sua maior rigidez, 

possibilitando a redistribuição das tensões na matriz. Na Figura 4.12 é também 

possível observar que tal alívio é tão mais efetivo quanto mais alinhada estiver a 

fibra com o carregamento.  

 

Figura 4.12: Distribuição das tensões (em kPa) na direção do carregamento nos modelos de 

(a) CRF; (b) concreto simples. 

  A redistribuição de tensões apresentada é então responsável pela 

modificação do caminho da fratura e até mesmo no padrão de fraturamento 

observado no modelo. O concreto simples não encontra barreiras a propagação das 

primeiras microfissuras, o que faz com estas se propaguem pela interface dos 

agregados até ruptura da seção com a presença de uma única fratura principal, 

Figura 4.13(b). Já para o caso em que as fibras estão presentes, estas atuam como 
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uma barreira (reforço) contra a propagação das primeiras fissuras, possibilitando o 

surgimento de novas fraturas em regiões adjacentes. Isto promove o início de um 

mecanismo de múltiplo fissuramento, Figura 4.13(a). Este mecanismo leva, em 

termos globais, ao ganho de ductilidade da peça conforme já mencionado em seções 

anteriores.  

 

Figura 4.13: Padrão de fraturamento dos modelos para o (a) CRF e (b) concreto simples. 

 

4.2.2  

Viga Entalhada Sujeita a Flexão de Três Pontos 

Nesta seção, uma viga entalhada submetida a condições de carregamento 

referentes ao ensaio de flexão de três pontos é modelada. O objetivo deste modelo 

é avaliar não só o comportamento global da viga, mas também a capacidade da 

metodologia multifásica proposta representar a evolução do dano e a influência das 

heterogeneidades.  

A geometria do modelo proposto é apresentada na Figura 4.14, com um teor 

volumétrico de agregados igual a 30% e um teor volumétrico de fibras igual a 1%. 

Os agregados são definidos a partir da curva de Fuller segundo uma faixa 

granulométrica de 2.75 a 9 mm. Neste modelo, 400 fibras com diâmetro de 1 mm 
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foram adicionadas. As dimensões do entalhe são de 8 x 3 mm, a espessura da viga 

é de 100 mm e o modelo adota o estado plano de tensões.  

 

Figura 4.14: Geometria, condições de contorno e dispersões de agregados e fibras. 

O modelo foi discretizado segundo uma malha 2D constituída de 28376 

elementos. Os materiais das fibras, matriz e agregados foram considerados elástico 

linear com as propriedades mecânicas apresentadas na Tabela 4.3. Aos elementos 

de interface adicionados nos possíveis caminhos de fratura, foi atribuído 

comportamento de dano coesivo exponencial com as propriedades apresentadas na 

Tabela 4.4.  

Tabela 4.3: Parâmetros dos materiais 

Propriedade Valor Unidade 

 𝐸𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 37 𝐺𝑃𝑎 

𝑣𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 0,2 - 

𝐸𝑎𝑔𝑔 54 𝐺𝑃𝑎 

𝑣𝑎𝑔𝑔 0,2 - 

𝐸𝑓𝑖𝑏𝑟𝑎𝑠 200 𝐺𝑃𝑎 
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Tabela 4.4: Parâmetros do modelo coesivo dos elementos de interface. 

Propriedade Valor Unidade 

K𝑚𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧 33 𝐺𝑃𝑎/𝑚𝑚 

KZTI 33 𝐺𝑃𝑎/𝑚𝑚 

𝐺𝑓  0,07 𝑁/𝑚𝑚 

𝐹𝑡
matriz 4,2 MPa 

𝐹𝑡
ZTI 2,6 MPa 

 

A respostas globais pós-pico obtidas para os modelos com e sem fibras são 

apresentadas na Figura 4.15, pois diferenças relevantes só foram observadas no 

comportamento para este estágio do comportamento. Um ganho notório de 

resistência residual pode ser observado no CRF com um teor de fibra adicionado 

considerável. Não obstante, é possível observar também o ganho de capacidade de 

deformação da peça.  

 

Figura 4.15: Comportamento pós-pico global para vigas ensaiadas. 

 Para o estudo dos efeitos locais que resultam no ganho de performance da 

viga devido à adição das fibras, uma imagem com foco na região central do modelo 

é apresentada na Figura 4.16.  
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Figura 4.16: Propagação da fratura durante a simulação. 

Inicialmente, para um carregamento de aproximadamente 70% da carga de 

pico (ponto (b) do gráfico apresentado na Figura 4.16), é possível observar o início 

do dano por meio da degradação da rigidez inicial que também resulta na formação 

da primeira fissura na região mais frágil do entalhe, conforme ilustra a Figura 

4.16(b). Desta forma, o comportamento da viga passa a ser não linear.  

Após o início da propagação das fraturas, o carregamento segue crescendo 

até que se atinja a carga máxima da viga, apresentada na Figura 4.16(c). A partir 

deste ponto, as fibras começam a ser solicitadas efetivamente e é possível observar 

o efeito das pontes de transferência de tensões introduzido pelas fibras no caminho 

da fratura. Graficamente, o ponto (d) ilustrado na curva global da Figura 4.16, 

mostra um enrijecimento no estágio inicial do amolecimento. Este é ilustrado pela 

Figura 4.16(d) quando a fratura principal encontra barreiras à sua propagação e, em 

seguida, a sua abertura.  

Em seguida, no regime de amolecimento, a fratura continua a se propagar 

na região central (crítica) do modelo. Nota-se também que as fibras que 

interrompem a propagação da macrofissura inicial, promovem também uma 

redistribuição dos esforços fazendo com que novas microfissuras se formem em 

regiões adjacentes mais frágeis por não haver fibras, conforme ilustrado em todas 

as demais fases apresentadas na Figura 4.16.   
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No último estágio, onde não é possível observar mais a propagação efetiva 

da fratura principal, apenas a sua abertura e o surgimento de novas microfissuras, o 

amolecimento decorre mais acentuadamente como resultado do surgimento de 

inúmeras microfissuras. Esta maior perda de rigidez é ilustrada entre os pontos (e) 

e (f) da curva global. Por fim, a peça rompe e de maneira distinta à ruptura da peça 

de concreto simples (única fratura principal), conforme apresentado na Figura 4.17.   

O início de um mecanismo de múltiplo fraturamento já começa a ser observado, o 

que justifica o ganho de ductilidade do material quando as fibras são adicionadas à 

sua composição. As configurações deformadas das vigas para o concreto simples e 

reforçado com fibras, são apresentadas na Figura 4.17. 

 

Figura 4.17: Configução deformada para as vigas ensaiadas composta por (a) concreto 

simples; (b) CRF. 

4.2.3  

Ensaio de Tração Direta – Le Hoang e Fehling (2017) 

O estudo experimental proposto por Le Hoang e Fehling (2017) e analisado 

no capítulo anterior, será agora abordado considerando a formulação multifásica 

mesoescala. Desta forma, os espécimes solicitados à tração direta serão agora 

modelados por quatro fases: fibras, agregados, matriz e ITZ, conforme apresentado 

na Figura 4.18.  
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Figura 4.18: (a) Geometria do corpo de prova ensaiado e fases adotadas. (b) Representação 

gráfica das quatro fases isoladas. 

A Figura 4.18(a) apresenta a geometria do corpo de prova e as condições de 

contorno empregadas. O corpo de prova apresenta um comprimento L = 80 mm, 

altura h = 40 mm e espessura igual a 40 mm. Os entalhes possuem 5 x 5 mm. Os 

deslocamentos na face da esquerda foram restringidos e na face da direita foram 

impostos deslocamentos horizontais.  

O trabalho proposto por Le Hoang & Fehling (2017) objetivou investigar a 

influência de três diferentes teores de fibras e de três diferentes razões de aspecto 

das fibras no comportamento mecânico de concreto de alto desempenho reforçado 

com fibras. Portanto, uma vez que a topologia das fibras tem suma influência na 

resposta mecânica do compósito, seis espécimes foram gerados para cada teor e 

razão de aspecto de fibras. Para esta simulação o teor volumétrico de fibras de aço 

foi de 1,5%, cuja razão de aspecto é igual a 75,29 (L/d = 13/0,175). As propriedades 

mecânicas e geométricas das fibras são apresentadas na Tabela 4.5.  
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Tabela 4.5: Propriedades e parâmetros mecânicos e geométricos das fibras. 

 

 

Em decorrência da ausência da curva granulométrica de dosagem adotada 

experimentalmente, a teoria da curva de Fuller foi empregada. Já o diâmetro 

máximo dos agregados fornecido pelo autor foi de 8 mm. A composição do concreto 

definida a partir do teor volumétrico de agregados (𝑅𝑎𝑔𝑔) e os parâmetros 

mecânicos médios obtidos por meio de ensaios de compressão axial aos 28 dias são 

apresentados na Tabela 4.6. 

Tabela 4.6: Propriedades e parâmetros físicos e geométricos dos agregados e da matriz de 

concreto. 

 

 

 

 

 

Três diferentes dispersões foram consideradas com a finalidade de estudar o efeito 

da dispersão, compará-lo ao modelo experimental e validar a metodologia 

mesoescala multifásica proposta. As topologias dos modelos são apresentadas na 

Figura 4.19.  

Propriedade Valor Unidade 

𝒅𝒇 0,175 mm 

𝒍𝒇 13 mm 

Razão de aspecto 74,29 - 

Densidade 7,8 𝑔/𝑐𝑚³ 

𝑬𝒇 200 GPa 

𝒇𝒕 2500 MPa 

Propriedade Valor Unidade 

𝑹𝒂𝒈𝒈 40 % 

𝑬𝒂𝒈𝒈 37 GPa 

𝒗𝒂𝒈𝒈  0,3 - 

𝑬𝒎𝒂𝒕 50 𝐺𝑃𝑎 

𝒗𝒎𝒂𝒕 0,2 - 
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Figura 4.19: Representação gráfica dos três modelos numéricos simulados: (a) dispersão 1; 

(b) dispersão 2; (c) dispersão 3. 

A Figura 4.19(a), dispersão 1, possui um total de 17528 nós e 13517 

elementos finitos, sendo estes: 3599 elementos contínuos triangulares para 

representar a matriz; 357 elementos contínuos triangulares para representar os 

agregados; 4115 elementos unidimensionais para simular as fibras; 5098 elementos 

de interface para representar as fraturas na matriz; 357 elementos de interface nas 

faces entre agregados e matriz para representar a ZTI. 

 A dispersão apresentada na Figura 4.19(b), modelo 2, possui um total de 

18803 nós e 14524 elementos finitos, sendo estes: 3864 elementos contínuos 

triangulares para representar a matriz; 392 elementos contínuos triangulares para 

representar os agregados; 4407 elementos unidimensionais para simular as fibras; 

5469 elementos de interface para representar as fraturas pela matriz; 392 elementos 

de interface nas bordas entre agregados e matriz para representar a ZTI.  

A terceira dispersão, Figura 4.19(c), possui um total de 18735 nós e 14471 

elementos finitos, dentre os quais: 3857 são elementos contínuos triangulares para 

representar a matriz; 385 são elementos contínuos triangulares para representar os 

agregados; 4382 são elementos unidimensionais para simular as fibras; 5462 são 
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elementos de interface para representar as fraturas pela matriz; 385 são elementos 

de interface nas bordas entre agregados e matriz para representar a ZTI. 

Conforme já mencionado, modelos de dano coesivos são adotados nos 

elementos de interface para representar o processo de fratura dos compósitos. 

Assim, como o estudo experimental trata de um modelo entalhado e que as respostas 

mecânicas fornecidas são a tensão x abertura de fratura, os parâmetros do modelo 

coesivo de dano, podem ser facilmente obtidos por meio das curvas experimentais. 

A rigidez inicial normal (𝐾𝑛) e a cisalhante (𝐾𝑠) são determinadas com a relação 

entre 𝐸/𝑡 , sendo t a espessura artificial dos elementos de interface comumente 

adotada como a resistência à tração do concreto (𝑆𝑛 = 𝑓𝑡). A separação efetiva é o 

valor da abertura de fratura correspondente à tensão normal nula. Por fim, o 

parâmetro que controla o amolecimento (𝛼) é ajustado visando calibrar a resposta 

numérica com a experimental. Os valores empregados são apresentados na Tabela 

4.7. 

Tabela 4.7: Parâmetros adotados para o modelo de interface coesiva 

 

  

 

 

A fim de validar a metodologia mesoescala multifásica, um comparativo entre 

os resultados numéricos obtidos a partir dos modelos com e sem fibras foram 

comparados de modo a ilustrar o efeito da adição das fibras nos modelos, Figura 

4.20. Um pequeno endurecimento pode ser observado nas dispersões 1 e 2, o que 

demonstra um sutil aumento da resistência dos compósitos em termos de 

capacidade de suporte de carga. Entretanto, são as alterações no comportamento do 

compósito durante o régime pós-pico que deixam evidente a melhoria da 

performance estrutural dos modelos quando estes contêm fibras. Logo, um efetivo 

ganho de deformabilidade é apresentado, o que resulta no aumento da ductilidade 

devido ao controle da fissuração promovido pelas fibras.  

Propriedade Valor Unidade 

𝑲𝒏 = 𝑲𝒔 50 GPa/mm 

𝒇𝒕 8 MPa 

𝒆𝒅 4,5 mm 

𝜶 3,5 − 
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Figura 4.20: Resultados numéricos obtidos usando a formulação mesoescala multifásica com 

e sem fibras. 

O efeito das pontes de transferência de tensões pode ser visto tanto na 

melhoria das respostas mecânicas globais, quanto no comportamento do processo 

de fissuração apresentado quando as configurações deformadas são plotadas. Na 

Figura 4.21 as deformadas são apresentadas e possibilitam observar o processo de 

formação de várias microfissuras resultantes da redistribuição das tensões nas 

regiões que apresentam maiores densidade de fibras. Desta maneira, tal região se 

torna mais rígida fazendo que a propagação das fraturas ocorra em regiões 

adjacentes mais frágeis o que resulta em um modo de falha mais dúctil.  
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Figura 4.21: Configurações deformadas (20x) dos modelos (a) 1; (b) 2; (c) 3; (d) sem fibra. 

Por outro lado, esta metodologia também possibilita observar todo o processo 

de formação das fraturas: o surgimento das primeiras microfissuras na zona de 

transição interfacial dos agregados, conforme apresentado na Figura 4.22(c); a 

propagação destas pela matriz até  a união com demais, Figura 4.22(c) e Figura 

4.22(d); até a formação das macrofissuras que levam ao colapso da estrutura, Figura 

4.21(c).  
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Figura 4.22: Visualização do processo de surgimento e propagação das microfraturas no 

modelo 3: (a) modelo 3 escala real; (b) refinamento em fase 1(CMOD ≅ 0.1 mm) ;                

(c) refinamento maior em fase 1; (d) refinamento em fase 2(CMOD ≅0.25); (e) refinamento 

maior em fase 2. 

A título de validação, a comparação entre os resultados numéricos e 

experimentais são plotadas em duas configurações em acordo aos resultados 

apresentados por Le Hoang e Fehling (2017). Assim sendo, a curva numérica é 

apresentada até a falha do compósito, Figura 4.23. A envoltória limitada pelas 

respostas mais rígida e mais flexível representam a resposta experimental.  

Mediante a resposta completa, Figura 4.23, é possível observar a acurácia da 

resposta numérica nas etapas iniciais do carregamento até que se atinja a tensão de 

pico e nos primeiros estágios durante o regime de amolecimento. Contudo, após a 

abertura da fratura atingir valores mais altos, a curva numérica passa a progredir 

mais de forma mais rígida que os limites experimentais. Tal fato é justificado pela 

ausência do efeito de arrancamento da fibra em relação a matriz, que seguem 

contribuindo com a rigidez do compósito, mesmo quando a matriz vai se 

danificando e a fibra deveria ser arrancada. As dispersões 1 e 2 se mostraram mais 
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realistas em relação a resposta numérica, o que provavelmente se justificado por 

uma maior similaridade entre as topologias do experimento e do modelo numérico.  

 

Figura 4.23: Comparativo entre respostas numéricas e experimentais até a falha do 

compósito.  

Em relação ao comportamento pré-pico, cabe destacar que, apesar da 

topologia dos modelos serem diferentes, não há alterações relevantes. Em 

contrapartida, as curvas que representam o regime de fissuração apresentam 

diferenças. Portanto, ilustra-se a eficácia do modelo para o estudo da propagação 

das fraturas e formação de zonas de danificação.  

O terceiro modelo (Figura 4.21(c)) foi o que se mostrou menos eficiente em 

termo do comportamento mecânico durante a fase de ativação das fibras, conforme 

pode ser observado na resposta global apresentada na Figura 4.23.  É interessante 

observar que apesar do modelo conter o mesmo teor de fibras que os demais, a 

dispersão das fibras não promoveu um efetivo enrijecimento, o que levou à 

formação de um mecanismo de propagação mais próximo ao modelo sem fibras,  

Figura 4.21(d), ou seja, caracterizado por fratura única na região central. Tal fato 

leva ao amolecimento pouco mais acentuado apresentado na resposta global na 

Figura 4.23. 
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5 Modelos Concorrentes Multifásicos 

5.  

 

 

 

Neste capitulo, a metodologia multifásica apresentada no capítulo anterior é 

adotada para modelagem de testes experimentais simulados por modelos numéricos 

em que duas escalas de modelagem são consideradas, sendo estes definidos como 

modelos concorrentes. Portanto, os modelos multiescala concorrentes são 

empregados com o objetivo de promover um estudo refinado do dano e propagação 

da fratura quando as regiões em que estes serão predominantes é conhecida. Desta 

forma, modelos mais refinados são empregados nas regiões com tensões mais 

elevadas e concentrações de tensões para que efeitos locais que levam à fratura do 

material possam ser investigados, conforme apresentado na Figura 5.1. Em 

contrapartida, nas regiões complementares modelos menos refinados e menos 

custosos computacionalmente são empregados sem perda da eficiência do modelo. 

Por fim, as diferentes escalas são resolvidas simultaneamente, mantendo as 

condições de equilíbrio global e compatibilidade em todo o modelo (Nguyen et al., 

2012; Rodrigues, 2015; Unger e Eckardt, 2011). 

 

Figura 5.1: Representação da técnica multiescala concorrente com: mesoescala multifásica 

(região verde); macroescala equivalente (região cinza).  

O continuo equivalente constitui as regiões complementares do modelo que 

não sofrerão diretamente com a propagação do dano. Suas propriedades são obtidas 

por meio de técnicas de homogeneização analíticas que adotam a teoria dos 

materiais compósitos. Desta forma, em linhas gerais, a propriedade equivalente é 

obtida das propriedades individuais de cada componente do compósito e de suas 

respectivas frações volumétricas. 
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Os modelos clássicos mais empregados historicamente são os de Voigt (1910) 

e Reuss (1929). Estes são descritos como associações em paralelo e em série entre 

os materiais, respectivamente. A diferença principal entre estes modelos são as 

condições de continuidade que cada um impõe. O modelo de Voight assume que as 

deformações dos componentes são iguais e constantes entre si. Já o modelo de 

Reuss assume que as tensões são uniformes ao longo dos componentes. Ressalta-se 

que por simplificação, os modelos representam casos extremos, ou seja, casos em 

que todos os componentes se associam da mesma forma, o que para compósitos 

dispersos aleatoriamente, não condiz a realidade.  

A partir das deformações constantes assumidas no modelo de Voigt, a 

associação em paralelo dos componentes assume uniformidade entre as 

deformações que resulta nos modelos matemáticos para determinação das 

propriedades equivalentes apresentado nas equações (35),  (36).   

 𝜀ℎ = 𝜀𝑚𝑎𝑡 = 𝜀𝑟𝑒𝑓 (35) 

onde 𝜀ℎ, 𝜀𝑚𝑎𝑡 e 𝜀𝑟𝑒𝑓 são as deformações do compósito, da matriz e do reforço, 

respectivamente.  

 𝜎ℎ = 𝜎𝑚𝑎𝑡 ∗ 𝑉𝑚𝑎𝑡 + 𝜎𝑟𝑒𝑓 ∗ 𝑉𝑟𝑒𝑓 (36) 

As tensões do compósito, da matriz e do reforço são, respectivamente, 𝜎𝑚𝑎𝑡  e 

𝜎𝑟𝑒𝑓;  𝑉𝑚𝑎𝑡 e 𝑉𝑟𝑒𝑓 representam os teores volumétricos da matriz e do reforço, 

respectivamente. 

Substituindo as tensões de cada componente pela lei de Hooke, obtém-se as 

propriedades equivalentes elásticas, conforme apresentado nas equações (37) e (38) 

 𝐸ℎ = 𝐸𝑚𝑎𝑡 ∗ 𝑉𝑚𝑎𝑡 + 𝐸𝑟𝑒𝑓 ∗ 𝑉𝑟𝑒𝑓 (37) 

 𝑣ℎ = 𝑣𝑚𝑎𝑡 ∗ 𝑉𝑚𝑎𝑡 + 𝑣𝑟𝑒𝑓 ∗ 𝑉𝑟𝑒𝑓 (38) 

com 𝐸ℎ, 𝐸𝑚𝑎𝑡 e 𝐸𝑟𝑒𝑓 os módulos de elasticidade e  𝑣ℎ, 𝑣𝑚𝑎𝑡 e 𝑣𝑟𝑒𝑓 os coeficientes 

de Poisson do compósito, da matriz e do reforço, respectivamente  

Já para o modelo Reuss, com tensões uniformes entre as fases do compósito, 

resultam as equações matemáticas  (39) e (40) a seguir.  

 𝜎ℎ = 𝜎𝑚𝑎𝑡 = 𝜎𝑟𝑒𝑓 (39) 
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 𝜀ℎ = 𝜀𝑚𝑎𝑡 ∙ 𝑉𝑚𝑎𝑡 + 𝜀𝑟𝑒𝑓 ∙ 𝑉𝑟𝑒𝑓 (40) 

Novamente, substituindo as deformações na lei de Hooke, obtêm-se as 

propriedades dos compósitos, conforme as equações (41) e (42).  

 𝐸ℎ =
𝐸𝑟𝑒𝑓 ∙ 𝐸𝑚𝑎𝑡

𝐸𝑟𝑒𝑓 ∙ 𝑉𝑚𝑎𝑡 + 𝐸𝑚𝑎𝑡 ∙ 𝑉𝑟𝑒𝑓
 (41) 

 𝑣ℎ =
𝑣𝑟𝑒𝑓 ∗ 𝑣𝑚𝑎𝑡

𝑣𝑟𝑒𝑓 ∙ 𝑉𝑚𝑎𝑡 + 𝑣𝑚𝑎𝑡 ∙ 𝑉𝑟𝑒𝑓
 (42) 

Cabe ressaltar que as teorias dos modelos de Reuss e Voigt são válidas 

apenas para o regime linear dos materiais e que estes modelos não levam em conta 

a presença de vazios, nem o efeito de perda de aderência das interfaces, 

considerando aderência perfeita entre a matriz e os reforços dispersos (Mehta, 

Monteiro, 2006). 

Um modelo mais refinado é proposto por (Counto, 1964 apud Mehta & 

Monteiro, 2006); que concilia os modelos de Reuss e Voigt para representar uma 

inserção cúbica (agregado) envolto pela matriz, conforme ilustra a Figura 5.2. 

 

Figura 5.2: Representação do modelo de Counto em paralelo. Adaptado de Rodrigues (2015). 

 Portanto, a combinação proposta por Counto resultou na equação (43) a 

seguir. 

 

1

𝐸ℎ
=

1 − √𝑉𝑟𝑒𝑓

𝐸𝑚𝑎𝑡
 +  

1 

(
1 − √𝑉𝑟𝑒𝑓

√𝑉𝑟𝑒𝑓

)𝐸𝑚𝑎𝑡 + 𝐸𝑟𝑒𝑓

 
(43) 

 

A partir dos modelos analíticos supracitados, as zonas macroscópicas 

presentes neste trabalho passaram por um processo de dois estágios de 

homogeneização. Em um primeiro momento, o modelo de Counto será empregado 

para determinar as propriedades equivalente obtidas a partir da combinação entre 

agregados e argamassa, correspondendo às propriedades do concreto. Em um 
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segundo momento, o modelo de Voigt será empregado em uma nova 

homogeneização usando as propriedades homogeneizadas do concreto e as 

propriedades mecânicas das fibras, assim como os respectivos teores volumétricos, 

para determinar as propriedades equivalentes do CRF, conforme representado 

graficamente na Figura 5.3 . 

 

Figura 5.3: Descrição gráfica do processo de dupla homogeneização. 

 

5.1.1  

Estudo de Caso: Flexão de 3 pontos – Cifuentes et al., (2013) 

O ensaio de flexão de três pontos realizado por Cifuentes et. al. (2017) é 

novamente modelado, entretanto, a metodologia mesoescala concorrente é agora 

adotada. Desta forma a região central próxima ao entalhe é discretizada segundo a 

metodologia mesoescala multifásica composta pelas quatros fases e as regiões 

complementares são modeladas segundo a teoria dos materiais compósitos, ou seja, 

por meio de um continuo equivalente.  

Neste estudo o concreto reforçado com fibras de polipropileno é considerado 

como a combinação entre quatro fases: argamassa, agregados, ZTI e fibras. A 

estratégia para a determinação das propriedades equivalentes segue de acordo com 

as duas etapas: homogeneização do concreto segundo o modelo em paralelo de 

Counto seguido de sua combinação com as fibras usando o modelo de Voigt.  

Dada a ausência da curva granulométrica de dosagem experimental a lei de 

Fuller foi empregada. O teor de agregados adicionados foi de 65% e o teor 

volumétrico de fibras foi igual a 0,05%, conforme fornecido por Cifuentes et al., 
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(2013). Portanto, a partir das propriedades mecânicas de cada fase e os seus 

respectivos teores volumétricos as propriedades equivalentes do concreto são 

determinadas, conforme apresentado na Tabela 5.1 e Tabela 5.2.  

Tabela 5.1: Propriedades homogeneizadas e de cada fase para primeira etapa de 

homogeneização seguindo modelo de Counto (1964). 

 

 

 

 

 

 

 

Tabela 5.2: Propriedades homogeneizadas e de cada fase para segunda etapa de 

homogeneização seguindo modelo de Voigt (1910). 

 

 

 

 

 

 

 

 

O estudo experimental realizado por Cifuentes et al., (2013) consiste em uma 

viga em escala reduzida com comprimento total (𝐿𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙) de 540 mm, e vão central 

entre apoios (𝐿𝑖𝑛𝑡) igual a 480 mm. A altura da viga (ℎ) é de 120 mm e a espessura 

(𝐵) é constante igual a 60 mm. A Figura 5.4 apresenta a geometria e as condições 

de contorno para a viga analisada experimentalmente. A região com modelagem na 

mesoescala multifásica da região central do espécime tem um comprimento (𝑙𝑚𝑒𝑠𝑜) 

igual a 100 mm.   

Propriedade Valor Unidade 

𝑹𝒂𝒈𝒈 65 % 

𝑬𝒂𝒈𝒈 37 GPa 

𝒗𝒂𝒈𝒈  0,3 - 

𝑬𝒂𝒓𝒈𝒂𝒎𝒂𝒔𝒔𝒂 20 GPa 

𝒗𝒂𝒓𝒈𝒂𝒎𝒂𝒔𝒔𝒂 0,4 - 

𝑬𝒄𝒐𝒏𝒄𝒓𝒆𝒕𝒐
𝒉𝒐𝒎  29,75 GPa 

𝒗𝒄𝒐𝒏𝒄𝒓𝒆𝒕𝒐
𝒉𝒐𝒎   0,259 - 

Propriedade Valor Unidade 

𝑹𝒇𝒊𝒃𝒓𝒂𝒔 0,05 % 

𝑬𝒇𝒊𝒃𝒓𝒂𝒔 6 GPa 

𝑺𝒚 50 MPa 

𝒗𝒇𝒊𝒃  0,2 - 

𝑬𝒄𝒐𝒏𝒄𝒓𝒆𝒕𝒐
𝒉𝒐𝒎  29,75 GPa 

𝒗𝒄𝒐𝒏𝒄𝒓𝒆𝒕𝒐
𝒉𝒐𝒎   0,259 - 

𝑬𝑪𝑹𝑭
𝒉𝒐𝒎 29,74 GPa 

𝒗𝑪𝑹𝑭
𝒉𝒐𝒎  0,26 - 
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Figura 5.4: Geometria e condições de contorno da viga 

 

O modelo numérico possui um total de 40371 nós e 29287 elementos finitos, 

dentre os quais 3690 são elementos contínuos triangulares adotados para 

representar a argamassa na mesoescala. Já na região da macroescala, 1260 

elementos contínuos triangulares são empregados para representar o CRF 

homogeneizado. 301 elementos contínuos triangulares são adotados para 

representar os agregados. 18360 elementos unidimensionais para simular as fibras. 

5375 elementos de interface para representar as fraturas nas interfaces dos 

elementos contínuos que representam a argamassa. Por fim, 301 elementos de 

interface nas bordas entre agregados e matriz representam a ZTI. A malha de 

elementos finitos empregada é apresentada na Figura 5.5. 

 

Figura 5.5: Malha adotada para estudo do ensaio experimental de Cifuentes et al., (2013). (a) 

malha total. (b) Refinamento na região da mesoescala. 
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Considerou-se estado plano de tensão, adotando um comportamento elástico 

linear para todos os elementos contínuos, o que faz com que as não linearidades do 

material fiquem a cargo apenas dos elementos de interface que foram modelados 

com um modelo de dano coesivo com amolecimento exponencial. Já as fibras foram 

modeladas com o comportamento elastoplástico perfeito. Os parâmetros 

empregados foram calibrados segundo as curvas experimentais fornecidas, 

portanto, a rigidez normal (𝐾𝑛) é determinada com a relação 𝐾𝑛 = 𝐸/

0.001 (1𝑚𝑚). A resistência normal (𝑆𝑛) do modelo coesivo igual à resistência do 

concreto à tração (𝑆𝑛 = 𝑓𝑡). A separação efetiva é obtida através da observação do 

gráfico que apresenta a abertura efetiva da fratura na ruptura. Já o parâmetro 𝛼 que 

controla o amolecimento e a resistência cisalhante (𝑇𝑛) são ajustados visando 

calibrar a resposta numérica com a experimental, haja vista que não são fornecidos 

diretamente.  Os valores empregados são apresentados na Tabela 5.3. 

Tabela 5.3: Parâmetros adotados para o modelo de interface coesiva 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

Os resultados numéricos obtidos por meio da formulação multifásica 

concorrente e a resposta obtida a partir do teste experimental apresentaram boa 

concordância no regime linear até a força máxima, sendo o modelo numérico capaz 

de predizer com acurácia a resistência do CRF na flexão, conforme apresentado na 

Figura 5.6. Após a força máxima, o modelo numérico conseguiu representar a queda 

brusca da força, causada pela falha da matriz (surgimento da macrofissura 

principal) seguida por um sensível ganho de deformabilidade, provocado pela 

ativação das fibras no modelo.  

Propriedade Valor Unidade 

𝑲𝒏
𝒎𝒂𝒕𝒓𝒊𝒛 = 𝑲𝒔

𝒎𝒂𝒕𝒓𝒊𝒛 50 GPa/mm 

𝑺𝒏
𝒎𝒂𝒕𝒓𝒊𝒛 = 𝒇𝒕

𝒎𝒂𝒕𝒓𝒊𝒛 8 MPa 

𝑻𝒏
𝒎𝒂𝒕𝒓𝒊𝒛 7 MPa 

𝒆𝒅𝒎𝒂𝒕𝒓𝒊𝒛   4,5 mm 

𝜶𝒎𝒂𝒕𝒓𝒊𝒛   3,5 − 

𝑲𝒏
𝒁𝑻𝑰 = 𝑲𝒔

𝒁𝑻𝑰 50 GPa/mm 

𝑺𝒏
𝒁𝑻𝑰 = 𝒇𝒕

𝒁𝑻𝑰 8 MPa 

𝑻𝒏
𝒁𝑻𝑰 7 MPa 

𝒆𝒅𝒁𝑻𝑰   4,5 mm 

𝜶 𝒁𝑻𝑰   3,5 − 
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Figura 5.6: Comparativo entre resposta numérica e experimental para modelos de flexão de 

3 pontos. 

A Figura 5.7 apresenta as curvas de força – abertura de fratura para o 

comportamento global do compósito sob flexão de 3 pontos comparando as duas 

metodologias apresentadas neste trabalho: Mesoescala bifásica (propriedades 

específicas para o concreto e fibras modeladas explicitamente), e a proposta 

multifásica (concreto descrito como matriz, agregados e ZTI, e as fibras 

empregadas explicitamente).  

 

Figura 5.7: Curvas carga-deslocamento para o comportamento global do compósito 

utilizando algumas abordagens multiescala deste trabalho para o ensaio de flexão em 4 

pontos de Marangon (2011). 
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A propagação da fratura principal obtida a partir do modelo multifásico é 

apresentada na Figura 5.8(b) e para o modelo bifásico, Figura 5.8(a), onde é 

possível observar a acurácia em relação ao teste experimental, Figura 5.8(c).  

Destaca-se que a fratura resultante da metodologia bifásica é dependente da 

malha. Já no modelo multifásico, a fratura é induzida pela presença das zonas 

frágeis no entorno do agregado que representam a ZTI assim como a tendência da 

fratura de se propagar pelas regiões com menor densidade de fibras. Desta forma, a 

metodologia mesoescala multifásica se destaca pela possibilidade de se observar o 

efeito da topologia das heterogeneidades na propagação das fraturas.  

 

Figura 5.8. Propagação da fratura na viga: (a) modelo bifásico; (b) Modelo multifásico; (c) 

Experimental.  

 

5.1.2  

Estudo de Caso: Flexão de 3 pontos – Bitencourt Jr. et al., (2019) 

Buscando por modelos que a presença das fibras seja mais significativa no 

comportamento global do compósito, um novo modelo de viga de concreto 

reforçado com fibras de aço sob flexão de três pontos é apresentado. Neste, fibras 

de aço são empregadas com um teor de 20 kg/m³, totalizando 425 fibras adicionadas 

ao modelo. Dado que as condições de contorno e carregamento são simétricas no 

ensaio de flexão de três pontos, sabe-se que a região crítica do modelo é localizada 

na região central da viga. Logo, a estratégia concorrente é adotada sendo a região 

central discretizada segundo a metodologia multifásica e as demais regiões segundo 

um contínuo equivalente homogeneizado, conforme apresentado na Figura 5.9.  
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Figura 5.9: Geometria do modelo e topologia das heterogeneidades adicionadas.  

Portanto, assim como no modelo de Cifuentes et al., (2013) da seção 

anterior, as equações do modelo de Counto (1964) e Voigt (1910) são adotadas para 

cálculo das propriedades equivalentes da região homogeneizada. As propriedades 

mecânicas obtidas são apresentadas na Tabela 5.4 e Tabela 5.5. 

Tabela 5.4: Propriedades mecânicas da argamassa e dos agregados referentes ao ensaio de 

flexão de 3 pontos de Bitencourt Jr. et al., (2019) e parâmetros equivalentes obtidos seguindo 

modelo de Counto (1964). 

 

 

 

 

 

 

 

Tabela 5.5: Propriedades homogeneizadas e de cada fase para segunda etapa de 

homogeneização seguindo modelo de Voigt (1910). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Propriedade Valor Unidade 

𝑹𝒂𝒈𝒈 50 % 

𝑬𝒂𝒈𝒈 47 GPa 

𝒗𝒂𝒈𝒈  0,2 - 

𝑬𝒂𝒓𝒈𝒂𝒎𝒂𝒔𝒔𝒂 20 𝐺𝑃𝑎 

𝒗𝒂𝒓𝒈𝒂𝒎𝒂𝒔𝒔𝒂 0,4 - 

𝑬𝒄𝒐𝒏𝒄𝒓𝒆𝒕𝒐
𝒉𝒐𝒎  37,5 GPa 

𝒗𝒄𝒐𝒏𝒄𝒓𝒆𝒕𝒐
𝒉𝒐𝒎   0,256 - 

Propriedade Valor Unidade 

𝑹𝒇𝒊𝒃𝒓𝒂𝒔 0,5 % 

𝑬𝒇𝒊𝒃𝒓𝒂𝒔 210 GPa 

𝑺𝒚 1345 MPa 

𝒗𝒇𝒊𝒃  0,2 - 

𝑬𝒄𝒐𝒏𝒄𝒓𝒆𝒕𝒐
𝒉𝒐𝒎  37,5 GPa 

𝒗𝒄𝒐𝒏𝒄𝒓𝒆𝒕𝒐
𝒉𝒐𝒎   0,256 - 

𝑬𝑪𝑹𝑭
𝒉𝒐𝒎 38,36 GPa 

𝒗𝑪𝑹𝑭
𝒉𝒐𝒎  0,26 - 
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A discretização do modelo conta com elementos triangulares lineares com 

integração reduzida para representar a argamassa, agregados e o continuo 

equivalente. Elementos coesivos são adicionados em todas as interfaces dos 

elementos presentes na região central. Por fim, as fibras são discretizadas como 

elementos de treliça. A malha adotada é apresentada na Figura 5.10, assim como a 

topologia dos agregados e das fibras adicionadas.  

 

Figura 5.10: Malha e topologia das fibras e agregados para a representação na Mesoescala. 

A Figura 5.11 apresenta as curvas de carga-abertura de fratura que ilustram 

o comportamento global do compósito. Nesta são comparadas as respostas 

numéricas obtidas por meio da metodologia multifásica e os resultados 

experimentais e numéricos de Bitencourt Jr. et al., (2019) que visou avaliar modelos 

de aderência com tensões críticas diferentes. A partir dos resultados obtidos com a 

metodologia multifásica é possível observar a concordância com as respostas 

experimentais, validando assim a metodologia aqui proposta. Além disso, é possível 

observar a concordância entre as respostas numéricas aqui obtidas e as apresentadas 

por Bitencourt Jr. et al., (2019).  
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Figura 5.11: Curvas carga-deslocamento para o comportamento global do compósito 

utilizando algumas abordagens multiescala deste trabalho para o ensaio de flexão em 4 

pontos de Bitencourt Jr. et al., (2019). 

A propagação da fratura é apresentada na Figura 5.12 que também destaca 

três etapas da simulação computacional em que o padrão de propagação da fratura 

principal possibilita observar alguns mecanismos decorrentes da presença de fibras 

atuando como pontes de transferência de tensão e, desta forma, atuando contra a 

abertura descontrolada da fratura. Destacam-se três mecanismos: (a) A danificação 

de uma grande faixa da matriz que promove a ativação das fibras que começam a 

contribuir efetivamente no comportamento global do compósito. Para baixos teores 

de fibra o comportamento inicial do compósito é majoritariamente controlado pelo 

comportamento frágil da matriz cimentícia. (b) A ativação das fibras tem um papel 

efetivo no controle da abertura da fratura.  Apesar da seção central da viga estar 

largamente danificada, esta apresenta falha gradual, ao contrário do que acontece 

em concretos simples convencionais. (c) Em estágios avançados de abertura de 

fratura, as fibras atingem a tensão de escoamento (𝑆𝑦0 = 1345 𝑀𝑃𝑎) e a curva 

global deixa de ganhar rigidez advinda da contribuição das fibras. Portanto, a sua 

inclinação reduz, ilustrando que o reforço fibroso tem uma capacidade limite no 

controle da propagação das fraturas, ligada a suas propriedades mecânicas.  
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Figura 5.12: Representação da propagação das fraturas e ativação das fibras em diferentes 

estágios da curva global de força-abertura de fratura para o ensaio de flexão de três pontos 

de Bitencourt Jr. et al., (2019).  

Finalmente, a efetividade da formulação mesoescala multifásica para 

análise de compósitos cimentícios fibrosos é novamente ilustrada por meio das 

respostas numéricas apresentadas. Não só em termos quantitativos, mas também 

em termos qualitativos, é possível identificar e investigar a influência de efeitos 

locais inerentes ao comportamento à fratura dos compósitos. Dentre os principais 

efeitos, destacam-se: o controle da fissuração proposto pelas pontes de transferência 

de tensões; o comportamento elastoplástico das fibras; e o comportamento coesivo 

da matriz. Portanto, apesar do modelo não contemplar todos os efeitos locais 

atuantes em compósitos, pode-se concluir que a metodologia numérica apresentada 

é adequada para a investigação do comportamento não linear local e global de 

compósitos cimentícios reforçados com fibras.  
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6  

Conclusões e Sugestões para Trabalhos Futuros   

 

 

 

6.1  

Conclusões  

Este trabalho apresenta duas metodologias para modelagem numérica de 

materiais compósitos reforçados com fibras (CRF) a partir de modelos 

mesoestruturais. Inicialmente, o CRF é tratado como um material bifásico 

composto por concreto e fibras discretas explícitas. Em uma segunda metodologia, 

denominada multifásica, a fase do concreto é modelada segundo a sua 

mesoestrutura, ou seja, argamassa, agregados e zona de transição interfacial (ZTI). 

Para tal, as rotinas computacionais desenvolvidas para geração de agregados e 

nuvens de fibras randomicamente são apresentadas, assim como os processos 

complementares para geração de modelos de elementos finitos que simulem a 

mesoestrutura do CRF e considerem o efeito das fibras.   

As principais heterogeneidades do CRF (agregados e fibras) são consideradas 

de maneira explícita nos modelos para que a interação entre estas e as fraturas 

possam ser investigadas. Desta forma, os resultados obtidos apresentaram com 

êxito a possibilidade de investigar as consequências de efeitos locais que controlam 

a propagação na resposta global dos modelos estruturais investigados. 

Os modelos bifásicos usando a formulação de elementos finitos compósitos 

apresentaram boa concordância com resultados experimentais a nível do 

comportamento global dos compósitos.  

Visando refinar a compreensão do comportamento dos compósitos, a 

metodologia multifásica foi então apresentada. Esta possibilitou observar que a 

resposta mecânica dos elementos no regime de pós-pico é sensível à dispersão dos 

agregados e das fibras, conforme relatado na literatura. Uma vez que a ZTI é 

representada explicitamente, a propagação da fratura que é um processo 

multiescala, foi bem representada por meio da formação das primeiras 
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microfissuras na ZTI. Esta, por sua vez, é modelada com propriedades menos 

rígidas de forma a representar a maior porosidade observada nas interfaces do 

agregado e matriz. Em seguida, estas microfissuras propagam-se se unindo 

(coalescência) até que macrofissuras são observadas e o corpo de prova rompe.  

  Já a dispersão aleatória das fibras, que neste trabalho foi feita discretamente 

e explicitamente, possibilitou observar o efeito das pontes de transferência de 

tensões promovido pelas fibras que resultaram não só na redistribuição das tensões 

pela matriz cimentícia, como também na alteração dos caminhos de propagação das 

fraturas, sendo que estes buscaram se propagar por regiões com menores densidades 

de fibras.  

Assim, em ambas as abordagens os efeitos da incorporação da fibra puderam 

ser representados por meio do ganho de performance dos modelos que as 

continham. A abordagem multifásica, apresenta-se como uma estratégia eficaz para 

representar efeitos locais referentes ao dano e à propagação de fraturas nos 

compósitos. Em contrapartida, um grande custo computacional decorrente do alto 

grau de refinamento pode ser contornado quando se conhece as regiões críticas do 

modelo e a abordagem concorrente pode ser empregada, adotando assim a 

mesoescala só em tais regiões.  

Finalmente, haja vista o grande número de vantagens das metodologias aqui 

apresentadas, estas se mostram como uma ferramenta de grande utilidade para 

desenvolvimentos futuros que visam a compreensão de como as fraturas se 

propagam tendo em vista a topologia randômica da mesoestrutura dos compósitos 

cimentícios fibrosos.  

 

6.2  

Recomendações para trabalhos futuros  

Os resultados apresentados se mostraram muito eficazes para os primeiros 

testes e modelos desenvolvidos usando essa abordagem multifásica, portanto, visto 

que os códigos complementares foram aqui validados, estes podem ser aplicados a 

estudos mais avançados e específicos. Dentre os possíveis futuros estudos, 

destacam-se:  
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i. Desenvolvimento de modelos numéricos e computacionais que considerem 

outras condições de carregamento, como ensaios de flexão de quatro pontos, 

ensaios de compressão, entre outros;   

ii. Aplicação das ferramentas desenvolvidas ao projeto e otimização de 

propriedades de compósitos reforçados com fibras; 

iii. Desenvolvimento de testes que considerem a presença dos poros como uma 

quinta fase do modelo para investigação de compósitos com altas densidade 

de fibras que resultam em uma maior porosidade do compósito;  

iv. Expansão do gerador de agregados para habilitar um maior número de 

geometrias possíveis para os agregados, proporcionando a possibilidade de 

gerar agregados com formatos mais reais.  

v. Extensão da formulação para que modelos na microescala que consideram 

os processos de hidratação e endurecimento do cimento;  

vi. Realização de um estudo estatístico por meio de um grande número de 

modelos com diversas topologias, para que o efeito das dispersões aleatórias 

possa ser investigado.   

vii. Extensão das metodologias de elementos compósitos e multiescala para 

representação de modelos tridimensionais.  

viii. Adaptação do GeMA para trabalhar com modelos multiescala adaptativos, 

ou seja, que considerem a macroescala em todo o modelo, entretanto, em 

regiões onde fraturas estão na iminência de acontecerem, o código adapte a 

malha para malhas mesoscópicas.  
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