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Resumo

Hoffmann Borges, Hugo; P. D. Pereira, Luiz Carlos. Construindo
Tableaux para Loégica Linear Intuicionista. Rio de Janeiro,
2022. 120p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de Filosofia,
Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

O objetivo desta dissertacao é construir um tableaux linear intuicionista
a partir de um célculo de sequentes relevante classico. Os passos principais
dessa construgao sao: i) traducao das regras do calculo dos sequentes relevante
classico para regras de tableaux (capitulo 3), usando a estratégia apresentada
por D’Agostino et al. em Tableau Methods for Substructural Logic. ii) con-
strucao de um tableaux linear classico através da 'linearizacao" do tableaux
classico relevante (capitulo 4). iii) apresentar um tableau intuicionista ao estilo

Fitting, em que sdo adicionados rétulos "T’s e 'F’s as formulas (capitulo 5).

Palavras-chave

Loégica Linear; Logica Relevante; Teoria da Prova; Tableaux;.
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Abstract

Hoffmann Borges, Hugo; P. D. Pereira, Luiz Carlos (Advisor).
Building Tableaux for Intuitionistic Linear Logic. Rio de
Janeiro, 2022. 120p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de
Filosofia, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

The main goal of this master tesis is intuitionistic linear tableaux from
a relevant sequent calculus. The central steps are: i) Apply D‘Agostino et
al. strategy to translate classical relevant sequent calculus rules to tableaux
rules for classical relevant logic (Chapter 3). ii) Use Meyer et al. strategy
to "linearize" the classical relevant tableaux (Chapter 4). iii) Build a new

intuicionistic linear tableaux with Fitting labels.

Keywords
Linear Logic; Proof Theory; Relevant Logic; Tableau.
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Sem a matemdtica nao podemos penetrar no
fundo da filosofia.

Sem filosofia nao podemos penetrar no fundo
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Sem as duas ndo penetramos mo fundo de
nada.

Leibniz, .
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1
Introducao

A légica linear, com sua breve historia de quase 35 anos, mostrou-se um
terreno fértil para exploracao intelectual, seja no campo tedrico da légica e da
matematica, seja no campo da pratica da teoria da computacao e da fisica. O
objetivo desta breve introducao nao é fazer um levantamento do grande niimero
de artigos e livros ja escritos sobre o assunto, muito menos apresentar um
"guia definitivo". Nosso objetivo aqui é apresentar um road map dos principais
aspectos da logica linear, ou seja, mostrar ao leitor quais sao os principais
caminhos que um logico pode tomar para se instruir sobre o tema.

A logica linear surge em 1987 com o artigo seminal “Linear Logic” de J. Y.
Girard. Tal 16gica surge a partir de uma analise seméantica sobre type-theoretical
models no sistema F. De um ponto de vista mais geral, o desenvolvimento da
logica linear, tendo em vista seu sistema dedutivo em calculo de sequentes,
propoe um refinamento, em um tunico sistema, tanto de sistemas classicos
quanto intuicionistas. O sistema proposto busca conciliar tanto propriedades
classicas, como simetria dos sequentes, funcionamento involutivo da negacao e a
interdefinibilidade dos operadores ao mesmo tempo em que exige propriedades
intuicionistas, como o carater construtivo das provas e o silogismo disjuntivo.

A légica linear pertence a uma familia de logicas chamadas ldgicas sub-
estruturais. Esse grupo de logicas nao-classicas se caracteriza pelo descarte de
regras estruturais presentes no calculo de sequentes para a légica classica. A
logica linear, em particular, abre mao do uso irrestrito das regras de contragao
e atenuacao (weakning).

Uma das novidades da logica linear é a divisao dos seus operadores em
aditivos [&, @], multiplicativos [®, %, —o] e exponenciais [! , 7]. A separagao en-
tre operadores aditivos e multiplicativos se origina na necessidade de diferenciar
os contextos em que uma férmula pode ocorrer na derivagao de um sequente.
Enquanto as regras para os operadores aditivos exigem context-sharing, ge-
rando uma versao aditiva da conjuncao ou avec (&), da disjungao ou plus (@)
e da implicagéol, as regras dos operadores multiplicativos permitem context-
free, gerando uma versao multiplicativa da conjungao ou tensor (®), da disjun-

'A adicdo da implicacdo aditiva em sistemas para légica linear ndo é uma unanimidade

entre os légicos. O préprio Girard formula seu sistema original sem a implicagdo aditiva,
enquanto Troelstra, por exemplo, construiu seu sistema com a versao aditiva da implicagao.
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¢ao ou par (%) e implica¢do (—), ou seja, no caso de regras aditivas de duas
premissas, ambos os sequentes, a menos das formulas relevantes para introdu-
¢ao do operador, devem possuir as mesmas formulas. No caso dos operadores
multiplicativos, tal restricao é relaxada.

A negacao linear ou dual, por sua vez, possui propriedades particulares
que a diferenciam tanto da negacao classica quanto da negacao intuicionista,
uma vez que ¢é construtiva e involutiva ?. Podemos entender as proposicoes da
forma A como marcadores de auséncia de recursos 3, ou seja, a proposi¢ao
A indica que nao existe um recurso disponivel para produzir A.

A separagao dos operadores em aditivos e multiplicativos nos permite
entender mais claramente o conflito entre classicos e intuicionistas a respeito
da leitura da disjuncao e do terceiro excluido. A versao aditiva da disjungao
corresponde a leitura intuicionista da disjuncao, desta forma o terceiro excluido
aditivo A® A" nio é um teorema da l6gica linear. A versao aditiva da disjuncao
preserva a propriedade disjuntiva, ou seja, caso a disjuncao aditiva seja um
teorema = A @ B, entdo ou A é um teorema ou B é um teorema. O terceiro
excluido formulado com a disjun¢ao multiplicativa A % AL, por sua vez, é um
teorema da logica linear e pode ser reduzida a tautologia linear A — A, o que
é perfeitamente aceito pelo légico intuicionista .

A grande novidade da logica linear é, entretanto, a adigao dos operadores
exponenciais bang (!) e why not (7). A inclusdo destes operadores permite
recuperar as regras estrurais que foram descartadas pela restricao sobre o
uso das férmulas. A forca dos operadores exponenciais se encontra pérem
no fato de podermos reconstruir (traduzir) tanto a logica cldssica quanto a
logica intuicionista dentro de um tnico sistema que possui tanto propriedades
construtivas quanto propriedades classicas. Em outros termos, os teoremas da
forma A — B da légica classica/intuicionista que seriam perdidos por causa da
restricdo sobre a implicacdo podem ser recuperados se definirmos um funcao

de tradugao Tr() que converte a implicagao classica/intuicionista em:

Tr(A - B) :=ITr(A) — Tr(B) °

2GIRARD, Jean-Yves. Linear Logic, Theoretical Computer Science, 50:1, 1987. pp. 1-102.

3MANTEL, Heiko. & OTTEN, Jens. "linTAP: A Tableau Prover for Linear Logic"

"Desde que o intuicionista aceita a existéncia do operador par, o que nem sempre é o
caso.

5SCHELLINX,Harold. "Some Syntactical Observations in Linear Logic". Journal of Logic
and Computation 1 (4) 1991. 537 - 559 pp.
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1.1
Proposicoes como Recursos

A logica linear, diferentemente da légica classica e da légica intuicionista
que enfatizam, respectivamente, a nogao de verdade e de prova, se distingue
por tratar as formulas como recursos a serem “gastos”. Tal leitura obriga uma
mudanca sobre a forma como sao usadas as hipdteses na demonstracao de
um teorema. Cada hipdtese deve ser usada apenas uma Unica vez, a menos
que esteja acompanhada de determinados operadores modais, os operadores
exponenciais ! e 7. Podemos visualizar esta ideia de recurso com o seguinte
exemplo.6 Tradicionalmente, a seguinte inferéncia é aceita tanto pelo légico
classico quanto pelo légico intuicionista:

A—- B A-C
A-(BAQC)

Esta inferéncia diz que se consigo obter B a partir de A e consigo obter C a
partir de A, entao consigo obter B e C a partir de A. Porém, se considerarmos
as proposicoes como recursos, veremos que o mesmo nao se segue. Suponha
que A corresponda a seguinte proposicao: "Eu tenho um bitcoin", enquanto
as proposicoes B e C correspondem a, respectivamente, "comprar uma pizza'e

'comprar uma gravata'.

Eu tenho um btc — eu compro uma pizza Eu tenho um btc — eu compro uma gravata

Eu tenho um btc — (eu compro uma pizza e eu compro uma gravata)

Fica claro que, assumindo a posicao de que proposi¢oes sao recursos, a
inferéncia acima nao é valida, uma vez que nao posso usar o mesmo dinheiro
para comprar duas coisas distintas (assumindo que tanto a pizza quanto a
gravata custem um bitcoin).

Esta mudanca de perspectiva sobre a natureza da proposicao estd fun-
damentada em uma mudanca de interpretacao sobre o que as proposigoes cor-
respondem no mundo. Enquanto, do ponto de vista classico/intuicionista, as
proposigoes correspondem a uma detarminada imagem/ fotografia do mundo,
a logica linear permite interpretar as sentencgas como tarefas ou agoes " a serem
realizadas.

Podemos recuperar a inferéncia cldssica A > BJA - CE A - (B ACQC)

na légica linear de duas maneiras distintas. A primeira forma é substituir a

6Adauptaudo de OKADA, Mitsuhiro. "An Introduction to Linear Logic: Expressiveness
and Phase Semantics". In: DEZANI-CIANCAGLINI,Mariangiola. OKADA, Mitsuhiro. &
TAKAHASHI, Masako (ORG.) Mathematical Society of Japan Memoirs vol.2. 1998. pp.
255 - 295.

7GIRARD, Jean-Yves. Linear Logic, its syntax and semantics, Advances in Linear Logic,
London Mathematical Society Lecture Notes Series 222, Cambridge University Press 1995.
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conjungao tradicional (A) pela conjuncao aditiva, obtendo a seguinte inferén-

cia:

A—oB A—oC
A— (B&O)

Pela leitura linear da conjungao aditiva, sabemos que temos duas op¢oes,
B e C, para gastarmos o recurso A, pérem, podemos escolher apenas uma das
opgoes, ou B ou C. Do ponto de vista computacional, essa leitura da conjuncao
aditiva é efetiva em formalizar expressoes do tipo "if X, then Y, else Z".

Outra forma de recuperarmos a inferéncia é pela adicao do operador
modal bang (!) a proposicdo A e pela substitui¢do da conjungao tradicional
pela conjuncao multiplicativa. Assim obtemos a seguinte inferéncia valida na
logica linear:

IA—~B 1A-—-C
A — (B®C)

Com o operador ! podemos "contornar'a restricao de que a formula pode
ser utilizada apenas uma vez. Dentro do exemplo com bitcoins, a adi¢ao do
bang faria com que pudessemos gastar o mesmo bitcoin com coisas diferentes,
enquanto a conjuncao multiplicativa nos garante que podemos comprar a pizza
e a gravata ao mesmo tempo. Do ponto de vista computacional, a adicao do
operador bang possui um papel bastante relevante, pois permite formalizar a

nocao de "copia'dentro da propria linguagem légica.

1.2
Sintaxe e Sistemas Dedutivos

Nesta se¢ao iremos fazer uma breve apresentagao dos principais sistemas
dedutivos construidos para a légica linear. Um sistema dedutivo é um método
de construcao de provas para uma férmula ¢ a partir de um conjunto de
premissas [' por meio da aplicagao de regras previamente estabelecidas.

Antes de tratarmos dos diferentes sistemas de prova para logica linear,
devemos estabelecer a sintaxe que cordena a construcao das férmulas da
linguagem que pretendemos trabalhar. A sintaxe, tanto na linguagem natural
quanto nas linguagens formais, é um conjunto de regras que regem a construgao
de sentencas, determinando quais sequéncias de simbolos sao sentencas bem
formadas dotadas de sentido e quais nao sao. No caso das linguagens formais
podemos definir, indutivamente, o conjunto das sentencas bem formadas da

nossa linguagem para légica linear:

1. p é uma sentenca bem formada, sendo p atdémico.
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2. Se A é uma sentenga bem formada, entao A, 7A e At sdo sentencas bem

formadas.

3. Se A e B sao sentencas bem formadas, entao A& B, A B, A@ B, A% B

e A —o B sao sentencas bem formadas.

4. Estas sao as unicas regras de formagao de sentencas.

Agora que sabemos exatamente quais sdo as sentencas da nossa lingua-
gem, podemos analisar quais sdo as regras logicas que podem operar sobre cada
uma destas sentencas. O primeiro sistema dedutivo formulado para a légica li-
near foi o calculo de sequentes construido por Girard ® Os componentes de
um sequente I' = A podem ser definidos de varias formas. Aqui, assim como
ao longo da dissertacao, iremos considerar que I' e A sao multisets, ou seja,
sao conjuntos de férmulas que permitem :fepeti(;éuo.9 O sequente deve ser visto
como uma relacao de derivagao da forma A, ® 4, ®...0 A, = B ¥ By,%.. % B,,,
ou seja, da conjun¢ao multiplicativa de cada uma das hipdteses A;...A,,, devo
ser capaz de derivar ao menos uma das férmulas B;...B,,.

O célculo de sequentes original de Girard foi construido apenas para
as regras do lado direito. Para fins de melhor visualizacao das regras, irei
apresentar aqui o sistema de Okadalo, que possui regras para ambos os lados
do sequente.

Axioma:

A=A
Regra do Corte:
'=AA AX=A

Y= AA
Regras Ldgicas:
Conjuncao Aditiva:
ATl = A B, I'= A I'=AA I'=AB
A& B,I'= A A& B,T'= A '=AA&B

Conjuncao Multiplicativa:

A BT = A Ir=AA Y=AB
A® B, = A LY=>AANA®B

BGIRARD, Jean-Yves. Linear Logic, Theoretical Computer Science, 50:1, 1987. pp. 1-102.

oA definicdo do sequente por multisets é preferivel a definicao por listas, pois permite o
descarte da regra estrutural de permutacao.

IOOKADA, Mitsuhiro. "An Introduction to Linear Logic: Expressiveness and Phase Se-
mantics". In: DEZANI-CIANCAGLINI,Mariangiola. OKADA, Mitsuhiro. & TAKAHASHI,
Masako (ORG.) Mathematical Society of Japan Memoirs vol.2. 1998. pp. 255 - 295.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 2011784/CA


PUC-RIio- CertificagaoDigital N° 2011784/CA

Capitulo 1. Introducio 18

Disjuncao Aditiva:

A=A I''B= A I'=AA I'=AB
Ao B,I'= A '=AA®B '=AA®B

Disjuncao Multiplicativa:

A=A Y, B= A I'=AAB
AR B, I''Y = AA '=AA%B

Implicagao Multiplicativa:

I'=AA B,Y= A AT =AB
A—o BTYX=AA [ =AA—-B

Negacao Linear:

I'=A A A= A
ILAT=A T =AA"

Bang:
A=A NIAJIA= A = A T =7AA
A=A A=A A=A T =7A1A
Why not:
I=AA I = A7A7A I=A T, A=7A

T = A, 74 T = A 7A T =A7A4 10,74 =7A

Além da formulacao em calculo de sequentes, Girard 1 prop0s um novo
sistema dedutivo para légica linear chamado proof nets. As proof nets consistem
em um sistema de representacoes graficas, analogo a deducao natural, com
multiplas conclusoes que, em comparacgao ao calculo de sequentes, permitem
desviar de certas “burocracias”, a saber, o fato das proof nets permitirem n
aplicagoes de regras em um tunico passo. Por exemplo a seguinte proof nets

corresponde, em calculo de sequentes, as duas derivagoes distintas:

AwB

HGIRARD, Jean-Yves. Linear Logic, Theoretical Computer Science, 50:1, 1987. pp. 1-102.
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= Ay, By, Ay, By = Ay, By, Ay, By
= A ¥ By, Ay, By, <& = Ay, By, Ay ¥ By
:A@B,AQQ?BQ =>A17§>B1,A27§’BQ

Embora as proof nets ainda sejam um topico de grande interesse - por
exemplo, (Hughes and Heijltjes 2016) e (Heijltjes et al. 2018) - e possuam certas
vantagens, principalmente em relagdo ao fragmento MLL(fragmento apenas
com operadores multiplicativos), ainda hoje ndo existe nenhum tratamento
satisfatério para logica linear completa.

Além dos sistemas propostos originalmente, existem varios tableaux para

13
. Uma

logica linear, como por exemplo Meyer et al. ¢ Mantel Otten
explicacao sobre o funcionamento dos tableaux, tanto no caso geral quanto no

caso de Ly serd feita nos capitulos 3, 4 e 5.

1.3
Semantica

Enquanto a sintaxe tem por objetivo estudar provas e definir a formacao
das sentencas de uma logica, a seméantica busca estabelecer nogoes como
significado e valores de verdade das sentengas. Grosso modo, podemos dividir
as semanticas em dois tipos, semanticas tarskiana e semanticas denotacionais.
As seméanticas tarskianas definem o significado dos operadores de uma logica,
indutivamente, pela especificacao das condigoes de verdade de uma sentenca.

As seméanticas denotacionais, por sua vez, estabelecem o significado dos
operadores por uma correspondéncia entre as sentencas da linguagem e deter-
minadas estruturas matemaéticas. Inicialmente utilizadas para formalizacao do
significado de linguagens de programacao, uma semantica denotacional relaci-
ona, por meio de fungoes parciais, determinados objetos algébricos a atividades
realizadas por um programa.

A origem da logica linear se deu no campo semantico com os trabalhos
de Girard sobre espacos de coeréncia 1 (uma variacao da seméntica de
Scott). Posteriormente, o préprio Girard apresentou um versao de seméntica
tarskiana chamada espaco de fases ' Outras formas de definir o significado dos
operadores foram apresentados ao longo dos anos 90, seja ao estilo tarskiano

121\/IEYE1:{,Robe1rt. McROBBIE, Michael. & BELNAP, Nuel. "Linear Analytic Table-
aux"In: BAUMGARTNER,Peter. HAHNLE Reiner. & POSEGGA, Joachim. (org.) Theo-
rem Proving with Analytic Tableaux and Related Methods. St.Goar. Springer. 1995.pp. 278
- 293.

193?;\/[ANTEL, Heiko. & OTTEN, Jens. "linTAP: A Tableau Prover for Linear Logic"

14GIRARD, Jean-Yves. Linear Logic, Theoretical Computer Science, 50:1, 1987.
15GIRARD7 Jean-Yves. Linear Logic, Theoretical Computer Science, 50:1, 1987.
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como a semantica de Kripke apresentada por Hodas Miller 1617, seja ao estilo
denotacional, como a semantica categérica apresentada por De Paiva 18, a
semantica de didlogos apresentada por Rahman ¥ e a semantica de jogos de
Abramsky Jagadeesan.

Além das semanticas formais citadas, existem algumas maneiras de
explicar informalmente o significado dos operadores. Um exemplo cléssico de

semantica informal é o Menu de Lafont, que sera explicado a seguir.

1.3.1
Menu de Lafont

O menu de Lafont, originalmente formulado nas lectures do préprio
Lafont 20, surge como uma tentativa de explicar de forma mais intuitiva o
funcionamento dos operadores lineares. No menu, os operadores sao explicados
a partir de uma experiéncia bem comum, a ida a um restaurante. Imagine que

vocé va a um restaurante e encontre o seguinte menu:

Menu : 50 mil Satoshi >

Entrada:
Salada
Quiche de Queijo

Prato Principal:
Risotto
Steak au poivre

Entrecote

Sobremesa:
Frutas da Estagao (Abacaxi, Cereja e Amora)

Sorvete

(Agua e Vinho & vontade)

16Hodaus7 J., and Miller, D., 1994, “Logic programming in a fragment of intuitionistic linear
logic”, Information and Computation, 110(2)

"Mais precisamente, os autores apresentam uma semantica de Kripke para uma linguagem
de programacdo que contem, além de outros operadores, operadores lineares.

18P‘AIVA, Valeria Correa Vaz de. The dialectica categories (PhD thesis). 1988. University
of Cambridge.

19RAHMAN.S7 "UN DESAFIO PARA LAS TEORIAS COGNITIVAS DE LA COMPE-
TENCIA LOGICA: LOS FUNDAMENTOS PRAGMATICOS DE LA SEMANTICA DE
LA LOGICA LINEAR', Manuscrito (25.2), 2002, 381-432p.

%Y An introduction to Linear Logic: Expressiveness and Phase Semantics - Mitsuhiro Okada

*'Satoshi ¢ a unidade de divisio méxima do Bitcoin (1 satoshi = 0,00000001 Bitcoin).
Pela cotacao atual, 50 mil satoshi valem aproximadamente 25 délares.
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Pode-se traduzir o menu para seguinte proposicao linear:

(50ks) "B ((S&Q)®(R&Sp&Ef)® ((A®C® Am)&Svt)® (14ge!V)) (1-1)

E possivel explicar o funcionamento dos operadores lineares com o auxilio
do menu tendo em vista a expressao formalizada. A disjun¢ao multiplicativa
(%) funciona como uma troca. Dado que possuo 50 mil satoshi, posso escolher
trocar meu dinheiro pela refei¢ao, porém nao posso ter os dois ao mesmo tempo.
A conjun¢ao multiplicativa (®) corresponde & composi¢gao das categorias
menu. Ao trocar meu dinheiro pela refeicao, sei que receberei um prato de
cada categoria do menu: uma entrada, um prato principal, uma sobremesa e
bebida. A conjungao aditiva (&) pode ser entendida como um lista de opgoes
disponiveis em que se pode escolher qual das opgoes sera consumida. As opgoes
para prato principal sao Risotto, Steak au poivre e Entrecote, estou permitido
a escolher apenas uma dessas opgoes. A disjungdo aditiva (@) funciona de
maneira andloga a conjuncao aditiva, porém nao ¢é possivel escolher qual dos
componentes da disjuncao serd consumido. Ao escolher as frutras da estagao,
sei que receberei ou um abacaxi ou cerejas ou amoras, entretanto nao posso
escolher qual dessas frutas irei receber, uma vez que a disponibilidade destas
depende da estagao do ano. A disjuncao aditiva lista apenas quais sao as opcoes
possiveis. O exponencial bang (!) pode ser entendido como um recurso que pode
ser consumido um numero arbitrario de vezes. Ao comprar o menu, posso beber
agua ou vinho quantas vezes quiser, inclusive nao beber nenhuma das duas
opcoes.

E importante notar que o menu de Lafont ndo funciona precisamente
como uma semantica formal para L;. Sua vantagem repousa em seu carater
pedagdgico, ou seja, o0 menu é mais eficiente, comparado a outras semanticas,
em esclarecer o significado dos operadores lineares para um aluno que esta

iniciando seus estudos.

1.4
Natureza Construtiva

A partir do final do século XIX iniciou-se um movimento, dentro da ma-
tematica e da logica, uma agenda que buscava definir teorias e técnicas de
provas com conteido construtivo. A nogao sobre o que venha a ser constru-
tividade varia, de um ponto de vista conceitual, entre as difentes escolas de
pensamento matematico e filoséfico. Existem, porém, algumas caracteristicas

técnicas que sdo desejaveis para que uma teoria/ prova seja construtiva, como,
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por exemplo, a auséncia de defini¢oes impredicativas, a nao-validade das Leis
de DeMorgan, a exigéncia de que provas de sentencas existenciais apresentem
um termo que satisfaca a sentenca e a recusa de provas que utilizam a redu-
¢ao ao absurdo classica. Nessa secao iremos apresentar algumas aspectos que
tornam a logica linear uma logica construtiva.

Girard argumenta22 que os aspectos construtivos de uma determinada
logica repousam na restricio sobre o uso das regras estruturais em Cs.
Usualmente, o sinal do sequente = é explicado como um 'separador'de
formulas, afirmacoes do lado esquerdo e negagoes do lado direito. Apesar de tal
explicacao ser util e informativa, ela nao nos fornece uma justificativa imediata
para o fato de que a restri¢ao na cardinalidade no conjunto de férmulas do lado
direito gere sistemas para logicas mais construtivas como L; e L M23.

Segundo Girard, o sinal do sequente =, em L; e L;;, marca a separagao
de um espaco em que as regras estruturais de contragdo e weakning nao sao
permitidas. O que torna a logica linear mais construtiva, que L; por exemplo,
é a generalizagao do controle sobre o uso de regras estruturais em ambos os
lados do sequente.

Recentemente, Schulman™ apresentou uma série de vantagens da uti-
lizacao da logica linear na formalizacao construtiva de conceitos matemati-
cos. Segundo a semantica de provas e refutacoes apresentada por Schulman,
uma prova de (Vz : A(a:))J', por exemplo, nos permite extrair uma prova
de EIx(A(x))l, ou seja, a refutacdo para um quantificador universal sobre
um predicado A garante uma prova de um existencial que refute a quatifica-
¢ao universal. Tal refutacao em L é mais construitiva do que uma prova de
-(Vz : A(z)) em L;, pois, no caso intuicionista, ndo conseguimos extrair a
prova do existencial.

O construtivismo de L; nao se restringe apenas a area da légica. Podemos
encontrar na literatura versoes lineares para aritmética e para analise. Girard,
por exemplo, utiliza uma versao da légica linear 25, aliada a teoria dos tipos,
para definir uma teoria dos conjuntos linear capaz de formalizar a teoria dos
numeros naturais tanto em primeira quanto em segunda ordem. Ja Schulman
apresenta varias vantagens na utilizacao de operadores de L para formalizacao
de conceitos construtivos da teoria dos ntimeros reais e de outras areas da

matematica.

22GIRARD, Jean-Yves. Linear Logic, Theoretical Computer Science, 50:1, 1987. pp. 4.
23 L . . .

Na logica classica, um sequente I' = A pode possuir m férmulas lado esquerdo e n
féormulas do lado direito. J4 na logica intuicionista, o nimero de férmulas é restringido a n
< 1, enquanto na légica minimal, n deve ser necessariamente igual a 1.

*'SCHULMAN.M,LINEAR LOGIC FOR CONSTRUCTIVE MATHEMA-
TICS,2018,Preprint.
*>GIRARD.Jean-Y. "Light Linear Logic".1998. Information and Computation 143.
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1.5
Fragmentos da Loégica Linear e Decidibilidade

E bastante comum encontrarmos na literatura diferentes sistemas de-
dutivos e seméanticas para fragmentos da logica linear. Os fragmentos mais
usuais sao MALL, que contém apenas operadores aditivos e multiplicativos,
MLL, que possui apenas operadores multiplicativos e MELL, com operadores
multiplicativos e exponenciais. Em termos de complexidade e decidibilidade,
sabemos que um sistema linear completo (operadores aditivos, multiplicativos
e exponenciais) é indecidivel26, enquanto, ao que diz respeito aos fragmentos,
sabemos que MALL é P-SPACE™ completo *® e MLL” & NP—completogo. O
fragmento MELL, por sua vez, deve ser ao menos EXPSPACE 31, entretanto,
nao existe nenhuma prova de sua decidibilidade.*

O fragmento multiplicativo (MLL), em especial, possui propriedades
relevantes do ponto de vista da teoria da computacao, uma vez que é capaz
de expressar e resolver problemas de paralelismo no nivel 16gico 33, ou seja,

permite a execugao de diferentes calculos (operagdes) ao mesmo tempo.

26Lincoln7 P., Mitchell, J., Scedrov, A., and Shankar, N., “Decision problems for proposi-
tional linear logic”, Annals of Pure and Applied Logic, 56. 1992. 239p. —311p.

27Lincoln7 P., Mitchell, J., Scedrov, A., and Shankar, N., “Decision problems for proposi-
tional linear logic”, Annals of Pure and Applied Logic, 56. 1992. 239p. —311p.

*Um conjunto de problemas de decisdo é P-SPACE quando o processo de decisdo é
resolvido em espago polinomial. Dizemos que uma teoria T é P-SPACE completo se os
problemas da teoria sao resolvidos em espago polinomial e se qualquer outra teoria T'1 P-
SPACE pode ser reduzida a T.

29Kanovich, M.IL., “Horn Programming in Linear Logic is NP-Complete”, in Proceedings of
the Seventh Annual Symposium on Logic in Computer Science, Santa Cruz, IEEE Computer
Society Press, 1992 . 200-210p.

3'NP-SPACE é um conjunto de problemas que podem ser resolvidos em espaco polinomial
por uma maquina de Turing ndo-deterministica. Uma teoria T é NP-SPACE completa se
qualquer teoria NP-SPACE T pode ser reduzida a T.

1Um conjunto de problemas de decisdo é EXPSPACE se cada um dos problemas pode
22 sendo p(n) uma func¢do polinomial.

32Recentemen‘ce, Bimbé e Katalin apresentaram uma prova para a decidibilidade de
MELL, entranto provou-se posteriormente que a prova apresentada estava errada.

BSGIRARD, Jean-Yves. Linear Logic, Theoretical Computer Science, 50:1, 1987. pp. 1-102.

ser resolvido em espaco
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2
Logica Relevante

2.1
A Relacao entre Légica Relevante e Légica Linear

Uma das primeiras perguntas que o leitor pode-se fazer é sobre a relacao
entre a légica da relevancia e a légica linear. Tal pergunta nao ¢ somente
perfeitamente cabivel como é imperativo que a respondamos antes de partir
para os aspectos técnicos.

A caracteristica individualizadora da légica da relevancia Lg, assim como
no caso da logica linear Lj, esta relacionada a uma compreensao mais forte da
implicacdo. Enquanto a leitura relevante estd preocupada em corrigir certos
paradoxos oriundos de certos principios logicos, nominalmente o ex falso e a
introducao vacua da implicacao, a leitura linear esta preocupada em controlar
o uso de hipodteses, uma vez que Lj, enxerga as formulas como recursos a serem
gastos.

Podemos diferenciar Lp de L; mesmo no fragmento aditivo, pois a
distribuicao da conjuncao aditiva sobre a disjuncao aditiva, ou seja, (A& (B &
C)) - ((A& B) ® (A& (C)) é um teorema de L, mas nao é um teorema de
LL.

Embora as duas logicas tenham motivagoes diferentes, ambas comparti-
lham uma solucao bastante parecida, em calculo de sequentes, para "contro-
lar'"a implicacao. Tanto Ly quanto Lj, sao logicas sub-estruturais, ou seja, sao
sistemas l6gicos que abrem mao de algumas regras estruturais. No caso de Lp
abre-se mao da regra de weakening, enquanto a L; é mais radical e descarta a
regra de weakening e da contracao; entretanto, L; permite a recuperacao das
regras estruturais por meio dos operadores exponenciais. As solucoes estrutu-
rais apresentadas para os sistemas de tableaux também sao bastante parecidas.
Como veremos ao longo dos proximos capitulos, o controle sobre a utilizagao
das formulas permite que construamos método de tableaux para Ly e L;. Am-
bas as solucoes sao perfeitamente capazes de refletir as retricbes demandadas

pelo descarte das regras estruturais.
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2.2
Um pouco de Histdria Relevante

Qualquer um que ja tenha lecionado/assistido um curso de introducao a
légica conhece a dificuldade de explicar/entender a implica¢ao material. Nosso
uso cotidiano de "se ... entao ..."parece nao corresponder adequadamente ao
significado da implicagao estabelecido pela tabela de verdade da implicacao.

Principios l6gicos pouco intuitivos justificados pela tabela de verdade da
implicagdo, como o ex falso por exemplo, sdo perfeitamente aceitos, inclusive
do ponto de vista construtivo, por légicos e matematicos. Entretanto, para um
leigo, importar esse tipo de regra para linguagem pode causar grande confusao.
Um individuo que, em uma conversa cotidiana, se depara com afirmacoes do
tipo "se estd chovendo e nao estd chovendo, entao Zappa ganhou as elei¢oes
americanas em 1992" provavelmente entendera que estd sendo vitmima de
algum tipo estranho de ironia e nao que esta recebendo um argumento que
contém o ex falso.

De um ponto de vista mais técnico, os problemas da implicacao material
estao relacionados a dois teoremas. O primeiro teorema, (=P — (P — @)),
informalmente nos diz que qualquer coisa se segue de uma contradicao. O
segundo teorema, (P — (@ — P)), informalmente diz que se uma sentenca é
verdadeira, entao ela pode ser implicada de qualquer outra sentenca, seja ela
verdadeira ou falsa. Tais teoremas, quando aceitos em uma teoria que busca
corresponder a linguagem natural, podem gerar toda uma sorte de problemas
e confusoes, conforme o exemplo do paragrafo anterior.

Interpretagoes mais fortes da implicacao foram propostas ao longo do
século XX 1, dentre elas a légica da relevancia, inicialmente formulada por
Moh Shaw-Kwei 2, Church * e Ackermann *. A leitura relevante da implicagao
busca estabelecer um sentido de A — B em que o antecedente seja usado
relevantemente na derivagao de B. Um possivel sentido de relevancia pode ser

entendido pela seguinte reformulagao do teorema da dedugdo:

Teorema da Deducao: Seja uma dedugao II de B a partir de

{A, Ay, ... A, }. Dizemos que se A, é relevantemente utilizada na dedugao de

B, entdao {A;, Ay, ...A,,_1} = A, = B. Caso contrério {A;, Ay, ...A,,_1} - B.

'Além da logica relevante, existe, por exemplo, a leitura modal de Lewis que define a
implicacao material o operador box A < B := 0A — B.

2SHAVV—KVVEL Moh, “The Deduction Theorems and Two New Logical Systems,” 1950
Methodos, 2: 56-75.

3CHURCH,AIOHZO. "The Weak Theory of Implication"Munich 1951. Kontrolliertes Den-
ken Festgabe zum 60. Geburtstag von Prof. W. Britzelmayr. pp. 22 - 37.

4ACKERMANN, Wilhelm, “Begriindung Einer Strengen Implikation,” 1956, Journal of
Symbolic Logic, 21: 113-128.
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2.3
Linguagem e Sistemas Dedutivos

Até agora nos referimos a logica relevante como uma logica tunica.
Entretanto existem varias possiveis leituras para nocao de relevancia. A partir
de agora iremos descrever uma ldogica relevante classica (Lp.) de acordo
com a leitura de Villalonga5. Consideremos agora alguns aspectos formais de
uma logica da relevancia classica. Antes de mais nada, devemos apresentar
indutivamente a linguagem de Lg.. Um exemplo de gramatica relevante pode

ser definido conforme segue:

1. p é uma sentenca bem formada, sendo p atémico.

2. Se A é uma sentenga bem formada, entdo —A é uma sentenca bem

formada.

3. Se A e B sao sentencas bem formadas, entao A& B, A B, A®@ B, A% B

, A= Be A—o B sao sentencas bem formadas.

4. Estas sao as unicas regras de formagao de sentencas.

Uma vez estabelecidas as regras que definem quais sentencas da lingua-
gem, podemos apresentar os diferentes sistemas de regras que permitem com-
binar e manipular as sentencas relevantes. Atualmente existem varios sistemas
dedutivos para formalizar as diferentes nog¢oes de relevancia, seja em calculo de
sequentes, deducao natural, sistemas de Hilbert e tableaux; em especial temos
o sistema de calculo de sequentes relevante apresentado por Villalonga6 7 Tre-
mos apresentar dois dos sistemas mencionados, a dedugao natural de Prawitz

e o calculo de sequentes de Villalonga.

2.3.1
Deducao Natural Relevante

Podemos encontrar dois sistemas distintos para Lr em Natural Deduc-

. 8 . . . , , . . .
tion”. O primeiro sistema ¢é construido apenas para o fragmento implicacional.
Para obtermos uma regra para introducao da implicacao relevante, precisamos

fazer algumas alteracoes na regra de introdugao original.

5VILLALONGA,Pilaur. "From Natural to Formal Language: A Case for Logical Pluralism
"Topoi ed.38. 2019. pp. 333 - 345.

®Outros exemplos de sistemas sao o sistema de deducao natural de Prawitz, o sistema
Axiomatico de Church e o Célculo de Sequentes de Restall

7VILLALONGA,Pilar. "From Natural to Formal Language: A Case for Logical Pluralism
"Topoi ed.38. 2019. pp. 333 - 345.

SPRAWITZ, Dag, "Natural Deduction"1965, Dover: 81p.
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[A]
T
B
A-B

A regra acima corresponde a introdugao da implicagdo cldssica/ intuici-
onista, em que a hipdtese A pode ser introduzida vacuamente. A regra para
introdugdo da implicacao relevante, devemos exigir que a féormula A esteja
contida no conjunto de hipdteses I' que foram utilizadas na derivacao de B.
Apos a aplicagdo da regra, devemos obter um novo conjunto de hipoteses A tal
que A={T" — A}. A regra para eliminacao da implicagao relevante ¢ a mesma
do caso classico. No caso do fragmento implicacional, o sistema de Prawitz
corresponde ao sistema axioméatico inicialmente formulado por Church.

Para recuperarmos o Teorema de Normalizagdo também precisamos
alterar a definicdo de derivagao. Uma derivacao II é uma arvore de féormulas
tal que, se B é uma ocorréncia em Il e A, A,, ..., A, sdo todas as férmulas
que ocorrem imediatamente acima de B em II, entao (A, As, ..., A,/ B) é uma
aplicacao de uma regra de inferéncia S. No caso relevante, uma derivacao passa
a ser um par (IT, ®) em que ® é uma funcao de descarte que permite rastrear
quando uma férmula A é utilizada.

O segundo sistema proposto por Prawitz inclui a conjuncao e a disjuncao
a linguagem. Diferentemente de outros sistemas relevantes, a Dn relevante de
Prawitz possui apenas uma conjunc¢ao (A) e uma disjunc¢ao (V). A inclusao
irrestrita das regras dos novos operadores permite que recuperemos os para-
doxos da implicagdo. Devemos entao incluir restrigdes estruturais globais as
derivagdes. Suponha a seguinte derivagao:

[A]
Ty

B
A—- B

Caso haja uma ocorréncia de aplicacao da regra de introducao da
conjuncao em 7; que introduz C'A D, devemos exigir que A seja usado tanto na
derivacao de C quanto na derivagao de D. Visualizemos a restri¢ao na seguinte
derivagao:

[A]  [A]
™ 2

C D
CnAD

3
B
A—- B

Na derivacao acima, para que A seja relevantemente utilizado na deri-

vacao de B, a hipétese A deve ser utilizada tanto na derivacdao de C quanto
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na derivacao de D. O mesmo tipo de restrigio deve ser aplicado no caso da

eliminacao da disjuncao.

2.3.2
Calculo de Sequentes Relevante

O céalculo de sequentes que iremos apresentar como exemplo é o sistema
proposto por Villalonga, construido para estudar algumas nog¢oes de pragma-
tica utilizadas em filosofia da linguagem. O Cs de Villalonga sera utilizado
como base para construcao dos tableaux relevantes no proximo capitulo.

Axioma:

A=A
Regras Estruturais:
Contracao:

AAT = A I'=>AAA
ATl = A I=AA

Regra do Corte:
'=AA AX=A

Y= AA
Regras Logicas:
Conjuncao Aditiva:
ATl = A B,I'= A Ir=AA Ir=AB
A& B, T = A A& B, T = A '=AA&B

Conjunc¢ao Multiplicativa:

A B I'= A Ir=AA Y=AB
A® B, = A LY=>AANA®B

Disjuncao Aditiva:

A=A ILB= A Ir=AA I'=AB
Ae B, ' = A '=>AA®B '=AA®B

Disjuncao Multiplicativa:

Al= A BY=A I'=AAB
AR BT Y= A A r'=AA%B

Implicacao Aditiva:

I'=AA B,I'= A Al= A I'=AB
A-> BT =A '==AA-B r==AA-B

Implicacao Multiplicativa:

I'=AA B,Y=> A ATl'=AB
A—o BT YX=AA ' ==A,A—-B
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Construindo Tableaux Relevante

O processo de construgao do sistema de tableaux relevante, a partir de
um sistema de calculo de sequentes, consiste em duas etapas. Primeiro deve-se
apresentar uma traducao das regras légicas de Cs para Tx. A estratégia que
irei utilizar para traduzir as regras é a mesma apresentada por D’Agostino et
al.' Em segundo lugar, deve-se também estabelecer algumas restrigbes sobre
as arvores de um tableau com o fim de internalizar as regras estruturais de
calculo dos sequentes e refletir as restrigdes que a logica da relevancia impoe
a implicagao.

Antes de definir quais sao as restrigoes estruturais que devem ser impostas
aos tableaux relevante, devemos definir alguns conceitos bésicos e traduzir as
regras de Cs, com o intuito de facilitar a visualizacao, por meio de exemplos,

das limitagoes que serdao impostas as derivagoes.

Definicao 1: Uma drvore de derivacao é um grafo conexo, aciclico e nao-
direcionado (V, E') cujo conjunto dos vértices V é parcialmente ordenado e a
relacdo de ordem esta bem-fundamentada, ou seja, existe um tnico elemento
maximo x,, tal que para qualquer elemento x,,, existe uma unica sequéncia

finita de elementos z,, < x,,_1 < ... < x; < 1y que liga x,, a0 elemento maximo.
Definigcao 2: Um nodo é um vértice rotulado com uma férmula.

Definicao 3: Um ramo p é uma sequéncia finita ordenada de nodos

xy...T, tal que x,, < x,,_; < ... < xy.

Intuitivamente, podemos entender a arquitetura de uma arvore de dedu-
¢ao por analogia com as arvores biologicas. Assim como as arvores biologicas
possuem um 'inicio", a semente, a arvore de deducao comeca a partir de um
unico ponto, o nodo x,. Da mesma forma que as arvores biolégicas poten-
cialmente bifurcam em diferentes ramos para maximizar a absor¢ao de raios
solares, as arvores de deducao se ramificam, por meio da aplicacao de regras,

1D’AGOSTINO, Marcello, GABBAY, Dov. & BRODA, Krysia. "Tableau Methods for

Substructural Logic'In: D‘AGOSTINO, Marcello. GABBAY, Dov. HAHNLE, Reiner &
POSEGGA,Joachim (org.) Handbook of Tableau Methods. Springer, 1999. pp. 397 - 468.
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para verificar a validade de uma determina formula ou conjunto de férmulas.

Para tornar as coisas ainda mais claras, vejamos o seguinte exemplo:

Lo
Iy To

T3 Ty

/\

s Tg X7

Ty

No grafo acima, podemos encontrar, por exemplo, trés ramos, p;: T <
x3<l’1 <$0,p2:$6<x3<x1 <:L‘Oep3: x8<$7<$4<£[f2<x0. Agoraﬁca
facil ver a formacao da arvore como um conjunto de ramos, todos ligados a

um mesmo nodo raiz .

Antes de continuarmos com as defini¢bes basicas e de apresentarmos as
regras estruturais das arvores, devemos apresentar as regras para os operadores
l6gicos. Conforme ja anunciado, as regras do sistema de tableaux serdao obtidas
por meio de uma fungao de tradugao de Cs em Tx. Na traducao que se segue,
assim como em D‘Agostino et al., reformularei as regras a direita passando
todas as férmulas do consequente para o antecedente adicionando a negacao,

conforme o seguinte exemplo:

F:A,A Z:H,B — F,ﬁ[A],—lAﬁ E,ﬁ[H],—lBﬁ
P)Z:A7A7A®B F7E7_'[A]7_'[A]7_'(A®B)=>

Os colchetes em =[ A] indicam que todas as férmulas de A estao negadas.
A mudanca na formulacao das regras facilita a visualizagao da correspondéncia

entre as regras a direita de Cs e as regras para as féormulas negadas de Tx.

3.1
Traducao de Regras

Iniciemos pela tradugao das regras para a conjuncao aditiva. Temos aqui
dois fatos merecedores de destaque. No caso da féormula afirmada, podemos
ver que a conjuncao aditiva tem a propriedade da projegdo, ou seja, se
afirmamos/demonstramos A & B podemos afirmar/demonstrar cada um dos

componentes separadamente. J& no caso da féormula negada, devemos notar
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que a repeticao das formulas nao utilizadas (ver Definigdo 7) corresponde a
exigéncia de contexto compartilhado das regras aditivas.

Conjuncao Aditiva a esquerda:

(A& B)
F7—|[A],A:> A
I -[A],A& B =
(A& B)

Fa_'[ALB:} = B
F7—|[A],A&B =

Conjuncao Aditiva a direita:

~(A& B)

/ A\

-A =B

F7_I[A:|,_|A:> F,ﬁ[A],ﬁB = — I T
[ =-[A],=(A& B) =

Em que I' sdo féormulas que nao foram usadas acima do nodo no qual a

regra foi aplicada. 2

O caso da conjuncao multiplicativa é bem mais simples. Na regra para
formula afirmada, temos uma situacao de multiplas conclusoes, ou seja, uma
derivagdo de A ® B nos permite obter simultaneamente uma derivacao de
A e uma derivagao de B. E interessante notar que a imposicao de multiplas
conclusoes aproxima a conjunc¢ao multiplicativa a leitura classica da conjuncao.
A regra para a féormula negada é bem mais simples do que no caso aditivo,
uma vez que nao é preciso que todas as férmulas sejam utilizadas em ambos os
ramos, pois nao ha exigéncia de contexto compartilhado. Devemos, entretanto,
adicionar uma restricao global a regra da negacao do tensor. As férmulas nao
utilizadas que ocorrem acima da aplicagao devem ser divididas em I'y, 'y,
por meio de uma funcao de escolha arbitraria, o que corresponde ao contexto
compartilhado da regra multiplicativa em Cs.

A duplicagao das férmulas ainda nao utilizadas em cada um dos ramos corresponde a

aplicacao implicita da regra de contragao presente nas derivagoes com contexto comparti-
lhado.
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Conjuncao Multiplicativa a esquerda:

(A® B)
}
I -[A],A,B = B
I'-[A],A® B =
Conjuncao Multiplicativa a direita:
-(A® B)
A

F,—l[A],—lA = Z,—l[A],—!B = — I M
Y, -[A],=[A]-(A® B) =

O caso da disjuncao aditiva é simétrico a conjunc¢ao aditiva. A regra
para féormula afirmada possui a restricao que simula o contexto compartilhado,
enquanto a regra para féormula negada possui algo andlogo a projecao, diferindo
apenas no fato de que as féormulas projetadas sao acompanhadas da negacao.

Disjun¢ao Aditiva a esquerda:

(Ae® B)

/\

A B
Fa_'[ALA = F7_'[A:|7B = r r
F,ﬁ[A],A@ B =

=

Em que I' sdo féormulas que nao foram usadas acima do nodo no qual a

regra foi aplicada.
Disjuncao Aditiva a direita:

-(A® B)

FJ_'[A]v_'A: = -A
I',-[A],~(Ae B) =
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-(A® B)

F7_'[A]7ﬁB = = -B
I',-[A],~(Ae B) =

O caso da disjuncao multiplicativa também é simétrico ao caso da
conjuncao multiplicativa. A regra para férmula afirmada, assim como no caso
do tensor, deve possuir restricoes globais as formulas que foram utilizadas

acima da aplicacao da regra.

Disjuncao Multiplicativa a esquerda:

(A®® B)
A/ \B
I'-[AJ]A= X -[AlB= _ T %
[, -[A],-[A],A® B =
Disjuncao Multiplicativa a direita:
-(A% B)
-A

F7 _'[Al _'A7 -B= = -B
[, =[A]-(A% B) =

T e, . 3 L .

O caso da implicagao aditiva é bastante particular °. A tnica coisa que
podemos destacar é o fato de, assim como nas outras regras aditivas, temos
a exigéncia de contexto compartilhado na regra positiva e uma propriedade

analoga a projecao na regra negativa.

Implicacao Aditiva a esquerda:

3 . . . A

Tanto no caso relevante quanto no caso linear existe uma divergéncia, ao menos na
bibliografia levantada, se deve haver ou nao uma separagao entre implicacdo aditiva e
multiplicativa.
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(A - B)
/\
-A B
F7_'[A:|a_'A = Fa_'[A]aB = = r r

Fa _'[A]a A—->B=
Em que I' sdo férmulas que nao foram usadas acima do nodo no qual a

regra foi aplicada.

Implicagao Aditiva a direita:

(A > B)
|
T, ﬁ[FA,]ﬁ,[ﬁA(iizf;) = = !
~(A > B)
I',-[A],-B = - -B

F, —I[A], —|(A - B) =

As regras para o caso da implica¢gdo multiplicativa sdo idénticas as regras
para implicagao classica. As propriedades desejadas na implicacao relevante
serao obtidas pelas restrigoes sobre o uso das féormulas que veremos logo em
seguida.

Implicagao Multiplicativa a esquerda:

(A — B)

F,ﬁ[A],ﬁA = Z,ﬁ[A],B = — I
Fa Eu ﬁ|:A:|7 _'[A]7A —~ B =

Implicacao Multiplicativa a direita:

-(A — B)

P,"[A],A,—!B,: = -B
[, =[A],~(A — B) =
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Contracao:

A

NLAA= _ 4
INA=

A regra acima diz que de uma féormula A pode gerar duas cépias de A
descartando a férmula original.
Agora que estamos munidos das regras do nosso tableaux relevante,

continuemos apresentando algumas defini¢oes basicas.

Definigao 4: Um ramo é dito fechado quando, dado uma férmula z,,,
tanto x,, quanto sua negacao —x,, estao contidos no mesmo ramo. O fechamento

do ramo sera sinalizado com L. Caso contrario, o ramo é dito aberto.

Defini¢ao 5: Uma arvore de dedugao é dita fechada se todos os seus

ramos sao fechados.

Definicao 6: Dizemos que uma férmula foi utilizada se uma regra logica
foi aplicada a ela ou se ao menos uma vez ela fecha um ramo. A férmula que

for utilizada sera sinalizada com +/.

Definigao 7:Dizemos que B é derivéavel a partir {A;, Ao, ..., A,,} se existe
uma arvore fechada construida com os nodos iniciais A;, Ay, ..., A,, ¢ =B em

que todas as formulas foram utilizadas.

Definigao 8: Uma férmula A é um teorema se existe uma arvore fechada

construida a partir de = A em que todas as férmulas foram utilizadas.

Podemos visualizar as defini¢coes 5 e 7 com o seguinte exemplo. Tome a
seguinte derivacao:
{A—C,B—-C}F(A®B)—oC
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(A—0C)V

(B—-C)+

(A% B) — )V

(A% B)Y

-Cy/

-Cy/

~Cy

/N
_BY Cy

(A—oC)y -CV

~C Y 1
|
AN BY
/N
“AY Oy
| |
A®BY =CY
| |
~BY 1
/ N\
Ay By
| |
Ay =By
| |
1 1

A &rvore acima mostra que (A% B) —o C' é derivavel a partir de {A — C
, B — C'} , pois todos os ramos estao fechados, ou seja, cada ramo possui uma
contradigao. Por exemplo, o ramo (=C' < C < =C' < =C < =C < (A®¥ B) <
(A% B) - C) < (B — () < (A — ()) é fechado, pois contem tanto —C
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quanto C. Também é possivel ver que cada um dos nodos da arvore é utilizado

a0 1Menos uina vez.

Apesar de ja estarmos munidos de regras logicas e definig¢oes, o sistema
de tableaux construido até aqui nao consiste em um tableaux para a logica
da relevancia. Para obtermos um tableaux relevante, devemos ainda estabelcer
duas restrigoes estruturais para as arvores de derivacgdo. A primeira restri¢ao
diz respeito a utilizagdo das férmulas. Em uma derivacao I' = A, todas as
formulas contidas em I' devem ser utilizadas ao menos uma vez para que
tenhamos uma derivagdo. Em segundo lugar, quando um ramo bifurcar pela
aplicagdo de uma regra multiplicativa, cada ocorréncia de formula (ainda nao
utilizada) que estd contida no ramo acima do né em que a regra foi aplicada
deve ser utilizada em ao menos um dos ramos gerados — simulando o contexto
livre. No caso das regras aditivas, cada ocorréncia de féormula deve ser usada
em ambos ramos gerados — simulando o contexto compartilhado.

Para ilustrar que o tableaux definido corresponde a um tableaux legiti-
mamente relevante, mostremos que um dos paradoxos da implica¢do nao é um
teorema e que, por sua vez, a féormula correspondente a regra de contracao é
um teorema.

Analisemos o caso do paradoxo P —o () —o P), que corresponde a regra

de weakening;:

(D)=(P —(Q = P))V
(2)PV
(3)=(Q — P) v
o
(5)=PV

|
(6)P

Na arvore acima queremos testar se (P — (Q — P)) é um teorema.
Pela defini¢ao 6, devemos comecar a arvore com a férmula =(P — (Q — P)).
Aplicamos a regra para negacao da implicagdo, utilizado (1), obtendo (2) e (3).
Aplicamos novamente a regra da negacao da implicagao em (3), obtendo (4),
(5) e repetindo a férmula (2) que ainda nao havia sido utilizada. A férmula (6)

fecha o ramo, pois entra em contradigao com (5). A férmula (4) nao ¢é utilizada
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em nenhum momento. O paradoxo nao é, portanto, um teorema relevante,
pois, embora o ramo contenha uma contradigao, a férmula (4) nao é utilizada

nenhuma vez, o que viola a restri¢ao relevante.

O teorema equivalente a regra da contragdo, por outro lado, é um teorema
dentro do tableau relevante conforme a derivagao abaixo, pois todos os seus
ramos estao fechados e todas as féormulas foram utilizadas. Na derivacao,
comecamos negando o teorema da contracao. Em seguida aplicamos a regra
da negacao da implicagao, utilizando (1) e obtendo (2) e (3). Continuamos a
derivacao aplicando a regra —=— —o em (3) e obtendo (4) e (5). Em seguida
aplicamos a regra de contragao, obtendo duas copias de P em (6) e (7). Entao
aplicamos a regra para implicagdo em (2), bifurcando a arvore em (8) e (10).
A férmula P é copiada no ramo esquerdo, pois a férmula (6) ndo havia sido
utilizada, enquanto P e =) sdo copiados no ramo do lado direito, pois (5) e
(7) ndo haviam sido utilizadas. O ramo da esquerda se fecha, pois (8) e (9)
se contradizem. Aplicamos a regra da implicacao em (10), gerando uma nova
bifurcagdo em (13) e (15). A féormula P é copiada ao lado esqurdo e =@ ¢é
copiada no ramo direito, pois nem P nem —() haviam sido utilizadas acima da
aplicacao da regra. Ambos os ramos sao fechados com os (13)-(14) e (15)-(16)

se contradizendo.
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(1)~((P o (P~ @) = (P~ Q)
|
(2)(P— (P = Q))V
|
(3)~(P — Q)
|
()P
|
(5)-QV
|
(6)P
|
(NP
/N
(8)-PV  (10)P = QY
| |
(OPV  (DPY
| |
L (12)-Q ¥
/N
(13)-PV  (15)QV
| |
PV (16)-Q

1 1

3.2
Observacao sobre as Regras dos Operadores

Um leitor atento pode perceber que, dada a natureza das regras aditivas,
nao existe uma canonicidade para as derivagdes que envolvem a conjunc¢ao adi-
tiva e a negacao da disjuncao aditiva, ou seja, desconsiderando permutagoes na
ordem de aplicacao das regras, podemos obter diferentes arvores dependendo
das escolhas tomadas na aplicacao das regras aditivas. Podemos observar esse
fendmeno com as arvores geradas para o teorema (A& B) — (A ® B), em que

existem 4 arvores distintas.
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I(1)~((A& B) - (A® B))V

(2) (A& B) II(1)-((A& B) — (A® B))V
(3)=(4A® B)y (2)(A& B) Y
(4)A (3)~(Ae® B)Y
(5)=A+/ (4)A
1 (5)-B

IV(1)-((A& B) — (Ae® B)) v

ITI(1)~((A& B) — (A® B)) Y (2)(A& B) Y
(2)(A& B)V (3)~(A® B) Y
(3)-(Ae B)V (4)B+/

(4)B (5)=B+/
(5)-4 1

Como podemos observar, as arvores [ e IV fecham, pois a férmula
"escolhida'na aplicagdo da regra para conjuncao aditiva foi a mesma da
aplicacao da regra para disjuncao. Ja as arvores II e IIl nao fecham, pois

a férmula obtida pela aplicacao da regra da conjuncao é diferente da féormula

obtida pela regra da disjuncao.

Um problema analogo acontece com os operadores multiplicativos. Con-

siderarmos, por exemplo, as arvores que podem ser construidas para o teorema

~((A® B) — (A% B)):
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(1)-((A® B) = (A% B))V

(2)(A® B) (1)-((A® B) — (A% B))V

| |
(3)~(AX B) Y (2)(Ae® B) v
| |
(4)A Y (3)-(A% B) Y
| |
(5)B (4)AY
/N |
(6)~Ay (8)~B+/ (5)B Y
| | /N
(MAY  (9)BY (6)-Av (8)-BV

1 1 (71)B (9)A

Como podemos notar, devido ao processo de escolha presente nas regras
multiplicativas, apenas a arvore da esquerda é fechada, pois os nodos (4) e
(5) foram copiados adequadamente em (6) e (9). E importante notar que as
observagoes apresentadas sobre os operadores aditivos e multiplicativos nos
obriga a mudar a definicdo de ndao-teorema. Assim como a defini¢ao de teorema
foi alterada - para que uma féormula seja um teorema, deve existir ao menos
uma arvore com todos os ramos fechados - devemos definir que uma férmula
nao é um teorema se nao existe nenhuma arvore com todos os ramos fechados.

E importante notar que tais fatos ndo consistem em um problema em
si4, uma vez que a defini¢do de teorema nos diz que deve existir ao menos uma
arvore fechada para férmula. Os teoremas de corretude e completude, como
veremos nas proximas segoes, também nao serdo afetados por essa questao,

pois a hipétese indutiva nos garante que a arvore é fechada.

3.3
Corretude e Completude

Para mostrarmos que o tableaux definido na secao 3.1 corresponde de
fato ao sistema de cédlculo de sequentes apresentado por Villalonga, devemos
apresentar uma forma sistematica de traduzir as derivagoes de Tx em Cs e vice
e versa. A traducao também nos garante que o tableaux definido é correto e

completo relativamente ao sistema de Villalonga, ou seja, nosso tableaux para

4 . . .
A menos que estejamos preocupados em implementar o sistema de tableaux em algum
provador automatico.
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logica relevante sera correto e completo se e somente o o calculo de sequentes
de Villalonga for correto e completo. A tradugao das derivagoes é realizada por
meio de dois teoremas, conforme seguem abaixo. A prova de ambos se da por

inducao no comprimento das derivacoes e por uma longa analise de casos.

Para provar o teorema de completude, precisaremos do auxilio do seguinte

lema:

Lemma 1: Sejam duas arvores fechadas 77, com n férmulas, e 75, com m
formulas, de Tx relevante. Entao podemos gerar uma tnica arvore 73 fechada,

com n + m + 1 formulas, que possui uma féormula topo que bifurca em 7, e 7.

Prova: Sejam |ay, ao...qr,,] formulas de 7, [51, P, .0 formulas de 7
e [v,aq,ay...ap,, By, Po, .0 formulas de 75 tal que  possui uma regra que

bifurca em «; e 3;. A drvore 73 possui a seguinte forma:

y

/\

T T2

Caso a arvore 73 nao fosse fechada, ou existiria algum ramo aberto em 73
ou a férmula v nao teria sido utilizada. Caso houvesse um ramo aberto, este
ramo estaria contido em 7; ou 7, o que viola a hipotese de que 7, e 5 sao
fechadas, logo nao pode ser o caso de existir um ramo aberto em 73. Também
nao pode ser o caso de v nao ter sido utilizada, pois a aplicagdo da regra de ~

gerou algum «; € 7 e 3; € 7. Logo, 73 ¢ fechada.

Lemma 2: Se uma &arvore 7; com n féormulas é fechada, entao a arvore

71! com n + 1 férmulas ¢é fechada.

Sejam [ay, g, ..., @, | formulas de 1 e [y, aq, g, ..., @] formulas de 7. A

arvore 7l possui a seguinte forma:

r-)/

T

Caso a arvore 711! nao fosse fechada, ou existiria algum ramo aberto em
71! ou a férmula v ndo teria sido utilizada. Caso houvesse um ramo aberto, este
ramo estaria contido em 7y, o que viola a hipdtese de que 7, é fechada, logo

nao pode ser o caso de existir um ramo aberto em 7;I. Também nao pode ser


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 2011784/CA


PUC-RIio- CertificagaoDigital N° 2011784/CA

Capitulo 3. Construindo Tableaux Relevante 43

o caso de v nao ter sido utilizada, pois a aplicagao da regra de v gerou algum
a; € 1. Logo, 111 é fechada.

Teorema 1 (Completude): Se existe uma prova para o sequente
I' = A, entao existe pelo menos uma arvore de deducao para I' e =[A] que é
fechada.

Prova por indu¢do no comprimento da derivacdo. Devemos definir uma
funcao de traducao f,[7] capaz de transformar as deriva¢oes de Cs em arvores
de Tx. A funcao é definida pela andlise de cada operador conforme segue

abaixo:

Caso base:

Tome o seguinte sequente de Cs:
A=A

Podemos, trivialmente, construir a seguinte arvore fechada:

A

-A

1

Caso I: Conjuncao Aditiva a direita

Tome a seguinte derivacao em Cs:

1 Up)
Ir=AA I'=AB
= A ALB

Pela Hipotese Indutiva obtemos as seguintes derivagoes em Tx com todos

os ramos fechados:

r r
-A -A
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Pelo Lemma 1, obtemos a seguinte arvore adicionando um novo nodo
-(A& B) ao topo da derivacao e obtendo a seguinte derivagao correspondente

a derivacao em Cs:

~(A& B)

/N
~A -B

-A -A

Jfilm)  fi(ms)

1 1

Em que I' e =A sdo férmulas que nao foram utilizadas antes da aplicacao
da regra.
Caso II: Conjuncao Aditiva a esquerda

Tome as seguintes derivagoes em Cs:

T )
A=A IB= A
A& B= A A& B=A

Pela Hipotese Indutiva obtemos as seguintes derivagoes em Tx com todos

os ramos fechados:

r T
-A -A
A B
fi(m) fi(2)
. .

Pelo Lemma 2, podemos adicionar um novo nodo (A & B) ao topo das

derivagoes e obtemos as seguintes derivagoes correspondentes as derivagoes em

Cs:
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(A& B) (A& B)
F F
-A -A
A B

fi(m) fi(m)
I I

Caso I1I: Conjuncao multiplicativa a direita

Tome a seguinte derivacao em Cs:

T Upi
I'=AA Y=AB
'Y= AAAQ®B

Pela Hipotese Indutiva obtemos as seguintes derivagoes em Tx com todos

os ramos fechados:

r by
-A -A
-A -B

fi(my) fi(ms)

. I

Pelo Lemma 1 podemos adicionar um novo nodo =(A ® B) ao topo da

derivacao e obtemos a seguinte derivacao correspondente a derivagdo em Cs:
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-(A® B)

/ N\
r by

-A -B

fi(m)  fi(m)

1 1

Caso IV: Conjuncao multiplicativa a esquerda

Tome a seguinte derivacao em Cs:

™
A BT'= A
A® B,I'= A

Pela Hipdtese Indutiva obtemos a seguinte derivagdo em Tx com todos

os ramos fechados:

f1(7T1)
|

1

Pelo Lemma 2, podemos adicionar um novo nodo (A ® B) ao topo da

derivacao e obtemos a seguinte derivacao correspondente a derivagao em Cs:
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(A® B)

r

Caso V: Disjuncao Aditiva a direita
Tome a seguinte derivagao em Cs:
T Up)

I'=AA Ir=AB
'=AA®B I'=AAe®B

Pela Hipotese Indutiva obtemos as seguintes derivagoes em Tx com todos

os ramos fechados:

r r
-A -A
-A -B

fi(my) fi(my)

. .

Pelo Lemma 2, podemos adicionar um novo nodo —(A® B) ao topo das

derivagoes e obtemos as seguintes derivagoes correspondentes as derivagoes em
Cs:
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-(A® B) -(A® B)
F F
-A -A
A ~B
fi(m) fi(m)
. .

Caso VI: Disjuncao Aditiva a esquerda

Tome a seguinte derivacao em Cs:

T Up)
Al=A B,I'= A
Ao B,I'= A

Pela Hipotese Indutiva obtemos as seguintes derivagoes em Tx com todos

os ramos fechados:

r r
-A =A
A B
fi(m) fi(m2)
: :

Pelo Lemma 1 podemos adicionar um novo nodo (A @& B) ao topo da

derivagao e obtemos a seguinte derivagao correspondente a derivagao em Cs:
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(Ae® B)

/N
A B

-A -A

f1(7T1) f1(772)

1 L

Caso VII: Disjun¢ao multiplicativa a direita
Tome a seguinte derivacao em Cs:
[}

I'=AAB
I'=>AA®B

Pela Hipdtese Indutiva obtemos a seguinte derivagdo em Tx com todos

os ramos fechados:

Pelo Lemma 2, podemos adicionar um novo nodo =(A% B) ao topo da

derivacao e obtemos a seguinte derivacao correspondente a derivagdo em Cs:
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(A% B)

r

Caso VIII: Disjuncao multiplicativa a esquerda

Tome a seguinte derivagao em Cs:

U3t o
A=A ,B= A
Y, A% B = AA

Pela Hipotese Indutiva obtemos as seguintes derivagoes em Tx com todos

os ramos fechados:

r 5
-A -A
A B
fi(m) fi(mz)
. .

Pelo Lemma 1 podemos adicionar um novo nodo (A % B) ao topo da

derivacao e obtemos a seguinte derivacao correspondente a derivagao em Cs:
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(A% B)

/ N\
r by

A B

fi(m)  fi(m)

1 1

Caso IX: Implicagao aditiva a direita

Tome a seguinte derivacao em Cs:

S S ™
A=A '=AB
'=AA-B I'=>AA-B

Pela Hipotese Indutiva obtemos as seguintes derivagoes em Tx com todos

os ramos fechados:

r r
-A -A
A -B

film) fi(m)
. .

Pelo Lemma 2, podemos adicionar um novo nodo —=(A — B) ao topo
das derivagoes e obtemos as seguintes derivagoes correspondente a derivagao

em Cs:
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~(A - B) ~(A > B)
F r
“A -A
A -B
fi(m) fi(m)
: :

Caso X: Implicacao aditiva a esquerda

Tome a seguinte derivacao em Cs:

T Up)
I'=AA B,I'= A
A-> BT =A

Pela Hipotese Indutiva obtemos as seguintes derivagoes em Tx com todos

os ramos fechados:

r r
-A =A
-A B

fi(m) fi(m2)

i L

Pelo Lemma 1 podemos adicionar um novo nodo (A — B) ao topo da

derivagao e obtemos a seguinte derivagao correspondente a derivagao em Cs:
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(A - B)
/N
-A B
T r

f1(7T1) f1(772)

1 L

Caso XI: Implicacao multiplicativa a direita

Tome a seguinte derivacao em Cs:

T
ATl'=AB
' =AA—-B

Pela Hipdtese Indutiva obtemos a seguinte derivacgdo em Tx com todos

os ramos fechados:

Pelo Lemma 2, podemos adicionar um novo nodo =(A — B) ao topo
da derivagdo e obtemos a seguinte derivagao correspondentes a derivagao em

Cs:
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-(A — B)

r

Caso XII: Implicagao multiplicativa a esquerda

Tome a seguinte derivagao em Cs:

1 Uy
I'=AA B,YX= A
A BT,%=AA

Pela Hipotese Indutiva obtemos as seguintes derivagoes em Tx com todos

os ramos fechados:

r 5
-A )\
-A B
fi(m) fi(mz)
. .

Pelo Lemma 1 podemos adicionar um novo nodo (A — B) ao topo da

derivagao e obtemos a seguinte derivagao correspondentes a derivacao em Cs:
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(A — B)

/ N\
r by

-A B

fi(m)  fi(m)

1 1

Caso XIII: Contracao

Assuma a seguinte prova em Cs:

T
[AA=
A=

Pela hipétese indutiva obtemos:

fi(m)

1

Pelo Lemma 2, basta adicionar um novo nodo de A e obtemos:

25
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Logo, Se existe uma prova para o sequente I' = A, entdo existe pelo

menos uma arvore de deducao para I' e =[A] que é fechada.

Teorema 2 (Corretude) : Se temos uma arvore de dedugao fechada

para I' e =[A], entdo existe uma prova para o sequente I' = A em Cs.

Prova por indugao no comprimento da derivacao. Devemos definir uma
funcao de traducao fy[7] capaz de transformar as 4rvores de Tx em derivacoes
de Cs. A funcao é definida pela andlise de cada operador conforme segue
abaixo.

Demonstraremos esse teorema aplicando a seguinte estratégia geral. O
objetivo da prova ¢é obter uma derivacao em Cs a partir de uma derivacao em
Tx adicionando as férmulas negadas no consequente e o restante das férmulas
ao antecendente. No caso dos operadores aditivos, as férmulas utilizadas em
uma arvore devem ser adicionados em ambos os sequentes. No caso dos
operadores multiplicativos, as férmulas utilizadas em um ramo devem ser
adicionadas apenas ao respectivo sequente.

E importante notar que néo sabemos, em principio, qual serd o seguente
inicial da derivacao. Porém, uma vez que sabemos que, pela hipotese indutiva,
as arvores utilizadas no teorema sempre sao fechadas por algum par de formulas

a e =, sabemos que a funcao de traducao retornara o sequente inicial a = «.

Caso base:

Tome a seguinte arvore fechada de Tx:
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Podemos, trivialmente, construir a seguinte derivacao de Cs:
A=A

Caso I: Conjuncao Aditiva a esquerda

Suponha as seguintes arvoves fechadas:

(A& B) (A& B)
F F
-A -A
A B
m T
L L

Pela hipotese indutiva, obtemos as seguintes derivagoes:

fo(m) fo(m)
A=A I''B= A
Devemos notar que a arvore correspondente a prova obtida pela hipotese
indutiva é fechada, pois a top-férmula nao foi utilizada para fechar nenhum
ramo e a féormula obtida pela aplicagao da regra na top-formula é adicionada
como uma nova hipotese. Aplicamos entdo a regra para conjuncao aditiva a

esquerda e obtemos:

f2(771) f2(7T1)
A=A I''B= A
A& B=A A& B=A

Caso II: Conjuncao Aditiva a direita

Assuma a seguinte derivacao em Tx:
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~(A& B)

/ N\
~A -B

r r
-A  =A
m o
-

Pela hipotese indutiva obtemos:

fo(my) fo(m)
=AA I'=AB

Aplicando a regra para conjuncao aditiva a direita obtemos:

fa(m1) fa(ms)
I'=AA I'=AB

I=AALB

Caso III: Conjuncao Multiplicativa a esquerda

Assuma a seguinte derivagdo em Tx:

(A® B)

r

-A
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Pela hipétese indutiva obtemos:

f2(7T1)
I''A,B= A

Aplicamos agora regra para conjuncao multiplicativa a esquerda e obte-

mos:

fo(my)
I''A,B= A
NNAe B= A

Caso IV: Conjuncao Multiplicativa a direita

Assuma a seguinte derivagdo em Tx:

-(A® B)

F/ \Z

SA A
~A -B
T
Lol

Pela hipotese indutiva obtemos:

fo(my) fo(m)
=AA Y=AB

Em que I' sdo férmulas usadas no ramo esquerdo e 3 sao férmulas usadas
no ramo direito.

Aplicando a regra para o tensor a direita obtemos:

fo(m1) fo(m2)
I=AA Y=AB

I'S=>AMNA®D
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Caso V: Disjuncao Aditiva a esquerda

Assuma a seguinte derivagdo em Tx:

(Ae® B)

/\
A B

r r
-A  =A
m o
-

Pela hipotese indutiva obtemos:

fo(my) fo(m)
A=A I'B= A

Aplicando a regra para a disjuncao aditiva a esquerda obtemos:

f2(7Tl) f2(7T2)
A= A I'B= A

Ae B,I'= A

Caso VI: Disjuncao Aditiva a direita

Suponha as seguintes arvoves fechadas em Tx:

-(A® B) -(A® B)
F r
-A -A
-A -B
(s ™
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Pela hipétese indutiva obtemos:

fo(my) fo(my)
I'=AA I'=AB

Aplicando a regra da disjuncao aditiva a direita obtemos:

f2(7T1) f2(7ﬁ)
=AA I'=AB
'=>AAe B '=AAe®e B

Caso VII: Disjuncao multiplicativa a esquerda

Assuma a seguinte derivagao em Tx:

(A% B)

/ N\
r v

SA A
A B
mom
Lol

Pela hipétese indutiva obtemos:

f2(7T1) f2(7T2)
A=A Y,B= A

Em que I' e =A sao féormulas usadas no ramo esquerdo e ¥ e —A sao
férmulas usadas no ramo direito.

Aplicando a regra para o par a esquerda obtemos:

f2(7T1) f2(7T2)
A=A ,B= A

IS ABB = A, A
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Caso IX:Disjun¢ao multiplicativa a direita

Assuma a seguinte derivacao em Tx:

(A% B)

r

T

Pela hipétese indutiva obtemos:

f2(7Tl)
I'=AAB

Aplicamos agora regra para disjuncao multiplicativa a direita e obtemos:

f2(7T1)
I'=AAB
'=AA%B

Caso X:Implicagao aditiva a esquerda

Assuma a seguinte derivagao em Tx:
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(A— B)

/\
-A B

r r
-A  =A
m o
-

Pela hipotese indutiva obtemos:

f2(7T1) f2(7T2)
=AA I'B= A

Aplicando a regra para a implicacao aditiva a esquerda obtemos:

f2(771) f2(7Tz)
A= A I''B= A
A-> BT =A

Caso XI:Implicacao aditiva a direita

Suponha as seguintes arvoves fechadas em Tx:

-(A - B) -(A - B)
F F
-A -A
A -B
T T
L 1

Pela hipotese indutiva obtemos:

f2(7T1) f2(7T1)
A=A I'=AB
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Aplicando a regra da implicacao aditiva a direita obtemos:

fo(my) fo(my)
A=A I'=ARB
T=AA>B I=AA-B

Caso XII: Implicagdo multiplicativa a esquerda

Assuma a seguinte derivacao em Tx:

(A — B)

F/ \E

A -A
~A B
T
Lol

Pela hipotese indutiva obtemos:

fo(my) fo(m)
'=AA B,YX=A

Aplicando a regra para implicagao multiplicativa obtemos:

fo(my) Jo(ms)
'=AA B,YX=A

'Y, A oB=A,A\

Caso XII: Implicacdo multiplicativa a direita

Assuma a seguinte derivagao em Tx:

64
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(A — B)

r

-A

T

Pela hipétese indutiva obtemos:

f2(7T1)
AT=AB

Aplicando a regra para implicagdo multiplicativa a direita obtemos:

fo(my)
AIl'=AB
'==AA—-B

Caso XIII:Contragao

Suponha a seguinte arvore fechada:

A

Pela hipétese indutiva obtemos:

f2(7T)
INAJA=


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 2011784/CA


PUC-RIio- CertificagaoDigital N° 2011784/CA

Capitulo 3. Construindo Tableaux Relevante 66

Basta aplicar a regra da contragao e obtemos:

fo()
INAA=
A=

Logo, Se temos uma arvore de dedugao fechada para I' e =[A], entao

existe uma prova para o sequente I' = A em Cs.

3.3.1
Exemplos de Traducao

Traducao deCs para Tx:

Suponha a seguinte derivagao em Cs:
P,-P = Q,-Q =
P,Q, —|(—|P ® ﬁQ) =

—|(P7§)Q), —l(—|P ® —|Q) = R’ -R=
—|(R ® —l(P:)S)Q)), —|R,—|(—|P ® —|Q) =

A arvore obtida pela traducao é a seguinte:

~(R®=(PF Q)Y
/N
Ry PRQY

“Ry  =(-Pe-Q)YV

1 Py

|
Qv

/ N\

Py =QY

.
PV QY

1 1
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Traducgao de Tx para Cs:

Suponha a seguinte arvore:

(A& (A& B)) Y

A& BY

/N

-Ay/ -(A& B)+/

A&BY  A&BY

| /N
Ay =AYy =By

L A&BY A&BY

| |
Ay BY

L 1

Pela traducao obtemos a seguinte prova em Cs:

A,—|A=> B,—|B=>
A,—|A=> A&B’—!Aﬁ A&B7—|B:>
A& B, A= AL B.~(ALB) =

A& B, —(A(A& B))
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4
Linearizando o Tableaux Relevante

4.1
Tableaux Linear Livre de Exponenciais

Neste capitulo iremos apresentar uma forma de construir um tableaux
para logica linear, a partir do tableaux relevante definido no capitulo anterior,
utilizando as técnicas apresentadas por D*Agostino et al.' e por Meyer et al. 2,
Em primeiro lugar, devemos remover a implicagao aditiva®. Em seguida, deve-
mos adicionar os operadores exponenciais e suas regras légicas correspondentes
e substituir a negacdo relevante (=) pela negacdo linear (.*). Por tltimo, de-
vemos aumentar o controle sobre o uso das formulas, reformulando a regra de
contracao para que ela possa ser usada apenas com exponenciais. Agora, cada
formula deve ser usada no mdrimo uma vez, a menos que a férmula esteja
acompanhada de algum operador exponencial4. Devemos notar que o mero re-
for¢o da restricao sobre a utilizacao das férmulas sobre o tableaux relevante
produz um tableaux correto e completo para o fragmento MALL. Também é
importante notar que ao reforcarmos a restrigao sobre o uso das férmulas para
obter um tableaux linear, o teorema da contracao, como era de se esperar,

deixa de ser um teorema.

1D’AGOSTINO, Marcello, GABBAY, Dov. & BRODA, Krysia. "Tableau Methods for
Substructural Logic'In: D‘AGOSTINO, Marcello. GABBAY, Dov. HAHNLE, Reiner &
POSEGGA,Joachim (org.) Handbook of Tableau Methods. Springer, 1999.

2MEYER,Robert. McROBBIE, Michael. & BELNAP, Nuel. "Linear Analytic Table-
aux'In: BAUMGARTNER,Peter. HAHNLE,Reiner. & POSEGGA, Joachim. (org.) Theo-
rem Proving with Analytic Tableaux and Related Methods. St.Goar. Springer. 1995.pp. 278
- 293.

A implicagao aditiva é removida, pois, usualmente os sistemas lineares sdo formulados
apenas com a implicacdo multipicativa, embora autores, como por exemplo Troelstra em
suas Lectures on Linear Logic, falem em duas implicagoes.

41\/IEYER7R0be1"t. McROBBIE, Michael. & BELNAP, Nuel. "Linear Analytic Table-
aux'In: BAUMGARTNER,Peter. HAHNLE, Reiner. & POSEGGA, Joachim. (org.) Theo-
rem Proving with Analytic Tableaux and Related Methods. St.Goar. Springer. 1995.pp. 278
- 293.
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()((P — (P —Q)) — (P - Q)"
|
(2)(P — (P — Q)
|
(3)(P — Q)"
|
(4)Py
|
(5)Q" v
|
(6)P
|
(MPY
VRN
(8)P* Y  (10)P - QY
| |
(9P (1)Py
| |
L (12)Q* v
7\
(13)P*y  (15)QV
| |

(14)Pv  (16)Q*

1 1

Fica bem facil ver na arvore acima o motivo do teorema da contracao nao
ser um teorema no tableaux linear. Embora todos os ramos da arvore estejam
fechados, a arvore contém uma aplicacao da regra de contragao na férmula P
no nodo (4). Ao longo do capitulo veremos como recuperar nao sé o teorema da
contragao como também o teorema de weakening com o auxilio dos operadores

exponenciais.

4.2
Adicionando as Regras para Operadores Exponenciais

Comecemos pela regra do operador Bang. A ideia central associada ao

operador modal é permitir que uma férmula seja usada mais de uma vez,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 2011784/CA


PUC-RIio- CertificagaoDigital N° 2011784/CA

Capitulo 4. Linearizando o Tableaux Relevante 70

contornando a restricdo imposta sobre o uso das férmulas dentro da arvore
de derivagdo. Na regra que iremos apresentar abaixo, a férmula que estiver
acompanhada com o operador bang podera ser "copiada'quantas vezes for
necessario, inclusive nenhuma vez em alguns casos. A regra para para o bang

¢ a a seguinte:

1A
A
em que A pode ser "copiada'"um nimero arbitrario de vezes ramo abaixo.
A regra construida para o Tx linear corresponde a duas regras de Cs.
Caso a formula A nao seja usada nenhuma vez na arvore de derivacao, a regra
do tableaux corresponde a seguinte regra:
_I'=
I'NA=
Caso a férmula seja usada uma ou mais vezes, a regra do tableaux
corresponde a seguinte regra de Cs:

A=
I'NA=

No caso da contragao, devemos adicionar uma regra andloga a regra de
contracao apresentada no capitulo anterior. A seguinte regra de Tx corresponde

a regra da contracao com o Bang:

1A

A

1A IVAJA =
[NA=

Com as regras propostas para o Bang podemos recuperar os teoremas de

contracao e weakening. As novas derivac¢oes sao as seguintes:
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Contragao:

(((P — (P - Q)) — (IP - Q)"
|
(2)(P — (P — Q)
|
(B)P — Q)
|
(4P
|
(5)Q" v
|
(6)!Py
|
(mpe.
VRN
(8)PY Yy  (11)P - QY
| |
NP/ (12)!P
| |
(10)P (13)Q*
| /N
L aorty anev
| |
(15)PY  (18)Q* v
|
(16)P 1

1

Como podemos observar na arvore acima, o bang permite que repliquemos a
formula P para fechar dois ramos distintos, garantindo o teorema da contragao

no tableaux linear.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 2011784/CA


PUC-RIio- CertificagaoDigital N° 2011784/CA

Capitulo 4. Linearizando o Tableaux Relevante 72

Weakening:

(P — (1Q - P))"

O caso da derivagao do teorema de weakening ¢ um pouco diferente.
Nesta derivacao a formula (Q nao é usada em nenhuma aplicacao de regra nem
fecha nenhuma ramo, porém a regra para o Bang garante que a férmula !Q foi

utilizada, o que garante que a versao de weekning com o Bang é um teorema.

Consideremos agora o operador why not. A ideia central deste operador
é parecida com a do operador bang, recuperar contracao e weakening. A
diferenga principal entre os dois operadores pode ser mais facilmente percebida
se levarmos em consideracao as regras de Cs. Enquanto o operador bang é
utilizado para recuperar as regras estruturais do lado esquerdo, o operador
why not é usado para recuperar as regras do lado direito do sequente. A regra

para o operador why not é a seguinte: >

em que a linha pontilhada representa uma "barreira'que s6 pode ser
transposta por formulas que contenham o operador bang, seja ele afirmado ou
negado. Ao atravessar a barreira, o operador bang é eliminado. Assim como o
bang, o operador ? permite aplicagdes vacuas. Do ponto de vista de um teorista
da prova, a "barreira'corresponde a restricao, em Cs, de que o conjunto de
hipéteses deve estar acompanhada de operadores modais.

A regra acima corresponde a seguinte regra em Cs:

5MEYER,Robert. McROBBIE, Michael. & BELNAP, Nuel. "Linear Analytic Table-
aux'In: BAUMGARTNER,Peter. HAHNLE,Reiner. & POSEGGA, Joachim. (org.) Theo-
rem Proving with Analytic Tableaux and Related Methods. St.Goar. Springer. 1995.pp. 278
- 293.
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T],A=
[T],74 =

Consideremos agora as regras para a negacao dos operadores modais. A
regra em tableaux para a negacao do bang pode ser obtida pela traducao da

seguinte regra de Cs:

[T],7[A]" 14T = At

1
[r],7[Aa]" At = 1A

Assim como na regra para afirmacao de 7, a negacao do bang cria uma

barreira que s6 pode ser ultrapassada por outras férmulas modais.

A regra para a negacao do operador why not é a seguinte:

24+
AJ_

L , o
Em que podemos obter A~ um nimero arbitrario de vezes.

A regra corresponde as seguintes regras de Cs:

AT At = AT =
I At 24t = T A 24t =

Assim como no caso do bang, devemos adicionar uma regra para contracao

do why not. A seguinte regra corresponde a regra de contracdo em Cs:

DAY 74T 74T = opt
AT 24" =

Visualizemos o funcionamento da barreira com o seguinte exemplo:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 2011784/CA


PUC-RIio- CertificagaoDigital N° 2011784/CA

Capitulo 4. Linearizando o Tableaux Relevante 74

(P& Q)® (7P N2Q)
|
(P&Q)Y
|
(7P 37Q)
|
(P&Q)Y
|
(P&Q)Y
/ \
Pty QY
| |

(P&Q)V (P&Q)V

A eliminagao do operador ? gerou uma barreira que s6 pode ser trasposta
pela férmula (P & Q) devido ao operador bang. Qualquer outra férmula R que
ocorresse acima da barreira e que nao estivesse acompanhada de operadores

modais nao poderia ser utilizada a baixo da barreira.

4.3
Corretude e Completude

Provaremos agora os teoremas de corretude e completude para o novo
tableaux linear. Em ambos os teoremas, iremos apresentar a traducao entre
derivacoes apenas para os operadores exponenciais. Os casos dos operadores
binérios sao idénticos aos apresentados no capitulo anterior. Usaremos o calculo

6 , N o
de sequentes de Okada, que é correto e completo com relagao a semantica de

6OKADA, Mitsuhiro. "An Introduction to Linear Logic: Expressiveness and Phase Se-
mantics". In:DEZANI-CIANCAGLINI,Mariangiola. OKADA, Mitsuhiro. & TAKAHASHI,
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fases, como garantia de que nosso sistema de tableaux sera correto e completo.

Teorema 3 (Completude): Se existe uma prova para o sequente
I' = A, entao existe pelo menos uma arvore de dedugao para I e [A]L que é
fechada.

Prova por inducao no comprimento da derivacao.
Caso I: Bang vécuo (weakning)

Tome a seguinte derivacao em Cs:

M
I, At =
AT 1A =
Pela Hipdtese Indutiva obtemos a seguinte derivacao em Tx com todos

os ramos fechados:
r
AL
fi (7T1 )

1

Basta agora adicionar um novo nodo !A ao topo da derivacao e obtemos

a seguinte derivacao que corresponde a derivacao em Cs:

1A

Caso II: Bang a esquerda

Tome a seguinte derivacao em Cs:

Masako (ORG.) Mathematical Society of Japan Memoirs vol.2. 1998. pp. 255 - 295.
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. m
AT A=
AT 1A=

Pela Hipdtese Indutiva obtemos a seguinte derivagdo em Tx com todos

os ramos fechados:
r
)
A
|
bil (7T1 )
|
L

Basta agora adicionar um novo nodo !A ao topo da derivacao e obtemos

a seguinte derivagao corresponde a derivagao em Cs:

1A

Caso III: Contracao com Bang

Tome a seguinte derivacao em Cs:

T
AT 1A 1A =
AT 1A =

Pela Hipdtese Indutiva obtemos a seguinte derivacao em Tx com todos

os ramos fechados:
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Basta agora adicionar um novo nodo !A ao topo da arvore. Obtemos a

seguinte derivacao corresponde a derivacao em Cs:

A

r

N

Caso I'V: Negacao do bang

Tome a seguinte derivacao em Cs:

T
IT,?7AT AT =
T, ?A* 1At =

Pela Hipdtese Indutiva obtemos a seguinte derivagao em Tx com todos

os ramos fechados:
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- L o ,
Basta agora adicionar um novo nodo !A™ ao topo da derivagdo. Também

devemos incluir uma "barreira'acima da férmula negada, correspondendo a

aplicacdo da regra para negacao do bang. Obtemos a seguinte derivagao

correspondente a derivacao em Cs:

1At

T

2A*

Caso V: Why not a esquerda

Tome a seguinte derivacao em Cs:

1
IT,7A, A =
IT,?A* 24 =

Pela Hipdtese Indutiva obtemos a seguinte derivagao em Tx com todos

os ramos fechados:
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Basta agora adicionar um novo nodo ?A ao topo da derivagao e, assim
como no caso da negacao do bang, devemos incluir a "barreira"acima da férmula
que acompanha o 7, conforme a regra do why not. Obtemos a seguinte derivacao
correspondente a derivacao em Cs:

7A
|
r
|

AJ_

Caso VI: Negagao why not vicuo (weakning)

Tome a seguinte derivacao em Cs:
_m
I, At =
LAt 24t =

Pela Hipdtese Indutiva obtemos a seguinte derivagdo em Tx com todos

os ramos fechados:
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r
)
|
f1(7T1)
|
1

.. L o
Basta agora adicionar um novo nodo ?A™ ao topo da derivacao e obtemos

a seguinte derivagao correspondente a derivagao em Cs:

Caso VII: Negacao why not

Tome a seguinte derivagao em Cs:
T

AT At =

AT 24T =

Pela Hipdtese Indutiva obtemos a seguinte derivagdo em Tx com todos

os ramos fechados:
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.. L o
Basta agora adicionar um novo nodo ?A™ ao topo da derivacao e obtemos

a seguinte derivagao correspondente a derivagao em Cs:
7A*
|
r
N
.

f1(7T1)
|

1

Caso VIII Contracao why not

Tome a seguinte derivagao em Cs:
™
AT 241 724" =
AT 24T =

Pela Hipdtese Indutiva obtemos a seguinte derivacgdo em Tx com todos

os ramos fechados :

r

AJ_

244+

rA
A

24+

f1(7T1)

1

. L o
Basta agora adicionar um novo nodo YA~ ao topo da derivagao. Obtemos

a seguinte derivacao correspondente a derivagdo em Cs:
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-A

24+

24+

f1(7T1)

1

Logo, Se existe uma prova para o sequente I' = A, entao existe pelo
menos uma arvore de deducio para I' e [A]" que é fechada.
Teorema 4 (Corretude) : Se temos uma arvore de dedugao fechada

para [' e [A]L, entao existe uma prova para o sequente I' = A em Cs.

Prova por inducao no comprimento da derivacao.
Caso I: Bang vicuo (weakning)

Assuma a seguinte arvore em Tx:

r
Al

1

A
|
\
\
\

1

Pela hipotese indutiva obtemos:

fo(m)

I'=A
Devemos notar que a arvore correspondente a prova obtida pela hipotese
indutiva é fechada, pois a top-formula nao foi utilizada para fechar nenhum

ramo e a féormula obtida pela aplicacao da regra na top-formula é adicionada
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como uma nova hipdtese. Sabemos que a prova obtida pela hipotese indutiva
corresponde a uma arvore fechada, pois a férmula !A foi usada vacuamente,
ou seja, nao foi utilizada para fechar um ramo e nenhuma regra foi aplicada.

Basta aplicar a regra de Cs para o bang vacuo e obtemos:

f2(771)
I'= A
INA= A

Caso II: Bang

Assuma a seguinte derivagao em Tx:

o —

ST >
- =

|_4

Pela hipotese indutiva obtemos:

Jo(my)
A=A

Aplicando a regra para o bang obtemos:

f2(7T1)
A=A
A=A

Caso III: Bang contracao

Assuma a seguinte derivacao em Tx:
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r

1A
|
|

AJ_

T

Pela hipétese indutiva obtemos:

f2(7T1)
NNMATA= A

Aplicando a regra para contragao obtemos:

f2(7T1)
INA1A= A
A= A

Caso I'V: Negacao do bang

Suponha a seguinte arvore fechada:

1A+

T

Pela hipétese indutiva obtemos:
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1

IT, AT =7A

-

E importante notar que a hipdtese indutiva corresponde a uma arvore
sem a férmula topo —!A e sem a barreira que estd representada na Aarvore
acima. Basta aplicar a regra para negacao do bang e obtemos:

™
IT, AT =7A
T, /
T 1A =7A

Caso V: Why not

Suponha a seguinte arvore fechada:

7A

T

AT

Pela hipétese indutiva obtemos:

. m
T, A=7A
A mesma observagao sobre a barreira feita no caso anterior também é
valida aqui. Basta aplicar a regra para o why not e obtemos:
. m
T, A=7A
T 7A =7A
Caso VI: Why not vacuo

Assuma a seguinte arvore em Tx:
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24T
r
)
!
|

1

1

Pela hipotese indutiva obtemos:

Jo(my)
I'=>A

Basta aplicar a regra para o why not vacuo e obtemos:

f2(7Tl)
I'=> A
[, 247 = A

Caso VII: Negacao Why not

Assuma a seguinte derivagdo em Tx:

24+

r

I
)
:

1

Pela hipotese indutiva obtemos:

f2(7T1)
rAt = A

Aplicando a regra para negacao do why not obtemos:

86
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f2(7Tl)
I At = A
[,7247 = A

Caso VIII:Contragao why not

Assuma a seguinte derivacao em Tx:
74"

r

Al

24t

A
2 A+

T

1

Pela hipotese indutiva obtemos:

fo(my)
[,724% 7241 = A

Aplicando a regra para contragao obtemos:

f2(7T1)
r,724% 7247 = A
[,247 = A

Logo, Se temos uma arvore de dedugao fechada para I' e [A]l, entao

existe uma prova para o sequente I' = A em Cs.
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Tableaux Linear Intuicionista

Grosso modo, existem duas maneiras de construir um tableau intuicio-
nista. O primeiro estilo, o tableaux sintatico ou tableaux a la Fitting 1, consiste
na mera adi¢ao de rétulos Ts e Fs ao lado de cada féormula para indicar os va-
lores de verdade. Além disso, cada ramo deve possuir no maximo uma férmula
negada nao utilizada®. O segundo estilo, o tableaux semantico 3, consiste na
imcorporacao de uma semantica de Kripke dentro das arvores de derivagao por
meio da adicao de rétulos para os mundos e pela adi¢ao, quando necessario,
de nodos representando as relacoes de acessibilidade.

Ao longo deste capitulo iremos construir um tableaux ao estilo Fitting para
Loégica Linear Intuicionista, utilizando como base o tableaux linear classico
apresentado no capitulo 4. Uma alteracao necessaria ¢ a remocao dos opera-
dores % e 7. A remocao da disjuncao multiplicativa é justificada pelo fato de
sua semantica ser considerada probleméatica do ponto de vista de alguns in-
tuicionistas *. A remocao do operador 'why not’, por sua vez, se dé, pois, no
Cs intuicionista, a cardinalidade do consequente é restrita a no maximo uma
formula, o que elimina a necessidade do operador exponencial no lado direito

do sequente.

5.1
Tableaux Linear Intuicionista a la Fitting

Podemos obter a versao a la Fitting do tableaux linear intuicionista
adicionando réotulos Ts e Fs as formulas de cada nodo. O rétulo T indica
que a féormula é intuicionisticamente demonstravel, enquanto o rétulo F indica

que a formula é intuicionisticamente refutavel. Mantendo a analogia com Cs,

1FITTING, Melvin. "Genral Introduction"In: D*‘AGOSTINO, Marcello. GABBAY, Dov.
HAHNLE, Reiner & POSEGGA,Joachim (org.) Handbook of Tableau Methods. Springer,
1999. pp. 1 - 44.

*Essa restri¢do corresponde a restricio em Calculo de Sequentes intuicionista que diz que
deve haver no maximo uma férmula no lado direito.

3Virios exemplos desse estilo de tableaux podem ser encontrados em PRI-
EST,Graham."Introduction to Non-Classical Logic", Cambridge University Press, 2001.

*Embora j& hoje existam algumas versoes da légica linear intuicionista com o par, decidi,
a0 menos no primeiro momento, adotar uma posi¢do mais conservadora e apresentar o
tableaux sem o par.
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os rotulos nos permitem reconstruir um sequente, colocando as féormulas T do
lado esquerdo e as F do lado direito .

Assim como Fitting, irei usar uma seméantica BHK para dar uma intuicao
sobre o funcionamento das regras que estdo sendo apresentadas. E importante
notar que, apesar de possuirem grande poder explicativo, as semanticas ao
estilo BHK sao semanticas incompletas, uma vez que nao definem formalmente
como tratar o caso das proposi¢des atomicas. A seméantica que usarei é a que

se segue abaixo:

— m é uma prova de A & B sse 7w é capaz de produzir tanto uma prova de

A quanto uma prova de B.

— m é uma prova de A ® B sse m é um par («, ) tal que a prova A e
prova B.

— 7 é uma prova de A @ B sse 7 é um par (7, m,), tal que m; € {0,1} e my
é uma prova de A, se m; = 0 e M, é uma prova de B, se m; = 1.

— m é uma prova de A — B sse m é um método que transforma uma prova

de A em uma prova de B.

7 é uma prova de = A sse m é um método que converte uma prova de A

em uma prova de L.

— m é uma prova de !A sse m é um método capaz de gerar um nimero

arbitrario de provas para A.

Antes de apresentarmos as regras, devemos ajustar algumas definicoes,
apresentadas na secao 3, afim de adequar as propriedades estruturais das

arvores a adicao dos rétulos. As novas definigoes sao as que se seguem:

Definicao 4’: Um ramo é dito fechado quando, dado uma féormula A,
tando A T quanto sua negagdo A F estao contidos no mesmo ramo. Caso

contrario, o ramo é dito aberto.

Defini¢ao 7’: Dizemos que B é derivdvel a partir {A;, As, ..., A,} se
existe uma arvore fechada construida com os nodos iniciais AT, A,T, ..., A, T
e BF.

Definigao 8’: Uma férmula A é um teorema se existe uma arvore fechada

construida com A F.

5FITTING, Melvin. "Genral Introduction"In: D‘°AGOSTINO, Marcello. GABBAY, Dov.
HAHNLE, Reiner & POSEGGA,Joachim (org.) Handbook of Tableau Methods. Springer,
1999. pp. 1 - 44.
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As regras para as conjuncgoes aditiva e multiplicativa e para disjuncao
aditiva sao essencialmente as mesmas do tableaux classico, a menos pela adicao

dos rétulos e pela adicao da fungao v as regras aditivas.

Conjuncao Aditiva

As regras para a conjuncao aditiva funcionam da seguinte maneira. No
caso da ocorréncia de um nodo com A& B T, temos a propriedade da projecao
da conjugao, ou seja, dado que A& B é demonstravel, entao podemos apresentar
uma prova de A e uma prova de B, porém sem apresentar ambas as provas
simultaneamente. No caso de A& B F, temos que ao menos um dos conjuntos

nao é demonstravel.

(A& B) T (A&B) T
| |
AT BT

(A& B) F
/ N\
AF BYF
rr T

Em que I' sao formulas que nao foram usadas acima do nodo no qual a

regra foi aplicada.

Conjuncao Multiplicativa

O caso da conjunc¢ao multiplicativa é bem simples. Se temos uma ocor-
réncia de A ® B T, entdao temos, simultaneamente, uma prova de A e uma
prova de B. No caso de ®-F, sabemos que nao temos uma prova para pelo
menos um dos conjuntos. As férmulas que ocorrem acima de A ® B F devem

ser divididas arbitrariamente entre os dois ramos em ' e 2

(A®B) T (A® B) F
| / N\
AT AF BYF
BT rr T

Disjuncao Aditiva
O caso da disjuncao aditiva é espelhado ao caso da conjuncao aditiva.

Vemos que a propriedade do silogismo disjuntivo ¢ satisfeita no caso de & - T,
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ou seja, caso A & B seja demonstravel, entdao ou A ou B sao demonstraveis. J&
no caso de &-F, sabemos que nao temos uma prova de A ou nao temos uma

prova de B, porém nao simultaneamente.

(AeB) T

/ \

AT BT

rr rrT

Em que I' sdo féormulas que ndo foram usadas acima do nodo no qual a

regra foi aplicada.

(AeB) F (A®B) F

AF B F

Implicagao Linear

O caso da implicacao demanda um pouco mais de atengao. A leitura da
implicagdo do ponto de vista intuicionista % nos explica, intuitivamente, que
estamos certos em afirmar A — B se e somente se possuirmos um método de
construgao capaz de transformar uma prova (hipotética) de A em uma prova
de B. Considerando essa definicio da implicacdo, se uma implicagdo linear
intuicionista A — B T ocorre em uma arvore, podemos tomar como certo
que possuimos um método capaz de converter qualquer prova de A em uma
prova de B. Entretanto, o fato de possuirmos tal método nao nos garante
que exista, no momento atual, uma prova de A. A regra para a implicacao
linear intuicionista deve entao refletir nosso momento epistémico atual, ou
nao possuimos uma prova efetiva de A, ou possuimos uma prova de A e a
convertemos em uma prova de B. Dessa forma, a regra para A — B T bifurca

. ;. 7
em A F e BT, assim como a regra classica.

(A—B) T

/ N\

AF BT

rr T

6HEYTING7 Arend. Intuitionism, an Introduction. North-Holland, Amsterdam, 1956.
Revised Edition 1966.

7FITTING, Melvin. "Genral Introduction"In: D‘AGOSTINO, Marcello. GABBAY, Dov.
HAHNLE, Reiner & POSEGGA,Joachim (org.) Handbook of Tableau Methods. Springer,
1999. pp. 1 - 44.
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O caso da implicagao negada é um pouco mais complicado. Suponha uma
ocorréncia de (A — B) F em uma &arvore de derivagao. Seguindo a definicao
de Heyting, sabemos que, uma vez que a formula é falsa, ndo possuimos um
método para converter provas de A em provas de B, mas isso ndo diz nada
sobre a existéncia ou nao de uma prova para A. A falsidade da implicagao nos
diz apenas que existe um estado de coisas, nao necessariamente atual, em que
possuimos uma prova de A e ndo possuimos uma prova de B. Podemos perceber
aqui a introdugdo de um aspecto temporal na implicacdo, podemos inferir, a
partir da falsidade de (A — B), que no futuro haverd uma situacao em que
somos capazes de construir uma prova para A sem construir uma prova para
B. Devemos nos perguntar agora o que acontece com as hipéteses que ocorrem
acima de (A — B) F quando damos esse "salto'para o futuro. As hipdteses
com roétulos T devem continuar disponiveis, pois uma vez que uma férmula
é demonstrada, ela continua demonstrada para sempre. As hipoteses F, por
sua vez, devem ser descartadas (na terminologia que estamos empregando a
férmula deve ser utilizada e sinalizada com +/), pois o fato de uma férmula A
nao possuir uma prova no momento atual nao garante que nao teremos uma

prova de A no futuro.

(A— B) F

AT

B F

Negacao

As regras para negacao sao um caso particular da implicacao. Dado que
A ¢ definido como A —o 1, aregra AT T replica a regra de —o-T, bifurcando
em A F e L T. Porém, o ramo gerado com L T deve ser excluido, pois o
1 sempre é falso. A regra para .l—F, por sua vez, replica a regra para —o-
F. Obtemos A T e todas as féormulas acima com rétulos F sdo descartadas
(utilizadas).

At T At F

Bang
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As regras para operador bang também sao bem simples. No caso de
uma ocorréncia de uma férmula !A T, podemos utilizar a formula A quantas
vezes forem necessario, inclusive nenhuma vez como no caso do weakening
com o bang, contornando a restri¢ao linear sobre a utilizacao das férmulas. No
caso de 'A acompanhado do rétulo F, apenas eliminamos o operador modal e
mantemos o rétulo e gerando uma barreira que s6 pode ser ultrapassada por
formulas modais. O caso da regra para contragdo do Bang também é idéntico

ao capitulo anterior em que podemos gerar duas férmulas abaixo do ramo.

IAT
IA T AR T
AT IAT

AF IAT

Agora que as regras foram apresentadas, vamos ver alguns exemplos de

arvores rotuladas. Olhemos primeiro a derivacao de weakening.

(P~ (Q—<P)) FV
|

PTyY

(Q—P) Fy

Como podemos ver, weakening ndo é um teorema, pois apesar de haver
uma contradi¢do no ramo, a formula Q nao foi utilizada.
O axioma de contragdao com o operador bang, por sua vez, ¢ um teorema,

conforme a seguinte arvore rotulada:
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(P — (P —Q)) = (IP—=Q)) FV

(P—(P—Q) TV

(IP—Q) Fy

P Ty
|
QFyY

P T

P T

/N

PFy P—-oQTy

P Ty QFY

PpTy \PTY

| /N

L PFy QTY

PTY QFY
| |
PTY 1
|
1

5.2
Corretude e Completude para o Tableaux Sintatico a la Fitting

Os teoremas de corretude e completude funcionam como certificados
de qualidade para os sistemas dedutivos. Enquanto o teorema de corretude
garante que as derivacoes possuem um bom comportamento semantico ao
demonstrar que o sistema dedutivo gera provas apenas para formulas validas,
o teorema de completude, por sua vez, garante que todas as formulas validas -
e apenas as férmulas validas - possuem um prova dentro do sistema dedutivo.

Usualmente, o teorema de corretude (F A = F A) é demonstrado por

inducao no comprimento da derivagdao, enquanto o teorema de completude
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(F A= F A) é tipicamente ® demonstrado pela estratégia de Henkin. Porém,
irei adotar uma estratégia de prova indireta. Nesta estratégia, irei apresentar
uma traducao entre derivagoes de tableau e calculo de sequentes, aproveitando
a prova apresentada por M. Okada ’ para um calculo de sequentes para logica
linear, portanto, assim como nos teoremas 1 e 2, a corretude e completude
do nosso sistema de tableaux é relativa a corretude e completude do calculo
do sequentes adaptado de Okada. Podemos reformular o sistema de Okada,
sem perdermos suas propriedades, para obtermos um Cs linear intuicionista
impondo as restricoes usuais dos sistemas intuicionistas e removendo os
operadores % e 7. No caso dos tableaux sintatico a la Fitting, nao é necessario
a importagao dos rétulos Ts e Fs para o calculo de sequentes. O sistema obtido
consiste nas seguintes regras:

Axioma:

A=A
Regra do Corte:
= A AX =D

LY=D
Regras Logicas:
Conjuncao Aditiva:
Al=D B,I'= D = A I =B
A& B, I'=D A& B,I'=D I'=>A&B

Conjuncao Multiplicativa:

A,B,T'= D I=>A Y=208B
A® B,)'= D Y=AQB

Disjuncao Aditiva:

A= D INB=D '= A I'= B
AeB,I'=D '=>AeB I'=AeB

Implicagado Multiplicativa:

= A B,YX =D Al'=1H
A— BT Y=D = A—-B

¥Existem outras formas de provar diretamente a corretude, como a estratégia de Beth ou
a de Kalmar.

gOKADA, Mitsuhiro. "An Introduction to Linear Logic: Expressiveness and Phase Se-
mantics". In: DEZANI-CIANCAGLINI,Mariangiola. OKADA, Mitsuhiro. & TAKAHASHI,
Masako (ORG.) Mathematical Society of Japan Memoirs vol.2. 1998. pp. 255 - 295.
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Negacao Linear:

= A INA=
A~ = = At

Bang:

T'A=D T,JAlA=D [ =D = A
T A= D T1A=D TA=D T =4

5.3
Traducao de Derivacoes

Teorema 5 (Completude): Se existe uma prova para o sequente
I' = D, entao existe pelo menos uma arvore de deducao para I' T e D F

que é fechada.

Prova por indu¢do no comprimento da derivagdo. Devemos definir uma
funcao de traducao f,[7] capaz de transformar as derivac¢oes de Cs em arvores
de Tx. A funcao é definida pela andlise de cada operador conforme segue

abaixo:

Caso base:

Tome o seguinte sequente de Cs:
A=A

Podemos, trivialmente, construir a seguinte arvore fechada:

AT

AF

1

Caso I: Conjuncgao Aditiva a direita

Tome a seguinte derivacao em Cs:

T T
= A4 I'= 2B
I'=A&B

Pela Hipotese Indutiva obtemos as seguintes derivagoes em Tx com todos

os ramos fechados:
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r 7 1N
AF B F

fi(m) fi(m2)
: :

Pelo Lemma 1, obtemos a seguinte arvore adicionando um novo nodo
(A& B)F ao topo da derivacao e obtendo a seguinte derivacao correspondente

a derivacao em Cs:

(A& B) F
/ N\
rTr T
| |
A F B F

film)  fi(ms)

1 1

Caso II: Conjuncao Aditiva a esquerda

Tome as seguintes derivagoes em Cs:

™ . m
A= D IB=D
LA&B=D TI,A&B=D

Pela Hipotese Indutiva obtemos as seguintes derivagoes em Tx com todos

os ramos fechados:

rr rr
AT D F
D F BT
fi(my) fi(my)
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Basta agora adicionar um novo nodo (A & B)T ao topo das derivacoes e

obtemos a seguinte derivacao correspondente a derivacao em Cs:

(A&B) T (A&B) T
I T I T
AT DF
DF BT
fi(m) fi(m)

. .

Caso III: Conjuncao multiplicativa a direita

Tome a seguinte derivacao em Cs:

U3t 4P
I'= A Y= B
Y= AQ®B

Pela Hipotese Indutiva obtemos as seguintes derivagoes em Tx com todos

os ramos fechados:

T 2T
AF B F

fi(m) fi(m2)
: :

Pelo Lemma 1 podemos adicionar um novo nodo (A® B) F ao topo da

derivacao e obtemos a seguinte derivacao correspondente a derivagdo em Cs:

(A® B) F
/ N\
rrT T
o
AF B F

Jfilm)  fi(ms)

1 L
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Caso I'V: Conjunc¢ao multiplicativa a esquerda

Tome a seguinte derivacao em Cs:

1
A BT =D
A® B,'=D

Pela Hipdtese Indutiva obtemos a seguinte derivacdo em Tx com todos

os ramos fechados:

rr

Basta agora adicionar um novo nodo (A ® B) T ao topo da derivagao e

obtemos a seguinte derivacao correspondente a derivagao em Cs:

(A®B) T

rr

Caso V: Disjuncao Aditiva a direita

Tome a seguinte derivacao em Cs:
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U3t T
I'= A I'=20h
I'=>Ae B I'=AeRB

Pela Hipdtese Indutiva obtemos a seguinte derivagdo em Tx com todos

os ramos fechados:

rr T
AF B F

fi(m) fi(m)
l l

Basta agora adicionar um novo nodo (A @ B F') ao topo das derivacoes

e obtemos as seguintes derivagoes correspondente a derivagao em Cs:

(A® B) F (A® B) F
rr rr
AF B F

fi(m) fi(m)
l ;

Caso VI: Disjuncao Aditiva a esquerda

Tome a seguinte derivacao em Cs:

™ P’
ATl'=D B, I'= D
Ae B, I'=1D

Pela Hipotese Indutiva obtemos as seguintes derivagoes em Tx com todos

os ramos fechados:
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rr rr
D F D
AT B
fi(my) fi(ms)
. .

101

Pelo Lemma 1 podemos adicionar um novo nodo (A® B) T ao topo da

derivagao e obtemos a seguinte derivagao correspondente a derivagao em Cs:

(Ao B) T
ot
D F D F
AT BT

f1(7T1) f1(7T2)

1 L

Caso VII: Implicagao multiplicativa a direita

Tome a seguinte derivacao em Cs:

. m
Al'=10B
F=>A—OB

Pela Hipdtese Indutiva obtemos a seguinte derivagdo em Tx com todos

os ramos fechados:
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rr

Basta agora adicionar um novo nodo (A — B) F ao topo da derivacao

e obtemos a seguinte derivagao correspondente a derivacao em Cs:
(A—B) F

rr

AT

Caso VIII: Implicagao multiplicativa a esquerda

Tome a seguinte derivacao em Cs:
T T2
= A B,Y>=D
A— BT Y=D

Pela Hipotese Indutiva obtemos as seguintes derivagoes em Tx com todos

os ramos fechados:

=T
r 7 DF
AF BT
fi(m) fi(m2)
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Pelo Lemma 1 podemos adicionar um novo nodo (A — B) T ao topo

da derivacao e obtemos a seguinte derivagdo correspondente a derivacdo em
Cs:

(A—-B) T
/N
T X T
AF D F

|
filmy) BT
|
1 fi(ma)
|
1

Caso IX:Negacao a direita
Suponha a seguinte derivagdo em Cs:

_ ™
A=

= At
Pela hipétese indutiva obtemos a seguinte derivacao em Tx com todos

os ramos fechados:

AT

f1(7T1)
|

1

.. , L . o
Basta adicionarmos um novo rétulo A~ F e obtemos a seguinte derivagao

correspondente a derivacao em Cs:
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Caso X: Negacao a esquerda
Suponha a seguinte derivacao em Cs:
_m
= A
I, At =
Pela hipétese indutiva obtemos a seguinte derivacao em Tx com todos

os ramos fechados:

I'r

AF

f1(7T1)

1

. , L . o
Basta adicionarmos um novo rétulo A~ T e obtemos a seguinte derivacao

correspondente a derivagao em Cs:

Caso XI: Bang vacuo

Tome a seguinte derivacao em Cs:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 2011784/CA


PUC-RIio- CertificagaoDigital N° 2011784/CA

Capitulo 5. Tableaux Linear Intuicionista 105

L
I'=D
I'''A= D

Pela Hipdtese Indutiva obtemos a seguinte derivacgdo em Tx com todos

os ramos fechados:

Basta agora adicionar um novo nodo !A T ao topo da derivacao e

obtemos a seguinte derivacao correspondente a derivacao em Cs:

AT

rr

Caso XII: Bang

Tome a seguinte derivacao em Cs:

. m
A= D
IN'A= D

Pela Hipdtese Indutiva obtemos a seguinte derivagdo em Tx com todos

os ramos fechados:
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rr

Basta agora adicionar um novo nodo !A T ao topo da derivacao e

obtemos a seguinte derivacao correspondente a derivacao em Cs:

AT

rr

Caso XIII: Bang-Contracao
Tome a seguinte derivagao em Cs:
™

IVAJJA= D
I'''A= D

Pela Hipdtese Indutiva obtemos a seguinte derivagdo em Tx com todos

os ramos fechados:
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rr

Basta agora adicionar um nodo !A. Obtemos a seguinte derivacao corres-

pondente a derivagao em Cs:

A T+

rr

Caso XIV: Bang a direita

Tome a seguinte derivacao em Cs:

™
T = A
T =4
Pela Hipdtese Indutiva obtemos a seguinte derivagdo em Tx com todos

os ramos fechados:
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T T
AF

Ji(my)

1

. L o .
Basta agora adicionar um novo nodo !A™ ao topo da derivagao e incluir a
"barreira'acima da férmula negada. Obtemos a seguinte derivacao correspon-

dente a derivacao em Cs:

1A F

Logo, para cada derivacao em calculo de sequentes obtemos uma arvore

fechada em tableaux.

Teorema 6: Se temos uma arvore fechada para I' T e D F, entao existe

uma prova para o sequente I' = D em Cs.

Prova por inducao no comprimento da derivacao. Devemos definir uma
funcao de traducao fy[7] capaz de transformar as arvores de Tx em provas de

Cs. A funcao é definida pela andlise de cada operador conforme segue abaixo:

Caso base:

Tome a seguinte arvore fechada de Tx:

AT

AF

1
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Podemos, trivialmente, construir a seguinte derivacao de Cs:
A=A

Caso I: Conjuncgao Aditiva a esquerda

Suponha as seguintes arvoves fechadas:

(A& B) T (A&B) T
rTr rr
D F D F
AT BT
T ™
L L

Pela hipotese indutiva, obtemos as seguintes derivagoes:

f2(7T1) f2(7Tl)

A= D I'B=D

Devemos notar que a arvore correspondente a prova obtida pela hipotese
indutiva é fechada, pois a top-férmula nao foi utilizada para fechar nenhum
ramo e a féormula obtida pela aplicagao da regra na top-formula é adicionada
como uma nova hipotese. Aplicamos entao a regra para conjuncao aditiva a

esquerda e obtemos:

fa(m1) fa(m1)
A= D I''B=D
INA&&B=D NA&B=D

Caso II: Conjuncao Aditiva a direita

Assuma a seguinte derivacao em Tx:
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(A& B) F
/ N\

AF BF

rr rr

Pela hipotese indutiva obtemos:

f2(771) f2(772)
I'=A I'=0B

Aplicando a regra para conjuncao aditiva a direita obtemos:

f2(7T1) f2(7T2)
I'= A I'=2h
I'=>A&B

Caso III: Conjung¢ao Multiplicativa a esquerda

Assuma a seguinte derivacao em Tx:

(A®B) T

rr

D F

T

Pela hipétese indutiva obtemos:

110
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f2(7T1)
I'N'A,B=D

Aplicamos agora regra para conjuncao multiplicativa a esquerda e obte-
mos:
fo(m1)
IA,B=D
A® B=D

Caso I'V: Conjuncao Multiplicativa a direita

Assuma a seguinte derivagao em Tx:

(A® B) F

rr

A F
T Up)
o
1 1

Pela hipotese indutiva obtemos:

fo(my) fo(ms)
I'= A Y=B

Em que I' sdo formulas usadas no ramo esquerdo e 3 sdo formulas usadas

no ramo direito.

Aplicando a regra para o tensor a direita obtemos:

f2(771) f2(7T2)
I'= A Y= B
Y= AQ®B

Caso V: Disjuncao Aditiva a esquerda

Assuma a seguinte derivacao em Tx:
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(AeB) T
/ N\
AT BT
rr rrT
DF DF
™ Up)
]
1 1

Pela hipotese indutiva obtemos:

fo(m1)

fo(ms)

A= D

Aplicando a regra para a disjuncao aditiva a esquerda obtemos:

IB= D

f2(7T1) f2(772)
A= D I'B=D
Ao B I'=D

Caso VI: Disjuncao Aditiva a direita

Suponha as seguintes arvoves fechadas em Tx:

(Ae B) F

I' ¢

Pela hipotese indutiva obtemos:

fo(my)
= A4

(Ae B) F

rr

fo(my)
I'= B

112
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Aplicando a regra da disjuncao aditiva a direita obtemos:

f2(7T1) f2(7Tl)
I'= A I'= 0B
I'=Ae B I'=Ae B

Caso VII: Implicagdo multiplicativa a esquerda

Assuma a seguinte derivacao em Tx:

(A= B) T

A F
)

Pela hipotese indutiva obtemos:

fo(my) fo(ms)
= A B,Y>=D

Aplicando a regra para implicagdo multiplicativa obtemos:

f2(7Tl) f2(7T2)
I'=> A B,>=D

'Y, A—-B=D

Caso VIII: Implicacao multiplicativa a direita

Assuma a seguinte derivagao em Tx:
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(A— B) F

rr

T

Pela hipotese indutiva obtemos:

f2(7Tl)
Al'=20B

Aplicando a regra para implicagdo multiplicativa a direita obtemos:

f2(7T1)
Al'=10B
F=>A—OB

Caso IX:Negacao a esquerda

Assuma a seguinte derivagdo em Tx:

T

Pela hipotese indutiva obtemos:
=4

Aplicando a regra para negacao a esquerda obtemos:

I'=> A
r At =
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Caso X: Negacao a direita:

Assuma a seguinte derivagao em Tx:

T

Pela hipotese indutiva obtemos:
A=

Aplicando a regra para negacao a esquerda obtemos:

A=
= At

Caso XI: Bang vacuo

Assuma a seguinte derivagao em Tx:

AT

rr

U5

Pela hipotese indutiva obtemos:
fo(m)
I'=D

Basta aplicar a regra para o bang vacuo e obtemos:
fa(m)

I'=D
I'''A= D

115
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Caso XII: Bang

Assuma a seguinte derivagao em Tx:

AT

rr

T

Pela hipotese indutiva obtemos:

Jo(my)
I'NA= D

Aplicando a regra para o bang obtemos:

fo(my)
A= D
IN'A= D

Caso XIII:Bang contracao

Assuma a seguinte derivagdo em Tx:

AT
rr

D F

1A T+

1A T+

T

Pela hipétese indutiva obtemos:

116
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f2(7Tl)
INA'A= D

Aplicando a regra para contragao obtemos:

f2(7T1)
I''AJA= D
I'''A= D

Caso XIV: Negagao do bang

Suponha a seguinte arvore fechada:

A F

T T

Pela hipotese indutiva obtemos:

IS
= A

Basta aplicar a regra para negacao do bang e obtemos:

IS
I'= A
T =!A

Logo, para cada derivacdo em Tx podemos obter uma derivacao em Cs.
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Conclusao e Trabalhos Futuros

Os principais passos desta dissertagdo foram: i) exposi¢do geral dos
conceitos da légica linear e da légica da relevancia. ii) construgao de um
tableau para o calculo de sequentes relevante classico proposto por Villalonga.
iii) construgao de um tableaux linear para o fragmento MELL e para CLL. iv)
construgao de um tableaux para logica linear intuicionista (ILL). As técnicas de
traducao entre Cs e Tx empregadas ao longo da dissertagdo foram retiradas
de D‘Agostino, Gabbay e Broda e de Meyer, McRobbie e Belnap. Minhas
contribui¢oes foram a construcao do sistema de tableaux relevante para o
calculo de sequentes de Villalonga e o tableaux linear intuicionista utlizando
a estratégia de Fitting.

Uma das principais vantagens de se trabalhar com tableaux ¢ a capaci-
dade deste sistema de extrair contra-modelos para féormulas e relagoes entre
férmulas, entretanto, nao é claro como podemos obter contra-modelos, tanto
no caso relevante como no caso linear, das arvores de derivacao obtidas. Um
possivel trabalho futuro é investigar como extrair tais contra-modelos das ar-
vores de derivagao construidas pelos sistemas propostos.

Outros possiveis trabalhos futuros sao a extensao do tableaux linear intui-
cionista do capitulo 5 para um tableaux para FILL com e sem quantificadores.
Outro possivel trabalho seria a comparacao entre os tableaux apresentados e

os tableaux existentes para Ly e L.
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