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3
Modelo autoregressivo de duracao condicional

3.1
Formulacao

Seja x; o tempo de duracao dessazonado entre transacoes ocorridas
entre os tempos t;_1 e t;, ou seja, r; = t; —1t;_1, o qual é usualmente medido
em segundos. Engle & Russel[3] sugerem que a dependéncia temporal das
duragoes pode ser modelada pela esperanca condicional E(z;]|F;_1)!, tal que
T Fy Sejaiid (independente e identicamente distribuido).

O modelo Autoregressivo de Duracao Condicional (ou ACD, sigla em

inglés) descreve a duragao observada como

T; = Vi€, (3-1)

onde ¢ ¢ uma varidvel aleatdria ii.d. com FE(¢;) = 1, sendo assim,
B(xi| Fio1) = i
A segunda equacao especifica um modelo para as duragoes condicionais

’l/}ia

i =w+ Z aTi—j + Z B (3-2)
j=1 j=1

com as seguintes restri¢coes para os coeficientes: w > 0, a > 0, 3 > 0 e
a+ [ < 1. A dltima restricao garante a existéncia da média incondicional
da duracao e as demais a positividade das duragoes condicionais.

O modelo mais simples é o ACD(1,1) cujas inovagbes seguem uma
distribuicao Exponencial de parametro A = 1, por este motivo é chamado
de EACD(1,1). Escreve-se o modelo EACD(1,1) da seguinte forma:

T; = i€,

(3-3)
Vi = w+ oz + P

LF;_1 denota o conjunto de informacao passada até o tempo t;_1.
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onde ¢ ~ exp(l). Usando-se os momentos da exponencial temos que
E(e;) =1, Var(e;) = 1, e E(e) = Var(z;) + E*(z;) = 2. Assumindo que
x; seja fracamente estaciondrio (i.e., os dois primeiros momentos de x; sao
invariantes no tempo), podemos derivar a variancia de ;. Primeiramente,

aplicamos o operador média na equagao (3-3) e obtemos:

E(z;) = E(E(Yi€|Fiz)), (3-4)

E();) = w4+ aB(ri—1) + BE(Yi—1)

Sob a hipétese de estacionaridade fraca temos E () = E(i—1) = s

Portanto,

w

Ho = Blw:) = BE(W) = T——

(3-5)

Entdo, E(z7) = E(E()i€;|Fio1)) = 2E(¥7).
Seguindo, aplicamos o operador esperanca ao quadrado de ; na

equagao (3-3) e usando a hipdtese de estacionaridade fraca temos:
1-(a+p)

1 —2a?— 3?2 —2ap

Finalizando, temos que Var(x;) = E(z?) — E*(x;) e E(x?) = 2E(¢?).

Sendo assim,

(3-6)

1— 3% —2ap

. :2E 2 — 2: 2
Var(xl> (1/}) ILL:E ILL{L‘X 1_/32_2&/3_2&2

)

(3-7)

onde y, é definido na equagao (3-5). Este resultado mostra que a variancia
incondicional é invariante no tempo, onde 1 > 2a? + 3% + 2a3. A variancia
do modelo cujas inovagoes sao Weibull ou Gama pode ser obtida usando o

mesmo procedimento do modelo EACD(1,1).

3.2
Estimacao

Nesta secao descreveremos como estimar o modelo ACD(1,1) cujas
inovagoes seguem uma fungao de densidade Gama Generalizada (chamado
GACD(1,1)) pois, segundo Zhang, Russel & Tsay[9], tal distribuigao con-

segue capturar o excesso de dispersao® observada nas séries de duracao. A

2Dizemos que existe excesso de dispersiao quando os dados apresentam maior variancia
do que o valor predito pela distribuigao assumida. Isto pode ocorrer porque as observagoes
sao positivamente correlacionadas e apresentam pouco grau de independencia ou porque a
verdadeira distribuicao dos dados assume uma forma mais complexa. Quando o contrario
ocorre, ou seja, os dados apresentam menor variancia do que o valor predito pela
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seguir apresentamos a funcao de densidade Gama Generalizada.
A wvariavel aleatéria X tem distribuicao Gama Generalizada com

parametros v > 0, A > 0,k > 0 se a funcao de densidade é dada por:

1

. 8) = { o F@]ezo

caso c.c.

onde A é o parametro de escala, a e k sao parametros de forma. A

distribuicao pode ser escrita como

o-(3)

onde G é uma variavel aleatéria Gama padrdao com parametro k (G ~
Gama(rk)). A funcdo de densidade de Y pode ser obtida por uma

parametrizacao de GG, assim como seus momentos sao dados por:

E(G™) = W (3-10)

Entao, os momentos de Y sao obtidos por:

5™ (FL + %)
—T

Quando xk = 1, a Gama Generalizada se reduz a uma Weibull e quando

E(Y™) = E[(5G7)"] = " E(G7) = (3-11)

v =1e k =1 se reduz a uma exponencial. Desta forma, a Exponencial e

Weibull sao casos especiais da fungao Gama Generalizada.

et L
A esperanga da distribuicio Gama Generalizada é E(Y) = Mé(:)”)
Em modelos de duragao a componente aleatéria e precisa ter igual a
1. Portanto, definimos uma nova variavel aleatéria e = X = %/, onde
A= r(i(f)l)’ desta forma, temos E(X) =1 e a funcao de densidade:
Y
227 oxp [— (2)] sex >0
flaly, k) = 27T P -] - (3-12)
0 caso c.c.
Assim, a funcao de log-verossimilhanca resulta em:
al x; ;i \
(= Z {log(v) + (ky — 1)log <)\sz> —log(Mp;I'(K)) — ()\QL) ] (3-13)

onde

distribuicao assumida, dizemos que ha sub-dispersao.
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Vi = w+ 30 aprg + Y0 B para i > 1 e by = g e
_ _I'(x)

3.3
Modelo de Volatilidade Instantanea

A fim de estimar a volatilidade utilizando os dados de negociacao,
primeiramente consideramos que os precos dos ativos sao medidos por um
‘preco médio’, o qual é a média do preco de venda e compra no instante da
negociacao, conforme dito anteriormente. Esta medida reduz o niimero de
casos de precos discrepantes.

O modelo é formulado com as duragoes seguindo um processo do tipo
ACD, e os pregos seguindo um processo GARCH (Generalized Autoregres-
sive Conditional Heteroscedastic). Assim, a volatilidade é dependente dos
movimentos dos precos e das duracoes.

Seja r; o retorno geométrico entre os negdcios ¢ e ¢ — 1. Definida h;

como variancia condicional por negociagao:

hz‘ = V(TZ‘|JZZ‘,./Tt_1) (3—14)

Observa-se que esta variancia é condicional as duragoes contemporaneas e
também a variacao de precos passados.
Adicionalmente defini-se a variancia condicional por segundo para o

i-ésimo negdcio da seguinte forma:

T
Vi

Assim, a relacao entre (3-14) e (3-15) é

V( | 2, Fi_1) = oF (3-15)

h; = w07 (3-16)

(2

A volatilidade por unidade de tempo é modelada como um processo
GARCH. Engel & Russel [3] propoem um modelo ARMA (p,q) para a série

Microestrutura do Mercado, vide Engel[?].

na tentativa de filtrar a autocorrelacao dos retornos induzida pela

Se as duragoes nao possuem informagao sobre a variancia por
unidade de tempo, entao, o modelo GARCH(1,1) para dados irregularmente
espacados no tempo é simplesmente:

af =w+ ae?,l + ﬁaf,l (3-17)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0220870/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0220870/CA

Capitulo 3. Modelo autoregressivo de duragao condicional 28

T
Modelos mais gerais sao propostos baseados nos modelos tedricos de

Easley e O’hara apud Engle & Russel [10], Admati e Pleiderer apud Engle
& Russel [10]. Engle[8] sugere a seguinte especificagao:

onde €2 , é a inovagao da série

ol =w+ael |+ por +mzi+ 72% + Y30+ i (3-18)
i

onde 1); é a duracao esperada obtida do modelo ACD e &_; caracteriza
a persisténcia calculada via amortecimento exponencial do quadrado do
retorno por unidade de tempo (&1 = (1 — o)r? | + 0& 1, onde o =
0.995, sugerido por Engel[8]). O impacto das duragoes na volatilidade é
incorporado pelas variaveis %, z; e ;! as quais sdo o efeito de causalidade
entre a volatilidade e as duracoes, o impacto contemporaneo e o efeito

inversamente proporcional médio, respectivamente.
No capitulo subseqiiente, apresentamos a estimativa da volatilidade
instantanea proposta por Engle[10], ver equacao (3-18), e como esta é

impactada pelas duracoes.
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