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Apéndice A:
Transformada de Hilbert

A transformada de Hilbert foi derivada originalmente por Hilbert no contexto
da teoria de funcdes analiticas.

A transformada de Hilbert de um sinal real unidimensional u(¢) é definida

pela integral
1) = VP j ”(S) (45)
A transformada de Hilbert inversa é dada pela integral
u(t) = _—IVPT @ds (46)
T S t=s

As integrais definidas na eq. (45) e na eq. (46) sdo imprdprias, pois seus
integrandos nao estdo definidos para s =¢. Por isso as integrais estao definidas
usando o valor principal de Cauchy (denotado por VP ). Tomar o valor principal
de Cauchy significa que as equacgdes devem ser calculadas usando limites como

abaixo:

JT €0, 4>»

W)=+ lim [f”() j()ds] (47)

t+&

As definicdes da transformada de Hilbert e sua inversa também podem ser

escritas usando a notagdo de convolugéo.

(f*2)t)= [ f(s)g(t—s)ds (48)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0016032/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0016032/CA

Apéndice A:

Transformada de Hilbert 107
1
v(t) =u(t)*— (49)
Tt
-1
u(t)=v(t)*— (50)
Tt

Ao contrario de outras transformadas, como a transformada de Fourier, a
transformada de Hilbert ndo muda o dominio da fungdo. Por exemplo, uma
funcdo de uma variavel de tempo ¢ é transformada para outra fungdo de mesma
variavel de tempo ¢, enquanto a transformada de Fourier muda uma fungdo com
variavel de tempo ¢ para uma fungdo com variavel de freqiiéncia f .

A transformada de Hilbert esta intimamente relacionada com a

transformada de Fourier definida abaixo:

U(f) =Flu®)}(f) = [u()e™"dt (51)

1
A transformada de Fourier do nucleo /(¢) =— da transformada de Hilbert

7t
é:
+o0 e—i27rﬁ
H(f)= j dt = —isinal( f) (52)
onde

+1, />0
sinal(f)=< 0, f =0 (53)

-1, £ <0

Aplicando o teorema que diz que a transformada de Fourier de uma

convolugao é o produto das transformadas a eq. (49) temos:
F{v}(f)=Flu@)=h@)} (/) =Fluj(f)-F{h}(f) (54)

Aplicando a transformada de Fourier inversa temos:
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v(t)=F"' {—isinal(f) . U(f)} (1) (55)

A equacdo acima representa uma maneira elegante e precisa para o
calculo da transformada de Hilbert de um sinal real unidimensional discreto.
Usando a transformada de Fourier direta e inversa, este calculo pode ser
implementado de forma eficiente usando alguma implementacdo de FFT. Na
nossa implementacao utilizamos a equagao acima juntamente com a biblioteca

FFTW para implementar a transformada de Hilbert.
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