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Hidrodinamica do Gas Granular

Alguns sistemas podem ser bem descritos usando-se um conjunto de equacgoes
hidrodinamicas. Estas, sob determinadas condicoes, podem ser usadas para
descrever um géas granular rarefeito. Para tal sistema, elas podem ser
postuladas a priori, ou derivadas da equagao de Boltzmann-Enskog. Os
coeficientes de transporte, que assim como para um gas usual, para um gas
de graos, podem ser obtidos analiticamente. Neste capitulo mostraremos
0s passos mais importantes para a derivacao das equacoes hidrodinamicas,
a partir da equagao de Boltzmann, e do método de Chapman-Enskog para
obter os coeficientes de transporte para um gés granular a baixa densidade,
na auséncia de forgas externas, no qual os graos colidem inelasticamente com
um coeficiente de restituicao dependente da velocidade relativa inicial de

impacto entre eles.

2.1 Hidrodinamica

Em um gas molecular existem dois tipos bem distintos de escalas
de espaco e tempo: as escalas microscépicas, caracterizadas pelo livre
caminho médio (distancia média entre colisdes sucessivas) e tempo médio
entre colisoes; e as escalas macroscépicas, que se caracterizam pelo tempo de
evolucao das variaveis hidrodinamicas e o tamanho de suas inhomogeneidades
espaciais. Esta separacao de escalas significa que as variaveis macroscépicas
variam muito pouco no espaco e no tempo se medidas nas unidades
microscopicas.

Em um sistema hidrodinamico, uma variavel macroscopica, por
exemplo a densidade, pode variar apreciavelmente para uma distancia de
apenas 1 mm. No caso de um gas molécular o nimero de particulas dentro
de um volume de 1 mm? é tao grande que podemos dividi-lo em pequenas
partes, nas quais a variavel em questao varia suavemente. Assim sendo, o
sistema pode ser tratado como um meio continuo, e podemos definir uma
fungao distribui¢ao de densidades f(r,v,t), com a qual podemos calcular a

média de uma varidvel qualquer ¢(r, v):

(P)(r,t) = %/ dvo(r,v)f(r,v,t) , onde n(r,t) = / dvf(r,v,t). (2.1)

Devido ao tamanho dos graos, sua densidade em nimero de particulas
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¢ bem menor que a de um sistema hidrodinamico usual. Por exemplo, em 1
mm?3 de dgua ha cerca de 10! moléculas, enquanto num mesmo volume de
areia existem apenas cerca de 10 graos. Isto gera algumas duvidas sobre a
aplicabilidade da hipdtese de meio continuo para sistemas granulares.

Poderiamos pensar que num experimento com sistemas granulares
bastaria apenas utilizarmos um sistema cujo tamanho fosse muito maior que
o tamanho tipico dos graos. Entao poderiamos aplicar com sucesso a hipotese
de continuo. Contudo, na prética, se para um fluido molecular temos que a
razao entre o tamanho do sistema e o diametro das moléculas pode chegar
a ser da ordem de 10%, num sistema composto por graos de areia esta seria
somente de 10%. Logo, uma simples mudanca de escala nao é suficiente para
tratar o sistema neste modelo.

Um fator crucial que devemos considerar é a inerente inelasticidade das
colisoes granulares. Se tomarmos um sistema denso no qual a distancia média
entre os centros de massa dos graos é pouco maior que seus diametros, ao
qual é fornecido energia externa de maneira que possam acontecer um nimero
razoavel de colisoes, a cada colisao acontece uma perda grande de energia e o
livre caminho médio é da ordem de poucos diametros. Portanto nesta escala
as variaveis macroscopicas variam significativamente, mas se usarmos uma
escala de comprimento e tempo muito maiores que o livre caminho médio
e o tempo médio de colisao respectivamente, poderemos, no regime descrito
acima (gds granular), tratar o sistema de maneira hidrodinamica.

A evolucao temporal da fungao distribuicao de velocidades é

determinada pela equagao de Boltzmann (sem campo externo, por

onde o termo do lado direito leva em consideracao o efeito das colisoes.

simplicidade):

Multiplicando os dois lados desta equacao e integrando-a em v obtemos

a evolucao da média de uma funcao devido as colisoes ¢(r, v)1%:

/dvqﬁ r,v) ( ) /dvqﬁ r,v (%Jrv.v) F(r,v,1). (2.3)

Usando a definicdo de média (equagao 2.1) podemos reescrever o

preimeiro termo do lado direito da equagao acima como:

o r 0
[avol = 9 [aver = Tnioy: (24

eo segundo como:

9 96
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onde foi usada a notacao w; = €; - w. Assim:

/ dve(r,v) (%)COZ = %n(qﬁ) + %n(vzd)} —n <vzg—z> . (2.6)

2.2 O efeito das Colisoes

Se nao houvessem colisoes, todas as particulas que estivessem em
um determinado volume do espago de fases drdv centrado em (r,v) num
instante ¢ estariam num mesmo volume centrado em (r + vt, v + adt) num
instante ¢ + 0t. Porém, neste intervalo de tempo podem acontecer colisoes
dentro deste volume, diminuindo o niimero de particulas nele, e ainda outras
particulas podem entrar neste volume provenientes de colisoes fora dele. Logo
a funcao distribuicao varia com o tempo. Isto pode ser expressado da seguinte

maneira;:

<g> ot = (G — P)dt, (2.7)
Ot ) o
onde Gdrdvét é o nimero de colisoes ocorrendo entre ¢ e ¢t + 0t na qual uma
das particulas esta em drdv depois da colisao, e Pdrdvét é o nimero de
colisoes ocorrendo entre ¢ e t + 6t na qual uma das particulas esta em drdv
antes da colisao .

Para avaliar G e P temos de tomar um intervalo de tempo 6t pequeno
suficiente de modo a acontecer apenas uma colisao por particula. Para tanto

temos de ter um gas suficientemente diluido.

2.3 A Colisao Granular

O estudo da dinamica de sistemas granulares a nivel microscopico
é muito complexo, uma vez que os graos possuem formas irregulares, e
consequentemente propriedades eldsticas que dependem da forma. Para
facilitar a descricao da colisao entre graos utilizaremos o modelo de esferas
rigidas viscoelasticas. Na auséncia de forcas externas, a taxa de colisao para
duas esferas de diametro o; = 02 = o com velocidades iniciais vy e Vg,

respectivamente pode ser calculada com o auxilio do cilindro de colisao e nos
da:

dv(vy,ve) = F(r, vy, va,t)|vis - €|bdbdedrdvydvaét, (2.8)

onde F(r,vy,vs,t) é a funcao de correlacao a duas particulas, que nos da
probabilidade de um par de particulas com velocidades v; e vy estarem dentro

do volume do cilindro de colisao, dado por bdbde|vs - €|6t, onde |vy, - €|6t é
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Figura 2.1: O cilindro de colis3o onde b é o parametro de impacto.

o comprimento do cilindro de colisao (distancia percorrida pela particula 2
antes de colidir com a particula 1, tomando como referencial a particula 1)
cuja a area da secao de choque é bdbde e € é o vetor unitario na direcao da
reta que une o centro de massa das duas particulas no instante da colisao,

dado por:

~ rs — I
e =

—_ (2.9)
T2 — 11

A relacao entre os parametros da secao de choque b e ¢, depende das
propriedades das interacoes entre as particulas. Para esferas rigidas de
mesmo didmetro, temos que bdbde = o?dé’, onde & = —eé . Neste caso

temos:
dv(vy,ve) = F(r,vi, Vo, 1)0?0O(—vyy - €)|Vis - &|de/drdv,dv,6t, (2.10)

onde O(—vyy - €) é a funcao de Heaviside que seleciona as dire¢oes das
velocidades para as quais a colisao acontece.

Obtemos a taxa de colisao inversa (colisao entre particulas com
velocidades iniciais v} e v, cujas velocidades finais eram vy e v,
repectivamente) a partir de uma andlise similar a que fizemos para taxa

de colisao direta (2.10), desta vez trocando vy e va por vj e vj:

dv(v],vh) = F(r, v}, vy, 1)o?O(—v), - &)|V], - &|dérdv)dviét. (2.11)
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Para obtermos o termo de colisao da KEquacao de Boltzmann,
precisamos escrever a equacao acima em termo das velocidades vq e vs.
Vejamos entao como se relacionam as velocidades v| e v}, antes e v; e vy
depois de uma colisao entre graos . Consideremos particulas de mesma massa.

Na ausencia de forcas externas o momento total se conserva, logo,
/ /
Vi + vy = vy + va. (2.12)

Com o vetor unitario € decompomos o momento relativo v; — vy em

componentes ¢
Vi — Vg = (Vl — VQ)T —f- (V1 — Vg)t, (213)
onde as componentes tangencial e radial sao dadas por:

(VQ — VQ)T = [(Vl — Vg) . é]é, (214)

(vi —va)y =vi — Vo — [(vo — vq) - €]é. (2.15)

Uma vez que as particulas sao suaves, os graus de liberdade de rotagao podem
ser desprezados, logo a componente tangencial do momento relativo nao se

altera com a colisao . Ja a parte tangencial se relaciona como:

!/

(Vi = v3)r = =7(v1 — va),, (2.16)

onde 7 é o coeficiente de restituicao .

Desse modo podemos escrever:
(vi —vh) = —(14+7)[(vy — va) - &]é + (vi — Vva). (2.17)

Utilizando as equagdes (2.12 e 2.17) podemos escrever as velocidades finais

das particulas em termos das iniciais e do coeficiente de restituicao:

1+r 1

Vi =V — ( 5 )[(V1 —vy)-elé (2.18)
e

147 R
Vh = vy + ( 5 )[(Vl —vy) - €]é. (2.19)
Muitos autores tem considerado o coeficiente de restituicao constante,
e esta hipotese simplifica bastante a analise. Contudo ela nao
concorda completamente com resultados experimentais. E verificado

experimentalmente que coeficiente de restituicao depende da velocidade

inicial do impacto g = |(v; — v2) - €| e tende para 1 para valores pequenos de
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g, ou seja, as colisoes se tornam cada vez mais elasticas. Usando o modelo

de esferas viscoelasticas suaves temos o coeficiente de restituicao’®:
15 . 32 2/
r=1—-0Cg —1—509 s (2.20)

onde C' depende das caracteristicas elasticas e dissipativas das particulas.

Observe que :

limr = 1. (2.21)
9—0

A partir das relagoes entre as velocidades pré e pés-colisionais (2.3) e

(2.3), encontramos que:

O(—viy-€) =0(—vyy-ée), (2.22)
g'dvidvy = x(g)gdvidva, (2.23)
onde o fator
R 11 . 66 .
X([viz-€]) =1+ EC‘VQ . e]1/5 + %02’V12 e ... (2.24)
provém da relacdo ¢ = r(g)g e do jacobiano da transformacao das

velocidades (v}, v5) — (v1, Va):

Ovi,vy) 1
8(V1,V2) N |T+g,7"‘

(2.25)

Reescrevemos entao a taxa de colisdo inversa como:
dv(v),vy) = x(g)F(r, v}, vy, 1)0?0O(—vyy - &)|viy - é|dedrdvidvy6t  (2.26)

Com as taxas de colisao direta e inversa determinamos os termos de ganho
e perda G e P:

Gdrdv,6t = drdv,6to” /dV2 /dé@(—vlz - €)|viz - €| F(r, vy, vh,t), (2.27)
e
Pdrdv,6t = drdv,6to? /dvz /dé@(—v12 -€)|viy - e|F(r, vy, va,t). (2.28)

Consideraremos agora que particulas afastadas por uma distancia maior que
seu diametro, antes de colidirem, estao descorrelacionadas. Esta aproximacao

é conhecida como ”caos molecular”. Desta forma temos:

F(r,Vl, V2, t) = gQ(U)f(Vlat)f(V%t) (229)
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F(r, vy, vy, 1) = g2(0) f(v, 1) f(v), 1) (2.30)

Onde o valor de contato da fungao de distribuigdo a duas particulas go(o)

leva em consideracao o aumento da frequéncia de colisoes devido ao efeito de

volume excluido. Numa colisao no plano temos'*:

_(p_Te) L
go(0) = (1 16) = (2.31)

onde ¢ = nno?/4 é a fragao de empacotamento, na qual n representa a
densidade de nimero de particulas.
Assim escrevemos o termo de colisao da equacao de Boltzmann-Enskog

para um gas de particulas viscoelasticas com distribuicao homogénea como:

O .
E (Vl,t) = gg(U)O'd_l / dV2 / de@(—vlg : e)|v12 . 8|
[Xf(vlh t)f(vl27 t) - f(Vb t)f(v% t)] (232)
= 92(0)I(f, f).
Pode-se demonstrar também que'®:

/‘ dV1¢(r,V1>gf(V1, t) = l92(0')0'(1_1 / dVldVg / dé@(—V12 : e)|v12 : e|

ot 2
SV 1) f(va, ) Alg(r, vi) + o(r, v2)], (2.33)

onde A¢(r,v;) = [p(r,v]) — ¢(r,v;)] é a variacao de ¢(r,v) em uma colisao

2.4 Equacoes Hidrodinamicas

As variaveis hidrodinamicas sao médias definidas por!'?:

n(r,t) = /dvf(r,v,t), (2.34)
1
u(r )= o / dvv f(r,v,t) = (v), (2.35)
e )T (1. 1) = / dv (v —w)?f(r,v,1)
2 PTIA 2 T

— n(r, 1) <%(v - u)2> 7 (2.36)

sendo n(r,t) a densidade em nimero de particulas, u(r,t) o fluxo, T'(r,t)
a temperatura e d a dimensao do espago (d = 1,2,3). Para obtermos a
evolucao dessas médias basta substituirmos as fungoes abaixo na equacao
2.6, que correspondem, respectivamente a massa, ao momento linear e a

energia.
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¢1 =m, (2.37)
P2(v) = mv, (2.38)
¢3(r,v) = m|v —u(r,t)[*/2, (2.39)

Uma vez que a massa das particulas se conserva em uma colisao, para

¢1 temos:

0
priy + oz nm(v;) =0 (2.40)

Das definigoes de densidade e fluxo (2.34 e 2.35), temos:

on n 0
ot | O,

(nu;) = 0. (2.41)
Analogamente, para obtermos a evolucao do momento linear médio
substituimos ¢, na equagao (2.6)

0 0

—n{muv;) + %

T n{mu;v;) —n <UZM> =0 (2.42)

Pois, da equacao (2.12) vemos que o momento linear se conserva e

consequentemente teremos em (2.33)que:
A[¢2<V1> + ¢2<V2)] = A[mv1 + mvg] = 0. (243)
O termo (v;v;) pode ser reescrito como

(vivg) = ((vi — wi)(v; — uy)) + uj(vi) +uiv;) — wiu;
= ((vi — w;)(vj — uy)) + uguy. (2.44)

O primeiro termo do lado direito pode ser identificado como o tensor

de pressao, definido por

Py = nm((v; —w;)(vj — uj)). (2.45)
Logo,
0 0 0 0 0 1 0
g(nul) + a—ijZ-j + a—%(nuzuj) = <8t + U ) i+ — o O —PF,; =0. (2.46)

Onde usamos a equacao 2.41 e também:

81}@-
ax@-

~0. (2.47)

A inelasticidade das colisoes leva a uma diminuicao da energia cinética,
dada por Afps(r, vi) + ¢3(r, v2)]. Das equagoes (2.3) e (2.3), temos:
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1 1 1 )
A {5 5””“’3} = —gm( = r)[viz - & (2.48)

E a equagao (2.33) se escreve como:

mvy +

/ﬁ dv@;;(r,vﬁ%f(vht) = —égg(o)mOQ / dVldV2 / dé@(—v12 : e)|v12 . 8|
FO ) F(va t)vis - 62 (1 — 12) = _ggnTg. (2.49)

Substituindo ¢3 = m|v —u(r,t)|*/2 na equacao (2.6)

S =) = S nlmly — )+ Sy — P
- n <mvi 3(?5,- > : (2.50)
Definindo o vetor fluxo de calor como
a = gnl(v — ulr. )y~ ulr ), (2.51)
das definigoes de temperatura (2.36) e tensor de pressao (2.45), temos:
§n<vi\v —u(r,t)?) = %n((v —w;[v —u(r, t)]?) + %nuz<|v —u(r, )%
=g+ gnTgui, (2.52)
e
< Uia%i\%‘ - Uj|2> = —2(vi(v; — uj))%uj = szja%iur (2.53)
Apoés algumas manipulacoes algébricas, obtemos:
d <§t+u16i)T+<%qz+R]aa -)—I—g(nTg:O. (2.54)

Das equagoes (2.41),(2.4) e (2.54) temos entao a evolugao das varidveis que

escrevevemos sinteticamente como:

on

V() =0, (2.55)
ou
E-Fu Vu + V P—O (2.56)

T, 2
8(% VT, + d—(v a+ P <Vu +[Vu) - 2V u> LT, = 0. (2.57)

Com excecao da taxa de decaimento da temperatura (7', as equagoes

acima possuem a mesma estrutura das equagoes para um gas molecular usual.
o

Este sistema de equagcoes sera fechado se o tensor de pressao P e fluxo

de calor q puderem ser expressos em termos das variaveis hidrodinamicas.

Para isto nos aplicaremos o método de Chapman-Enskog.
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2.5 O Método de Chapman-Enskog

Esste método é baseado em duas importantes hipdteses: primeiramente
a evolucao da funcao distribuicao é completamente determinada pela
evolucao de seus primeiros momentos, ou seja, sua dependéncia espacial e

temporal é somente através das variaveis hidrodinamicas:
f(r,v,t) - f[V,TL(I',t),LI(I',t),Tg(I',t)]. (258)

Como segunda hipdtese, é assumido que o gas apresenta somente
pequenas inhomogeneidades em uma escala microscépica. Assim temos uma
hierarquia nas escalas de comprimento, e podemos fazer uma expansao por

escala da funcao distribuicao :
F=FO+aW+ N0+ (2.59)

onde A é um parametro pequeno que relaciona a escala microscopica com a

macroscépica dado por'?:

l wre caminho medio 1
A=~ ho medio (2.60)

Lgradientes n

Desta maneira cada poténcia do parametro A corresponde a ordem do
gradiente. Entdo f(©) se refere ao estado homogéneo (gradientes nulos), f(!)
corresponde a aproximacao linear nos gradientes das varidveis, f® é a
aproximacao com termos quadraticos, e assim sucessivamente. Assumimos
também, uma hierarquia nas escalas de tempo e, consequentemente, uma

hierarquia nas derivadas temporais

o 00 oM 23(2)
5= o T NS (2.61)

onde cada ordem da derivada temporal esta relacionada a uma mesma ordem

do gradiente.

Este é método de Chapman-Enskog usual para a solucao de equacoes
cinéticas. Em um gas molecular é adota-se f(*) como sendo a distribuicao de
equilibrio de Maxwell, que é estacionaria, logo 850) f© = 0. Porém, como ja
foi mencionado, devido a inelasticidade das colisoes , um gas de graos sem
alimentacao de energia nao atinge um estado estacionario. Portanto para
tais sistemas homogéneos, devemos ter como f(© a funcao distribuicao para

o estado de resfriamento homogéneo, cuja a forma detalheremos a seguir.

2.6 Evolucao da Temperatura Granular

Analogamente a um gas molecular, definimos a temperatura granular
como a energia cinética média das particulas (graos), obtida a partir do

segundo momento da fungao ditribuigao (equagao 2.1).
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d mu(t)

/dv—f v,1) = Sn—_t (2.62)

sendo v,(t) a velocidade tipica dos graos e d a dimensao do espaco (d =
1,2,3).

Reescalando a fungao distribuicao como

. v
f(v,t) = f(c,t) com c= : (2.63)
Ud( ) vy (t)
podemos reescrever a temperatura granular:
= % /dcc2f(c,t), (2.64)

e a equacao de Boltzmann-Enskog 2.2:

1 duy(t)
vZ(t) dt

g

(3 i flent) + %%) Flert) = ga(o)o ™ ni(f, F) (2.65)

Com a equagao (2.33) encontramos que a evolucao da temperatura

granular no tempo é:

dT,(H) 1
dt  d

Zgp(oymo () [ der@I(F, f) = ~2BTym = ~CT,  (266)

com B = B(t) = v,(t)g2(c)mo?'n e introduzimos os momentos da integral

de colisao adimensionais, dados por:

o = = [ derdI(F. ). (2.67)

Para o segundo momento temos:

m:/dcldcg /dé@(—cm-e)|c12-e|3f(c1, t)f(ca,t)(1=7)  (2.68)

sendo 7 o coeficiente de restituicao reescalado

F=1—C18cry-e|Y? +C2"%|cry-e*° F--- (2.69)
onde
1/10
&' = Clo,())V° = C2T,(1)]Y° = ¢ [%(t)] (2.70)
0

é um parametro no qual estao contidos os termos devidos aos efeitos
dissipativos (onde consideramos m = 1 por simplicidade), com § = C'T| 01 e
Ty = T,(0).

Se a dissipacao é pequena, a funcao distribuicao de velocidades é
aproximada a uma distribuicao de Maxwell e pode ser descrita por uma

expansao em polinomios de Sonine:
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f(c, t) = ¢(c) (1 + iap(t)5§_1(02)> (2.71)

onde ¢(c) = 7% 2exp(—c?) é a distribuicao de Maxwell reescalada, S,(z) sdo
os polinomios de Sonine e ay(t) sdo os coeficientes de Sonine dependentes do
tempo.

Dado um numero positivo s, tal que s < 1, os polinomios de Sonine
S (x) (m e x sdo reais e n é inteiro), sdo defidos pela expansio :

S

—T

e “i-s — n g(n
n=0

m—+n)n_
S0y = 3 Iy,
,;) (n—p)ip!
onde o produto de ¢ termos, (r),, é definido com segue:

(r)g=rx(r—1)x(r—2)x---x(r—I[¢g—1]). (2.73)

Para um valor genérico de m temos:

SW(x) =1, (2.74)
SW(z)=m+1 -, (2.75)
1 1
S (z) = §(m+2)(m+ 1) — (m+2)x + §x2, (2.76)
(2.77)
Para o caso d dimensinal temos m = % —1,e:
5(;31(02) =1, (2.78)
d
sgjl@?) =5 (2.79)
2) (2 7d(d+2)_d+22 14

Si2,(¢) == 5+ 5 (2.80)

(2.81)

Estes polinomios possuem a importante propriedade de ortogonalidade:

o0 / r 1
/ drz™e*S™ (2)SM) () = 6”"'@' (2.82)
Jo n!
Na notacao usada anteriormente em (2.71):
> 0 (2qw) 2y _ (T s Lod
| deo@SPL (AP = (5)7 DG +0) = by (283)

Os coeficientes da expansao podem ser encontrados momentos da funcao
distribuicao f(c,t):
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a, = Ni /ch(le(cQ)f(c,t). (2.84)

Devido a definicao da temperatura granular, o primeiro coeficiente
é nulo, enquanto os outros medem os desvios dos momentos da fungao
distribuicao de velocidades (c*) em relacio aos momentos da distribuicao

de Maxwell (c*)q, por exemplo,

4 4
a2 = e ><C4><OC b - %<C4> -1 (2.85)
Entao o coeficiente ay caracteriza o quarto momento da distribuicao.

Para uma inelasticidade suficientemente pequena (r > 0,6), a fungao
distribuicao pode ser aproximada para o segundo coeficiente de Sonine, ou
seja, os coeficientes de ordem mais alta a; (K > 3) podem ser desprezados.
Com esta aproximagcao, além da equacao para a evolucao da temperatura

granular, temos mais uma para a, acoplada a elal®.

dCLQ 4B 1

=3 <,u2(1 + ay) — 5/14) (2.86)

Os momentos fy e g podem ser obtidos em termos de de as(t) e
8'(t), e o sistema de equagoes acopladas (2.66) e (2.86), pode ser resolvido.
Uma vez obtido o segundo coeficiente de Sonine como uma expansao no
parametro 6'(t), temos entao a forma da distribui¢do para um gés granular

bidimensional® no estado de resfriamento homogéneo:
fle.t) = é(c) (1+ az(t)S3(c)) (2.87)
com

ag = —0.388¢' + 2.7528" + - - -, (2.88)

Com o segundo momento 5 encontramos a taxa de resfriamento:

T
¢ = 2na,/%(1.2945'(t) — 2.0938(t) + - - -, (2.89)

“Estamos particularmente interessados no caso bidimensional devido a as nossas
simulacOes serem neste nivel. Porém queremos enfatizar que este modelo na realidade
é quase bidimensional, pois nos usamos o coeficiente de restituicao para duas esferas
viscoelasticas colidindo, e assumimos que o movimento das particulas esfericas do gas
estao restritos ao plano.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0220958/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0220958/CA

Capitulo 2. Hidrodindmica do Gas Granular 33

2.7 Os coeficientes de Transporte

Com as hipdéteses do método de Chapman-Enskog a equacao de
Boltzmann pode ser resolvida iterativamente para cada ordem de \. é entao
usada para calcular o tensor de pressao P;; e o vetor fluxo de calor q.

Usando a expansao formal em termos do parametro A\ podemos escrever

a equacao de Boltzmann-Enskog

—+/\—+---)\V1~V> (f(0)+)\f(1)+...)
= I[(fO 4+ XfD 1) (fO L AfD 4], (2.90)

e coletamos os termos de mesma ordem em A. Repetimos este mesmo
procedimento com as equacoes hidrodinamicas. Como ja temos a forma de

f(o)b, podemos obter a forma de f(l):
S =a-VInTy+ 5 Vinn+5; Vi, (2.91)

a qual depende linearmente dos gradientes. Os coeficientes «, 3 e v;; sao
funcoes de v e das variaveis hidrodinamicas n,u e 7.

Escrevendo o tensor de pressao como:

g%vﬁf&numa (2.92)

P(7,t) = oy +m [ (vzvj -3

onde p = nT é a pressao hidrostatica; e o vetor fluxo de calor como:

: V2 od+2 -
.t = | <m2 - %TJ Vf(7,7,1)d5, (2.93)
onde V =7 — @

Para cada ordem de A obtemos a correspondente ordem do tensor de
pressao Pl-jl) e do fluxo de calor, e qV).

A solucao de ordem zero da:

1

q? =o0. (2.94)

E a aproximacao de primeira ordem

2
d
qV = —kVT, — uVn (2.95)

R(jl) =0ypP — 1 <V,»uj + lel,‘ — 51Jv . 11> s

bLembramos que usamos f(® como sendo a distribuicio para o estado de resfriamento
homogéneo obtida na secao anterior.
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Sendo 17 e Kk os coeficientes de viscosidade e condutividade térmica,
respectivamente. O coeficiente p nao possui um analogo para um gas
molecular.

Mantendo até a primeira ordem substituimos® f = f© + ) nag
equagoes (2.92) e (2.93) e comparamos com as equagoes (2.94) e (2.95) e
obtemos, apos algumas manipulacoes algébricas, os coeficientes k, u, n a

partir dos coeficientes @, 3 e v;; respectivamente:

Tg
= 2/ =L (1 =0.7008(t) + 11.896"(t) + - - - 2.96
R= oy (1) + () + ). (2.96)
2T | T,
= 2 =L (1.8118 (1) + 0.0568(t) + - - - 2.97
=y [ (18118 (1) + () + ). (2.97)
e
1 ng , 2
=5 (14 0.2348"(t) + 0.3088"(t) + - - ), . (2.98)
g v

Nesta ordem de aproximacao , obtemos as equacgoes hidrodinamicas de
Navier-Stockes, substituindo P;; e q nas equacoes (2.55),(2.56) e (2.57):

on
V() (299)
ou 1 1 P2
= = —%V(nT) + %V . {7} (Vu + [Vu]' — gv : u)} —u-Vu (2.100)
oT, 2 2 2

n (Vu + [Vu]w : Vu — 37) (V-u)* - (T, (2.101)

No que segue utilizaremos estas equacoes para estudar a evolucao de
um gas granular a baixa densidade. Numa primeira ordem de aproximacao
os coeficientes de condutividade térmica e viscosidade, possuem a mesma

6. A crucial diferenca

dependéncia na temperatura que um gas molecular!
entre estes dois sistemas é de fato a perda de energia devido as colisoes
inelasticas, representada nas equacOes acima pela taxa de resfriamento,
que em um gas de graos origina comportamentos dinamicos anomalos

interessantes, dos quais alguns trataremos com mais detalhes posteriormente.

. i - ~ - .
°X é um indicador da ordem de aproximacgao , portanto nao precisa aparecer na
expressao literal
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