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4,
Resultados e Conclusdes

Neste capitulo, vamos testar os modelos apresentados face aos dados
empiricos do |bovespa.
Assumindo que o sistema € ergbdico, ta que a média no ensemble é

equivalente a média no tempo, nGs comparamos as distribuicbes P* (n) calculadas
no capitulo anterior com a distribuicdo empirica pE (n) extraidada série temporal.
Os parametros dos model os sdo obtidos minimizando-se o desvio quadrético

2
médio é [PE(n) - P*()| , onde a soma é sobre os valores n disponiveis em
n

forma de histogramas. Deve-se lembrar que os trés parametros de controle g, q e

X destes model os se reduzem a dois parametros de agjuste independentes, a saber, q

ea°g/x?.

4.1
Ajuste dos Modelos para a Volatilidade |

Na figura 4.1 apresentamos o0 aguste dos modelos estudados para a
Volatilidade .

A partir de uma inspegdo visual, os modelos Log-normal e de Micciché et.
al. foram os que melhor descreveram a distribuicéo empirica. Os parametros q e

a obtidos a partir do g uste para estes model os estédo mostrados na tabela abaixo.

Tabela 4.1: Pardmetros encontrados para os melhores modelos para Volatilidade I.

Modelo Par ametr os
q a
Log-normal - 399+ 0,01 3,08+ 0,06
Micciché et.al. 0,0225 + 0,0003 250+010
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Fig. 4.1. Gréfico linear dos ajustes dos modelos para Volatilidade I.

Estes valores devem ser comparados com os valores médios empiricos. O

parAmetro q esta relacionado ao primeiro momento das distribui¢des. Para o

modelo Log-normal, g =(Inn), e para 0 modelo de Micciché et.al., g =(n) (ver

Apéndice F). Comparando-se diretamente com os dados das Tabelas (2.1) e (2.3),

observa-se 6tima concordancia com os valores empiricos da Volatilidade | a
saber, (n,) @0,02 e (Inn; ) @ 3.98

Oparéametroa ° g / x 2 esta relacionado ao segundo momento ou a variancia

das distribuicOes. ldentificando para a distribuicdo de Micciché et.al.,

1

Varn]=q2(@ - 1! e para distribuicdo log-normal, Varln n] = a™, (ver

apéndice F), a partir dos agustes encontrados obtém-se as estimativas:

Var (n;) @0,0003, segundo o modelo de Micciche et.al. e Var[lnn;]@0,32,

segundo o modelo Log-normal.
Estes resultados devem ser comparados com os dados das tabelas 2.1 e 2.3,
a saber, w? = 0,0002 e ¢ 2 = 0,34, respectivamente, que indicam boa concordancia

com os dados empiricos.
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Para melhor visualizar a qualidade dos gustes dos diversos modelos

apresentamos também os resultados encontrados em gréafico semi-log e log-log.
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Fig. 4.2. Gréfico semi-log dos ajustes dos modelos para Volatilidade 1.
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Fig. 4.3. Gréafico em escala logaritmica dos fits para Volatilidade I.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0220960/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0220960/CA

4. Resultados e Conclusdes 54

Observa-se pelas figuras 4.2 e 4.3 que os modelos Hull & White e Micciche
et.al. subestimam a fregliéncia dos dados empiricos para valores pequenos de
volatilidade enquanto os modelos de Heston, Feller e O-U geométricos
subestimam a cauda da distribui¢cdo empirica.

Com o objetivo de avaliarmos de forma objetiva os diversos modelos,
utilizamos o teste de hipétese Qui-Quadrado. Este teste estatistico consiste em

calcular a soma dos desvios quadréticos do modelo hipotético em relagdo aos

dados empiricos, obtendo-se o parémetro ¢ g . Segundo este teste (ver apéndice G),
obtém-se um limiar de rejeicéo, ¢ r2’k ,onde r representa o nivel de significancia

do teste e k o niimero de graus de liberdade do problema. Para c3 > cf,k, 0

modelo é rejeitado com nivel (1- r ) de confianca.

A aplicagdo do teste de hipdtese Qui-Quadrado mostrou que apenas a
hipétese de log-normalidade da distribuicdo da volatilidade | ndo pode ser
rejeitada, com nivel de significancia de 0,5%.

Na tabela abaixo apresentamos 0 resultado do teste Qui-Quadrado para os
model os estudados.

Tabela 4.2. Resultados do Teste de C 2aplicado aos diversos modelos para Volatilidade I.

C5.005,40 = 66’77
Modelo

cl Resultado
Log-normal 61,70 Aceito!
Hull & White 251,91 Rejeitado
Micciché et.al. 114,98 Rejeitado
Heston 546,73 Rejeitado
Feller 250,19 Rejeitado
O-U Geométrico 250,19 Rejeitado

Vé-se assim que as outras distribuicdes forneceram atos valores de ¢ g, ou

sgja sdo rejeitados fortemente.
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4.2

Ajuste dos Modelos para a Volatilidade I

Na figura 4.4 apresentamos o0 guste dos

55

modelos estudados para a

Volatilidade I1.
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Fig. 4.4. Gréfico linear dos ajustes dos modelos para Volatilidade II.

Novamente, por inspecdo visual, os modelos Log-normal e de Micciché

et.al. foram os que melhor descreveram os dados experimentais. Os parametros g

e a obtidos apartir do gjuste desses model os estédo mostrados na tabela abaixo.

Tabela 4.3: ParAmetros encontrados para os melhores modelos para Volatilidade II.

Par ametros
Modelo
q a
Log-normal - 3.52+0,02 2,96 + 0,08
Micciche et.al. 0,0369 + 0,0006 2,33+ 0,09

Comparando-se 0 parametro g com os valores médios mostrados nas

tabelas (2.1) e (2.3), onde identificamos q =(n) e q =(Inn) para os modelos

Micciche et.al. e de Log-normal, respectivamente (ver apéndice F), obtém-se
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novamente 6tima concordancia com valores empiricos da Volatilidade Il a saber,
(h);) @04 e(lnn;; ) @ 35.

A partir dos ajustes encontrados e identificando Var[n] = o (a-1)" e
Var[Inn] = a™* para os modelos de Micciche et.al. e Log-normal respectivamente
(ver apéndice F) obtém-se as estimativas: Var|n; | = 0,006, segundo o modelo de
Micciche et.al. eVar[I nny, ] @0,34, segundo o0 modelo L og-normal.

Estes resultados devem ser comparados com os valores empiricos

w? @0,001 e ¢? @0,35, dados nas tabelas 2.1 e 2.3 respectivamente, que

indicam novamente boa concordancia com os dados empiricos..

Apresentamos nas figuras 4.5 e 4.6 os gustes encontrados de todos o0s
modelos paraa Volatilidade || em grafico semi-log e log-log.

Enquanto o modelo Log-normal descreve bem toda a faixa de valores
empiricos, assim como no caso da Volatilidade |, os modelos de Micciche et.al. e
de Hull & White falham na descri¢éo dos valores pequenos de volatilidade e os
modelos de Heston, Feller e O-U geométrico fornecem caudas mais curtas que os
dados empiricos, conforme se vé pelas figuras 4.5 e 4.6.

Realmente, a aplicacdo do teste de hipétese Qui-Quadrado mostrou que
apenas a hipodtese de log-normalidade ndo pode ser rejeitada, utilizando-se nivel
de significancia de 0,5% (ver apéndice G). Natabela abaixo, apresentamos o valor
do teste Qui-Quadrado para os model os estudados. Com excecéo do modelo Log-

normal, todas as outras distribui ¢des apresentaram alto nivel de rejeicao.

Tabela 4.4: Resultados do teste de C 2aplicado aos diversos modelos para Volatilidade .

Cooosaa = 57,60

M odelos cl Resultado
Log-normal 51,13 Aceito!

Hull & White 266,96 Rejeitado
Micciche et.al. 128,12 Rejeitado
Heston 534,79 Reeitado
Feller 228,88 Rejeitado
O-U Geométrico 228,88 Rejeitado
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Fig. 4.6. Gréafico em escala logaritmica dos ajustes dos modelos para Volatilidade II.
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4.5. Gréfico semi-log dos ajustes dos modelos para Volatilidade II.
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4.3
Ajuste dos Modelos para a Volatilidade Il

No caso da definicdo de volatilidade 111, todos os modelos apresentaram

melhores resultados. Nafigura 4.7 apresentamos os g ustes encontrados.
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Fig. 4.7. Gréfico linear dos ajustes dos modelos para Volatilidade Ill

Na tabela abaixo, mostramos osvaloresa e q obtidos para os modelos que

apresentaram melhor gjuste visual.

Tabela 4.5: ParAmetros encontrados para os melhores modelos para Volatilidade III.

Modelo Parametros
q a
Log-normal - 433+0,01 6,53+ 0,20
Hull & White 0,00029 + 0,00001 0,94+ 0,08
Micciche et.al. 0,0146 + 0,0002 561+ 0,27

A partir dos parémetros mostrados na tabela 4.5 e os dados empiricos nas
tabelas (2.1) e (2.3), podemos comparar as estimativas de q para as distribuicdes
Log-normal, de Micciché et.al. e de Hull & White respectivamente, com o0s

valores de (Inn), (n) e<n 2> (ver apéndice F). Os valores estimados para g nos
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dois primeiros modelos estdo em bom acordo com os resultados empiricos, a

saber, {Inn;,;) @ 4.3 e {ny,) @0,02. O vaor de <n 2 > pode ser obtido da tabela

(2.1) através de <n 2 > =, )? +w?, fornecendo o valor <n 2 > =0.0005, que é

da ordem de grandeza do parametro g encontrado para o0 modelo Hull & White.

Os parédmetros a dos modelos de Micciché et.al. e Log-normal estéo
relacionados a variancia das distribuicdes através de Var|n] :qz(a - 1)'1 e
a1 =Varflnn] respectivamente, fornecendo as estimativas: Var[n i ] @0,5x0™*

e Var[l nnyy ] @0,15. Comparando-se com os dados empiricos mostrados nas

tabelas 2.1 e 2.3, a saber w? @Lo X0 4 e 02 @0,18, respectivamente, ambos 0s
model os fornecem estimativas consistentes com os dados empiricos.

Deve-se observar também que, apesar da semelhanca das equacdes
diferenciais estocasticas dos modelos Hull & White e Micciché et.al. (dados pela
equacdo (3.12) com d =1, sendo x° J = n? (volatilidade quadrética) ou x © n
(volatilidade), respectivamente), os valores encontrados para 0s parametros nos
dois modelos ndo devem ser equivalentes, uma vez que tanto o valor médio q
guanto a taxa de reversdo a média relativa a =g Ix? a principio sdo diferentes,
pois descrevem o comportamento de variaveis estocasticas diferentes.

Isto pode ser ilustrado analisando-se a equacdo diferencial estocastica do
modelo Hull & White para a volatilidade. A partir da equagdo diferencial
estocastica para volatilidade quadrética, eq. (3.12) com d =1, eusando o Lemade

[t6 [22] para mudanca de varidvel, obtém-se:

1és 2 1 2U 2 .U
dn =— 2% gh?- q)- =xn 20t +xn %dz; 4.1
2 &g 90°- )5 ¥ (4.)
Reescrevendo (4.1):
1 2 2
dn = —|- - dt +xn “dz 4.2
m[ g “-q9 ] (4.2)

com g¢=g +x2/2 e q(=qgq/qg¢.
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Vése assim que o0s pardmetros que tém significado “econofisico’
equivalentes dos modelos Hull & White e Micciché et.al. sdo diferentes.

Apresentamos nas figuras abaixo os gustes encontrados para todos 0s
model os estudados para a Volatilidade |11 através de gréficos semi-log e log-l1og.
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Fig. 4.8. Gréfico semi-log dos ajustes dos modelos para Volatilidade llI.
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Fig. 4.9. Gréfico em escala logaritmica dos ajustes dos modelos para Volatilidade |II.
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Observa-se claramente pelas figuras 4.8 e 4.9 que 0 modelo Log-norma neste caso
descreve bem os va ores baixos de volatilidade mas subestima a cauda da distribuicéo. Ja
0 modelo Hull & White superestima a volatilidade nesta regido, enquanto o modelo de
Micciche et.al. fornece cauda com comportamento intermediario entre a da distribuicéo
log-normd e a de Hull & White. Os modelos de Heston, Feller e O-U Geométrico
fornecem caudas mais curtas do que as observadas nos dados empiricos.

Utilizando o teste Qui-Quadrado para a Volatilidade |11, apenas a hipbtese do
modelo de Micciche et.al. ndo pode ser regjeitada com nivel de significancia de 0.5%.

Na tabel a abaixo apresentamos os resultados para 0s varios model os.

Tabela 4.6: Resultados do teste de C 2aplicado aos diversos modelos para Volatilidade IlI.

Cooos.26 = 48,29

M odelos cl Resultado
Log-normal 56,71 Rejeitado
Hull & White 52,78 Rejeitado
Micciche et.al 36,15 Aceito!

Heston 194,18 Reeitado
Feller 119,61 Reeitado
O-U Geométrico 119,61 Rejeitado

De forma geral, os modelos Log-normal e Micciche et.al foram os que
melhor descreveram os dados empiricos do Ibovespa. Os modelos Feller, O-U
geométrico e o de Heston ndo servem para modelar estes dados.

Tais resultados estéo de acordo com os obtidos para outros indices mercados
a saber:

» a distribuicdo de volatilidade para o NYSE, obtida a partir de dados de
retornos diarios de acordo com a definicdo | dada por (2.4) e para varias
janelas temporais T, € bem descrita pela distribuicéo log-normal [20];

» ainda de acordo com a definicéo I, utilizando-se retornos intradiérios e vérias
janelas temporais T, a distribuicdo de valores intermediarios de volatilidade
para 0 S&P500 € descrita por distribuicdo log-normal porém com cauda da
distribuicdo descrita por lei de poténcia;

= resultados recentes para a volatilidade do mercado americano, utilizando-se a

definicdo |11 dada por (2.7) e retornos intra-diarios, mostram que a distribuicdo
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de volatilidade didria € melhor descrita pela distribuicdo de Micciche et.al.
[27], que possui cauda em lei de poténcia e cujo valor estimado do
parametroa =4.3 é comparavel a0 encontrado aqui para o mercado
brasileiro,a =5.6. Deve-se ressaltar porém o cardter ndo-universal deste
expoente, uma vez gue tanto a taxa de reversdo a média g quanto a amplitude
de ruido x dependem de cada mercado.
Comparando-se as digtribuices estacionarias dos modelos de Micciche et.al.
€9.(3.21) com as dos modelos O-U geométrico eq.(3.11) ou Feller eq.(3.14), observa
seque as distribuigdes estacionérias 80 equivalentes por umatrocan « 1/n .

Investigando a equacdo diferencial estocastica do modelo de Micciche et.al.,
dn =-g( - q)dt +xndz 4.3)

e usando o Lema de It6 para mudanca de variavel n(=1/n , obtém-se:
dn(=-g(n¢- gOndt +xntz (4.9)

Comparando-se com (3.9), identificamos (4.4) como descrevendo o

processo O-U geomeétrico com parémetros modificados:

_1+2a’?t
q

9¢=0 e q¢ (4.5)

Para confirmar a validade do modelo de Micciche et.al. no caso da
Volatilidade I, investigamos as propriedades estatisticas do inverso da

volatilidade diaria. Na tabela seguinte mostramos os resultados.

Tabela 4.7: Dados estatisticos das distribuices para o inverso da volatilidade.

Média Variancia(w?) |  Assimetria Curtose
Kt 63,28 1471 1,93 7.46
Jon ) 30,08 545 152 345
S ) 79,34 1034 1,02 2.44

A seguir, apresentamos os graficos com os gjustes dos modelos estudados

em escalalinear, semi-log e log-log paraaVolatilidade I11.
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4.10. Gréfico linear dos ajustes dos modelos para 1/Volatilidade |l.
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Fig. 4.11. Gréfico semi-log dos ajustes dos modelos para 1/Volatilidade .
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Fig. 4.12. Gréfico em escala logaritmica dos ajustes dos modelos para 1/Volatilidade Il

Observa-se pelas figuras 4.11 e 4.12 que agora, os modelos mais adequados

para descrever a distribuicdo empirica sdo os modelos de Heston, Feller e O-U

geométrico, principalmente para baixos valores de 1/n .
O teste Qui-Quadrado confirmou este resultado, mostrado na tabela abaixo.

Tabela 4.8: Resultados Teste C 2apIicado aos diversos modelos para 1/Volatilidade lIl.

Modelo

Cooos 22 = 42,80

cl Resultado
Log-normal 112,20 Rejeitado
Hull & White 288,28 Rejeitado
Micciche et.al 204,49 Rejeitado
Heston 48,40 Rejeitado
Feller 52,33 Rejeitado
O-U Geométrico 41,65 Aceito!

Neste caso, 0 Unico modelo ndo rejeitado, ao nivel de significancia de 0.5%

foi 0o modelo O-U geométrico.
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Na tabela a seguir apresentamos os valores de parametros encontrados para

os trés melhores model os.

Tabela 4.9: Pardmetros encontrados nos melhores modelos para 1/Volatilidade Il1.

Modelos a Par ametr os .
Heston 7053+ 137 0,00026 + 0,00001
Feller 79,66+ 0,80 0,081+ 0,003
O-U Geométrico 92,08 +1,02 0,081+ 0,003

Analisando os parametros obtidos pelo guste do modelo O-U geométrico
dado pelatabela4.9, q(=92 e a (= 0.08, e usando (4.4), obtém-se 0s parametros
do modelo de Micciche et.al. para a Volatilidade Ill, a =5.4 e g =0.015, que
estdo em excelente acordo com os resultados apresentados natabela 4.5.

Este resultado vem confirmar o modelo de Miccicheé et.al. como 0 mais
adegquado na descricdo do processo dindmico da volatilidade, de acordo com a
definicéo I11.

Conforme ja observado, a definicdo I11 utiliza dados intradiarios que por sua
vez apresentam forte correlagdo, resultando em caudas mais longas para a
distribuicdo do que a descrita pela distribuicdo log-normal. Por outro lado, quando
consideradas as definicbes | e Il, que utilizam informagdes em janela temporal
didria, adistribuicdo Log-normal fornece a descricdo mais adequada para os dados

empiricos.

4.4
Discussao Final

A presenca de correlacdo de longo alcance na série temporal da volatilidade
mostra que qualquer modelo de caracterizacdo da série temporal financeira deve
incluir necessariamente a dindmicada volatilidade.

Assim, uma das mais importantes questoes no estudo dos retornos de precos
€ a variabilidade da volatilidade do mercado. Isto € particularmente importante
nos mercados em desenvolvimento onde se observa um maior nivel médio de
incertezas de prego e de risco do que no mercado financeiro desenvolvido.

O processo estocastico da volatilidade, sendo subjacente ao de precos, pode
também ser avaliado através das distribui¢des empiricas de retorno.



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0220960/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0220960/CA

4, Resultados e Conclusdes 66

Recentemente [29] foi proposto modelo para 0 processo estocastico de

flutuagdo de precos, {yt} descrito pelo movimento Browniano Geométrico com
volatilidade estocastica dado pela equacao:

ﬂ = mdt +n, dW,

y
com parametro de “drift” me passos de processo de Wiener dW. A volatilidade
dependente do tempo n; caracteriza a amplitude do processo de Wiener e é
descrita pelo processo estocastico segundo o modelo de Heston. Este modelo
fornece distribuicdo estacionaria de retornos com decaimento exponencial nas
caudas, como 0 observado em alguns mercados e em particular 0 mercado
brasileiro [8]. Mostramos no entanto com nossos resultados que a volatilidade
empirica do Ibovespa ndo pode ser modelada pelo modelo de Heston, o que
implica que a dindmica de precos com variancia estocastica para 0 nosso mercado
ainda necessita de uma model agem adequada.

Ainda é necessario também desenvolver modelos cuja equacdo estocéstica
de It6-Langevin sgja mais apropriada para descrever a volatilidade tanto do ponto
de vista da dinamica quanto na forma da funcdo de auto-correlagdo. Uma vez que
a volatilidade tem correlagdo de longo alcance, este aspecto importante deve ser
levado em conta. Desta forma, os modelos tratados aqui, que sdo tipicamente
caracterizados por uma correlacéo de curto acance, devem ser generalizados.

Conforme apresentado no capitulo 3, as caudas das distribui¢cdes dos varios

modelos estudados sdo caracterizadas pelo parametro a © g/x 2, gue dependem

tanto da reatividade do mercado x a informacdo passada quanto da taxa g de
eficiéncia informacional do mercado. Assim, as caudas das distribuiges tem
comportamento ndo-universal. No entanto, assim como o comportamento de
meméria de longo acance da volatilidade observada em nosso mercado
(apresentada no capitulo 2), € semelhante a dos mercados desenvolvidos, as
distribuicbes estacionarias de melhor gjuste agui encontradas (apresentadas neste
capitulo) sdo consistentes com os resultados obtidos naqueles mercados. Isto
indica que, apesar de diferengas entre instituicoes e de fluxo de informag&o nos
diversos mercados, produzindo valores diferentes do parametro a, elas ndo séo
significativas o suficiente para produzir resultados qualitativamente diferentes

com relacdo a forma da distribuicéo de volatilidade.
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