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APÊNDICE A 
ESTRATÉGIAS DE INCREMENTO E ITERAÇÃO 

 

 

A.1 
ESTRATÉGIAS DE INCREMENTO DE CARGA 

 

A obtenção da solução incremental inicial tem como passo fundamental a 

definição do parâmetro de carga inicial ��0. A seleção automática do incremento 

desse parâmetro deve refletir o grau de não-linearidade corrente do sistema, isto é, 

deve fornecer grandes incrementos quando a resposta da estrutura for quase linear e 

levar à pequenos incrementos quando a resposta da estrutura for fortemente não-

linear. Além disso, o algoritmo deve ser capaz de escolher o sinal correto para o 

incremento, introduzindo medidas capazes de detectar quando pontos de máximo e 

mínimo são ultrapassados. 

Crisfield (1991) e Ramm (1982) sugeriram estratégias de incremento 

automático de carga e de outros parâmetros (deslocamento, comprimento de arco, 

trabalho externo) baseadas na relação: (Id / Ip,a)�; onde, Id é o número de iterações 

desejadas pelo analista para convergência no ciclo iterativo, Ip,a é o número de 

iterações que foram necessárias para convergência no passo anterior e � é um 

expoente cujo valor encontra-se usualmente entre 0.5 e 2. Algumas estratégias de 

incremento de carga baseadas nessa relação serão descritas a seguir. 
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A.1.1 
Incremento direto do parâmetro de carga 

 

Caso se queira obter de forma direta e automaticamente o valor do parâmetro 

inicial de carga �, então a seguinte expressão deve ser usada: 

2/1
a,pda,p

00 )I/I(������     (A.1) 

sendo a,p
0
��  o incremento de carga inicial do passo de carga anterior. 

 
A.1.2 
Incremento de Uma Componente de Deslocamento 

 

Adotando-se um método que seja baseado no controle de deslocamento, o 

incremento de uma dada componente do vetor de deslocamentos incrementais da 

estrutura deve ser escolhido com o propósito de limitar o incremento inicial do 

parâmetro de carga. Pode-se, portanto, calcular o incremento de uma dada 

componente j do vetor de deslocamentos para o passo corrente de carga de acordo 

com: 
2/1

a,pd)a,p(jj )I/I(uu ���     (A.2) 

 

Tem-se, então, que a componente j da solução incremental predita, �u0, deve 

satisfazer à seguinte relação: 

 

j
0 u)j( ���u      (A.3) 

 

Usando-se a Equação (2.57) na expressão anterior, chega-se à expressão 

procurada para ��0, ou seja: 

 

)j(/u rj
0 u�����     (A.4) 
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Uma outra forma de controle do incremento inicial dos deslocamentos foi 

proposta por Krenk (1995) considerando a inequação: 

 

1max
0 C uuu �����    (A.5) 

 

onde, �u1 é o incremento do vetor de deslocamentos obtido durante o primeiro passo 

de carga e C é uma constante cujo valor encontra-se entre 1.5 a 2.5. Krenk 

adicionalmente propôs que a norma Euclidiana dos deslocamentos incrementais 

iniciais poderia ser controlada pela relação: 

 

�
��� )I/I( a,pda,p

0 uu    (A.6) 

 

 

A.1.3 
Incremento do comprimento de arco 

 

A relação Id/Ip,a pode ainda ser empregada na definição do incremento do 

comprimento de arco a ser adotado como parâmetro de controle no passo de carga 

corrente, ou seja: 

 
2/1

a,pda,p )I/I(ll ���      (A.7) 

 

onde � �l e lp a,  representam os incrementos do comprimento de arco no passos de 

carga anterior (valor conhecido) e no passo de carga corrente (incógnita), 

respectivamente. 

Através da condição de restrição escrita para a solução incremental inicial, 

 

20T0 l���� uu      (A.8) 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025014/CA



 200 

onde é desprezado o termo do carregamento, chega-se, substituindo-se (2.57) em 

(A.8), na expressão procurada: 

 

TT uu/ �������
T0 l     (A.9) 

 

A.1.4 
Incremento baseado no parâmetro de rigidez GSP 

 
Como visto até aqui, dependendo da forma da restrição imposta, diferentes 

expressões para obtenção de ��0 podem ser obtidas. Yang e Kuo (1994) propuseram, 

adicionalmente, que a seguinte equação de restrição deveria ser respeitada nas duas 

etapas de solução não-linear (solução predita e ciclo de iterações): 

 

Hk kkT
�����uC            (A.10) 

 

onde C e k são constantes e H um parâmetro incremental (deslocamento, 

comprimento de arco, trabalho externo). Em função de valores selecionados para 

essas variáveis, chega-se a diferentes estratégias de incremento de carga e de iteração. 

A equação de restrição anterior, juntamente com a Equação (2.53), rescrita 

novamente abaixo: 

 
)1k(kk)1k( ��

����� gFuK r            (A.11) 

 

formam um sistema de equações com N+1 incógnitas. Essas duas equações podem 

ser combinadas de forma que após manipulações algébricas e matriciais, chega-se à 

seguinte expressão para o parâmetro de carga (Yang e Kuo, 1994): 

 

)H(
k

1  kT
kT

k
g

r

uC
uC

��
��

���           (A.12) 

Seguindo a sugestão de Yang e Shieh (1990) para os valores de C e k, ou seja: 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025014/CA



 201 

ruC ����
t0    e     k = 0,            (A.13) 

 
onde t�ur o vetor de deslocamentos nodais tangenciais do passo de carga anterior (ver 

Equação 2.54), chega-se numa nova expressão para ����ou seja: 

) H(
 

1  kTt0
kTt0

k
gr

rr

uu
uu

�����
����

��� .    (A.14) 

A solução incremental inicial 0
��  é então obtida fazendo-se, na equação 

anterior, k = 0, 00
����� , 0

gu�  = 0, e rr uu ���
0 . Dessa forma escreve-se: 

rr uu ��

����

 
H   Tt

00 .     (A.15) 

O valor do parâmetro incremental H0 (no caso, deslocamento generalizado) 

pode ser definido usando a equação anterior e assumindo que no primeiro passo de 

carga se conhece o valor de ��0 (valor fornecido pelo analista). Assim, pode-se 

escrever: 

rr uu �����
1T120

10   )(H            (A.16) 
 
Observe que com a substituição de (A.16) em (A.15), chega-se a: 
 

rr

rr

uu
uu

��

��
������ Tt

1T1
0
1

0       .           (A.17) 

 
Adicionalmente, a consideração do parâmetro de rigidez generalizado (GSP) 

do sistema como segue: 

rr

rr

uu
uu

��

��
� Tt

1T1  GSP             (A.18) 

permite reescrever (A.17) da seguinte forma: 

GSP0
1

0
������             (A.19) 

 
onde o critério utilizado para escolher o sinal correto na expressão anterior é 

baseando no sinal do parâmetro GSP. Como já destacado, para o primeiro 

incremento, ��0 é um valor prescrito (GSP =1). 
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A.2  
ESTRATÉGIAS DE ITERAÇÃO 

 

O parâmetro de carga �� pode ser calculado em função de uma dada estratégia 

de iteração, ou equação de restrição imposta ao problema. Não se pode esperar, 

entretanto, de nenhuma estratégia a mesma eficiência na resolução de diferentes 

problemas fortemente não-lineares. Algumas das estratégias implementadas no 

programa são apresentadas a seguir. 

 

 

A.2.1 
Iteração a deslocamento constante 

 

Powell e Simons (1981) estabeleceram uma estratégia incremental-iterativa 

baseada nos seguintes procedimentos: 

1. Na solução incremental predita, uma dada componente j do vetor de 

deslocamentos é acrescida de uma certa quantidade especificada, conforme 

Equação (A.2); 

2. Essa componente, entretanto, é mantida constante durante as iterações 

subseqüentes, de modo que a seguinte equação de restrição deve ser respeitada: 

 

0)j()j()j( k
r

kkk
�������� uuu g    (A.20) 

 

Resolvendo-se, então, a equação acima para ��k, chega-se a: 

 

)j(/)j( k
r

kk uug ������     (A.21) 
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A.2.2 
Iteração a comprimento de arco constante 

 

As idéias originalmente propostas por Riks (1972)e Wempner (1971), 

propiciaram o surgimento de diversas estratégias que impõem, em cada iteração, a 

condição de comprimento de arco constante. Crisfield (1981) e Ramm (1982) 

observaram, através de vários exemplos numéricos, que, em problemas práticos com 

número elevado de variáveis, o "termo de carga" da Equação (2.55) poderia ser 

desprezado. Eles então propuseram, que, a cada iteração, a seguinte equação 

simplificada: 
2kkT l���� uu     (A.22) 

deveria ser respeitada a cada iteração. Usando as Equações (2.55) e (2.56) na 

expressão anterior, chega-se a uma equação quadrática em ��: 

0CBA k2k
�������     (A.23) 

onde,  
k
r

kT
rA uu ��� ; )(2B k)1k(kT

r guuu �����
� ; 2k)1k(Tk)1k( l)()(C ���������

��

gg uuuu .  

Com a resolução de (A.23), chega-se a dois valores de ��, ��1 e ��2, de forma 

que deve-se escolher entre as soluções: 
k
r

k
1

k)1k(k
1 uuuu g ���������

�  e  k
r

k
2

k)1k(k
2 uuuu g ���������

�  (A.24) 

aquela que mais se aproxima da solução incremental da iteração anterior, �u(k-1). Essa 

escolha deve prevenir que a solução regrida ao longo do caminho já calculado. Um 

procedimento simples a ser seguido, e que foi implementado nesse programa, 

consiste em se achar o menor ângulo entre �uk e �u(k-1). Isso equivale a achar o 

máximo cosseno do ângulo: 
2kT)1k(

2,1 l/cos �����
� uu        

� � 2kT)1k(
2,1

2k)1k(T)1k( l/l/ ������������
���

rg uuuuu  (A.25) 

Como (A.23) é uma equação quadrática, ela poderá ter raízes imaginárias se 

AC4B2
�  for menor que zero. Essa situação pode existir quando o incremento inicial 
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do parâmetro de carga for grande, ou se a estrutura exibir múltiplos caminhos de 

equilíbrio (Meek e Tan, 1984). 

A restrição de comprimento de arco constante foi utilizada por Riks (1979) 

apenas para a obtenção do incremento inicial do parâmetro de carga ��0. No 

processo iterativo subseqüente ( 1k � ), a equação de restrição usada para calcula �� é 

obtida fazendo com que a solução iterativa ),( kk
rFu ���  seja ortogonal à solução 

incremental predita ),( 00
rFu ��� , ou seja: 

0T0k0kT
�������� rr FFuu     (A.26) 

A substituição de (2.54) em (A.26) fornece a expressão procurada para a 

determinação da correção do parâmetro de carga: 

)/( T0
r

T0T0
rrg FFuuuu �����������    (A.27) 

 

 

A.2.3 
Iteração baseada no deslocamento generalizado 

 

Na seção A.1.4, foi mostrado que, de acordo com o trabalho de Yang e Kuo 

(1994), a seguinte expressão deveria ser considerada para o parâmetro de carga ao 

longo da solução não-linear: 

) H(
 

1  kTt0
kTt0

k
gr

rr

uu
uu

�����
����

��� .        (A.28) 

Na obtenção da solução incremental predita (k = 0), os referidos pesquisadores 

definiram que o parâmetro incremental H0 (no caso, deslocamento generalizado) 

deveria ser obtido de acordo com a Equação (A.16); durante o ciclo iterativo é 

assumido que esse parâmetro de deslocamento generalizado se mantenha constante, 

isto é: H = 0, para k 	 0. Dessa forma pode-se reescrever (A.28) como: 

kTt

kTt
k

 
  

rr

gr

uu

uu

��

��
��� .                     (A.29) 

que é a expressão procurada para correção do parâmetro de carga no ciclo iterativo. 
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A.3 
SINAL DO INCREMENTO INICIAL DO PARÂMETRO DE CARGA 

 
A principio o sinal do incremento inicial de carga dado pelas equações de 

restrição pode ser positivo ou negativo. Entretanto, a escolha do sinal correto é de 

suma importância na definição de seqüências de soluções (u, �) que permitam um 

avanço contínuo na resposta carga-deslocamento.  

Nesse trabalho o procedimento para a escolha do sinal de ��0 é o sugerido por 

Yang e Kuo (1994). Segundo estes autores, o sinal do parâmetro de rigidez corrente 

depende exclusivamente dos vetores ru�t  (passo de carga anterior) e ru�  (passo de 

carga corrente), conforme ilustrado na Equação (A.18). Portanto, o parâmetro de 

rigidez GSP torna-se negativo para os passos de carga localizados nas regiões 

próximas aos pontos limites, para os demais passos este permanecerá sempre 

positivo, o que pode ser visto na Figura A.1. 
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Figura A.1: Variação do sinal do parâmetro de rigidez generalizado GSP (Yang e Kuo, 1994). 
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APÊNDICE B 
MODELOS DE LIGAÇÕES 

 

 

 

Na construção de edifícios em aço, as conexões de viga-coluna são amplamente 

utilizadas. A Figura B.1 apresenta alguns exemplos de ligações que estão entre as de 

uso mais comum. Estritamente falando, as hipóteses extensamente utilizadas de 

conexões viga-coluna perfeitamente rígidas ou idealmente rotuladas são praticamente 

irrealizáveis. Numerosos experimentos têm mostrado que, na prática, as ligações se 

comportam de forma não-linear devido à plastificação gradual de seus componentes, 

tais como placas, parafusos, etc. As propriedades das ligações são complexas e 

incertezas em seu comportamento são comuns. Os efeitos da não-linearidade da 

estrutura tornam estas questões ainda mais complexas. As virtuais causas desta 

complexidade incluem imperfeições geométricas, tensões residuais devido à 

soldagem, concentração de tensões e efeitos locais secundários. Para a maioria das 

conexões, no entanto, as deformações axiais e cisalhantes são, em geral, pequenas se 

comparadas com as deformações devido à flexão. Por questões de simplicidade, 

apenas o comportamento rotacional das conexões, devido à ação de flexão, será 

considerado. A Figura A.2 mostra a deformação rotacional de uma ligação. 
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 a) Cantoneira de Alma Simples                             b) Cantoneira Dupla de Alma 

                    
c) Cantoneira de Alma e Assento                            d) Cantoneira de Topo e Assento 

                  
d) Chapa de Extremidade                                       f) Chapa Soldada à Alma da Viga 

                   
g) Ligação com Chapa de Topo Estendida                 h) Ligação com Chapa de Topo 

Figura B.1: Tipos de ligações viga-coluna. 
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Figura B.2: Deformação rotacional de uma conexão. 
 

O comportamento não-linear de uma ligação é usualmente representado por 

uma curva momento-rotação (M-�c), que, em geral, pode ser obtida de resultados 

experimentais. Curvas M-�c típicas de alguns tipos de ligações são mostradas na 

Figura B.3. 

 

 
Figura B.3: Curvas momento-rotação típicas de algumas das ligações mais comuns. 
 

Com o objetivo de incorporar as curvas M-�c de forma mais sistemática e 

eficiente em uma análise computacional de estruturas reticuladas, as relações 
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momento versus rotação são usualmente modeladas por uma função matemática. 

Uma boa função matemática deve ser simples, de poucos parâmetros, de fácil 

determinação desses parâmetros, fisicamente plausível, numericamente estável, não 

possuir primeiras derivadas negativas e capaz de representar uma grande quantidade 

de tipos de ligações. 

 

 

B.1 
Classificação dos modelos de ligações 
 

Genericamente falando, o comportamento de uma conexão pode ser 

simplificado por um conjunto de relações momento versus rotação. 

Matematicamente, essas relações podem ser expressas na forma geral 

 

M = f(�c),                                                             (B.1a) 

 

ou, inversamente, 

 

�c = g(
),                                                            (B.1b) 

 

em que f(�c) e g(
) são funções matemáticas; M é o momento na conexão e �c é a 

rotação da mesma, igual à diferença entre as rotações das duas extremidades da 

ligação. 

Basicamente, a classificação das relações momento-rotação de ligações pode 

ser, de um modo geral, dividida em três tipos principais: os modelos analíticos, 

matemáticos e mistos. Nos modelos analíticos, a relação M-�c é baseada nas 

características físicas de uma conexão. Nos modelos matemáticos, por outro lado, a 

relação é expressa por uma função matemática em que os parâmetros são 

determinados por uma curva ajustada a resultados experimentais. Por último, os 

modelos mistos combinam os modelos analítico e matemático.  

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025014/CA



 210 

B.2 
Classificação dos modelos de ligações 
 

Pinheiro (2003) incorporou ao programa computacional do presente trabalho 

três funções para descrever o comportamento não-linear de ligações semi-rígidas: a 

exponencial, exponencial modificado e de Richard-Abbott. Segundo a literatura 

existente, estas funções estão entre as mais populares e possuem boa eficiência 

computacional, primeiras derivadas sempre positivas e boa precisão estão entre as 

razões que motivaram suas escolhas. Além destes, pode ser considerado o modelo 

linear, principalmente em análises lineares, em casos onde há recomendação de 

norma para o uso apenas da rigidez inicial em análises estruturais e para estudos de 

vibrações e pequenas deflexões. As principais características dos modelos 

implementados serão abordadas a seguir. 

 
B.2.1 
Modelo linear 
 

Este é o modelo mais simples e necessita de apenas um parâmetro para definir a 

rigidez de uma conexão. Em virtude de sua simplicidade, o modelo linear tem sido 

amplamente utilizado nos estágios iniciais de desenvolvimento de métodos de análise 

para articulações semi-rígidas (Batho e co-autores, 1931, 1934, 1936; Rathbun, 1936; 

Baker, 1934; Monforton e Wu, 1963) e na análise de vibração e bifurcação de 

pórticos semi-rígidos (Chan, 1994; Chan e Chui, 2000). A função momento-rotação 

pode ser escrita como sendo 

 
c

o
cSM ��                                                 (B.2) 

 
em que o

cS  é constante e igual ao valor da rigidez inicial da conexão, que pode ser 

obtida de experimentos. Matematicamente, uma função simples de o
cS  pode ser 

expressa em termos da rigidez da viga. Lightfoot e LeMessurier (1974) assumiram a 

rigidez da ligação como sendo 
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L
EI4So

c �� ,                                                       (B.3) 

 
onde EI e L são a rigidez à flexão e o comprimento da viga, respectivamente, e � é o 

índice de rigidez, proposto para indicar o grau de flexibilidade da conexão. O valor de 

� varia de zero, para o caso de uma articulação idealmente rotulada, até o infinito, 

para o caso de uma articulação idealmente rígida. 

Alternativamente, a equação (B.3) pode ainda ser modificada pela adoção de 

um fator fixo �, sugerido primeiramente por Romstad e Subramanian (1970) e Yu e 

Shanmugam (1986), o que levará à expressão 

 

L
EI4

1
So

c
��

�
� .                                                   (B.4) 

 
O fator � é igual a zero para ligações rotuladas. Para o caso de ligações rígidas, 

possui valor unitário. Em Simões (1996) e Sekulovic e Salatic (2001), há uma 

variação da equação (B.4), adaptada para a situação em que a conexão é idealizada 

como sendo uma mola e sua rigidez à rotação representaria a rigidez à esforços de 

flexão da ligação. Para este caso, utiliza-se um fator � que possui o mesmo princípio 

do fator � na equação (B.4), que, de acordo com a Figura (B.4), tornar-se 

 

L
EI3

1
So

c
��

�
� .                                                  (B.5) 

 

EI

L

�1

�2

���������

�������������

��������3EI
��������� LSj

 
Figura B.4: Fator de rigidez �. 
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O modelo linear é simples de ser utilizado porque a rigidez inicial das ligações 

é facilmente obtida de experimentos e permanece constante ao longo da análise, sem 

a necessidade de ser atualizada. No entanto, como ilustrado na Figura (B.5), o modelo 

linear não é muito preciso em casos de grandes deflexões e sua utilização é mais 

apropriada nas análises linear, de vibração e de bifurcação, onde as deflexões são 

pequenas. 

 

M

�c

Modelo Linear
Modelo Bi-linear

Modelo Multi-linear

Curva experimental

 
Figura B.5 : Modelos linearizados. 
 
 
B.2.1 
Modelos exponenciais 
 

Lui e Chen (1986, 1988) propuseram um modelo exponencial para descrever a 
relação momento-rotação sob a forma 
 

ckf
c

n

1j
jo R

j2
exp1CMM ���

�

�
�
�

�
		



�
��


�

�

��
��� �

�

,                    (B.6a) 

 
enquanto que o valor de sua rigidez tangente é dada por 
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kf
c

n

1j

j

c
c R

j2
exp

j2
C

d
dMS

cc

���
�

�
��
�

�

�

	


�
�

	
� �

����

,                         (B.6b) 

 
sendo que a rigidez inicial valerá 

 

kf

n

1j

j

0c

o
c R

j2
C

d
dMS

c

�
�

�
�

� �
���

,                             (B.6c) 

 
onde M é o valor do momento na conexão; c�  o módulo da deformação rotacional 

da conexão; Mo é o momento inicial; Rkf é a rigidez devido ao encruamento da 

ligação; � é um fator de escala; n é o número de termos considerados e Cj é o 

coeficiente de ajustamento da curva. Baseados em resultados experimentais 

anteriores, Lui e Chen (1988) determinaram os valores dos parâmetros de 

ajustamento de curvas do modelo exponencial para quatro tipos de conexões: 

cantoneira simples de alma, cantoneira de topo e assento, ligação com chapa de topo 

e ligação com chapa de topo estendida. Os valores estão sumarizados na Tabela (B.1), 

enquanto que as propriedades de cada conexão, derivadas da função exponencial, 

estão apresentadas na Figura (B.6).. Em geral, o modelo exponencial de Chen-Lui 

fornece uma boa representação do comportamento não-linear da ligação e sua 

precisão é comparável ao modelo B-spline cúbico (Chan e Chui, 2000). No entanto, o 

modelo de Chen-Lui requer um grande número de parâmetros para ajuste da curva. 

Além disto, se houver uma mudança abrupta na declividade da curva M-�c, este 

modelo pode não representá-la corretamente. Por conseguinte, Kishi e Chen 

refinaram o modelo exponencial para que este pudesse acomodar qualquer mudança 

acentuada na curva M-�c. Sob condições de carregamento, a função proposta por 

esses pesquisadores é escrita como sendo 

 

� � � ���
��

�������
�
�
�

�

�
�
�

	



�

�

�

�

�

��
���

n

1k
kckck

c
m

1j
jo  H D

j2
exp1CMM ,     (B.7a) 

 
enquanto que a rigidez tangente da conexão possui a forma 
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� ���
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�
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1k
kck
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j

c
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exp
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           (B.7b) 

 
e a rigidez inicial é igual a 
 

� �
1kck

n

1j

j

0c

o
c HD

j2
C

d
dMS

c

�
���

��
�

�
�

� � ,                     (B.7c) 

 
 

Tipos de conexão (kip–inch) 
 A 

Cantoneira de alma 
simples 
(Richard et al., 1982) 

B 
Cantoneira de topo e 
Assento 
(Azizinamini et al.,1985)

C 
Ligação com chapa 
de topo 
(Ostrander, 1970) 

D 
Ligação com chapa de 
topo estendida 
(Johnson e Walpole, 1981) 

Mo    0    0    0    0 
Rkf    0,47104�102    0,43169�102    0,96415�102    0,41193�103 
��    0,51167�10–3    0,31425�10–3    0,31783�10–3    0,67083�10–3 
C1 – 0,43300�102 – 0,34515�103 – 0,25038�103 – 0,67824�103 
C2    0,12139�104    0,52345�104    0,50736�104    0,27084�104 
C3 – 0,58583�104 – 0,26762�105 – 0,30396�105 – 0,21389�105 
C4    0,12971�105    0,61920�105    0,75338�105    0,78563�105 
C5 – 0,13374�105 – 0,65114�105 – 0,82873�105 – 0,99740�105 
C6    0,52224�104    0,25506�105    0,33927�105    0,43042�105 

o
cS     0,48000�105    0,95219�105    0,11000�106    0,30800�106 

Tabela B.1: Parâmetros do modelo exponencial de Chen-Lui utilizados para algumas 
ligações (extraído de Chen e Lui, 1988) 
 
onde os valores Mo, � e Cj são iguais àqueles definidos nas equações (B.6a) a (B.6b), 

�k são as rotações iniciais das componentes lineares, Dk um coeficiente de 

ajustamento para a porção linear da curva e H[�] é a função de Heaviside, definida 

como sendo 

 
� �
� � .0  quando         0H

,0  quando         1  H
����

����
                                    (B.7d) 
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 (a) 

 
 (b) 
Figura B.6 – Propriedades de ligações representadas pelo modelo exponencial de Chen e 
Lui: (a) Curvas momento-rotação; (b) Curvas rigidez-rotação. 
 
B.2.3 
Modelo de Richard-Abbott 
 

Este modelo, que requer quatro parâmetros, foi originalmente proposto por 

Richard e Abbott (1975). Na trajetória de equilíbrio, o comportamento momento-

rotação é descrito pela expressão 
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 ,                             (B.8a) 

 
enquanto que a correspondente rigidez valerá 
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,                (B.8b) 

 
sendo k a rigidez inicial, kp a rigidez devido ao encruamento, n é um parâmetro 

definindo a curvatura do diagrama e Mo é o momento de referência. A Figura (B.7) 

mostra a forma típica de uma curva obtida pelo modelo de Richard-Abbott. 

 

 
Figura B.7: Forma típica do modelo de Richard-Abbott. 
 

Como precisa de apenas quatro parâmetros para definir a curva M-�c e o 

resultado sempre fornece uma rigidez positiva, este modelo possui boa eficiência 

computacional e é um dos mais utilizados para representação de ligações semi-

rígidas. 
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APÊNDICE C 
PROGRAMA COMPUTACIONAL 

 
 
C.1  
INTRODUÇÃO 
 

Nesta seção será apresentado o programa computacional utilizado como base do 

trabalho (Silveira 1995, Galvão 2000, e Rocha 2000), bem como os procedimentos 

computacionais adotados na implementação dos métodos de integração e estratégias 

adaptativas, conforme apresentado no Capítulo 3. 

A Figura C.1 apresenta o algoritmo do programa principal. No módulo 1 

(Entrada de Dados), dois arquivos de dados, necessários à análise do problema, são 

lidos. Inicialmente é feita a leitura dos parâmetros que definem o modelo de 

elementos finitos adotado para o sistema estrutural. Em seguida devem ser fornecidos 

ao programa os parâmetros que controlam a solução, dependendo do tipo de análise a 

ser realizada. 

1. No módulo 2 (Análise do Problema), é realizada a análise do sistema 

estrutural em estudo, que pode ser estática (linear ou não-linear) ou dinâmica 

(linear ou não-linear). As opções mostradas em itálico foram adicionadas ao 

sistema no presente trabalho. 

2.  No módulo 3 (Saída de Resultados), é feita a impressão dos resultados em 

arquivos de saída. 
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FIM

SAÍDA de RESULTADOS
       (Pós-processador)

ANÁLISE do PROBLEMA
      (Subrotina SOLUC)

ENTRADA de DADOSINÍCIO

SOLUÇÃO NÃO-LINEAR
      (Subrotina SOLNL)
Não-linearidade geométrica

               

SOLUÇÃO LINEAR
  (Subrotina SOLL)

   Estática
-treliça  2D
-treliça  3D
-pórtico 2D
-pórtico 3D 

       Dinâmica
-Frequências naturais 
e modos de vibração
   (Subrotina EIGG)
-Integração numérica
(Subrortina INTEGN)
     -treliça  2D
     -treliça  3D
     -pórtico 2D
     -pórtico 3D 

            Estática
(Incremental/iterativo)
         -pórtico 2D

           Dinâmica
    Integração numérica
(Subrortina INTEGN_NL)
        -pórtico 2D

 
 

Figura C.1 - Esquema simplificado do programa. 

 

 

 

A seguir serão apresentadas algumas subrotinas, com maior destaque para as 

desenvolvidas no presente trabalho.  

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025014/CA



 219 

C.2  
SUBROTINA SOLL 
 

 Essa subrotina é responsável pelo gerenciamento dos algoritmos de solução 

linear.  

 Monta a matriz de rigidez global do sistema através da subrotina STIFK0; 

 Se a análise for linear estática: 

 monta o vetor de carregamento externo (ou de referencia); 

 Calcula os deslocamentos nodais resolvendo o sistema KL u = F 

através de fatorização de Crout; 

 calcula os esforços em cada barra e imprime no arquivo de saída, 

subrotina STRESF; 

 Se a análise dionâmica:  

 monta a matriz de massa global do sistema, subrotina MATMAS; 

 calcula as freqüências naturais e os modos de vibração do sistema, 

resolvendo o problema de autovalor ( KL - �
2Km )u, subrotina EIGG; 

 Imprime as freqüências naturais e os modos de vibração no arquivo de 

saída; 

 Resolve o problema integrando numericamente, subrotina INTEGN;  

 Retorna ao programa principal. 
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C.3  
SUBROTINA STIFK0 

 

Essa subrotina é responsável pelo montagem da matriz de rigidez global do 

sistema. 

 Calcula a matriz de rotação do elemento. 

 Calcula a matriz de rigidez do elemento no sistema local; 

 Calcula a matriz de rigidez do elemento no sistema global através da matriz de 

rotação: Kg = Rt K R. 

 Armazena a matriz elementar Kg na matriz de rigidez global do sistema. 

 Fim da subrotina STIFK0. 
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C.4  
SUBROTINA STRESF 

 

Subrotina para calcular e imprimir as forças resultantes nos elementos. 

 Elementos de treliça (2D ou 3D):  

 para cada elemento da estrutura: 

 Identifica a numeração do grau de liberdade inicial de cada nó. 

 Calcula os cossenos diretores da barra. 

 Obtém os deslocamentos em coordenadas globais  

 Calcula os esforços normais na barra. 

 Calcula as reações globais nos nós. 

 Imprime no arquivo de saída os esforços axiais e as reações nodais. 

 Elementos de pórtico (2D e 3D):  

 para cada elemento da estrutura: 

 Identifica a numeração do grau de liberdade inicial de cada nó. 

 Calcula a sub-matriz de transformação Rs da barra. 

 Obtém os deslocamentos em coordenadas globais  

 Calcula os deslocamentos no sistema local através de Rs. 

 Obtém a matriz de rigidez local da barra. 

 Calcula os esforços locais na barra. 

 Obtém os esforços em coordenadas globais através de Rs. 

 Calcula as reações globais nos nós. 

 Imprime no arquivo de saída os esforços nas barras e as reações 

nodais. 

 Fim da subrotina STRESF. 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025014/CA



 222 

C.5  
SUBROTINA MATMAS 

 

Essa subrotina retorna a matriz de massa do sistema. 

 Para cada elemento da estrutura: 

 Identifica a numeração do grau de liberdade inicial de cada nó. 

 Calcula a matriz de rotação. 

 Calcula a matriz de massa no sistema local 

 Através da matriz de rotação do elemento calcula a matriz de massa no 

sistema global. 

 Armazena na matriz de massa global do sistema. 

 Fim da subrotina MATMAS. 

 

 

C.6  
SUBROTINA EIGG 
 

Subrotina para o cálculo de autovalores e autovetores. 

 

 Inverte a matriz de massa usando o método de Choleski. 

 Calcula A = M-1 KL  

 Calcular os autovalores e autovetores de A pelo método de Jacobi 

 Fim da subrotina EIGG. 
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C.7  
SUBROTINA INTEGN 
 

Subrotina para integração numérica do problema dinâmico linear 

 

 Leitura de dados, subrotina INPUTD; 

 Obtenção do vetor inicial de carregamentos Fr1 � ; 

 Para o método Runge-Kutta: 

 Montagem Inicial dos Vetores  

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

�

n

n

1

1

u
u

u
u

�

	

�

v  e 

�
�
�
�
�
�

�

�

�
�
�
�
�
�

�

�

�

n

n

1

1

Acel
Vel

Acel
Vel

�f ; 

 Para utilizar o método adaptativo dado na seção (3.3.2.2) recorraà 

subrotina ODEINT, dada em Press et.Al (1992), senão, continue;  

 Para demais métodos: 

 Definição das constantes de cálculo do método a ser utilizado; 

 Para o método das diferenças centrais, avalia os deslocamentos no 

instante ��t; 

 Montagem da matriz de rigidez efetiva (ou matriz de massa efetiva caso  o 

método utilizado seja Diferenças Centrais); 

 

 Início do processo incremental de tempo: 

 Atualiza as variáveis: t1 = t2 e t2 = t2 + �t; 

 Obtenção do Fator de Carga � no instante t2 por interpolação linear; 

 Solução no tempo t+�t (Método Newmark): 

 Atualiza as variáveis uuu ���  e , ; 

 Calcula o vetor de carregamentos Fri � em t+�t; 
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 Calcula o carregamento efetivo em t+�t: 

� � � �tttttttt  5a 4a  1a  3a 2a  0a uuuCuuuMFrFe ������ ��������
�� ; 

 Avalia os deslocamentos no instante t+�t: FeuK ��� tt 
�

; 

 Avalia velocidades e acelerações no instante t+�t: 

  3a a2  )   ( 0a ttttttt uuuuu ����� ����
����

; e 

tttttt  7a 6a
����

��� uuuu ������  

 

 Solução no tempo t+��t (Método Wilson-�): 

 Atualiza as variáveis uuu ���  e , ; 

 Calcula o vetor de carregamentos Fri � em t+��t; 

 Calcula o carregamento efetivo em t+��t: 

� � � �tttttttttt  3a 2  1a  2 2a  0a)]([ uuuCuuuMFrFe ������ �������������
��

 

 Avalia os deslocamentos no instante t+��t: FeuK ���� tt 
�

; 

 Avalia velocidades e acelerações no instante t+�t: 

  6a a5  )   ( 4a ttttttt uuuuu ����� ���� �����      

) (7a tttttt uuuu ����� ���
����

            

)2 (8a t ttttttt uuuuu ����� �����
����

 

 

 Solução no tempo t (Método das Diferenças Centrais): 

 Atualiza as variáveis uuu ���  e ,  (exceto o primeiro passo); 

 Calcula o vetor de carregamentos Fri � em t; 

 Calcula o carregamento efetivo em t: 

� � � � tttt   1a  0a 2a 
��

������ uCMuMKFrFe ; 

 Avalia os deslocamentos no instante t: FeuM ��� tt ˆ ;. 

 Para o primeiro passo de tempo, o processo é interrompido aqui, pois o 

que segue é a obtenção das velocidades e acelerações no instante 

inicial, que são condições iniciais já conhecidas. 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025014/CA



 225 

 Avalia velocidades e acelerações no instante t:    

� �  1a ttttt ����
�� uuu�  e  )   2  ( 0a tttttt ����

��� uuuu��  

 

 Solução no tempo t (Método Runge-Kutta): 

 Atualiza as variáveis uuu ���  e ,  (exceto o primeiro passo); 

 Calcula o vetor de carregamentos Fri � em t; 

 Avalia os parâmetros do método: Subrotinas RK4 e DERIVS, 

definidas em Press et.Al (1992); 

 Obtém os deslocamentos, velocidades e acelerações diretamente dos 

vetores f e v avaliados pelo método. 

 

 Imposição da equação de movimento: deve-se observar que dentro 

de cada intervalo �t a aceleração é linear e, além disso, o amortecimento e a 

rigidez do sistema permanecem constantes, portanto o erro tende a acumular a 

cada passo de tempo e é conveniente que no cálculo das acelerações no final 

de cada passo se force a satisfação da equação do movimento (N.A. do Prof. 

Roehl, 2000). Aqui este procedimento é feito para os métodos de Newmark, 

Wilson-� e Diferenças centrais: ]  -  [1 uKuCFrMu ���
�

��� ; 

 

 Impressão dos resultados no instante de tempo avaliado; 

 

 Fim do processo incremental de tempo: 
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C.8  
SUBROTINA INTEGN_NL: 
 

Subrotina para integração numérica do problema dinâmico não-linear 

 

 Leitura de dados, subrotina INPUTD; 

 Definição das constantes dos métodos; 

 Inicializa a variável auxiliar do método de reavaliação da rigidez, Reaval = 1; 

 Calcula o vetor de esforços resistentes Fi para os deslocamentos iniciais, 

subrotina LOADPI (Galvão, 2000); 

 Obtenção do vetor inicial de carregamentos Fr1 � ; 

 

 Início do processo incremental de tempo: 

 Atualiza as variáveis: t1 = t2 e t2 = t2 + �t; 

 Obtenção do Fator de Carga � no instante t2 por interpolação linear; 

 Avaliação do vetor de carregamentos externos Fri � em t+�t; 

 Calcula as constantes envolvidas nos métodos (Newmark ou Wilson-�); 

 Inicializa as variáveis incrementais u� e u� ; 

 Se Reaval = 1, avalia a matriz de rigidez efetiva triangularizada Ke e faz 

Reaval = 0; 

 Calcula o vetor de carregamento efetivo: 

� � � � ttttttttt  5a 4a  3a 2a)]([ FiuuCuuMFrFe ������������
��

������  

 Avalia os deslocamentos incrementais: FeuK �� 
�

; 

 

 Inicio do processo iterativo para convergir ao equilíbrio dinâmico: 

 Calcula as aproximações para acelerações, velocidades e 

deslocamentos:     

  3a a2     0a tt
kk

tt uuuu ����� �������         
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  5a a4     1a tt
kk

tt uuuu ���� �������                  

k
t

k
tt uuu ������  

 As forças internas são calculadas com coordenadas atualizadas e 

deslocamentos incrementais, 1k
t

1k
tt

��

��� ��� u KFiFi , subrotina 

VETFI (Galvão, 2000);  

 Calcula o vetor de forças residuais: 

� �k
tt

k
tt

k
tttttt

1k
tt  )]([ �����������

�

��� ���������� FiuCuMFrR ��� ; 

 Obtém a correção dos deslocamentos incrementais: 
1k

tt
1k �

���

� � RδuK
�

; 

 Corrige os deslocamentos incrementais: 1kk1k  ��
���� δuuu ; 

 Atualiza os deslocamentos, velocidades e acelerações em t+��t e 

verifica a convergência:                     

?tolerância de fator
1k

t

1k

�

��

�

�

�

uu

u
; 

 Obtém os deslocamentos, velocidades e acelerações no instante t+�t. 

 

 Fim do ciclo iterativo; 

 Estratégia de variação do intervalo �t e reavaliação de rigidez (Jacob, 1990): 

 Subrotina DET_LAMB;  

 Subrotina DET_DT; 

 Subrotina DTREAVAL; 

 Zera a variável de recalculo: Recal = 0; 

 Impressão dos resultados do último instante de tempo avaliado; 

 Avalia o vetor de forças internas u KFiFi ���
�� ttt  para o próximo 

instante:, subrotina LOADPI (Galvão, 2000); 
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C.9  
SUBROTINA DET_LAMB: 
 

Subrotina para determinar o valor do parâmetro �. 

 

 Se Recal = 1, �1 preserva o valor, ignorando o calculo anterior de �, senão, se 

Recal = 0, atualiza o valor de �1 fazendo �1 = �; 

 Para prever recálculos, se Recal = 1, �=�1 

 Se Nit < Not, � =  � / �; 

 Se Nit = Not, � =  �; 

 Se Nit > Not, � =  � x �; 

 Se � < �min, � = �min; 

 Se � > �max, � = �max; 

 

 

C.10  
SUBROTINA DET_DT: 
 

Subrotina para determinar o valor inicial do intervalo �t. 

 

 Cálculo da freqüência dominante, 
tt

T
tt

tt
T

tt
tt     

     

����

����

��
��

��
��

uMu
uKu

; 

 Determinação do intervalo do período correspondente, 
tt

2T
��

�

�

� ; 

 Determinação inicial do Intervalo de tempo, 
�

��
Tt ; 
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C.11  
SUBROTINA DTREAVAL: 
 

Subrotina para definir o valor de �t e a reavaliação da rigidez através do 

parâmetro auxiliar Reaval. 

 

 Inicializa a variável NormDD = 0.d0; 

 Define o parâmetro: VAL = 12.d0; 

 Se Recal = 1, Ndmx1 e Ndmn1 preservam os valores, ignorando o calculo 

anterior, senão, atualiza os valores fazendo: Ndmx1 = NormDDmx, e   

Ndmn1 = NormDDmn; 

 Para prever recálculos, se Recal = 1,  NormDDmx = Ndmx1, e       

NormDDmn = Ndmn1; 

 Determinação de NormDD pela expressão t/uu tt
*

tt ���� ����
; 

 Determinação de Maximo valor histórico de NormDD; 

 Se o primeiro máximo local já foi detectado, determina o Minimo valor de 

NormDD; 

 Obtenção de valores limites que definem os critérios de rejeição de 

freqüências: Aa = NormDDmx/Val; Ab = (NormDDmx-NormDDmn)/Val; 

 Verifica os 2 critérios de rejeição:  

 Se [NormDD .<. Aa] e [NormDDmn � NormDD � Ab], mantém-se o 

valor do intervalo de tempo �t do instante anterior; 

 Senão, continua e determina novo �t. 

 Determinação da freqüência de cálculo *
tt ��

� : 

 Se t�  � (1.05 tt ��
� ) ou ( tt ��

� � (1.05 t� ), 
2

ttt*
tt

���

��
��

�� ; 

 Senão, se t�  � tt ��
� , t

*
tt 05.1 ���

��
; 

 Senão, se  tt ��
� � t� , 

���� ��� t
*

tt 05.1 ; 
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 Determina o período de cálculo: *
tt

* 2T
���

�

� ; 

 Determina de 
�

��

*
* Tt ; 

 Determina 
n

*

t
t

�

�
��  ( sendo �tn o �t do passo anterior); 

 Definição do novo intervalo de tempo e da reavaliação da rigidez: 

 Se [�<�min], nmin tt ���� ; 

 Senão, se [�>�max], nmax tt ���� ; 

 Senão, se [�1 < � < �2], ntt ��� ; 

 Senão, *tt ��� ; 

 

 Se Nit> Not,  

 Faça Reaval = 1; 

 Se [� < 1], 1tt ���� ; 

 Fim de DTREAVAL. 
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C.12  
ENTRADA DE DADOS 
 

C.12.1  
Subrotina INPUT1 

Uma vez elaborado o desenho esquemático da malha cobrindo o domínio do 

sistema estrutural a ser analisado � incluindo numeração dos nós, elementos, tipos 

de materiais, etc �  prepara-se um arquivo de dados de entrada com o objetivo de 

transmitir informações suficientes do modelo de elementos finitos adotado. 

A Subrotina INPUT1 é responsável pela leitura das informações contidas neste 

arquivo. Na passagem por esta subrotina, um conjunto de vetores e matrizes é pré-

estabelecido para armazenar: coordenadas nodais; conectividades dos elementos; 

propriedades dos materiais; forças nodais; etc; além da definição da dimensão dos 

vetores e matrizes usados nos próximos módulos do programa. 

Os procedimentos a serem seguidos para montagem deste arquivo são 

comentados a seguir: 

1. Nas três primeiras linhas do arquivo são fornecidas informações sobre o tipo 

de problema a ser analisado e os parâmetros de controle do programa, como 

mostrado na Tabela C.1. Essas informações são utilizadas na leitura dos dados 

subseqüentes; 

2. Uma vez fornecidos os parâmetros de controle, o programa espera ler uma 

série de dados para a descrição da malha. O fluxo destes dados é controlado por 

um conjunto de macro-comandos. A Tabela C.2 fornece quais os macro-

comandos possíveis de serem lidos, e a correspondente tarefa associada; 
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Variável Descrição 
1a linha   

TITLE Título do problema a ser analisado 

2a linha  
NPOIN Número de pontos nodais 

NELEM Número de elementos 
NDIME Dimensão espacial 

� � 
3a linha  

NCASE Número de casos de carga 

NTYPE Tipo da análise (versão atual) 
-ANÁLISE LINEAR ESTÁTICA: 
NTYPE     ELEMENTO 

0 treliça 2D 
1 pórtico 2D  
2 treliça 3D 
3 pórtico 3D 

-ANÁLISE LINEAR DINÂMICA (frequencias naturais e 
modos de vibração e integração numérica) 
NTYPE     ELEMENTO  

4 treliça 2D 
5 pórtico 2D  
6 treliça 3D 
7 pórtico 3D 

-ANÁLISE NÃO-LINEAR DINAMICA 
9 pórtico 2D 

-ANÁLISE NÃO-LINEAR ESTÁTICA  
NTYPE     ELEMENTO  

10 treliça 2D 
11 pórtico 2D  
12 treliça 3D 

 
NPLOT Indicador de plotagem 

Tabela C.1 - Parâmetros de controle. 
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Macro-comando Descrição 

COOR Dados para coordenadas 

ELEM Dados para elementos 
MATE Dados para material 
SECA Dados para seção transversal 
PLOT Dados para plotagem (pós-processamento) 
GRAF Dados para montagem de gráficos 
PRIN Imprime os dados lidos 
NOPR Não imprime os dados lidos 
END Último macro-comando; 

Finaliza os dados da malha 
Tabela C.2 – Macro-comandos. 
 

3. O uso de macro-comandos permite que se especifique apenas aqueles ítens 

de dados necessários para cada análise, além de diminuir as chances de erro na 

montagem do arquivo pelo usuário; 

4. Seguido ao macro-comando COOR, deve existir outro macro caracterizando 

o tipo da estrutura; 

5. O macro BOUN encarrega-se da leitura subseqüente dos nós da malha que 

estão impedidos ou livres de se deslocarem. A partir destes dados calcula-se o 

número total de deslocabilidades do sistema, NEQ. Esta variável define a 

dimensão dos vetores e matrizes utilizados nos próximos módulos do programa; 

6. O último passo para montagem do arquivo de dados diz respeito à 

especificação dos parâmetros necessários para montagem do vetor de 

carregamento nodal de referência, Fr.  

 
A Figura C.2 exemplifica com um arquivo de dados contendo a modelagem do 

pórtico-de-Lee com 20 elementos finitos. 
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A

D
C
B

12
0

A = 6.0
I  = 2.0
E = 720.0
� = 0.3

P
24 96

 
ANALISE NAO-LINEAR: PÓRTICO DE LEE (20 elementos finitos)                 ...TITLE 
21 20  2  1  2  1  3                  ...npoin,nelem,ndime,nmats,npmat,nsecs,npsec 
1  11  1  2  3                                    ...ncase,ntype,nplot,nnode,ndofn 
coor                                                              ...MACRO-COMANDO 
Ppor                                     ...MACRO-COMANDO 
21                          ...Numero de nós de ppor    
1   1   0.0   0.0                                                     ...no,ng,x,y 
11  1   0.0 120.0 
21  0 120.0 120.0     
boun                                                              ...MACRO-COMANDO 
1   1   1   1   0                                                ...no,ng,dx,dy,dz 
21  0   1   1   0  
elem                                                              ...MACRO-COMANDO 
1    1   2   1                                                    ...el,noi,noj,lx 
20  20  21   1     
mate                                                             ...MACRO-COMANDO 
720.0   360.0                                                              ...E,G 
1                                                                        ...ngelm 
1  20                                                                ...kel1,kel2  
seca                                                             ...MACRO-COMANDO 
6.0  2.0  1.2                                                           ...a,i,be 
1                                                                         ...ngelm 
1  20                                                                ...kel1,kel2 
plot                                                              ...MACRO-COMANDO 
'mesh' 1.0   0.0                                                ...lci,ct(1),ct(2) 
graf                                                              ...MACRO-COMANDO 
13  13                                                                  ...npl,ndl 
load                                                              ...MACRO-COMANDO 
1                                                                   ...Nc 
1   0                                                               ...iplod,iedge 
13  0.  -1.     0.                                                  ...no,px,py,mz   
dead                                                              ...MACRO-COMANDO 
1                                                                   ...Nc 
1   0                                                               ...iplod,iedge 
13  0.  -1.     0.                                                  ...no,px,py,mz   
21  0.   0.     0.  
end 

 Figura C.2 - Exemplo de um arquivo de dados - Subrotina INPUT1. 
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C.12.2  
Subrotina INPUT2 
 

A seguir é apresentado um esquema do arquivo utilizado na análise não-linear 

geométrica. Após cada macro-comando uma linha de dados é introduzida, permitindo 

ao usuário definir a formulação não-linear e a estratégia incremental-iterativa, bem 

como os parâmetros que controlam o processo de solução e o tipo de impressão de 

resultados desejada. 
 

%PRINCIPAL 
11  3   3   5.e-2   410   21   2    1    1.e-3 ...form,Einc,Eite,faci,ninc,nitmax,iterty,cconv,betok 
%CHANGE 
0  0     ...iswch,cstifs 
%CONTINC 
5  10.  0.05   0.0  10.0  5.0   ...ides,fmx,fmn,dldes,dldmx,dldmn 
%SCREEN 
100   0     ...kwinc,kplot 
%RELATO 
0     ...rel 
%REANAL 
0     ...ires 
%POS3D 
1 2     ... kmvie,kview 
%POSPRO 
2  1     ...kmvde,kvdef 
%FREQUENCE 
3   5     ...npf(n de freqs),nttf(intervalo de passos) 
%END  
 

Figura C.3: Exemplo de um arquivo de dados - Subrotina INPUT2. 

 

a) Macro-Comando %PRINCIPAL 

A esse macro-comando segue uma linha com os principais parâmetros a serem 

utilizados na solução-não-linear. São eles: 

a.1) FORM: Valor inteiro que define a formulação do elemento finito não-

linear a ser utilizada: 

11� Formulação YGN: baseada em Yang e Kuo (1994), linearizada, em 

RLA e com o cálculo das forças internas através dos deslocamentos 

naturais; 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025014/CA



 236 

12� Formulação YHN: baseada em Yang e Kuo (1994), termos de 

segunda ordem, em RLA e com o cálculo das forças internas através dos 

deslocamentos naturais; 

2 � Formulação AFN: baseada em Alves (1993), termos de segunda 

ordem, em RLA e com o cálculo das forças internas através dos 

deslocamentos naturais; 

3 � Formulação PTT: baseada em Pacoste e Eriksson (1997), relações 

melhoradas, em RLT, funções de interpolação lineares e integração 

numérica com 1 ponto de integração gaussiano; 

a.2) EINC: Valor inteiro que define a estratégia incremental a ser utilizada: 

0 � Incremento não-automático; 

1 � Incremento direto do parâmetro de carga INCL; 

2 � Incremento da componente de deslocamento selecionada INCD; 

3 � Incremento do comprimento de arco INCA; 

4 � Incremento do trabalho externo INCW; 

5 � Incremento do deslocamento generalizado INCGD. 

a.3) EITE: Valor inteiro que define a estratégia de iteração a ser utilizada: 

1 � Iteração a carga constante ILDC; 

2 � Iteração a deslocamento constante IDIS; 

31 � Iteração a comprimento de arco constante ICA1; 

32 � Iteração a comprimento de arco constante ICA2; 

33 � Iteração a comprimento de arco constante ICA3; 

34 � Iteração a comprimento de arco constante ICA4; 

4 � Iteração a trabalho externo constante ITEC; 

5 � Iteração a norma mínima dos deslocamentos residuais IMDO; 

6 � Iteração a norma mínima das forças desequilibradas IMFD; 

71 � Iteração a resposta ponderada constante IRP1; 

72 � Iteração a resposta ponderada constante IRP2; 

81 � Iteração a resíduo ortogonal (1 condição) IRO1; 

82 � Iteração a resíduo ortogonal (2 condições) IRO2; 

a.4) FACI: Valor real que define a valor inicial do parâmetro de carga �; 
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a.5) NINC: Valor inteiro que define o número de incrementos do processo; 

a.6) NITMAX: Valor inteiro que define o número máximo de iterações; 

a.7) ITERTY: Valor inteiro que define o tipo de iteração adotada:  

1 � Newton-Raphson padrão; 

2 � Newton-Raphson-modificado; 

a.8) CCONV: Valor inteiro que define o critério de convergência:  

1 � Carga; 

2 � Deslocamento; 

3 � Carga e deslocamento; 

a.9) BETOK: Valor real que define o fator de tolerância para a convergência; 

b) Macro-Comando % CONTINC 

A esse macro-comando seguem parâmetros de controle do incremento 

automático relativos a estratégia incremental adotada. Assim, tem-se as possíveis 

linhas de comando: 

-Para INCL: ...IDES, FMX, FMN 

-Para INCD: ...IDES, FMX, FMN, DDES, DDMX, DDMN, NODES, 

COMSEL 

-Para INCA: ...IDES, FMX, FMN, DLDES, DLDMX, DLDMN 

-Para INCW: ...IDES, FMX, FMN, WDES, WDMX, DWMN 

-Para INCGD ...essa linha não é necessária.  

b.1) IDES: Valor inteiro que define número de iterações desejadas Id. Para 

estratégias com controle automático do incremento baseado na relação � �II t
d ; 

b.2) FMX: Valor real que define o incremento máximo do parâmetro de carga; 

b.3) FMN: Valor real que define o incremento mínimo do parâmetro de carga; 

b.4) DDES: Valor real que define o incremento de deslocamento desejado; 

b.5) DDMX: Valor real que define o incremento máximo de deslocamento; 

b.6) DDMN: Valor real que define o incremento mínimo de deslocamento; 

b.7) NODES: Define o nó usado para o controle de deslocamento; 

b.8) COMSEL: Define o a componente de deslocamento do nó NODES a ser 

utilizada no controle de deslocamento:  

1 � Deslocamento horizontal u; 
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1 � Deslocamento vertical v; 

3 � rotação �; 

b.9) DLDES: Incremento desejado do comprimento de arco; 

b.10) DLDMX: Incremento máximo do comprimento de arco; 

b.11) DLDMN: Incremento mínimo do comprimento de arco; 

b.12) WDES: Incremento desejado para o trabalho externo; 

b.13) WDMX: Incremento máximo do trabalho externo; 

b.14) WDMN: Incremento mínimo do trabalho externo; 

c) Macro-Comando %REANAL 

Utilizado quando se deseja guardar os dados da análise para uma futura 

continuação do processo.  

c.1) IRES: Valor inteiro que define o tipo de re-análise que se deseja fazer: 

1 � Grava todos os dados necessários para um futuro recomeço do 

processo; 

2� Grava os deslocamentos da estrutura para simular, numa análise 

futura, um modelo estrutural com imperfeições iniciais; 

d) Macro-Comando %RELATO 

d.1) REL: Valor inteiro que define a impressão dos arquivos de saída. Se esse 

macro-comando for omitido, o programa imprime somente os dados iniciais em 

um arquivo com extenção (.s) e os dados para os gráficos do processo 

incremental em um arquivo (.dat): 

1 � Imprime no arquivo (.s), além dos dados iniciais, as principais 

informações relativas a cada passo de carga;  

2� Imprime as tensões para cada passo de carga em um arquivo 

(Stress.s). 

e) Macro-Comando %POS3D  

Define a saída para o arquivo neutro a ser usado pelo programa de pós-

processamento POS-3D (ref,1992) 

e.1) KMVIE: Número máximo de impressões no arquivo neutro POS3D.pos; 

e.2) KMVIE: Número que indica de quantos em quantos passos são impressos 

os resultados; 
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f) Macro-Comando %POSPRO  

Define a saída para o arquivo neutro a ser usado pelo programa de pós-

processamento desenvolvido por Silveira (1995) 

f.1) KMVDE: Número máximo de impressões no arquivo neutro DEPOS; 

f.2) KVDEF: Número que indica de quantos em quantos passos são impressos 

os resultados; 

g) Macro-Comando %SCREEN  

Segue a esse macro-comando parâmetros que definem a impressão de 

resultados na tela, durante o processamento. 

g1) KWINC: De quantos em quantos incrementos serão visualizados as 

iterações e os resultados do passo de carga corrente na tela; 

g.2) KPLOT: De quantos em quantos incrementos serão visualizados as 

deformadas da estrutura na tela. 

h) Macro-Comando % CHANGE  

A primeira linha que segue a esse macro-comando, define a troca da estratégia 

de incremento de carga durante o processo incremental para a estratégia INCA, com 

as variáveis ISWCH e CSTIFS. Se ISWCH for diferente de zero, uma segunda linha 

deve ser lida com os parâmetros DLDES, DLDMX e DLDMN, já definidos 

anteriormente no parágrafo do macro-comando %CONTINC. 

h.1) ISWCH = 1: Define a troca de estratégia para INCA, quando o parâmetro 

de rigidez corrente CSTIF < CSTIFS, definido pelo usuário; 

h.2) CSTIFS: Valor do parâmetro de rigidez que define a troca de estratégia. 

i) Macro-Comando % FREQUENCE  

A presença deste macro-comando indica que se deseja o cálculo das freqüências 

naturais durante o processo incremental-iterativo. Ao marco-comando segue uma 

linha com os dois seguintes valores inteiros: 

i.1) NPF: O programa irá calcular as NPF primeiras freqüências da  estrutura; 

1.2) NTTF: As freqüências serão calculadas de NTTF em NTTF passos de 

carga. 
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C.12.3  
Subrotina INPUTD 
 

Nesta seção e apresentado um esquema do arquivo utilizado na análise dinâmica 

linear e não-linear, através de integração numérica. Após definir as primeiras linhas 

de variáveis, são utilizados macro-comandos, após os quais uma linha de dados é 

introduzida, permitindo ao usuário a definição do problema e do método e parâmetros 

que controlam o processo de integração.  

Seja a seguir o exemplo de um arquivo para análise dinâmica linear, usando 

Newmark, para uma estrutura sob um carregamento que varia no tempo através de 

uma função senoidal. Esse carregamento é modelado por um vetor de referencia 

definido no arquivo Data1 e pela variação no tempo, definida pelo vetor fator de 

carga �t:  

 

 
20000000  0.5d0  10000000   500  20                  ...Nt, Dt0, Nper, Nqqp, Tprint 
0     ...impr 
12     ...NF 
%AMORT_PROP_RAYLEIGH                         ...MACRO-COMANDO 
1                     ...DataType 
0.4d0  0.4d0  7.64d0  11.53d0                    ...Ks1,Ksi2,Fn1,Fn2 
%NEWMARK    ...MACRO-COMANDO 
0.25d0   0.5     ...Alfa,Beta 
1      0     …Estrat, Valtipic 
1.05d0      50.d0    ...Ksi, Lmn 
%DES_INI    ...MACRO-COMANDO 
0.0d0   0.0d0   0.0d0 
%VEL_INI    ...MACRO-COMANDO 
0.0d0   0.0d0   0.0d0 
%ACE_INI    ...MACRO-COMANDO 
0.0d0   0.0d0   0.0d0 
%FATOR_DE_CARGA   ...MACRO-COMANDO 
0.0  0.0     ...FLT(1,j), FLT(2,j), para j = 1, NF 
0.1    0.987 
0.2    1.877 
0.3    2.584 
0.4    3.038 
0.5    3.194 
0.6    3.038 
0.7    2.584 
0.8    1.877 
0.9    0.987 
1.0    0.0 
1.8    0.0 
%END     ...MACRO-COMANDO 
Figura A.4: Arquivo de dados para integração de um problema linear. 
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20000000  0.5d0  10000000   500  20              ...Nt, Dt0, Nper, Nqqp, Tprint  
1000  5  000                                                      ...Kwinc, Impr, Kplot 
2                                                                        …NF 
%AMORT_PROP_RAYLEIGH                      ...MACRO-COMANDO 
1               ...DataType 
0.4d0  0.4d0  7.64d0  11.53d0               ...Ks1,Ksi2,Fn1,Fn2 
%NEWMARK-NL                                           ...MACRO-COMANDO 
0.25d0  0.5                              ...Alfa,Beta 
51  1.E-8  1  0                                                   ...Nite,Tol,Estrat,valtipic 
3   1.05   50  500                                               ...Not, Ksi, Lmn, Lmx  
%FATOR_DE_CARGA_SENO 
0.9   6.0                                                             ...AMPL,OMEGA 
%FATOR_DE_CARGA_ESTATICA 
1                                                                         ...autcar                                     
1.d0                                                                    ...Fator inicial 
%STEADY_STATE_CONTROL                    ...MACRO-COMANDO 
3  0.5   2.0    10.0                                             ...auto, acresc, parmn, parmx 
%END 
Figura A.5: Arquivo de dados para integração de um problema não-linear. 

 

a) Primeiras linhas de variáveis 

Antes de se introduzir os macro-comandos, três linhas de variáveis devem ser 

introduzidas. A primeira linha deve definir Nt e Dt0, onde: 

a.1) Nt: Valor inteiro que define o número de passos de tempo que serão 

considerados. 

a.2) Dt0: Valor real que define o tamanho do passo de tempo inicial. 

a.3) Nper: Número de períodos (caso carregamento seja periódico) 

a.4) Nqqp: Número de ciclos para definir a resposta permanente. 

a.5) Tprint: parâmetro que define o número de ciclos a ter a resposta no tempo 

impressa a cada mudança do parâmetro de excitação. 

Para análise linear, a segunda linha deve definir somente a variável impr. Caso 

a análise seja não-linear, é necessário definir kwinc,impr e kplot, 

nesta ordem. 

a.6)kwinc: valor inteiro que define de quantos em quantos passos serão 

mostradas as iterações na tela, durante a execução; 

a.7) Impr: valor inteiro que define de quantos em quantos passos serão 

impressos os resultados no arquivo de saída para plotagem de 

gráficos; 

a.8) Kplot: valor inteiro que define de quantos em quantos passos será mostrada 

a deformada da estrutura na tela, durante a execução. Esse 
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parâmetro só é necessário se Nplot tiver sido definido diferente de 

0 no arquivo Data1. 

A terceira linhas deve definir a dimensão NF do vetor contendo os fatores de 

carga a serem interpolados durante a solução. Caso o carregamento seja 

definido através de uma função (%FATOR_DE_CARGA_SENO), utiliza-se o valor 2. 

 

b) Macro-Comando %AMORT_PROP_RAYLEIGH  

Caso haja necessidade de se definir um amortecimento proporcional, deve-se 

introduzir esse macro-comando, seguido por duas linhas. Na primeira linha deve-se 

definir que tipo de dados serão introduzidos através do valor inteiro Datatype. 

Se Datatype = 0, esta linha é seguida por uma segunda linha que deve definir de 

forma explícita os coeficientes de Rayleigh RayK e RayM: 

b.1) RayK: valor real que define a constante de Rayleigh de proporcionalidade 

de rigidez; 

b.2) RayM: valor real que define a constante de Rayleigh de proporcionalidade 

de massa. 

Se Datatype = 1, esta linha é seguida por uma segunda linha em que se deve 

definir quatro parâmetros : 

b.3) Ksi1 e Ksi2: valores reais que definem o amortecimento proporcional 

associados aos modos de vibração 1 e 2; 

b.4) Fn1 e Fn2: valor das freqüências naturais associadas aos modos de vibração 

1 e 2; 

 

c) Macro-Comando que define o Método de Solução  

Caso se deseje uma análise linear, os macro-comandos disponíveis são: 

c.1) %NEWMARK: Método de Newmark. Esse Macro-comando deve ser 

seguido por uma linha definindo Alfa e Beta, que são parâmetros que 

controlam a eficiência do método; 

c.2) %WILSON: Método Wilson-�. Esse Macro-comando deve ser seguido 

por uma linha definindo o parâmetro Theta; 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025014/CA



 243 

c.3) %D_CENTRAL: Método das diferenças centrais. Não há linhas de 

variáveis após esse macro-comando; 

c.4) %RUNGE-KUTTA: Método de Runge-Kutta de quarta ordem. Não há 

linhas de variáveis após esse macro-comando; 

Após as linha que definem o método e os seus parâmetros de controle, 

adiciona-se uma linha definindo Estrat,Valtipic que são, respectivamente a definição 

da utilização ou não da estratégia adaptativa (1 ou 0) e a utilização ou não dos valores 

típicos definidos para a estratégia (1 ou 0). Se o usuário não desejar usar os valores 

típicos para os parâmetros do método adaptativo (Vatipic = 1), estes devem ser 

definidos numa terceira linha de dados: Ksi e Lmn, para os métodos da família 

Newmark. Para Runge-Kutta a terceira linha deve conter: tin, tfin, Dtmin e 

EPS, onde: tin e tfin definem os instantes do início e do fim do processo, Dtmin 

define o limite mínimo para o passo de tempo e EPS define a precisão desejada. 

Para análise não-linear: 

c.5) %NEWMARK-NL: Método de Newmark adaptado para analise não-

linear geométrica, conforme sugerido por Jacob (1990). Esse Macro-

comando deve ser seguido por duas linhas de variáveis. A primeira 

definindo Alfa e Beta, que são as variáveis controladoras do método, e a 

segunda definindo Nite, Eps, Estrat,Valtipic que são, respectivamente, o 

número máximo de iterações, a precisão desejada no processo, a definição 

da utilização ou não da estratégia adaptativa (1 ou 0) e a utilização ou não 

dos valores típicos definidos para a estratégia (1 ou 0). Se o usuário não 

desejar usar os valores típicos para os parâmetros do método adaptativo 

(Vatipic = 0), estes devem ser definidos numa terceira linha de dados: 

Not, Ksi, Lmn, Lmx. 

c.6) %WILSON-NL: Método Wilson-� adaptado para analise não-linear 

geométrica, conforme sugerido por Jacob (1990). Da mesma forma, esse 

Macro-comando deve ser seguido por duas linhas de variáveis. A 

primeira definindo Theta, que é a variável de controle do método, e a 

segunda definindo Nite, Eps, Estrat,Valtipic. Da mesma maneira que para 

Newmark, se o usuário não desejar usar os valores típicos para os 
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parâmetros do método adaptativo (Vatipic = 0), estes devem ser definidos 

numa terceira linha de dados: Not, Ksi, Lmn, Lmx. 

 

d) Macro-Comandos %DES_INI, %VEL_INI e %ACE_INI 

Macro-comandos que permitem a introdução de deslocamentos, velocidades e 

acelerações iniciais nas deslocabilidades da estrutura analisada. Esses valores devem 

ser colocados na linha seguinte, na mesma ordem da numeração das deslocabilidades 

associadas. 

 

e) Macro-Comando %FATOR_DE_CARGA  

Define os valores do fator proporcional de carregamento em diferentes 

instantes. Durante a execução, pontos intermediários são obtidos através de 

interpolação linear. Após esse macro-comando, as NF linhas seguintes devem 

apresentar  cada uma dois valores reais, o primeiro indicando o instante considerado e 

o segundo o valor do parâmetro neste instante.  

 

f) Macro-Comando %FATOR_DE_CARGA_SENO  

Esse macro-comando indica que a estrutura será excitada por um carregamento 

harmônico senoidal. A linha seguinte deve definir . 

f.1) AMPL: Valor inicial da amplitude do carregamento harmônico; 

f.2) OMEGA: Valor inicial da freqüência de excitação. 

 

g) Macro-Comando %FATOR_DE_CARGA_ESTATICA  

Caso haja necessidade de se introduzir um carregamento estático que varie após 

um determinado número de ciclos (Step), isto é feito através da definição do vetor de 

forças fixas ou dead load, no arquivos de entrada 1(Figura C2) e do fator de carga 

estática, que é definido nesta parte do arquivo de dados. 
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h) Macro-Comando %STEADY_STATE_CONTROL 

Esse macro-comando indica quais parâmetros devem ser modificado a cada 

obtenção da resposta permanente (após NQQP ciclos) e de que forma estes 

parâmetros devem ser modificados. 

h.1) AUTO: Valor inteiro que indica qual parâmetro será modificado: 

-Se Auto = 1, a cada NQQP ciclos modifica-se o fator de carga fixa; 

-Se Auto = 2, a cada NQQP ciclos modifica-se o valor da amplitude de 

escitação; 

-Se Auto = 3, a cada NQQP ciclos modifica-se a freqüência de excitação; 

h.2) ACRESC: Define o valor do acréscimo a ser dado ao parâmetro definido 

por AUTO, a cada NQQP ciclos. 

h.3) PARMN e PARMX: Valores limites para o parâmetro de controle. 

Atingidos estes valores, há ainda um acréscimo igual a 20% de ACRESC e em 

seguida o parâmetro começa a ser reduzido de ACRESC a cada NQQP ciclos. 

Isto permite a obtenção, no “retorno”, de novos pontos da curva que define a 

variação do steady-state com o parâmetro controlado. 
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