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5.

EXEMPLOS NUMERICOS:
ANALISE ESTRUTURAL DINAMICA

5.1
INTRODUGAO

Este capitulo apresenta a aplicagdo dos procedimentos numéricos
apresentados no Capitulo 4 na solugdo de problemas de vibragao livre e analise
dindmica de alguns exemplos estruturais. Dando continuidade as analises nao-
lineares estaticas apresentadas no Capitulo 2, serd dada atencdo especial aos
exemplos do arco senoidal e dos porticos em L.

A segdo 5.2 apresenta andlises de vibragdo livre envolvendo o calculo de
freqiiéncias naturais ¢ modos de vibragcdo dos sistemas estruturais. Esta analise ¢
fundamental no entendimento do processo de perda de estabilidade em estruturas
com forte ndo-linearidade e caminhos de equilibrio complicados.

Na se¢do 5.3 sdao analisados alguns problemas simples de integracao
numérica com o intuito de validar as implementacgdes.

Finalmente, na secdo 5.4 estuda-se o comportamento do arco senoidal e do

portico em L quando estes sdo submetidos a certos carregamentos dindmicos.

5.2.
EXEMPLOS ENVOLVENDO ANALISE DE VIBRAGAO

Inicialmente, na secdo 5.2.1, sdo apresentados alguns problemas estruturais
simples envolvendo andlise de vibragdo que validam as rotinas de solugdo de
problemas de autovalores implementadas e estabelecem condi¢des para se utilizar
o elemento finito de ligagdo semi-rigida implementado em calculos de freqiiéncias
naturais. Em seguida, os exemplos estruturais de arco senoidal e porticos em L,
que ja foram analisados na secdo 3.2 quanto a influencia dos pardmetros fisicos e
geométricos nos seus caminhos de equilibrio, sdo analisados agora com o intuito
de se compreender a influéncia destes parametros na estabilidade destas

estruturas.
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5.21

Barras com ligagoes semi-rigidas

Esta se¢do tem a finalidade de avaliar a eficiéncia dos procedimentos
implementados no célculo das freqiiéncias naturais e a varia¢do destas diante de
diferentes niveis de carregamento estatico.

Neste primeiro exemplo considera-se o caso de uma viga com duas ligagdes

semi-rigidas nas suas extremidades, como mostrado na Figura 5.1.

CASOS PARTICULARES

§,S\Cl Sc2 a A’ A’

> 3

§\/EI =4882.8 A=0.125 p=0.00026 N \

Figura 5.1: Viga com ligagcbes semi-rigidas.

Dez elementos de mesmo tamanho sdo utilizados na modelagem, sendo 8
elementos de portico convencionais no interior e 2 elementos semi-rigidos nas
extremidades da viga. Os valores obtidos para a menor freqiiéncia natural de
vibragao do sistema, quando se varia a rigidez Sc da ligacao, sdo apresentados na
Figura 5.2 e comparadas com aquelas obtidas por Chan e Chui (2000).

Observe que quando a rigidez das ligacdes Sc tende a zero, a freqiiéncia

natural se aproxima, como esperado, do valor m*y/EI/pAL", que ¢ a solugdo

analitica para menor freqiiéncia natural da viga bi-apoiada. Quando a rigidez de
uma das molas tende a infinito (engaste) enquanto a outra ¢ mantida proéxima de
zero (apoio simples), a menor freqiiéncia natural se aproxima do valor analitico da
barra engastada-apoiada. Finalmente, quando Sc — oo, a menor freqiiéncia se

aproxima assintoticamente do resultado analitico da viga biengastada.
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Figura 5.2: Viga com conexdes semi-rigidas — Frequéncia natural ®y em fungao da
Rigidez Sc.

Considera-se agora a coluna mostrada na Figura 5.3 que possui uma
extremidade livre e uma conexao flexivel na outra extremidade. Uma carga axial

P ¢ aplicada na extremidade livre.

Sc

EI=4882.8 A=0.125 p=0.00026

Figura 5.3: Coluna com ligagao semi-rigida.

Na modelagem desse sistema estrutural foram adotados 9 elementos de
mesmo tamanho distribuidos ao longo da barra e o elemento de conexdao semi-
rigido de comprimento Lgg = L/500. A necessidade de se utilizar elementos semi-
rigidos de tamanho muito reduzido em certos problemas serd discutida adiante.

Inicialmente, ¢ realizada uma analise da estabilidade estatica da coluna para
diferentes valores da rigidez Sc. Varias trajetorias de equilibrio foram obtidas e
podem ser vistas na Figura 5.4, onde se destaca a influéncia da rigidez da ligagao

no valor da carga critica da coluna.
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Figura 5.4: Trajetdrias de equilibrio da coluna para varios valores de Sc.

Como esperado, como o acréscimo de Sc, observa-se a tendéncia da carga
de flambagem se aproximar do valor critico da coluna engastada-livre (Pcr =
n’EI/4L?). Quando Sc=0, o sistema se torna hipostatico.

Em seguida, foi realizado um estudo sobre o efeito da carga axial P nas
freqiiéncias naturais da coluna para diferentes valores de rigidez Sc. Os resultados
dessa analise sao mostrados na Figura 5.5. As freqiiéncias naturais obtidas sdo
expressas de forma adimensional através da sua divisao pela menor freqiiéncia da
coluna engastada-livre; o carregamento ¢ adimensionalizado usando-se a carga
critica da coluna engastada-livre. Mais uma vez, utilizam-se aqui para comparagao

os resultados fornecidos por Chan e Chui (2000).
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Figura 5.5: Influéncia da carga axial P e rigidez Sc da conexao na freqUéncia natural o.

Nota-se que o acréscimo de forga axial modifica de forma significativa as
freqliéncias naturais da coluna. Se a for¢a axial P ¢ de tracdo, as freqiiéncias
aumentam; se P for de compressao, as freqiiéncias diminuem. Quando a forca P de
compressao se aproxima do valor critico a freqiiéncia natural tende a zero. Para
ilustrar melhor esse fato, mostra-se na Figura 5.6 a variagdo do quadrado da
freqiiéncia adimensional com o nivel de carregamento estitico. No caso de
colunas, em virtude da linearidade do caminho fundamental de equilibrio, essa
relagdo ¢ linear. Com base nessa relacdo, pode-se identificar, usando as
freqiiéncias naturais da estrutura para pequenos niveis de carregamento, por
extrapolagdo, a carga critica da estrutura. Esse procedimento tem sido proposto na
literatura como um método de ensaio ndo destrutivo para se avaliar a capacidade
de carga de certas estruturas.

Convém salientar que em vdrias estruturas praticas, tais como torres, a
conexao na base apresenta o comportamento de uma ligagdo semi-rigida, sendo,
como mostram estes resultados, a avaliacdo de sua rigidez um dado importante

para avaliar a resposta e seguranca da estrutura.
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Figura 5.6: Influéncia da carga axial P e rigidez Sc da conexdo no quadrado da
freqUiéncia natural.

Considere agora, como ilustrado na Figura 5.7, uma coluna com ligacdes
semi-rigidas nas duas extremidades e submetida a uma for¢a axial P na
extremidade livre a translacao.

O objetivo inicial deste exemplo ¢ analisar a variagdo da freqiiéncia natural
da coluna com a rigidez Sc da ligacdo e verificar a influéncia da malha de
elementos finitos nos resultados. Dessa forma ¢ possivel obter também a
freqiiéncia da estrutura para os casos extremos de Sc, ou seja, a coluna bi-apoiada

(Sc =0) e biengastada (Sc — ).

f—————L=20 3
=\ L

§/ ANS\NNSANNN
EI=4882.8 A=0.125 p=0.00026

Figura 5.7: Coluna com ligagbes semi-rigidas nas extremidades.

Inicialmente, consideram-se duas malhas formadas por 10 e 30 elementos
finitos de mesmo tamanho, sendo os elementos com ligacdes semi-rigidas
localizados nas extremidades e de rigidez Sc = 0, simulando, portanto, uma coluna
bi-apoiada. Os resultados obtidos dessas duas modelagens sdo comparados

aqueles de uma coluna biapoiada discretizada com 10 elementos padrao de portico
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plano de mesmo comprimento. Pode-se observar, através da Figura 5.8, que as
freqiiéncias naturais calculadas para a coluna biapoiada modelada com elementos
semi-rigidos com Sc = 0 ndo apresentam bons resultados, mesmo para uma malha
mais refinada (30 elementos). Observa-se que para a barra descarregada o
resultado ¢ excelente, mas a discrepancia cresce a medida que se aumenta a forca

compressiva.
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Figura 5.8: Influéncia da malha e da rigidez da ligagdo Sc nas freqiéncias da coluna.

Nenhum comentario foi encontrado na literatura sobre ligacdes semi-rigidas
a respeito dessa sensibilidade. Como base na analise das matrizes do sistema
discretizado, verificou-se que a diminui¢do do comprimento do elemento semi-
rigido diminui essa sensibilidade. A Figura 5.9 apresenta o novo modelo adotado
para a coluna: 10 elementos padrao de portico plano de mesmo comprimento

ligados a dois elementos semi-rigidos de comprimento reduzido Lgg.

-

Elementos extremos semi-rigidos e de comprimento = Lsr

Sc=0

10 elementos P

Figura 5.9: Modelo da coluna com 10 elementos padréo de pdrtico plano iguais e 2
elementos extremos semi-rigidos com comprimento Lgg.

Um estudo foi entdo realizado para verificar que comprimento Lgr deveria
ser adotado. Os resultados desse estudo sdo apresentados na Figura 5.10, que
mostra que a medida que o comprimento do elemento semi-rigido diminui a

resposta tende a solugdo exata da coluna bi-apoiada (Sc = 0).
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Figura 5.10: Sensibilidade ao comprimento Lsg do elemento com ligagdes semi-rigidas.

Com o modelo ilustrado na Figura 5.9 e adotando-se para o elemento semi-
rigido Lgg = L/500 chegou-se as respostas apresentadas na Figura 5.11, onde ¢
apresentada a variagdo da freqiiéncia natural com carregamento P para diferentes
valores da rigidez da ligacao Sc. Para Sc = 0 a estrutura se torna instavel para um
carregamento de compressao P = Pe (n*EVL?), que ¢ o valor analitico da carga
critica de compressao de Euler para a coluna bi-apoiada; para Sc — oo a estrutura
perde a estabilidade quando P = 4 Pe, que ¢ o valor analitico da carga critica da
coluna bi-engastada. Em todos os exemplos mostrados a seguir sempre se usou
um valor de Lgr suficientemente pequeno para se garantir a precisdo dos

resultados.
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Figura 5.11: Relagbes freqiéncia versus carga.

A Tabela 5.1 indica que as freqiiéncias naturais obtidas para esses valores
extremos de rigidez das ligagdes, e considerando P = 0, apresentam boa

concordancia com os valores analiticos extraidos da literatura.

| Analitico (Paz, 1997) | Presente trabalho |
Biapoiada 97.409 97.502
Biengastada 500.565 500.607

Tabela 5.1: Frequéncias naturais da coluna para valores extremos de Sc e para a forga
axial P = 0.

Através de uma andlise ndo-linear estatica, sdo obtidas as trajetorias de
equilibrio mostradas na Figura 5.12, sendo u o deslocamento na dire¢ao axial, do

ponto localizado na extremidade direita da coluna.
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Figura 5.12: Trajetdrias de equilibrio da coluna com diferentes valores de Sc.

Superpondo-se os valores obtidos para a carga critica através da andlise
estatica (Figura 5.12) com os valores de carga que levaram a freqiiéncia natural da
coluna a zero (Figura 5.11) e comparando esses resultados com os fornecidos por
Chan e Chui (2000), pode-se, através da Figura 5.13, mais uma vez verificar a

eficiéncia do procedimento adotado no presente trabalho.
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Figura 5.13: Trajetdrias de equilibrio da coluna com diferentes valores de Sc.
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5.2.2

Arco senoidal sob carregamento distribuido

5.2.2.1

Arco abatido: zo = 20 mm

A Figura 5.14 mostra o mesmo arco para o qual foi realizada analise
estatica apresentada no capitulo 3. Aqui ele ¢ modelado com 16 elementos finitos
com a mesma projecao horizontal L. e mais 2 elementos extremos com ligagdes

semi-rigidas de comprimento Lgg=L./10.

O
=20 o T
| Sc  h=20mm S

h
\ |

-~——————— L=1000mm — >

E=210000MPa  p=78x10" Ns/mm

Figura 5.14: Arco senoidal sob carregamento distribuido.

A Figura 5.15 mostra os modos de vibragcdo associados as 3 primeiras
freqiiéncias naturais do arco para trés condi¢cdes de apoio: arco biapoiado,

biengastado e com rigidez intermediaria (ligagdes semi-rigidas) de Sc =5 EI/L.

e e N

1° modo

2° modo
3 modo
Arco biapoiado Apoios com Sc =5 EI/L Arco biengastado

Figura 5.15: Modos de vibragéo.
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Sendo esse um arco bastante abatido, observa-se que o primeiro modo de
vibragdo ¢ sempre simétrico, independente do valor de Sc. Adiante sera visto que
esta caracteristica pode se modificar com a variacao da altura z, do arco.

A Figura 5.16 exibe a variacdo das 3 primeiras freqliéncias naturais em
fun¢do da rigidez das ligagdes, representadas pelo fator y que pode assumir
valores reais entre 0 (rétula perfeita) e 1 (ligacdo perfeitamente rigida). O

parametro de rigidez Sc ¢ dado em fungdo de y por : Sc = IL% .
-

w3

1000 /’~ O
: T EI |
L

2
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]

Frequencias Naturais

250 -
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T 1 7 1 1 — 1 r 1 T 1

00 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
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Figura 5.16: Variagédo das freqiiéncias naturais com o parametro de rigidez da ligagéo vy.

Neste caso as freqiliéncias estdo sempre bem espacadas, crescendo a medida
que vy cresce, tendendo assintoticamente aos valores obtidos para um arco
engastado. E interessante notar que a influéncia da ligagdo é maior para as
freqliéncias mais altas. Isto se deve ao fato de, para modos mais altos, haver uma
maior influéncia da energia de flexdo das molas na rigidez efetiva do arco.

Em situagdes praticas podem existir pequenas diferencas entre os apoios que
podem ocorrer durante a montagem ou mesmo durante a vida util da estrutura.
Para se estudar o efeito dessa classe de imperfei¢gdes, considera-se que a rigidez
do apoio direito Sc, seja diferente da rigidez do apoio esquerdo Sc;. A

imperfei¢do ¢ definida através do pardmetro oimp como mostra a Figura 5.17.

Sci Sc2
Sc2= SCl(l— OLimp)
Figura 5.17: Imperfeicdo de apoio: Sc = 5 EI/L.
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A Tabela 5.2 mostra a variagdo das 3 primeiras freqii€ncias com o

parametro Otimp.

Qlimp (O3 (OV)) 03
0.1 268.251 435.393 909.632
0.2 267.403 432919 906.596
0.3 266.464 430.286 903.416
0.4 265.418 427.480 900.079
0.5 264.246 424.488 896.577

Tabela 5.2: Variagdo das 3 primeiras freqiiéncias naturais com o parametro imperfeicéo
do apoio Qlimp.

Observa-se que ha uma pequena reducdo no valor das freqiiéncias devido a
diminui¢do da rigidez do apoio direito. Entretanto uma maior sensibilidade pode
ser observada quando se considera arcos menos abatidos e o efeito do
carregamento estatico.

Para se estudar o efeito do carregamento estatico em arcos, o problema se
torna numericamente mais complexo que no caso da coluna, onde a influéncia da
carga axial aparece somente na matriz de rigidez geométrica. Sendo o caminho de
equilibrio do arco eminentemente nao-linear, deve-se introduzir o carregamento
estatico através do processo incremental-iterativo de solugdo ndo-linear e calcular
a cada incremento as freqiiéncias naturais ¢ modos de vibragdo em torno da
configuragdo deformada. Com base nesse procedimento, obtém-se a Figura 5.18
que mostra a variacdo da primeira freqliéncia natural com a carga para diversos
valores da rigidez Sc. Estes resultados devem ser analisados conjuntamente com
os da Figura 3.11, onde se estuda a influéncia de Sc no caminho nao-linear de

equilibrio do arco.
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Figura 5.18: Variagado da primeira freqiéncia natural com o paradmetro de rigidez das
ligaches.

Nota-se a grande influéncia do carregamento estatico nas freqiiéncias de
vibragdo do arco. Essa influéncia torna-se mais marcante a medida que Sc
decresce, ocorrendo um decréscimo acentuado no valor da freqiiéncia minima e
uma maior variacdo com o nivel de carregamento. Isto porque a medida que Sc
decresce, diminui a rigidez efetiva do arco e aumenta a nao-linearidade da
solucdo. Verifica-se que para os arcos, a relagdo carga-quadrado da freqiiéncia ja
nao ¢ mais linear, como no caso da coluna. Isto em virtude da nao-lincaridade do
caminho de equilibrio. Nota-se também que para pequenos valores de Sc, o
quadrado da freqiiéncia se torna negativo, o que leva a freqiiéncias imaginarias.
Segundo o critério dindmico de estabilidade (Seydel, 1988), isso ocorre quando a
configuracdo de equilibrio ¢ instavel. Assim, pode-se identificar a partir da relacao
carga-freqiiéncias os trechos estaveis e instaveis dos caminhos de equilibrio. No
presente caso, os trechos instdveis correspondem ao trecho do caminho de
equilibrio entre os dois pontos limites observados na Figura 3.11. Os valores das
cargas limites sdo também apresentados na Figura 5.18.

Cabe aqui ressaltar que a literatura técnica descreve varias estruturas
metalicas em arco, em particular coberturas que utilizam arcos abatidos, que
sofreram perda de estabilidade sob cargas estaticas ou dinamicas em virtude da
deterioragdo nos apoios. Um dos motivos mais freqiientes ¢ a corrosdo. Nestes
casos ha um decréscimo lento no valor de Sc com, como mostram os resultados
aqui apresentados, mudancas acentuadas na rigidez global da estrutura e em suas

caracteristicas dindmicas. Mudangas estas que s6 podem ser detectadas e
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quantificadas através de uma andlise detalhada do comportamento ndo linear da
estrutura. Os resultados também ressaltam a importancia de se avaliar

corretamente a rigidez das ligagdes no célculo dessas estruturas.

5.2.2.2
Estudo do parametro geomeétrico z,

No Capitulo 3 foram estudadas as trajetorias de equilibrio para diferentes
valores da altura z, (Figura 3.14) e considerando o arco senoidal com as
caracteristicas originalmente propostas por Bergan (1980). Aqui ¢ feita a analise
do parametro z, em relagdo aos modos de vibragdo e a variagdo das freqiiéncias
naturais considerando-se as mesmas alturas. A Figura 5.19 mostra os dois
primeiros modos de vibracdo para diferentes valores da altura do arco z,
mantendo-se o vao constante. Nota-se que para pequenos valores de zy o primeiro
modo ¢ sempre simétrico e o segundo assimétrico, estando as freqiiéncias bem
espacadas. A medida que z cresce, as freqiiéncias se aproximam (ver Figura
5.19b) e a partir de um certo valor limite a freqiiéncia do modo assimétrico torna-
se inferior & do modo simétrico, havendo uma inversdo da forma do primeiro
modo, como mostram as Figuras 5.19c e 5.19d.

Isto pode ser mais bem observado na Figura 5.20 onde se mostra a variagao
das duas menores freqiiéncias do arco em funcdo de z,. Nota-se que, enquanto a
freqiiéncia associada ao modo simétrico cresce linearmente com zy, a freqiiéncia
do modo assimétrico se mantém quase que constante. Para z, aproximadamente
igual a 31.4 mm, tem-se que as duas primeiras freqiiéncias sdo praticamente
coincidentes. Cabe ressaltar que em estruturas com acentuado comportamento
ndo-linear este fato ocorre com freqiiéncia, dando origem a diversos fendmenos de

ressonancia interna.
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(c)

Modo 1 — ©=2462 rad/s

Modo 1 — ® =366.75 rad/s

Modo 2— o = 368.03 rad/s

Modo 1 — ® =365.12rad/s

(d)

Figura 5.19: Modos de vibragao para diferentes valores da altura z,.
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Figura 5.20: Variagdo das duas menores freqiiéncias do arco em fungao de z,.
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Na Figura 5.21 mostra-se a variagdo da primeira freqii€ncia natural
considerando-se o arco perfeitamente simétrico € com uma imperfei¢do inicial
bastante pequena que leva a uma pequena assimetria da estrutura. Nota-se que
ambos os modelos levam aos mesmos resultados para pequenos valores de zy. A
medida que z, cresce, passa a ocorrer uma bifurcacdo no modo assimétrico ao
longo do caminho de equilibrio. Nota-se nestes graficos que todo o caminho pos-
critico localizado entre os dois pontos de bifurcacdo ¢ instdvel, o mesmo

ocorrendo com o caminho fundamental.

zg =30 mm
1.5 1 I JPtte
| o
1.0 4
o
o 3 ]
3 a 0.5
g N
00 &g~y 2 —— — — —
— 0.5 7 __Estrutura perfeita
---Estrutura perfeita —Estrutura imperfeita
—Estrutura imperfeita -1.0 ! : ; :
00 01 02 03 04 05 0.5 00 05 10 15 20
P/h P/h

4.0 -
3.0 1
2.0 -
1.0
0.0 1
-1.0 1
20 A
-3.0 1
-4.0 - I
5.0 90 _.~~—Estrutura perfeita

‘ w ‘ 6.0 ‘ ‘ f‘EstI"utu‘ra imperfeita
-2 -1 0 1 2 3 3-2-1012 3 4567

P/ P/h

(c) (d)

Figura 5.21: Variagado da relacao freqiiéncia vs. carregamento para diversos valores da
altura zy: Estrutura perfeita e com pequena imperfei¢ao inicial em um modo assimétrico.

(o)

-\]___‘_.

Na Figura 5.22 mostra-se a variagdo das duas primeiras freqiiéncias naturais
do arco perfeito com o nivel de carregamento ao longo da trajetoria de equilibrio.
Nota-se que a segunda menor freqiiéncia também ¢ bastante afetada pelo nivel de

carregamento. Para valores altos de z, o quadrado da freqiiéncia se torna negativo
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para ambos os modos indicando a importancia de ambos 0os modos nos processos
de perda de estabilidade do arco. Essas informagdes obtidas do modelo estrutural
com um elevado nivel de discretizacdo sdo essenciais para o desenvolvimento de
modelos discretos de baixa dimensdo. O uso de modelos com poucos graus de
liberdade (usualmente um ou dois) tém sido a pratica usual na andlise de vibragdes
ndo-lineares, isto por permitir o uso eficiente de diversos métodos de analise que
se tornam impraticdveis para sistemas de grande dimensdo e uma analise
paramétrica mais detalhada do problema. Entretanto, para se aferir a
confiabilidade desses necessita-se de modelos mais elaborados como os

apresentados nesta tese.

‘ ‘ 10 |
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 -0.5 0.0 0.5 10 15 2.0

Q)

_orEIEEpme==IIil |

-2.0 A

-3.0 1

4.0 5 | /

504 __~-=-Modo

-6.0 o —Modo2
3-2-10123 4567

(c) (d)

Figura 5.22: Variagéo da relagéo frequéncia x carregamento com a altura z,. Frequéncias
associadas aos dois primeiros modos de vibragdo da estrutura perfeita.
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As Figuras 5.23 e 5.24 exibem, respectivamente, a trajetoria de equilibrio e
a variacdo da freqiiéncia com o carregamento para um arco com 7o = 31.4 mm, na
vizinhan¢a do ponto onde ha coincidéncia das freqiiéncias naturais. Nota-se que
para esta geometria também ha uma quase coincidéncia do ponto limite com o
ponto de bifurcacdo, mostrando que ¢ o mesmo mecanismo que gera a bifurcagdo

por perda de simetria e a mudanca da forma modal.

1.3 1Z2p= 31.4 mm

1.1 A
0.9 1
0.7 -

0.5 -

P/h

0.3 -

-0.1 < Modo simétrico
— Modo assimétrico

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

w/z,

Figura 5.23: Trajetéria de equilibrio: zg = 31.4 mm.

Estrutura perfeita -7
1.0 - 1.0 1
g 0.5 1
S =
3 S
S <)
T 00— - — — — ¢ — — — — - 0.0 -
e
0.5 4 -0.5 -
-- Estrutura perfeita \‘\J ’,x” ---Modo 1
— Estrutura imperfeita Rt — Modo 2
-1.0 - ‘ ‘ -1.0 | :
0.6 -0.1 0.4 0.9 1.4 1.9 -0.5 0.0 0.5 10 15 2.0
P/h P/h
(a) (b)

Figura 5.24: FreqUéncias naturais vs. carregamento: z, = 31.4 mm.
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A seguir, na Figura 5.25, sdo mostradas as configuracdes deformadas do
arco na vizinhanca dos diferentes pontos criticos (pontos limites e pontos de
bifurcacdo) ao longo do caminho de equilibrio. Na Figura 5.26 mostram-se as
configuragdes instaveis associadas ao caminho fundamental (i;) € ao caminho pés-

critico (ij € 13).

— — - Geometria inicial
— Deformagao simétrica
Deformagéo assimétrica

Figura 5.26: Configuragdes deformadas: z; = 31.4 mm.

Tem sido uma pratica comum em andlises numéricas por elementos finitos
se utilizar condi¢des de simetria para reduzir o nimero de graus de liberdade. Essa
pratica tem algumas implicacdes quando se estuda problemas de instabilidade.
Nas Figuras 5.27 e 5.28 sdo comparados os resultados obtidos a partir de dois
modelos diferentes usados para modelar o modo simétrico, isto €, o caminho
fundamental de equilibrio: (a) um modelo utilizando arco completo sem

imperfei¢des e (b) um modelo utilizando metade do arco e restringindo a rotagdo e
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o deslocamento horizontal no né correspondente ao topo do arco. Observa-se que
os dois modelos apresentam a mesma trajetéria de equilibrio, como mostra a
Figura 5.28, porém ha diferengas nas curvas que relacionam o quadrado da
freqiiéncia com o carregamento e, portanto, na definicdo das regides estaveis e
instaveis ao longo do caminho fundamental de equilibrio. Enquanto no modelo
completo a freqiiéncia se torna nula no ponto de bifurcacdo, no modelo
incompleto esta se torna nula no ponto relativo ao ponto limite, j4 que neste
modelo a bifurcacdo ¢ impedida pela restrigao de simetria. Esta diferenga se torna

ainda maior para valores mais altos de z.

15 1 ---Meio arco (Modo 1) -
— Arco completo (Modo 1) _---~
1.0 ~
N
53: 05 1
0.0 1
0.5 A
-1.0 -

Figura 5.27: Freqliéncias naturais x carregamento: comparagdo entre as freqiiéncias

naturais dos dois modelos.

1.2 1
A B Z,=314 mm AR [ZF3Tdmm
08 1
\\ \\
04
i \\\\ \\\\
o+ - — — - — — = N ,777777\\7777 _
-0.4 A \\\0-’ B
— Regides estaveis 5 — Regides estaveis C
--- Regides instaveis -—- Regides instaveis
-0.8 T T T T 0.8 T T - -
0 0.4 0.8 1.2 1.6 0 0.4 0.8 1.2 1.6
w/z, w/z,
(a) (b)

Figura 5.28: Estabilidade do arco simétrico zg = 31.4 mm: Modelo: (a) metade do arco,

(b) arco completo.
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Na Figura 5.30 mostra-se a variagdo do primeiro modo de vibragdo ao
longo dos trechos estaveis do caminho de equilibrio. As configuragdes

correspondentes a esses modos sdo apresentados na Figura 5.29.

12 -
084 /3 N0\

0.4 - \

— Regides estaveis

--- Regides instaveis

0.8 ——
0 0.4 0.8 1.2 1.6 2

w/z,

Figura 5.29: Arco z; = 31.4 mm — trajetdria assimétrica.

12 Modo
descarregado

Figura 5.30: Variagdo do 1° modo de vibragdo (linha continua) com o nivel de

carregamento representado em torno da configuragao deformada (linha pontilhada).
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5.2.3

Pérticoem L

Na Secdo 3.3 foi apresentada uma analise estatica paramétrica detalhada
desta familia de porticos. Na presente se¢do, pretende-se dar énfase ao estudo das
freqiiéncias naturais ¢ modos de vibracdo do portico em L. As caracteristicas
fisicas e geométricas sdo apresentadas na Figura 5.31. Nestas andlises, a ligacao

semi-rigida ¢é representada por um elemento hibrido de comprimento L = L/1000.

><—’-U

EIl 3@

EAL/EI = 10°

‘ E = 21000 kN/cm?
= ‘ p="7.65kN sz/cm4

|

J

L =580cm
As=4.0368 cn?
Is=1.358 cnf

Figura 5.31: Pértico em L com ligagcdo semi-rigida entre as barras.

Como ja visto na Se¢do 3.3, os porticos em L geralmente apresentam um
caminho fundamental de equilibrio seguido de uma bifurcacdo assimétrica,
caracterizada por uma dada inclinagdo inicial do caminho de equilibrio pds-
critico. Foi também observado que o aumento da rigidez estrutural promove um
aumento no valor da carga critica do portico mas, por outro lado, torna mais forte
a inclinacdo inicial do caminho pos-critico e aumenta, portanto, a sensibilidade a
imperfeigdes. Essa caracteristica pode ser mais uma vez ilustrada pela Figura
5.32, que mostra a variagdo da trajetéria de equilibrio com a rigidez da ligacao

para os casos estudados neste item.
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-

2.6
24
22
2.0
1.8
1.6
1.4
1.2
1.0
0.8
0.6
04
0.2

0.0
-130 -100 -70 -40 -10 20 50

0(deg)

Figura 5.32: Pdrtico em L: trajetérias de equilibrio x rigidez das ligagdes.

P/P,

A Figura 5.33 exibe a variacao do quadrado da primeira freqiiéncia natural
com o carregamento para diversos valores do parametro Sc. Nota-se que o trecho
relativo ao caminho fundamental de equilibrio ¢ praticamente linear, aparecendo
uma pequena nado-linearidade proxima ao ponto de bifurcagao, isto em virtude das
perturbagdes utilizadas para se obter numericamente os dois ramos do caminho
pos-critico. A partir dos resultados verifica-se que o ramo direito do caminho pds-

critico € instavel e o ramo esquerdo ¢ estavel até o ponto limite.
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60 1
—A: Ligagao perfeitamente rigida
--—--B:Sc=5EI/L
—-C:Sc=1EI

40 | C:Sc /L

PP,

Figura 5.33: L-Frame: relagéo 12 freqiiéncia x carga vertical x rigidez das ligagdes.

A variacao das trés primeiras freqiiéncias da estrutura descarregada com Sc ¢

mostrada na Tabela 5.1

Sc ol ®2 o3
o 7.67 13.25 34.56
5 EI/L 7.64 11.53 34.52
1 EI/L 7.49 9.82 34.36
0 7.04 8.92 33.95

Tabela 5.1: Variagdo das 3 primeiras freqiiéncias naturais com o parametro Sc em torno
da configuragao de influéncia.

A medida que a rigidez da ligagdo se aproxima de zero, ou seja, a ligagio se
aproxima de uma rotula perfeita, as duas primeiras freqiiéncias se aproximam.
Nota-se que, dentre as trés freqiiéncias analisadas, a segunda freqiiéncia ¢ a mais
influenciada pela rigidez da ligagdo. Isto pode ser explicado, analisando-se os
modos de vibragdo apresentados na Figura 5.36 que exibe os trés primeiros modos
de vibragdo para Sc = SEI/L e Sc — «. Nota-se que a variacdo do angulo entre as
barras com Sc ¢ bem maior para o segundo modo, levando a uma maior

contribui¢do da mola na rigidez total do sistema.
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1° Modo

2° Modo

3° Modo
Sc = 5EIl/L Sc=

Figura 5.34: Pértico em L, Sc = 5EI/L: modos de vibragao para o pértico descarregado.

Para se entender o comportamento estatico ¢ dindmico em estagios pos-
criticos avancados, sdo mostradas na Figura 5.35, para o poértico com ligagao
perfeitamente rigida e carga concentrada, as curvas de variacao das duas primeiras
freqiiéncias naturais com o nivel de carregamento até se alcangar grandes
deslocamentos e rotagdes. Os resultados mostram que, como no caso do arco, o
carregamento afeta de forma marcante ambas as freqliéncias. Sabendo-se que as
regides da trajetoria onde o equilibrio ¢ estavel possuem todas as freqiiéncias
naturais com valores reais e que as regioes correspondentes a valores negativos de
o’ sdo instaveis (freqiiéncia natural com valor imaginario), pode-se destacar as
configuragdes estaveis e as instdveis como mostra a Figura 5.36. Estes resultados

revelam mais um ramo de equilibrio estavel associado a grandes deslocamentos.
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40 ~
Ligacao perfeitamente rigida
12 freqiliencia natural
s
I G
O 4 ¢ — —m — — — — A — — —  — —m — —_— —_— —_— —_— —_— —_— —_ —
-40 -
E
-1 0 1 2 3 4 5
P/P

(a) primeira freqléncia natural

200 -
150 A . . .
Ligacgdo perfeitamente rigida
2: freqiiencia natural
100
o G
3
50 1
E
0 4 — . —] — — — — — — — — — e — —_—  —_m  —_— —_ — = = p—
-50 . . .
-1 0 1 2 3 4 5

(b) segunda frequéncia natural

Figura 5.35: Pértico em L: relagao freqiiéncias x carga vertical — Ligagéo perfeitamente
rigida.
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5.5'_
5 ]
4.5
47
3.5'_
37
2.5 1
2
1.5 7
17
0.5'_
07
—0.5'_
-1

— Regido estavel
- Regido instavel

P/P,

-80 -60 -40 -20 O 20 40 60
0 (deg)
Figura 5.36: Trajetéria de equilibrio.

Em seguida, as Figuras 5.37, 5.38 e 5.39 apresentam os resultados de um

estudo semelhante para o pértico com uma ligagao semi-rigida com Sc = SEI/L.

0.8 1

0.4 A

(/g)?
o
i

-0.4 A

-0.6 7 Sc=5EIL
'08 T | ™

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

(a) primeira freqliéncia natural
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2.4 1
2.2 1 A
27
1.8 -
1.6 1
1.4 1
1.2 1
]
0.8 1
0.6 ] |C
0.4 - |
0.2 1 kg
o+-——-——-— - =¥ - - - - - — - - - — - - — - — —
0.2 L
-0.4 s
0.6 ————— —— — .
-1 0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

(0/g)?

(b) segunda freqiéncia natural

Figura 5.37: L-Frame Sc = 5EI/L: relagéo freqUiéncia x carga vertical: Ligagcao semi-rigida
Sc=5EI/L.

|

I

| — Regido estavel
| ... Regido instavel
|

-80 -60 -40

Figura 5.38: L-Frame Sc = 5EI/L: trajetéria de equilibrio: rotagdo 6 no topo da coluna.
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3.0 q i~ .
l — Regido estavel

7] |
25 | “LL --- Regido instavel
L

1.0

P/P,

0.5

0.0 -

-0.5

-1.0 T ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.0 0.1 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1.0
w/L

Figura 5.39: Pdrtico em L, Sc = 5EI/L: trajetéria de equilibrio: deslocamento w no topo da

coluna.

As Figuras 5.41 ¢ 5.42 exibem a varia¢do do 1° modo de vibragdo ao longo
dos trechos estaveis do caminho de equilibrio. As configuracdes analisadas estdo

indicadas na Figura 5.40.

] — Regido estavel
2.5 4 ---- Regido instavel

P/P,

0 (deg)

Figura 5.40: Pértico em L, Sc = 5EI/L: trajetéria de equilibrio.
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12 Modo

descarregado

(d)

(e) (f) |
Figura 5.41: L-Frame Sc = 5EIl/L: Variagdo do 1° modo de vibragéo com a configuragéo

de equilibrio: caminho de equilibrio fundamental.
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(9

Figura 5.42: L-Frame Sc = 5EI/L: Variagédo do 1° modo de vibragéo (linha continua) em
torno da configuragdo deformada (linha pontilhada) na regido estavel da trajetéria de
equilibrio pés-critico


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025014/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0025014/CA

146

Usualmente, tem-se carga ao longo do vao das vigas em porticos planos.
Nesses casos, a resposta do sistema ¢ semelhante ao de um portico carregamento
pontual sobre a viga. Assim, tem-se que o seu comportamento ¢ influenciado
pelas caracteristicas do caminho pos-critico. Para se analisar esse problema,
considera-se agora o portico sujeito a um carregamento distribuido, como mostra
a Figura 5.43.

A variagdo das freqiiéncias naturais com o nivel de carregamento ¢

fornecido na Figura 5.44.

lmuqmu%r
w’e’\ ‘

0.0

70 -60 -50 -40 30 20 -10 0
0 (deg)

(@) (b)

Figura 5.43: Pdrtico em L com carregamento distribuido.

|
|
|
|
-8 -4 0 4

Figura 5.44: variagdo da relagéo de freqiiéncias (Q/oa)2 com o nivel de carregamento
distribuido.
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Da mesma forma que foi feito anteriormente, pode-se através desta curva

conhecer as regides estaveis e instaveis do caminho de equilibrio.

A Figura 5.45 exibe a trajetoria de equilibrio em relacdo aos deslocamentos

0 e w no topo da coluna, indicando as regides de equilibrio estavel e instavel.

|
|
\
4 hc |
\\ |
8] |
—— Regifo estavel |
-12 A - Regido instavel -
\
-16 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ]
-60 -40 -20
6 (deg)

/ —— Regido estavel
- Regido instavel

0.1 0.2 0.3 04
w/L

Figura 5.45: Trajetérias de equilibrio do pértico em L com carga distribuida.

A Figura 5.46 exibe as configuragdes deformadas do portico nas

configuracdes A, B e C correspondentes as indicadas na Figura 5.45.

Figura 5.46: Configuragdes deformadas associadas aos pontos correspondentes da

trajetoria de equilibrio.
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5.3.
EXEMPLOS DE VALIDAGAO DOS ALGORITMOS DE INTEGRAGAO
NUMERICA

5.3.1
Viga engastada-livre

Inicialmente, para validar a implementagdo dos métodos de integracdo
explicitos e implicitos, ¢ feita uma andlise dinamica linear de uma viga engastada
e livre, submetida a um pulso senoidal vertical aplicado na sua extremidade livre,

conforme mostrado na Figura 5.47.

¢P(t)
@
@ @
1.0
’4—»
\%%

Propriedades
EI=3.1941 P(t)=sin(nt/T), 0<t<T

pPA=1.0 P®)=0, t<T

Figura 5.47: Viga em balango submetida a um pulso senoidal.

Pode-se observar através da Figura 5.48a que, ao se utilizar o Método
Newmark para a integragdo numérica, € um passo de tempo constante At = 0.05 s,
obtém-se resultados idénticos aos fornecidos por Smith e Griffiths (1999). Na
Figura 5.48b sdo comparadas as respostas fornecidas por alguns métodos de
integracdo implementados neste trabalho. Como esperado, os métodos explicitos
(MDC e Runge-Kutta) precisaram de incrementos de tempo menores para

apresentar os mesmos resultados do método implicito (Newmark).
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1.0+ Newmark At=0.05s 1.0+

0.8 ®  Smith e Griffiths (1999) 0.8 — Newmark
— Presente Trabalho

Wilson
MDC

Runge-Kutta

0.0 0.5 1.0 15 2.0 . ‘
t(s) t(s)

(a) (b)
Figura 5.48: Comparagdo dos métodos de integracao direta.

Na literatura técnica para fins de comparagdo entre diversos métodos de
integracdo numérica e eficiéncia de algoritmos, apresentam-se apenas os
primeiros ciclos da resposta transiente, o mesmo se observa em trabalhos sobre
métodos numéricos para analise de vibragdes nao-lineares de sistemas estruturais
complexos. Entretanto, na analise de vibragcdes nao-lineares envolvendo
problemas de ressondncia e perda de estabilidade, necessita-se integrar as
equacdes de movimento por um periodo relativamente longo de tempo até se obter
a resposta permanente. A fim de observar a convergéncia dos métodos nestes
casos, 0 mesmo problema foi resolvido para periodos de tempo mais longos. As
Figuras. 5.49a e 5.49b mostram o comportamento do sistema estrutural em estudo

no intervalo de 0 a 10 segundos, e de 180 a 190 segundos.

0.8 1 — Newmark: At=0.05s
- - Runge-Kutta:At = 0.005 s
0.5 1
r” r) ‘\ ’rk\ J( | fﬁx / L\ fr‘\
| / il ‘! | 1 ‘\ L ‘\ \ ‘\ .
0.3 1 ) [! ﬁ l \‘ ,‘ l‘ | l‘ ( “ ( “
| | o [ (o T o [/
=3 | /. [ /. [/ U/ o U
“ | A T A A A N A R
00 T “ | \ | ‘\ | “ ) | | L | ‘\ ) ‘L
- | i | | |t ! I
b [ |- | | (I I ‘) A
‘ !‘ \J ! \‘ ‘ \J ‘\ \J o ! \‘
-0.3 A [ | 1 N ot | e
[ d r’ | | r( | (/ | r(
\ L‘ Jr L\ | \H (f \\ l\ f Ll
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0 2 4 6 8 10

(a) t(s)
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0.8 { —Newmark: At=0.05s
- - Runge-Kutta: At =0.005 s
0.5 1 ¥ MDC: At=0.005s
321g\ %ﬁ (S %f " ¢ 4 ?éé\ ?‘% ?%
R A AR R RS R A AR R
OO ] ‘ ‘ | / / | I | I i | “ | \‘ | \‘ /J
Ped Bl B Fe ot B ol fasd o d\ fosl sl )os
-0.3 \‘>‘|< ‘* ‘\* \?K ‘9“6 y‘é\ ﬁf}( *r *)’ K ¢
y& | & ;*\ \q( .
'0.5 T T T T T T 1
180 182 184 186 188 190
(b) ()

Figura 5.49: Analise da convergéncia dos métodos.

Observa-se que, apesar das amplitudes das respostas serem semelhantes para
todos os métodos e, além disso, permanecerem constantes durante toda a analise, a
medida que se aumenta o tempo de integragdo da resposta, aumenta-se a
defasagem entre as solucdes obtidas pelos diferentes métodos. Mais
especificamente, pode-se afirmar que ocorreu um ‘“adiantamento” do Método
Newmark em relagdo aos métodos explicitos (MDC e Runge-Kutta). Reduzindo-
se o intervalo At para o método de Newmark, chega-se ao mesmo resultado obtido

pelos métodos explicitos (Figura 5.50).

0.8 { — Newmark: At=0.005s
1 *®* Runge-Kutta: At=0.005 s
¥ MDC: At=0.005s
0.5
0.3
B .
0.0 1
-0.3 1
_0.5 T T T T 1
180 182 184 186 188 190
t(s)

Figura 5.50: Analise da convergéncia dos métodos: redugéo de At.

Na Figura 5.51 sdo observadas as respostas dos dois métodos implicitos

(Newmark e Wilson-0) para intervalos de tempo maiores.
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1 Wilson -6
4 ] Newmark .
2 \

-4 At=0.01s

0 20 40 60 80 100
) t(s)

Wilson -6

-1.0 1 At=0.005s
1.5 1
2.0 R
0 20 40 60 80 100
t(s)

(b)

Figura 5.51: Comparagao dos Métodos de Newmark e de Wilson-6.

Ao utilizar para o0 Método de Wilson-6 um incremento de tempo constante
At = 0.01s, que se mostrou adequado para o Método de Newmark, nota-se que
ocorreu um aumento progressivo da amplitude da resposta, caracterizando assim
uma divergéncia da solugdo. Essa divergéncia, entretanto, foi atenuada quando o
passo de tempo foi reduzido. No exemplo estrutural em questdo, portanto, foi
observada uma maior eficiéncia do Método de Newmark em relacdo ao Método

de Wilson-0.

5.3.2

Pértico de Williams

A Figura 5.52 mostra o sistema estrutural a ser analisado nesta se¢do. Trata-
se de um portico abatido biengastado conhecido como o poértico de Williams

(Williams, 1964). Essa estrutura ¢ freqiientemente utilizada para validar modelos
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e formulagdes ndo-lineares. E analisado aqui o caso em que esse portico é
submetido a uma carga subita, conforme indicado na figura. Pretende-se mais uma
vez avaliar a implementacdo dos métodos de integracdo direta (Newmark e
Wilson-0), s6 que agora considerando a analise dindmica ndo-linear. E feita ainda
uma avaliacao do método adaptativo implementado, verificando o comportamento

da resposta em intervalos de tempo prolongados.

P(t) AP(t) 15.0

L =)

4 -4 6
A=0.183 1=8646x10 E=103x10 p=8.646x10

Figura 5.52: Pdrtico de Williams.

Na Figura 5.53 sdo comparados os resultados obtidos no presente trabalho,

utilizando-se Newmark, com os fornecidos por Chan e Chui (2000).

# Chan e Chui (2000)
— Presente trabalho At = 1x 10 -4

0.10
B 0.05
0.00 ‘ w — T ‘ | ‘
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020

t(s)
Figura 5.53: Analise comparativa da resposta.

Com o objetivo de observar o comportamento do método em um intervalo

de tempo bem mais longo, executou-se a analise mostrada na Figura 5.54.
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0.05 At=1x104s
0.00
z -0.05
-0.10
-0.15 - \ w w w : \ : ‘ ; ;
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

t(s)

0.05 1 At=1x 1055
0.00

& -0.05
-0.10
-0.15 - ‘ ‘ ; ‘ : | :
0.0 0.5 1.0 1.5 20 2.5
t(s)

Figura 5.54: Andlise da resposta num tempo estendido: At constante.

Observe que, para se obter tal resposta com incremento constante de tempo,
foi necessario um passo de tempo At = 10~ s. Para o valor menor de At = 10 s,
nota-se a presenca de um erro acumulado que faz com que haja um deslocamento
da trajetéria para cima.

Em seguida a andlise ¢ refeita utilizando-se a estratégia adaptativa para
métodos da familia de Newmark. A Figura 5.55 fornece as respostas obtidas para

dois valores iniciais de At bem diferentes.

03 Aty=1x10 s
/Ato=lx10'7s
<
> - -
o 01 7
S

- W .
1
e 2
— (]
| J

1
<
S}

‘ : ‘ : ‘ : ‘
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04
t(s)
Aty=1x107s D Atygaio = 1.29x107s
Aty=1x107s D Atpego=1.06x107s

Figura 5.55: Estratégia adaptativa: analise da resposta com At varidvel.
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Observa-se que o incremento de tempo varia nos primeiros instantes e tende
a um valor constante. Para os dois valores iniciais o comportamento da variagdo e
o valor dos intervalos médios obtidos sdo bem proximos. Entretanto, nota-se que
para um valor inicial elevado, a média dos intervalos avaliados ¢ ligeiramente
maior.

Na Figura 5.56 pode ser observada a eficiéncia dos métodos de integragao
da familia Newmark acoplados a estratégia adaptativa, onde ¢ apresentada a
resposta obtida para um intervalo de 4 segundos e um passo inicial de tempo
relativamente grande, At = 10 s. Com esse valor inicial, a estratégia adaptativa
produziu variagdes nos passos de tempo tais que o incremento médio durante a

execucao foi Atpegio = 1.29 x 107 s.

0.03 JAt,=1x 102s
2 -0.02
-0.07

-0.12 - \ ‘ ‘ ‘
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

t(s)

Figura 5.56: Estratégia adaptativa: resposta para um At inicial igual a 107 s.

5.3.3

Barras com ligagoes semi-rigidas

Com o objetivo de validar as implementagdes dos algoritmos de integragao
para a analise dinamica nao-linear de porticos com ligagdes semi-rigidas, analisa-
se nesta se¢do uma viga com duas ligacdes semi-rigidas nas suas extremidades,
submetida a um carregamento instantaneo invaridvel no tempo, conforme

mostrado na Figura 5.57.
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lP(t) PO 640

\ E ~(s)
N 10 { 10

Propriedades
E=3.0x10 A=0.125
p=26x10" 1= 1.6276x10"

Figura 5.57: Viga com ligagbes semi-rigidas.

Este ¢ um exemplo cléassico que ja foi investigado por varios pesquisadores,
tais como Mondkar e Powel (1977), Yang e Saigal (1984), e Chan e Chui (2000).
Da mesma forma que Chan e Chui (2000), a viga ¢ modelada no presente trabalho
usando-se uma malha de 10 elementos finitos e resolvida pelo método de
Newmark com passo de tempo constante At = 107s.

A resposta obtida no presente trabalho ¢ apresentada juntamente com a
fornecida por Chan e Chui (2000) na Figura 5.59 para 3 casos de ligacdo: ligacdo
perfeitamente rigida, ligacao semi-rigida com Sc = 10 EI/L e Sc =1 EI/L.

Ligacfo perfeitamente rigida

0.8 ~
0.7 .
0.6 - ¥s
0.5 .
2 04 "
0.3 |

02 —Presente
¢ # Chan e Chui (2000)

0.1 -
00 T T T T T T T T T ]
0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005
t(s)
(a) Ligagao perfeitamente rigida.
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Sc=10EVL

0.8 -
0.7 -
0.6 -
0.5 -
0.4 -
0.3 -
02
0.1 -
0.0
0.000 0001  0.002 0003 0004  0.005
t(s)

— Presente
# Chan e Chui (2000)

(b) Sc = 10EI/L

Sc=1EIl/L
9 =

0.8 -
0.7 -
0.6 -
0.5 -
0.4 -
0.3 1
0.2 -
0.1 -
0.0
0.000  0.001 0002 0003 0004  0.005
t(s)

— Presente
#® Chan e Chui (2000)

(c) Sc=1EI/L

Figura 5.58: Viga com ligagdes semi-rigidas: resposta transiente.

Pode-se observar que os resultados obtidos no presente trabalho para a
resposta transiente da estrutura praticamente coincidem com os fornecidos por
Chan e Chui (2000). Isto d4 uma boa indica¢do da eficiéncia das implementagdes

aqui realizadas.
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5.4.
EXEMPLOS NUMERICOS DE ANALISE DINAMICA NAO-LINEAR

O objetivo deste item nao ¢ analisar com profundidade a dinamica nao linear
dos sistemas estruturais em estudo, mas mostrar as potencialidades das
ferramentas numéricas desenvolvidas na presente tese na andlise das vibragdes
ndo-lineares e instabilidade dinadmica de estruturas. Para isto sdo novamente
analisados o arco senoidal e o poértico em L por apresentarem grande nao-

linearidade e perda de estabilidade sob certas cargas dindmicas.

5.41
Arco senoidal

Nesta secao, sera novamente estudado o arco senoidal j& analisado nas se¢des
3.2.3 e 5.2.3. Serao considerados agora os dois tipos de carregamento ilustrados
na Figura 5.59, a saber: (a) um carregamento de magnitude constante aplicado de
forma subita e (b) uma carga harmonica senoidal. Considera-se adicionalmente
um amortecimento viscoso proporcional & massa e a rigidez, C=amM +ak K
definido pelos coeficientes de Rayleigh, am e ak, que sdo calculados a partir da
taxa de amortecimento critico £ = 0,25. A resposta dinamica ¢ obtida através do
método de integracdo de Newmark para valores de intervalos de tempo At
controlados pela estratégia adaptativa apresentada na se¢do 4.4.3.1.

A A

M) =ML . A1) = A sen(Qt)

(a) t (b)’ / ;
/

P(t) = IN/mm x A(t)

Y

9 2 4
E=210000MPa p=78x10 Ns/mm §&=0.25

Figura 5.59: Arco senoidal abatido: analise dinamica nao-linear
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Inicialmente, considera-se o arco submetido a uma carga de magnitude
constante e de duracdo infinita, aplicada subitamente. Na Figura 5.60 mostra-se a
resposta no tempo para niveis crescentes de carregamento. Logo apds a aplicacdo
da carga o arco apresenta uma resposta transiente com oscilagdes de grande
amplitude no interior do vale potencial pré-flambagem e, a seguir, a resposta
converge para uma posicao de equilibrio compativel com o nivel de carregamento,
como mostram as Figuras 5.60a-5.60e. Entretanto, para um nivel de carregamento
critico inferior a carga limite, o arco escapa do vale potencial pré-flambagem e a
resposta converge para uma solucdo pos-critica estdvel com o arco assumindo
uma configuracdo invertida. Esse fendmeno ¢ conhecido como um salto dindmico
ou snap-through. A Figura 5.60f mostra, para uma carga levemente superior a
carga de instabilidade dindmica, a resposta no tempo onde se observa claramente a
divergéncia da resposta durante o primeiro ciclo da resposta transiente. Este
fenomeno ¢ tipico dessa classe de estruturas e pode ocorrer na presenga de

diversos tipos de carregamento dinamico.

0.28
0.12 7
0.24
0.10
0.20 -
0.08 w/z,=0.165476
. w/z,=0.07233105 < 0161
N =
s 0067 ® 0121
0.04 0.08
0.02 1 P/h=0.1 0.04 4 P/h=0.2
0.00 ; ‘ ‘ ‘ ‘ 0.00
0.0 0.1 02 03 0.4 0s 0.0 0.1 02 03 04 0.5
t(s) t (s)
(2) (b)
0.40 7 0.70 7
035 1 0.60 -
0.30 - 0.50 1
0.25 1 w/z;=0.2271242 0.40
¥ 020 § w/z=0.3119349
0.30 -
0.15 -
010 1 0.20 -
0.05 P/h=0.25 0.10 4 P/h=0.3
0.00 0.00
0.0 0.1 02 03 04 0.5 0.0 0.1 02 03 04 0.5

t(s) t(s)

(©) (d)
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1.60 A
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w/z,=1.939844

0.30 1
0.80 A
0.20 A

o.10 ] P/h=0.3025 0.40 - P/h=0.35
0.00 0.00
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
t(s) t(s)
(e) &)

Figura 5.60: Resposta no tempo do arco senoidal para diferentes niveis de
carregamento.

Na Figura 5.61 sdo mostrados os resultados obtidos para as configuragdes
finais de equilibrio associadas a cada nivel de carregamento, sendo estes
resultados comparados com aqueles obtidos na analise estatica. Nota-se que os
resultados das andlises estdtica e dinamica se superpdem, como era esperado,
sendo que na analise dindmica a perda de estabilidade ocorre para um nivel de
carregamento inferior ao obtido pela andlise estatica. Apds a ocorréncia do salto
dindmico, os resultados voltam a se superpor na regido da trajetoria que
correspondente a concavidade invertida do arco. Esta concordancia mostra que a
metodologia aqui empregada ¢ capaz de descrever processos de perda de

estabilidade dindmica com variagdes bruscas da resposta no tempo.

0.4 -
0.3454799
E 0.3045
034 D F
C
<= B
3. 0.2 1
0.1 1
— Analise estdtica
@ Analise dinamica
O-O T T T 1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

w/z0

Figura 5.61: Superposi¢édo das analises dindmica e estatica.

A mesma andlise ¢ realizada para o arco com zy = 50 mm, considerando

neste caso dois tipos de carregamento: (a) um carregamento distribuido uniforme,
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semelhante ao do exemplo anterior, ¢ (b) um carregamento nao simétrico,
semelhante ao usado no capitulo 3 (Figura 3.12) definido por oimp= 0.5. A
resposta para diferentes niveis de carregamento ¢ mostrada na Figura 5.62, para o
caso de carregamento uniforme, onde se observa um comportamento semelhante

a0 caso anterior.

0.037 1 ol -
0036 J W/ZO - 00357
0.08 -
\No 0.035 - w/20:0.065
= 0.06 -
® 0.034 | z
P/h=1.0 Ph=1.6
0.033 0.04
0.032 : : : ‘ ‘ 0.02
6.8 6.84 6.88 6.92 696 7 17.92 17.96 18
t(s) t(s)
(a) (b)
0.16 - 2.5
] w/z,=2.03
2 _
0.12 7 w/z, = 0.086
e 15
No ~2
5 0.08 1 2 | P/h=122
P/h=2.0 1
004 b 05 _
0 : : : : : 0
3.44 3.46 3.48 3.5 3.52 3.54 40.5 40.6 40.7 40.8 40.9 41
t(s) t(s)
() (d)

Figura 5.62: Resposta no tempo do arco senoidal sob carregamento uniforme para

diferentes niveis de carregamento (zo=50mm).

A Figura 5.63 superpde a solucdo obtida pela andlise dindmica do sistema
estrutural amortecido e trajetdria de equilibrio estatico da estrutura. Observa-se
que, para o caso de carregamento uniforme, a perda de estabilidade se da para
uma carga levemente inferior a carga de bifurcagdo estatica. Quando se considera
a assimetria do carregamento, nota-se que a carga critica dindmica ¢ bem inferior
ao valor da carga critica estatica. A sensibilidade da carga critica a perda de

simetria do carregamento € bastante importante do ponto de vista estrutural, ja que
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carregamentos assimétricos neste tipo de estrutura podem ocorrer em vdrias
situacdes praticas, como € o caso de coberturas submetidas a cargas de vento.

A seguir, considera-se o arco submetido simultaneamente a uma carga
estatica de valor P/h=1 e a um carregamento harmonico com freqiiéncia de
excitacdo igual a do arco submetido ao nivel de carregamento estatico aqui
considerado. Os resultados obtidos para a resposta permanente sdo apresentados
na Figura 5.64 para valores crescentes da magnitude do carregamento.
Inicialmente o arco vibra em torno da configuracao de equilibrio estatico, mas
como no caso anterior, ao atingir um certo valor critico, escapa do vale potencial
pré-flambagem (Figura 5.64a) e passa a vibrar em torno de uma configuragao pos-
flambagem (Figura 5.64b). Para pequenos valores de carregamento o plano fase se
mostra perfeitamente simétrico, denotando uma resposta harmonica quase linear.

A medida que o carregamento cresce, o plano fase perde a simetria denotando a

ndo-linearidade da resposta.

Arco: zy= 50 mm
---- Resposta estatica: modo simétrico

— Resposta estatica: modo assimétrico

o Resposta dinamica: sistema estrutural perfeitamente simétrico

® Resposta dindmica:arco com imperfeicao de carregamento: o = 0.5

_LQQQGGGDGD

P/h
B {1 T T TN
P/h

F

L]
o
T

_3 T T T T T T T _3 hl | | | |
0.0 05 1.0 1.5 2.0 00 05 1.0 15 2.
w/z w/z,,
(a) resposta dindmica para ojmp=0,5. (b) resposta dindmica para arco

perfeitamente simétrico.
Figura 5.63: Resposta estatica e dindmica para diferentes niveis de carregamento.
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P/h=1+ A/hsen (257 t)

1A A/h=0.1 ]
24 A/h=02 1200 7
34 A/h=03 300
44 A/h=0.4
5A A/h=0.5 ~ 400
64 A/h=0.6 g
74 Ah=07 £ O
"% 400
-800
-1200
0 0.04  0.08 0.12 192 1.96 2 2.04
w/z, w/z,
(a) Plano fase: caminho inicial. (b) Plano fase: caminho apds salto.

Figura 5.64: Resposta dindmica para diferentes niveis de carregamento.

Para se analisar o problema de ressonidncia em estruturas com
comportamento nao-linear, estuda-se inicialmente o arco com zy = 20 mm
submetido a uma carga harmoénica senoidal. Ao contrario de modelos de baixa
dimensdo, onde diversas técnicas numéricas, tais como métodos de perturbagdo,
podem ser empregados para se obter as curvas de ressonancia ndo-linear com
relativa facilidade, para sistemas estruturais com um numero elevado de graus de
liberdade este problema se torna bastante oneroso do ponto de vista
computacional. No presente estudo, obtém-se, para diferentes valores de
freqliéncia de excitagdo, a resposta do sistema apds a integracdo de um
determinado nimero de ciclos que seja suficiente para se definir o estado
permanente, ¢ obtém-se para cada freqiiéncia de excitagdo a amplitude maxima e
minima da resposta permanente, como ilustrado na Figura 5.65, que exibe o
diagrama de fase associado a relagdo de freqiiéncias /0 = 0.72 e amplitude de
excitacao A/h = 0.5.MPa, bem como a sua correspondente situagdo no espectro de
resposta. Crescendo e decrescendo a freqiiéncia no intervalo analisado, obtém-se a
curva de ressonancia desejada.

A Figura 5.66 exibe a variagdo do deslocamento adimensionalizado w/z

pela relacdo de freqiiéncia Q/w,, obtida para varias amplitudes, sendo que

o, =my/1-> =238.4rad/s ¢é a primeira freqiiéncia natural amortecida do

sistema. Na Figura 5.67 mostram-se os mesmos dados, apresentando agora no
eixo vertical a magnitude da resposta. Observa-se que, a medida que cresce a

magnitude da excitagdo, o pico da curva de ressonancia se desloca
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acentuadamente para a esquerda, indicando uma grande ndo-linearidade com
perda de rigidez (softening). Este comportamento ¢ compativel com o tipo de nao-
linearidade observada na resposta estatica do sistema. Para A/h=0.4 ja se observa
o inicio do dobramento da curva ressonancia, tipico de sistemas nao-lineares, na
regido de baixas freqii€éncias o que leva a existéncia de mais de uma resposta
permanente para o mesmo valor de freqiiéncia. Quando a magnitude da excitagao
atinge o valor A/h=0.5, nota-se um crescimento acentuado das amplitudes na
regido de baixas freqiiéncias até que o arco perde a estabilidade e muda de
concavidade. Antes de ocorrer o salto, observam-se outras bifurcagdes associadas
a duplicagdo de periodo. Uma resposta tipica desta regido ¢ aquela ilustrada na
Figura 5.65 e cuja resposta no tempo ¢ apresentada na Figura 5.68. Os pontos
destacados na Figura 5.69a correspondem aos pontos da secdo de Poincaré¢ da
resposta que indicam claramente a duplicacdao de periodo. A Figura 5.69b mostra

a regido onde ocorre a duplicagdo de periodo.

\ 3000 -
2500

o 2000
Arco biapoiado
1500
1000

500

W/
(=)
N
1
W (mm/s)
[=]

-500
-1000
-1500
-2000

\
0.6 —_— 2500
0.50.60.708091.01.11.21.314151.6 05 0.0 0.5 10 15 20
Q/w, wiz,

Figura 5.65: Diagrama de fase associado a relagéo de frequéncia /o = 0.72, indicando

os valores de amplitude maxima e minima.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025014/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0025014/CA

164

207 Arco biapoiado
1.8 1
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Figura 5.66: Variagdo dos limites maximos e minimos da resposta permanente com a

relacdo de frequiéncias e amplitude de carregamento harménico
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Figura 5.67: Variagdo do espectro de resposta com a amplitude da carga harménica A/h.
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Figura 5.68: Resposta no tempo: duplicagao de periodo.
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Figura 5.69: Coordenadas de Poincaré: duplicacao de periodos.
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Com o objetivo de observar a influéncia da rigidez das ligagdes na
freqliéncia de ressonancia do arco, ¢ mostrada na Figura 5.70 o espectro de
resposta para trés situagdes de apoio: arco biapoiado, apoios com ligacao semi-
rigida (Sc = 5EI/L) e arco biengastado, para uma magnitude de excitacdo de
A/h=0.5. Para o arco biengastado a resposta praticamente exibe um
comportamento semelhante a0 de um sistema linear com o pico de ressonancia
coincidindo com a freqiiéncia natural do arco. A medida que Sc decresce, aumenta
acentuadamente o grau de nao-linearidade do sistema o que se reflete no grande
deslocamento do pico de resposta na direcdo das baixas freqiiéncias. Novamente,
os resultados apresentados reforcam a importancia das condi¢cdes de apoio e da
estimativa correta da rigidez das ligacdes em sistemas nao-lineares. Os resultados
também ressaltam que variagdes na rigidez das ligagdes podem levar a estrutura a

situacdes inesperadamente perigosas.

%g :A/h: 0.5 030‘ (x)ss‘ (DBE‘
1.6 ™~ —_ ‘ ‘ ‘ — Biapoiado (Sc = 0)
%"2‘ 1 ™ —a Sc=5EIL
1:0 ] ‘ ‘ ‘ — Biengastado
N 0.8
2 0.6 1
0.4 1

®,= 246.2 rad/s : Menor freqiiencia natural do arco biapoiado,
o,=268.9 rad/s : Menor freqiiencia natural do arco com Sc = 5EI/L,
o= 308.5 rad/s : Menor freqiiencia natural do arco biengastado.

Figura 5.70: Variagado do espectro de freqiiéncias com a rigidez dos apoios.

Considera-se agora o arco com a altura critica zo = 31.4 mm. Utilizando o
mesmo procedimento descrito anteriormente obtém-se as curvas apresentadas na
Figura 5.71. Na Figura 5.72 mostram-se as deformadas correspondentes a
amplitude maxima e minima da resposta permanente do arco quando submetido a

uma excitagdo harmodnica de ampiltude A/h = 1.2 e diferentes freqiiéncias de


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025014/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0025014/CA

167

excitacdo. Nota-se que, para valores altos da freqiiéncia, o arco vibra exibindo
uma configuracdo simétrica. A medida que a freqii€ncia decresce o arco passa a
exibir configuracdes com crescente assimetria. Esse processo se intensifica até

que o arco perde a estabilidade e passa a vibrar em uma configuragdo simétrica

invertida.
Arco biapoiado
1.0 7 7zg=31.4mm
o, = 368 rad/s - Zg z }%
08 1 0, =356rad/s
N
< 06 -
g
3
g i
E 04
[ [ TS —— 7
02 4 - T ———
00 T T T T T T T T T T T T 1
03 04 05 06 07 08 09 1.0 1.1 1.2 1.3 14 1.5

Q/wa

Qw=0.6

Qo =0.38 Do =0.27

Figura 5.72: Deformadas no estado permanente do arco zy= 31.4mm, quando submetido

a uma excitagdo harmdnica de amplitude A/h = 1.2 e diferentes freqiéncias de excitagao.
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5.4.2

Pérticoem L

Dando continuidade ao estudo paramétrico da secao 3.3 e ao estudo de
vibragdes da se¢do 5.2.3, pretende-se analisar aqui o comportamento do portico
em L quando submetido a carregamento dindmico. Neste estudo, considera-se um
amortecimento viscoso proporcional a massa e a rigidez, C=amM+ak K,
definido pelos coeficientes de Rayleigh, am e ak, que sdo calculados a partir da
taxa de amortecimento critico & = 0,4. A resposta dindmica ¢ obtida através do
método de integragdo de Newmark para valores de intervalos de tempo At
controlados pela estratégia adaptativa da secao 4.4.3.1.

Inicialmente, considera-se o podrtico mostrado na Figura 5.73, com uma

ligacdo semi-rigida entre as barras definida pelo parametro de rigidez Sc = EI/L.

P(t) = A(0)

El ’ﬂ

@

— Sc

EAL/EI = 10°

E = 21000 kN/cm?
0 =7.65 kN s7cm*

=\ -

! |
‘ L=580cm
. ‘ As=4.0368 cn?
Is=1.358 cnf
N
A 8
A=A . At) = A sen(Qt) )

(a) t (b)’ / t

\_J

Figura 5.73: Portico em L com ligagao semi-rigida.

Analisa-se entdo o comportamento do portico submetido a uma carga de
magnitude constante e duragdo infinita, aplicada subitamente (Figura 5.73a). A
Figura 5.74 exibe a resposta no tempo para diferentes niveis de carregamento.
Como no caso do arco, o portico exibe grandes amplitudes na fase transiente e
converge para uma configuracao estatica correspondente ao nivel do carregamento

aplicado.
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Figura 5.74: Resposta no tempo para diferentes niveis de carregamento do pértico em L

com ligagao semi rigida dada por Sc = 5EI/L.

Na Figura 5.75 sdo mostrados os deslocamentos obtidos pela integracao
numérica do sistema dindmico amortecido correspondentes a cada nivel de
carregamento aplicado, juntamente com a trajetoria de equilibrio obtida na analise
nao-linear estatica. Observa-se que ndo houve perda de estabilidade nesse

exemplo. Isso ¢ explicado pelo fato das configuragdes poOs-criticas instaveis para
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cada nivel de carregamento estarem associadas a configuracdes com grandes
deslocamentos, como mostrado anteriormente. Assim, ndo se atinge a fronteira de

estabilidade do vale potencial, durante a resposta transiente.

# Resposta permanente da analise dindmica
—Trajetoria de equilibrio da analise estatica

> Resposta instavel

P/P,

-80 -60 40 -20 0 20 40 60
6 (deg)
Figura 5.75: Superposi¢édo das analises dindmica e estatica.

Considerando agora o carregamento harmoénico e utilizando o mesmo
procedimento descrito para o exemplo do arco senoidal, obtém-se o espectro de
resposta para o portico em L com a ligacdo perfeitamente rigida entre viga e
coluna.

A Figura 5.76 exibe a variagdo da amplitude (Oyax-Omin) com a razao de
freqiiéncias Q/w,. Nota-se neste caso que a influéncia da ndo-linearidade ¢
bastante pequena, fato explicado pela linearidade do caminho fundamental da
estrutura perfeita. Na Figura 5.77, mostram-se os planos fase da resposta

permanente para A/P.=0.4 e diferentes valores da freqiiéncia da excitagao.
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Figura 5.76: Espectro de resposta do pértico em L com ligagao perfeitamente rigida
submetido a carregamento harmonico concentrado no topo da coluna.
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Figura 5.77: Planos fase para A/P, = 0.4.

A seguir, o mesmo estudo ¢ feito para o portico em L, porém considerando
o carregamento distribuido, como indica a Figura 5.78. Neste caso, ao contrario
do anterior, se observa um comportamento semelhante ao do arco com grande
nao-linearidade do tipo softening. Como mostrado anteriormente, o caminho de

equilibrio deste portico apresenta uma grande ndo-linearidade, similar ao do
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portico com grandes imperfeicdes iniciais. Assim mostra-se a influéncia do tipo

de carregamento na ndo-linearidade da resposta dinamica.

q (t) = A sen (Q t) kN/cm

/«\

i o

(O]

12 - @ | AL/P,
K | 1A 0.10
10 - g 2A 0.15
2| 3A 020
E ~
I | 4 A 030
\

(emax - emin) (deg)

0.2 04 0.6 0.8 1 1.2 1.4
Q/o

a
Figura 5.79: Espectro de respostas do portico em L com carga harménica distribuida ao

longo da viga.
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