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PROBLEMA ESTRUTURAL ESTATICO NAO-LINEAR

2.1
INTRODUGAO

O presente capitulo tem o objetivo de fornecer os fundamentos para a obtencao
da trajetéria de equilibrio de sistemas estruturais esbeltos através do método dos
elementos finitos (MEF). Sabe-se que um dos passos importantes para se resolver um
problema estrutural ndo-linear, a partir de uma abordagem numérica aproximada, ¢
obter, através dos principios basicos da mecanica, a equacdo ou o conjunto de
equacdes algébricas ndo-lineares que governa o estado de equilibrio do sistema.
Portanto, outra etapa importante da analise ¢ introduzida e envolve, invariavelmente,
a solucdo da equag@o ou conjunto de equacdes algébricas nao-lineares. Ao contrario
do problema estrutural com caracteristicas lineares, cuja solu¢do pode ser obtida por
procedimentos algébricos simples e diretos, a solu¢do do problema ndo-linear
normalmente s6 pode ser alcancada através do emprego de procedimentos numéricos
especiais. Dos métodos usualmente adotados, os que sdo considerados mais eficientes
procuram resolver passo a passo as equacdes ndo-lineares; em particular, merecem
destaque os esquemas que combinam procedimentos incrementais € iterativos.

Na proxima secdo ¢ apresentada a formulagdo do elemento finito ndo-linear de
viga-coluna adotado na discretizagdo dos problemas estruturais estaticos e dindmicos
do presente trabalho. Na Secdo 2.3 sdo introduzidas modificacdes na relagdo forga-
deslocamento do elemento finito proposto para que ele incorpore os efeitos devido a
flexibilidade (ou semi-rigidez) das conexdes estruturais. Por fim, na Secdo 2.4, ¢
apresentada a metodologia de solu¢do ndo-linear usada, que tem a caracteristica de
automatizar e controlar o processo incremental-iterativo de solu¢do do conjunto de

equagoes que definem o equilibrio do sistema.
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2.2
FORMULAGAO DO ELEMENTO FINITO NAO-LINEAR

Duas abordagens tém sido propostas para descrever o movimento de corpos
solidos: as do tipo Euleriana e Lagrangiana. Na formulag¢do Euleriana, as coordenadas
espaciais, isto ¢, aquelas associadas ao corpo deformado, sdo empregadas como as
coordenadas de referéncia. Ja na formulagdo Lagrangiana, as coordenadas materiais,
ou seja, aquelas associadas ao corpo antes de sua deformacdo, sdo utilizadas como as
coordenadas de referéncia.

A formulacdo Lagrangiana ¢ particularmente apropriada para andlises nao-
lineares do tipo passo-a-passo, onde o interesse estd centrado na histéria de
deformagdo de cada ponto do corpo durante o processo de carregamento. Ja a
formula¢dao Euleriana tem sido amplamente adotada na andlise de problemas de
mecanica dos fluidos, onde a atengdo estd focada no movimento do material ao longo
de um volume especifico de controle. Posto isso, o presente trabalho restringe-se a
formula¢des do tipo Lagrangiana, tendo-se em vista ainda que a maioria das
formulagdes de elementos finitos com ndo-linearidade geométrica encontradas na
literatura baseiam-se nesse tipo de referencial.

Com a abordagem Lagrangiana, trés tipos de configuragdes podem ser
concebidos em termos de um sistema estacionario de coordenadas Cartesianas: a
configuragdo inicial, a Gltima configuragdo deformada t e a configura¢do deformada
corrente t+ At. Por hipotese, assume-se que todas as variaveis de estado, tais como
tensoes, deformacdes e deslocamentos, juntamente com a historia de carregamento,
sao conhecidas na configuracdo t. A partir dai, a questdo principal passa a ser a
formulacdo de um processo incremental para determinar todas essas varidveis de
estado para o corpo na configuracdo t+ At, considerando que o carregamento
externo atuando na configuracgao t tenha sofrido um pequeno acréscimo de valor. O
passo que caracteriza o processo de deformagdo do corpo de t para t+At ¢
tipicamente referido como um passo incremental.

Dependendo de qual configuragdo anterior € selecionada como referéncia para a

obten¢do do estado de equilibrio do corpo na configuracio deformada corrente,
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t+ At, dois tipos de referenciais Lagrangianos podem ser identificados: o referencial
Lagrangiano atualizado (RLA), onde a ultima configuragdo t de equilibrio ¢
selecionada como o estado de referéncia, e o referencial Lagrangiano total (RLT), que
utiliza a configuragao inicial indeformada para o mesmo proposito.

Para o RLT, os deslocamentos sao medidos em relacdo a configuragdo inicial
indeformada (Figura 2.1) e para o RLA, os deslocamentos sdao medidos em relagdo a
ultima configuragdo de equilibrio obtida no processo incremental, ou seja, em relacao

a um referencial que ¢ atualizado a cada incremento de carga (Figura 2.2).

A A“e'
)

t=0

> Xa

Figura 2.1: Referencial Lagrangiano total (RLT).

> Xar

Figura 2.2: Referencial Lagrangiano atualizado (RLA).
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E importante destacar que devido aos eventuais deslocamentos de corpo rigido
ocorridos durante o processo incremental, cujas influéncias ndo sdo perfeitamente
consideradas, bem como devido a utiliza¢do de fungdes de interpolagdo simplificadas,
a tendéncia ¢ que os resultados obtidos se afastem do comportamento real a medida
que a configuracao deformada distancia-se da configuracao original. Este problema ¢
menos sentido quando se utiliza o referencial Lagrangiano atualizado (RLA), pois
neste tipo de abordagem a configuracdo de referencia ¢ a obtida no incremento
anterior ao que se deseja obter a configuracdo deformada, ndo havendo, portanto,
grande distanciamento entre as duas configuragoes.

A teoria a ser apresentada a seguir fundamenta-se nos trabalhos de Yang e Kuo
(1994) e Alves (1995), e Galvao (2000). Nesse ultimo sdo encontradas varias
formulagdes geometricamente nao-lineares, para a modelagem de sistemas estruturais
planos formados por barras. A andlise do desempenho computacional dessas
formulacdes ¢ fornecida nos artigos de Galvao e Silveira (2000) e Silveira et al.
(2000). Entretanto, merece destaque, do ponto de vista de desempenho na solugao de
problemas fortemente nao-lineares, tempo de processamento ¢ eficiéncia na obtencao
das configuragdes pos-criticas mais complicadas, aquela formulagdo desenvolvida por
Galvao (2000) que utiliza as relagdes cinematicas ndo-lineares sugeridas por Yang e
Kuo (1994) e os conceitos de energia propostos por Alves (1995). Essa formulagao
serd brevemente descrita nas proximas segoes.

Serdo apresentadas primeiramente as relacdes deformacao-deslocamento nao-
lineares do elemento finito considerado; em seguida, serdo definidas a expressao da
energia potencial total do sistema na forma incremental e as equagdes de equilibrio
nao-lineares; e finalmente, a matriz de rigidez tangente e o vetor de forgas internas do

elemento finito adotado.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025014/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0025014/CA

24

2.21

Relagdes deformagao-deslocamento

As seguintes componentes de deformacdo axial e transversal, baseadas no
tensor de Green-Lagrange, e ja expressas separando-se as parcelas lineares das nao-

lineares, sao adotadas:

Ae,, =Ae,, +An,, (2.1)

Agyy =Aeyy +Any, (2.2)

Exy Xy

onde para cada parcela se escreve:

— r 2 2
pe, =22 an,, = o[ 2L) [ 2V 2.3)
ox 2|\ ax ox
A, —1|08u  0Av an. L[0T AT oavonv)
o2l ey ox Y2l ey ox oy ox

sendo Au o deslocamento axial de um ponto distante y da linha neutra da se¢ao.

Aceitando-se a hipotese da teoria de barras de Bernoulli de que as segdes

transversais inicialmente planas permanecem planas apds a deformagao, escreve-se:

Aﬁ:Au—y@ (2.5)
dx

onde a primeira parcela, Au, ¢ conseqiiéncia dos esfor¢os extensionais atuantes e €
constante ao longo da se¢do; a segunda parcela, y(dAv/dx), ¢ devido aos esforcos de

flexdo, e varia linearmente com a distancia a linha neutra. Substituindo-se entdo (2.5)

em (2.3) e (2.4), chega-se a:
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2
Ae =Ckﬂ—yd Av (2.6a)
dx dx?
2 2 2. )2 2
R ((tﬂj _pydMud7Av | ol d7Av J{@j (2.6b)
2 dx dx dxz dxz dx
Ae, =l —ﬁ+&£ =0 (2.6¢)
Y2 dx dx
1| dAudAv dAv d?Av
A =— + 2.6d
Mxy 2[ dx dx y[ dx dx2 J] ( )

No caso do RLA, ¢ indispensavel que se defina para o elemento finito
considerado o estado de tensdes, ou de deformacdes, na ultima configuragdo de
equilibrio obtida no processo de solugdo incremental, ou seja, na configuragao t.
Nessa configuragdo, as forcas iniciais resultantes axiais P, cisalhantes 'Q, e momento

fletor ‘M, podem ser definidas por:

‘P=['1, dA; tQ=/£ttxydA; e 'M= 'ty ydA (2.7)

tM=—MA+Tx Q= -~/ (2.8)

Para um elemento de podrtico plano cuja hipdtese de Bernoulli tenha sido
adotada, apenas a tensdo axial “'t,, pode ser obtida diretamente da lei constitutiva:
Ar o= E Agy,. Yang e Kuo (1994) sugerem que a tensdo cisalhante incremental Attxy
seja determinada considerando-se como hipotese inicial a se¢do transversal simétrica

em relagdo aos eixos x € z. Dessa forma, chega-se a seguinte expressao:

A 1 n
‘=Sl + 8 2.9)
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onde as parcelas linear e nao-linear do incremento da tensao cisalhante sdo dadas por

(Yang e Kuo, 1994):

E h? | d3Av E h? ) dAu d3Av
Sy=—|Y - | =5 e Sh=—|y -— |V (2.10)
2 4 dx 2 4 dx dx

sendo h igual a altura da secdo transversal do elemento de viga.

M.

i e

}/( y\\

: alongamento
<
b encurtamento

b) Diagrama de momentos ¢) Deformagdes na extremidade

Figura 2.3: Deformacao inicial: configuragao de equilibrio t.

2.2.2

Incremento da energia potencial total

O incremento na energia potencial total de um sistema estrutural pode ser

definido, na configuragdo de equilibrio t+At, de acordo com a seguinte expressao:

Al=AD + AV 2.11)

sendo o incremento de energia interna de deformacao, AD, ja introduzindo as parcelas

axial e cisalhante da deformacao, dado por:
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AD = [[(*r Ae, +2'7, Ac,, )dAd Eaet +2%c Ae, |dAdx (.12

= ” T A8, +2'1 A X + 3 g +27t Ag x (2.12)
Vol Vol

J& o incremento da energia potencial das forgas externas, AV, € definido por:

AV =- [F; Ay, dS:-[jtFi Au; dS+ [AF; Au; ds} (2.13)
S S S

Assumindo aqui que as deformagdes incrementais sdo pequenas de forma que
as parcelas ndo-lineares destas podem ser desprezadas, e seguindo a sugestdo de

Alves (1993), pode-se reescrever o funcional de energia da seguinte forma:

AH=UL +U‘L’ +UO - [J.tFi Aui dS+ J‘AFI Aui dS] (214)
S S

onde, através das Equacgdes (2.6)-(2.9), define-se:

U, =+ [EAe}, tdvol (2.15a)
Vol
1L dAu 2 dAv 2 I({d?Av 2 1L dAu d2Av
U= ['P (—j +(—j +— dx + — J| ‘M= dx
29 dx dx Al dx? 25 dx  dx2
1L, dAu dAv
o) Qe (dx 2.15b
26[|: Q dx dx :| ( )
UO = j(tTXXAexx +2trxyAexy )dVOl (215C)
Vol

Note que a Equagdo (2.15c) pode ser associada ao trabalho realizado pelas

tensdes atuantes no elemento, na configuracdo de equilibrio t, quando o elemento
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sofre o incremento de deformagdo. Esse trabalho, portanto, deve ser igual ao daquele

realizado pelas forgas externas atuantes em t, ou seja:

Up= ['F; Au; dS (2.16)
S

e assim consegue-se reescrever o incremento da energia potencial, AIl, da seguinte

forma:

AlT=Up +U, - [AFAu; dS (2.17)
S

223

Elemento finito

O elemento de viga-coluna adotado € o esquematizado na Figura 2.4. Trata-se
de um segmento reto, limitado pelos nos 1 e j, que se deforma no plano de defini¢do
da estrutura. Cada elemento define um sistema local de coordenadas xy, rotacionado

em relagdo a um sistema global de coordenadas XY de um certo angulo o.

Figura 2.4: Elemento de viga-coluna adotado.
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Para aproximar o deslocamento axial incremental Au ¢ adotada uma fungao
linear, enquanto para a componente transversal Av, admitindo-se AB = dAv/dx, adota-

se uma funcdo do terceiro grau. Dessa forma, escreve-se:

Au:ao +a1X (2.183)

AV =Dy +b; x+byx? +b; x> (2.18b)

onde ay, a;, by, by, b, b3 e by sdo constantes a serem determinadas através das
condigdes de contorno do elemento, isto é: em x = 0, Au = Au;, Av = Av; e A9, =
dAv,/dx; e em x = L, Au = Au,, Av = Av, e AB, = dAv,/dx. Dessas condi¢des chega-se

as expressoes para Au e Av em termos dos seus valores nodais:

Au=H1Au1+H2 Au2 (2.193)

onde H;, H,,... ¢ Hg sdo as fungdes de interpolacao:

3x2 2x° 'S 3x? 2x° x? x°
Mmr et e e
(2.20b)

Matricialmente, tem-se que os deslocamentos Au e Av, e a rotagdo A6 de um

dado ponto do elemento, a uma distancia x do no i (Figura 2.4), sdo dadas por:
Ad = HAu® (2.21)

onde Ad' ={Au Av AG} e AueT={AuiAViA6iAujAVjA6j}; H ¢ uma matriz que

contém as fungdes de forma em (2.20).
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Matriz de rigidez e vetor das forgas internas

Com a substitui¢ao das Equagdes (2.19a,b) nas relagdes cinematicas (2.6), e em
seguida estas nas expressoes (2.15), chega-se, de acordo com Alves (1993), a energia

potencial total em func¢ao dos deslocamentos e forgas nodais, ou seja:

ATT = Au®" BK; +%Ki}Aue +AuT RS — AuT AR (2.22)

onde as componentes das matriz de rigidez linear K| e matriz de rigidez geométrica

K; sdo obtidas diretamente da energia interna de deformagdo através da

diferenciacao de U e U,, respectivamente:

U,
N — 2.23a
LG.p aAuiaAuj ( )
2
0°U. (2.23b)

k., n=—*
©(L.) 8Aui8Auj

Em (2.22), tem-se ainda que 'F; caracteriza o vetor das forgas internas do elemento

genérico considerado na configuragdo de equilibrio t; A ¢ um fator de carga e F, um
vetor de cargas nodais de referéncia.

Levando-se em conta entdo a contribui¢ao de todos os elementos finitos, sem
esquecer que o somatorio dos vetores ¢ das matrizes deve ser efetuado em relagao a
um referencial comum (K = Y Re¢TKeR¢ , R® sendo a matriz de rotagdo do elemento),
chega-se a uma expressao semelhante a (2.22) para todo o sistema estrutural. Do
principio da energia potencial total estacionaria, tem-se que a condi¢do de equilibrio

do sistema na configuragao t+At ¢ dada por:

[K, +K_|AU +'F, =""“AF, (2.24a)
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ou,
At Fi +tFi =t+At}\,Fr (2.24b)
sendo:

MF =K, +K. ]AU (2.25)

definido como o incremento das forcas internas da estrutura. Observe portanto que o

vetor das forcas internas na configuracdo de equilibrio t+At, tHAL

F;, ¢ obtido neste
trabalho de forma incremental, ou seja, calculando a cada incremento o acréscimo nas
forgas internas.

Procurando-se eliminar os modos espurios de deformacdo decorrentes de
deslocamentos e rotacdes de corpo rigido, Yang e Kuo (1994) propdem que a

seguinte equacdo seja utilizada para o incremento das forcas internas num dado

elemento genérico ‘e’:

MR = K°Aug, (2.26)

com Au$, sendo o vetor de deslocamentos naturais incrementais do elemento, no

sistema local, e é definido como:

ag=[0 0 6, 5 0 6 (2.27)

C1

onde, da Figura 2.5, chega-se as expressdoes dos deslocamentos que provocam

deformagao no elemento:

§="ML-'L; 0,=A0,-y; 0,=A0,-y (2.28)
sendo y =tan"'[v/(‘L+U)], com v = Av; — Avj, a rotagdo de corpo rigido que o
elemento sofre. Assim, através das relacdes anteriores, chega-se a uma expressao

incremental forca-deslocamento do elemento, ou seja:
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4EI 2PL 4P( EI
i = =t —| —
"L 15 L \EA

i 300 L

K -k 2Bt PL 2P[EL
EA
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(2.29a)

(2.29b)

(2.29¢)

Por fim, o vetor das forgas internas de todo o sistema estrutural deve ser obtido

somando-se os esforgos internos absorvidos por cada elemento, devidamente

transformados para o sistema global de referéncia.

AP

a) Deslocamentos naturais
incrementais.

b) Esforcos relacionados
com 3, Qe @

T L
o yil® -
Vi I
L Au ] oY S

] 7 WANY

| IF ***** tL+u ””” ’f : !
AVi: \r ,,,,,,,, ,1 I
| t AU :

n L . j L

i j X

¢) Geometria deformada

Figura 2.5: Calculo das forgas internas.
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FORMULAGAO DO ELEMENTO FINITO HiBRIDO NAO-LINEAR

Habitualmente, procedimentos padrdes de andalise ndo-linear para porticos sao
baseados na hipdtese de que as conexdes nodais sdao ideais. Dai, duas idealizagdes
extremas para as ligacdes sdo utilizadas: perfeitamente rigidas ou rotuladas. Modelos
com conexoes ideais simplificam o procedimento de analise, mas freqlientemente nao
representam o comportamento real dos sistemas estruturais. Em geral, conexdes
nodais de porticos planos estdo sujeitas a influéncia de momentos fletores e forcas
axiais e cisalhantes. Os efeitos destas ultimas podem, em geral, ser negligenciados, de
modo que apenas os momentos fletores sdo de interesse pratico.

Hé muitas maneiras de incorporar a flexibilidade da conexdo nodal na anéalise
discreta ndo-linear de porticos. Um dos modos mais simples ¢ a obtencdo das
matrizes de rigidez tomando-se como base a relagdo final de forca-deslocamento do
elemento de viga-coluna no sistema de coordenadas locais. Pretende-se entdo nesta
se¢do apresentar de forma sucinta as modificagdes necessarias na relacdo forga-
deslocamento (2.29) para levar em consideragdo o efeito da flexibilidade da conexao
numa analise ndo-linear.

Como mostrado por Pinheiro (2003), uma ligagdo semi-rigida pode ser
modelada como um elemento de mola inserido no ponto de intersecdo entre a viga e a
coluna, tal qual exemplificam as Figuras 2.6 e 2.7. Para a grande maioria das
estruturas em aco, os efeitos das forcas axial e cisalhante na deformacdo da conexio
sdo pequenos se comparados com aqueles provocados pelo momento fletor. Por essa
razdo, apenas a deformacdo rotacional do elemento de mola ¢ considerada em
analises praticas. Por simplicidade de célculo, o elemento de mola da conexao possui,
por hipdtese, tamanho desprezivel, como mostrado pela Figura 2.7 (Chan e Chui,

2000).
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Figura 2.6: Elemento de mola simulando uma conex&o.

® | Por hipétese, Por hipdtese,| =
g comprimento zero comprimento zero %
o <—>f o
2 Molas de conexdo L
2 =)
=4 c
7] Q
E E
2 o
.o w . L .
No |\ E Elemento de viga @ P No j

o o
c c
= =
<] . o
o Elemento hibrido o
1] O
o T
g g
/] [\
£ £
@ o
| |

Figura 2.7: Modelo do elemento de pértico semi-rigido idealizado.

Devido a flexibilidade de uma ligagdo semi-rigida, as rotagdes da extremidade
da articulagdo conectada ao pilar e da extremidade conectada a viga sdao, em geral,

diferentes e conhecidas como rotagdo da conexdo®, e rotagio da viga O,

respectivamente. Considerando a condi¢do de equilibrio dos momentos na conexao,

obtém-se (Figura 2.6):

M, +M, =0 (2.30)

onde,

M, =S.(8,-6,) (2.31a)
M, =-M_ =S8, -6,) (2.31b)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0025014/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0025014/CA

35

em que M, e M, sdo os momentos na conexao e na viga, respectivamente, atuando

no elemento de mola, e S, ¢ a rigidez da conexdo. As equagdes (2.31a) e (2.31b)

podem ser rearranjadas sob uma forma incremental matricial, ou seja:

{AM} [ S, —SCHAGC}
= (2.32)
AM, -S. S, ||a6,

sendo AM; e AM, os momentos nodais incrementais na conexdao € na viga,
respectivamente, AO. e Ay as rotacdes nodais incrementais correspondentes aqueles

momentos e S, a rigidez tangente da conexao, que ¢ obtida fazendo-se:

M

S, =+
d¢,

(2.33)

onde M ¢ o momento atuando na ligacdo e ¢. a rotagdo relativa (isto €, a rotacdo da
mola ou deformacao rotacional), definido como sendo
¢.=6,-06, (2.34)

Da Equacao (2.32), a matriz de rigidez tangente do elemento de mola pode ser

descrita através:
K, = > T (2.35)
S |-s. S '

A configuracdo deformada do elemento hibrido com molas nas extremidades ¢
mostrada na Figura 2.8a. A rotacdo da ligacdo ¢ definida como a diferenca entre os
angulos de rotagdo do lado conectado ao nd global e o lado conectado ao elemento de

viga-coluna, como ja mostrado matematicamente pela Equacao (2.34).
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Com as molas de conexao adicionadas as extremidades da viga-coluna, a matriz
de rigidez convencional do elemento deve ser modificada de tal modo a levar em
consideragdo o efeito das ligagdes semi-rigidas. A matriz de rigidez resultante pode,
entdo, ser utilizada nas analises posteriores.

Considerando agora as secdes internas da viga-coluna conectadas as molas, a

relacdo de rigidez do elemento, também na forma incremental, ¢ dada por

Alvlbi Kii I<ij Aebi

= : (2.36)

sendo os subscritos ‘i’ e ‘j’ referidos aos nds extremos i e j do elemento de viga-
coluna. Os termos Kj; sdo as componentes de rigidez a flexdo desse mesmo elemento,
cujos valores sdo, para uma analise de primeira ordem, 4EI/L para Kj; e Kj; e 2EI/L
para Kjj e Kj. No caso de uma solugdo ndo-linear, tais valores dependem da

formulag¢do utilizada (Galvao, 2000; Pinheiro, 2003).
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Rigidez da conexdo, Sy

Mej . 0g5 .
- dej = (Bgj - Opj)

Mej = Sqgj (Bej - Op)
My, Mp; = Sej (Bp; - Bp)

{b) Nos internos adicionais

S -
M 6 N -
ci » Yei Sea o=t

@ @—b—

.o Forma indefarmada .o
No6 i ¢ ) No j

{a) Nos externos do elemento (Nés globais)

Figura 2.8: Elemento de viga-coluna com molas de conexdo (Chan e Chui, 2000).

Combinando a Equagdo (2.36) com as componentes de rigidez das molas das

duas extremidades do elemento, encontra-se:

AM S, =S, 0 0 ([AB,
AM,; -S.. S, +K, K. 0 ||A8,
bi — ci ci il ij bi (237)
AM,, 0 K; S;+Ky; —S, Aebj
AM . 0 0 =S, S.. ||A6

(s}

] qj qj qj

onde S¢; € S¢j sdo as componentes de rigidez tangentes das molas de conexdo € AO; €
AB; sdo, de acordo com a Figura 2.9, as rotagdes incrementais das duas extremidades
do elemento tomando-se como base um eixo paralelo ao Gltimo sistema de referéncia,

ou seja, na ultima configuragao de equilibrio.
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Y Mola simulando conexdo flexivel de
rigidez Sy \No I

Elemento deformado

Coordenadas locais da
utima configuragéo de
aquilibrio

Coordenadas globais

> X

Figura 2.9: Rotagbes e deflexdes laterais de uma elemento deformado com molas nas
extremidades simulando conexdes flexiveis (Pinheiro, 2003).

Efetuando-se a multiplicagdo matricial, assumindo-se que as cargas sao
aplicadas apenas nos nos globais, e que dessa forma tanto AMy; quanto AMy; sejam

iguais a zero, chega-se a, ja organizando—se matricialmente:

S +Kjj Kj ACH Si 0 [[AD;
= (2.38)
enquanto as equagdes restantes, também organizadas matricialmente, ficam:
AM S, 0 [[A6, S, 0 [[A6,
= - (2.39)
AM, 0 S,|A9, 0 S, |48,

O vetor que contém os valores de ABy,; e ABy; pode ser obtido a partir de (2.38)

através da expressao:

Aebi Sci + Kii I<ij B Sci O AGci
= (2.40)
A0, K, S,+K,||0 s,|a8,
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Substituindo-se entdo equagao anterior em (2.39), encontra-se:

AM Se 07 1Sy 07[sy+K, -K; |[Ss 07)[ae, D4l
AM[ L]0 s, BlO S,|| K, Si+K;l|| 0 S,]|/|a8, (2.41)

onde B=(S, +K;)S,+Kj;)—-K;K;. Para um elemento de viga-coluna, pode-se

ainda determinar algumas relagdes entre os esfor¢os cisalhantes e os momentos

incrementais. Essas relagdes, de acordo com a Figura 2.10, valem:

AM, 1 0
AQ, /L 1L [[M,
Qi_| Y / . (2.42)
AM, 0 1 [|M,
AQ,| |-1L -1L

em que AM; e AM; sdo os momentos incrementais, AQ; e AQ; sdo as forgas
cisalhantes incrementais nos ndés do elemento hibrido e L ¢ o comprimento do
elemento de viga-coluna na configuragdo t de equilibrio utilizada como referéncia,

cujo sobrescrito esquerdo t foi omitido por questdes de clareza.

AM

AM O El = constante \J
pL P

\ i Bcw i /

T L b |
I ¥
_(AM, + AM ) AQ. = _(AM + AM,)
- L o L

AQ;

Figura 2.10: Notacdes para deslocamentos e forgas nodais do elemento de pértico plano
com ligagdes semi-rigidas.

Combinando entdo (2.41) e (2.42), encontra-se:

AM, 1 0

1

AQ, /L YL |(|Ss O] 1 Si 0 ]|S4+K;  —-K; |[S; 0 |}/A6,
AM, ) 1 0 S, Bl O Scj -K; Sq+K; || O Scj Aecj‘

AQ, | [-Y/L -1L
(2.43)
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Da Figura 2.9, pode-se ainda obter as relagdes entre os incrementos de rotagao
da conexdo em relagdo aos cixos locais e os incrementos de rotagao obtidos em

relacdo ao ultimo sistema de coordenadas, ou seja:

AD;

1

ABg| |1 L 0 —1/L||Av; 54
AO;[ [0 YL 1 —1/L]|A6; (249)

Av i

onde Av; e Av;j sdo os deslocamentos laterais incrementais projetados sobre a ultima
configuragdo de equilibrio de ambos os nos do elemento e L o comprimento do
mesmo.

De posse de (2.44), pode-se obter a matriz de rigidez elastica para o elemento

hibrido de viga-coluna substituindo-se a equagao anterior em (2.43), o que fornece:

AM, 1 0
AQ; | | /L YL S. 0
AM;| | 0 1 0 S,
AQ; -1/L -1/L
AD;
Bl O Sg]| -Kji Sq+Ki || 0 Sy])|0 VL 1 -1/L||A8; ’
Av;
cuja expressao final é:
AM, Ke,, Ke, Ke; Ke,,||AD
AQ, _ Ke,, Ke,, Ke,; Ke,,||Av, (2.46)
AM;, Ke;, Ke;, Ke;; Ke,, ||A6;
AQ; Ke,, Ke,, Ke,; Ke,,||Av,
onde:
S2 (S, +K;
Ke,, =S, - il = i) (2.47a)

) B
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o SGKS, —Si(S; +K,
Ke,, =-Ke,, = % + BL( ) (2.47b)

SciKi'Sc'
Ke, , =814 (2.47¢)
’ p

2
S, S4K;Su —SA(S,+K,)

Kez,l = _Ke4,1 = f + i BL (247d)
S, +S. K; +K; SZ (S, S2(S, + K.
I{e2 5 — Ke44 — C1 5 CJ C_] Cl( ) ( 2 ) ( JJ) (2.476)
| ' L BL
Sq  SaKyS, —SZ(S +K;)
Ke,,=-Ke,, =—+ (2.47%)
* ST L BL
S2(S, + +S2 (S, )—=S K; +K; S,
Ke24 =Ke42 — CJ( cl ) ( - JJ) cj 01( ) ( ) (2 47 )
> s BL
SchjiSci
Ke,, =9I (2.47h)
p
Sy SyK,Sy ~SA(S, +K;) _
Ke,, =-Ke,, =—+ : (2.471)
’ AL BL
Sij (Sci +Kii) .
Ke,, =S, _T (2.47)

Além disso, reagrupando-se esta Ultima na matriz de rigidez completa do

elemento, que possui dimensao 6, obtém-se:

AP, | [ EA/L 0 0 -EA/L 0 0 |[Au,
AQ; 0 Ke,, Ke,, 0 Ke,, Ke,;||Ay;
AM; _ 0 Ke,, Ke, 0 Ke,, Ke; ||AH; (2.48)
AP, -EA/L 0 0 EA/L 0 0 Au;
AQ; 0 Ke,, Key; 0 Ke,s Key; | [Av;
AM;| | 0 Ke;, Kes, 0 Key, Keyy | |AD;

Com base na formulagdo de elemento finito ndo-linear apresentada na Se¢ado

2.2, pode-se obter uma relacdo final de forca-deslocamento ja se levando em
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consideracdo o efeito da semi-rigidez presente nas conexdes nodais, que pode ser

formulada como sendo

AP EA/L+P/L M;/L M,/L|| &
AM, =] M,/L K Ki 48, ¢, (2.49)
AM, M, /L K K ||A6.

* *
n ] J

ii

onde os termos AP, AM; e AM; denotam a for¢a axial incremental e os momentos
nodais incrementais, respectivamente. Como também ja definidos, 8, AO; e A6;
mensuram o incremento de deformacdo axial e as rota¢des nodais incrementais,
respectivamente. Os valores de P, M; e M; denotam a for¢a axial e os momentos
nodais na ultima configuracdo de equilibrio, respectivamente.Por fim, os termos

presentes na matriz de rigidez sdo definidos como

2
_ Sci(scj + ij)

K. =S, (2.50a)
p
* SciKi'Sc'
Kj=—"7"+ (2.50b)
p
* SchjiSci
K =——"— (2.50¢)
p
. S5(Ss +K;)
K=§, - ———=— (2.50d)
p

onde B=(S, +K;)(S, +K;)—-K;K;, sendo S e S; os valores de semi-rigidez de

ambas as conexdes que, numa analise incremental-iterativa, podem ser atualizados
utilizando-se um dos modelos constitutivos representativos da ligacao (ver Apéndice
B). Ja K;;, Kj;, Kj; e Kjj representam os termos da formulagdo nio-linear utilizada e sdo

dados pelas Equacgdes (2.29b e 2.29c¢):
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24
METODOLOGIA DE SOLUGAO NAO-LINEAR

De um modo geral, a condi¢do de equilibrio de um sistema estrutural com

caracteristicas nao-lineares pode ser expresso da seguinte forma:

Fi(U)=LAF, (2.51)

onde, como ja mencionado, F; ¢ vetor das forgas internas da estrutura, funcao dos
deslocamentos dos pontos nodais da estrutura U, e A é o parametro de carregamento
proporcional e é responsavel pelo escalonamento de Fy, que é um vetor de referéncia
e de magnitude arbitraria, ou seja, apenas a sua dire¢do € importante.

Para se obter as diversas configuracdes de equilibrio do sistema e assim poder
tracar a chamada trajetoria nao-linear de equilibrio, deve-se resolver a equagdo (2.51)
de forma incremental. Isso significa que para uma seqiiéncia de incrementos do
parametro de carga AMA;, AAy, AAs,...., deve ser calculada uma seqiliéncia de
incrementos de deslocamentos nodais AU;, AU,, AU;,...... Entretanto, como F; é uma
funcdo ndo-linear dos deslocamentos, a solucdo estimada do problema (solugdo
predita: ALY, AUY), para cada passo de carga, nio deve satisfazer a priori a equagdo
anterior. Como conseqiiéncia, defini-se uma forga residual g, ou também chamada

forga desequilibrada, dada por:

g =\F. —F,(U) (2.52)

que deve ser aplicada novamente ao sistema estrutural. Os varios algoritmos
existentes, que utilizam abordagem incremental-iterativa, apresentam como passo
fundamental a avaliagdo dessas forgas residuais, em particular das forgas internas da
estrutura. Dessa forma, uma nova estimativa para os deslocamentos ¢ gerada pela

relagdo:

KoU=g (2.53)
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onde K ¢ a matriz de rigidez representativa do sistema estrutural e oU ¢ o vetor de
deslocamentos residuais, ou seja, ¢ o valor estimado para se corrigir o incremento de
deslocamentos da solucao predita AU.

Em varios trabalhos (Crisfield, 1991 e 1997) essa estimativa da correcdo de Au
ndo ¢ obtida de uma maneira direta através da solugdo de (2.53). Nestes os

deslocamentos residuais sdo definidos como a soma de duas componentes, ou seja:

85U = 58U, +82.8U, (2.54)

onde 0A € um parametro que, a fim de tornar mais eficiente o processo de correcao,

deve ser avaliado no ciclo iterativo para também “corrigir” o incremento de carga;

dug € Su, sdo obtidos através das relagdes: dU, = K'g e U, =K'F.. Observe que

esses vetores de deslocamentos podem ser obtidos de forma imediata, pois K, g e F,
sao conhecidos. A definicdo de dA em (2.54) vai depender de uma equagdo de
restri¢do a ser imposta adicionalmente ao problema nao-linear.

Uma das estratégias usada nesse trabalho para se chegar ao valor de oA ¢
baseada no emprego da técnica denominada comprimento de arco constante
(Crisfield, 1991; Rocha, 2000), que consiste em adicionar a Equagdo (2.51) a seguinte

restri¢ao:
AUTAU+ANFF, =Al’ (2.55)

onde Al ¢ o comprimento de arco da trajetoria de equilibrio. A adi¢do de (2.55) ao
sistema permite que se faca ajuste no parametro de carga A durante o ciclo iterativo, e
dessa forma ultrapassar possiveis pontos criticos existentes nos caminhos primarios e
secundarios.

Apoés a realizacdo de uma série de iteracdes que leve o residuo a ser tdo
pequeno quanto se queira, e isso ¢ feito através de algum critério de convergéncia

(Apéndice A), um novo estado de equilibrio ¢ estabelecido. A iteracdo representada
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. . ~ k
pelo superescrito k deve, portanto, fornecer os subincrementos (ou corre¢des) OA" €
k . . ~ . .
du’, e apds essa iteracdo os incrementos de carga e deslocamento sdo novamente

avaliados fazendo:

A = KD L5k e AUF = AUK + 85U (2.56)

Num contexto computacional, ¢ vantajoso introduzir a equacdo de restricao
seguindo as duas etapas de solucdo apresentadas a seguir:

1. A partir da ultima configuracdao de equilibrio da estrutura, ¢ selecionado um

incremento de carga, definido aqui como incremento inicial do parametro de

carga AL’, procurando satisfazer alguma equacio de restriio imposta ao

problema (Equagdo (2.56), por exemplo). Apos a selegdo de ALY, determina-se o

incremento inicial dos deslocamentos nodais Au’ através da equacdo:
AU’ = AXSU, (2.57)

sendo U, =K™'F. o vetor dos deslocamentos tangenciais. As aproximagdes

AL e AU caracterizam a chamada solugéo incremental predita.

2. Na segunda etapa de solucdo, procura-se, através de iteragdes do tipo
Newton, corrigir a solu¢do incremental inicialmente proposta na etapa anterior,
com o intuito de restaurar o equilibrio da estrutura o mais rapido possivel. Se as
iteragdes realizadas envolvem ndo s6 os deslocamentos U, mas também o
parametro de carga A, entdo uma equagdo adicional de restri¢do ¢ requerida. A

forma dessa equacgdo de restricao ¢ o que distingue as varias técnicas de solugdo

(ver Apéndice A).

A Figura 2.11 fornece um esquema de solucdo incremental-iterativa para o
sistema com um grau de liberdade, onde os parametros de carga e o deslocamento sdo

atualizados seguindo a restri¢do de comprimento de arco cilindrico (Crisfield, 1991).
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P h solugdo predita
| _ 7 J5kl '\\2/
A . ‘| restrigdo
Al |

Al |

| |
du' ‘
. ‘ L

| | i
- Au(] ‘ u

Au' |

Figura 2.11: Solugdo para um incremento de carga.

A seguir, com o proposito de fornecer um resumo dos procedimentos
computacionais utilizados, sdo mostrados na Tabela 2.1 e Figura 2.12, os passos
basicos envolvidos na implementagdo computacional da metodologia de solugao

numérica apresentada.

1. Configuragio inicial: tU e tA
2. Defini¢ao da solugdo predita: A)° e AU°
3. Iteragdes: k=1, 2,..., I;nax

4. Verifica a convergéncia: ¢ = Hg(k—l)H /HAk(k—l)Fr H <E?

Sim: pare o ciclo de iteragdes, siga para o passo 7;

Z

Nao: calcule 5U* =5U; + 81" SU!

5. Atualizagdo das variaveis:
i. incrementais: AX* = AXED 450k e AU* =AU*Y 4+ SU*
ii. totais: “AK=ta+ Ak e cMUrR=U+AUR

6. Retorne ao passo 3

7. Faga novo incremento de carga e recomece 0 processo

Tabela 2.1: Algoritmo de solugao nao-linear.
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INICIO DO > [
PROCESSAMENTO Leitura de dados de entrada]

Montagem do vetor de cargas de referéncia: F,

[ ——— e —— e —— e —

A

A
Novo incremento }I Configuragao inicial: 'Ue

Matriz de rigidez: K e Matriz de massa M

v

Solugdo predita: ALY e AU © |

Ciclo incremental-Iterativo
inc=1,2,...N2 maximo de incrementos

F— i — e — =

Vetor de forgas residuais:

g=1F -E(U) «€— Vetor de forgas internas: F;

Ciclo iterativo k=1,2,... A

Se N-R padrao w| Calculo de Atualiza-se as variaveis
Atualiza K Ak e SUK incrementais e totais

47

-

FIM DO
Arquivos de saida PROCESSAMENTO

Calcule MF;

MATRIZ DE RIGIDEZ YETOR DE FORCAS INTERNAS
[=1.23,..,m | i=1,2,3,.., m
| Calcule 'R | Calcule'R e R,
| ; | ;
| tAue = 'RRT AU | ‘Au = RT AU
I ' .
| Calcule tt K¢ : Calcule Au, (*Au)
| |
! |

|
|
|
|
|
v
|
|
v
I At € = tRC + At e
onde: I Fi=h Fi
t e t+At : Gltima configuragdo de equilibrio e configuragdo corrente. I
‘R: matriz de rotagdo elementar atualizada na configuragao t.
R,: matriz de rotagdo elementar atualizada na {iltima iteragdo .
AU: vetor de deslocamentos incrementais no sistema global.
K : matriz de rigidez o sistema global.
F; : vetor de forcas internas no sistema global.

t+At Fi = 2 Ra t+At Ff

Figura 2.12: Fluxograma da metodologia de solugdo no-linear.
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