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B
Limitante de Cramér-Rao: modelo sincrono com uma por-
tadora BPSK

O primeiro cendrio a ser analisado para o calculo do limitante de
Cramér-Rao ¢ o mais simples de todos, que apresenta apenas uma portadora
BPSK no modelo sincrono, isto é, utiliza-se pulso raiz de Nyquist e nao ha
interferéncia entre simbolos. O vetor de parametros desconhecidos ¢ deste
cenario é

T
p=|w RB %(B)] (B-1)

onde w é a defasagem provocada pela DOA e B é a amplitude complexa
da portadora. O parametro w se relaciona com a DOA 1 de acordo com a
funcao

w = —msen(y) (B-2)

Ao se utilizar um array setorizado que cobre uma regiao onde 1 pode
variar no intervalo [—60°;60°), nota-se que a relagao entre w e ¥ em (B-
2) é biunivoca, de modo que o vetor de parametros pode ser explicitado em

funcao de v,
T

P = [w R(B) S(B) (B-3)
e tendo em vista que (B-2) nao é fungao do vetor de observagoes, a
andalise a seguir pode ser conduzida utilizando qualquer dos dois vetores
de parametros.

A funcao de menos-log-verossimilhanca deste cenario é

B Nm al
L(p) = cte + 2—N0A - kz_; In cosh( fx) (B-4)
onde .
fr = ~—R[Z'SB] (B-5)
No

com o vetor S definido como

T
S = 1 ejw e ej(m_l)“) (B_6)
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onde T é o operador de transposicao. A derivada de S em relacdao a w é

imediata e, por esta razao, (B-1) sera preferido no desenvolvimento a seguir.

Embora o limitante de ¢ seja mais importante na pratica, as derivadas em

1) podem ser facilmente obtidas a partir das derivadas em w calculadas a

seguir. Esta discussao serda mais aprofundada apds o desenvolvimento do

limitante para w.

As derivadas de primeira ordem de (B-4) originam o estimador do

vetor de parametros ¢, dado por

8/2530) _ Nio kz:; 3[Z7 IS B] tanh{ .}
0L(¢) _ mN LS~ s

OL(p) _mNgpy 1 3 S[87Z,] tanh{ f,}

(B-7)

(B-8)

(B-9)

As derivadas de segunda ordem (incluindo as derivadas mistas) sao obtidas

diretamente destas expressoes. Assim,

D?L(p 1 X [N
8w2 = ZS‘E ZHJ SB|tanh{ f,} — _0 Z [ZkHJSB]2 SeChQ{fk}
k 1 1
(B-10)
’L(p) mN
OR(B)2 N, Z%S Z1)? sech?{ fi.} (B-11)
0 0 k=1
PL(p) mN 1 N Nty 12 ,
5B~ N~ W2 2 SIS sed?{fi) (B-12)
k=1
D*L(p 1 N
W = Z (Z7 JS] tanh{ f }+
N
—QZ RISHZ,]S[ZH ISB] sech?{ fi} (B-13)
Ng k=


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0116438/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0116438/CA

Estimacao de Maxima Verossimilhanga da Diregao de Chegada de Portadoras PSK 71

D*L(p 1 o
W = EZE}% Z13S] tanh{ i} +
=1
1 N
7 O SIS ZRIZI IS B sech?{fi} (B-14)
0 k=1
azﬁ(go) 1 S HQiox[7H 2
TRB) 05(F) — F O MLk SISIZ{S] sech®{ i) (B-15)
0 k=1

Para valores altos de E,/Ny, o valor de f; serd suficientemente alto para
que
tanh{ fi} ~ sgn{fx}

sech?{fx} ~ 0 (B-16)

onde sgn(z) é igual a 1 quando x é positivo, —1 quando negativo e zero
quando nulo. Verifica-se que estas aproximagoes apresentam erros suficien-
temente pequenos para Ej,/Ny > —6dB, de modo que elas serao utiliza-
das sem restrigoes por abranger toda a faixa de interesse das simulacoes
(—2dB < E,/Ny < 10dB). As derivadas de segunda ordem aproximadas
serao, entao, dadas por

L) 1 &

2 No > RIZ{I’SB]sgn{fi} (B-17)
k=1

PL(p) _ PL(p) mN

OR(B) ~ 93(B)2 N (B-18)
8?;25—\5 — Nikiv: R[Zi IS] sgn{ fi} (B-20)

O valor esperado com relacao ao vetor de observacoes z, é imediato em
(B-18) e (B-21). Para as demais expressoes, no entanto, o seu célculo é mais
trabalhoso e requer um pouco de cuidado. Nota-se que, tanto R[ZZJ?SB],
m (B-17), como S[ZH JS] e R[ZHJS], respectivamente em (B-19) e (B-20),
podem ser representados como g(Zy), onde g é uma funcao linear escalar

impar do vetor de observagoes no instante k. Assim, calculando

E\g(zk) - Sgn{fk}‘ﬁo}
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hiperplano

~SB f=0

Figura B.1: Fdp condicional do vetor de observacoes em um instante k para
o cenério com uma portadora BPSK com corregao de relégio.

pode-se facilmente encontrar o valor esperado de (B-17), (B-19) e (B-20).
A fdp condicional do vetor de observacoes z;, € ilustrada na Fig. B.1.

Ela ¢é constituida pela média de duas gaussianas centradas em =+SB.

Percebe-se que, na regiao definida a direita do hiperplano f;, = 0, o valor de

fr serd positivo, logo sgn{ fr} = 1. Na regiao a esquerda deste hiperplano,

fr serd negativo e sgn{ fr} = —1. Assim,
1
E [g(zk) sgn{ fk}‘cp} - = (11 A - 14) (B-22)
onde
I, = / g(Zk); e*ﬁllzwsmlzdz
Dzk\fk>0 (QWNO)m
1 — 1 |Z,—SB|?2
I, = / 9(Zy)———¢e M 1Z dZ
Dz, |fx<0 (27TN0)m
1 — L ||Z,+SB|?
I3 = / 9(Z)————¢ M 1Z dZ
Daz, |f1>0 (2 No)™

1
[
Dz, | fr<0 (QWNO)m

com dZ = dR(Z,)d(Zy)dR(Zs)---dS(Zm) e Dz, representando o

dominio complexo m-dimensional do vetor Zj. Estas integrais sao tais que,

1 2
e 2Np ||Zk+SB|| dZ

ao se substituir Z; por —Zj, e lembrando que a funcao g é impar, tem-se

que I3 = —1I, e I, = —1;. Logo,

E[g(zk) -sgn{fk}‘cp] I, —L=1 +1,— 2= g(SB) —2I, (B-23)
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pois I; + I, representa a integral em todo o dominio de Z; da gaussiana de
média +SB ponderada pela funcao linear g. Para resolver I, é necessario
efetuar uma rotacao no espaco Z; de modo que o primeiro eixo do novo
espaco aponte na direcao perpendicular ao hiperplano f; = 0. Os demais
eixos do novo espago devem permanecer situados neste hiperplano, para
manter a ortogonalidade da base. A matriz ortonormal P que faz a rotacao

de Z; no novo espago Y é definida como

Y, =P -Z. = Z.,=P.Y,

P P, — m-1/2e-i0 §H
p_ (P} L Bi=mie (B-24)
P, P, é tal que P,.SB =0

onde # é o operador hermitiano, P, representa a primeira linha de P e

P, inclui as linhas restantes. O primeiro elemento do vetor Y, pode ser

() ()
Y, = - (B-25)
Y, P,Z,

enquanto que Zj pode ser expresso por

realcado através de

Z,=P". Y, =PI . v, +P!.Y, (B-26)

Como a matriz P é ortonormal, o elemento diferencial dY ¢é igual a dZ. Na

exponencial de I, destaca-se que
|1Z. — SB|* = |[P"(Y), — PSB)||* = ||Y, — PSBJ|? (B-27)

pois PP = PPY = 1. Utilizando (B-26) e (B-27) e explorando a

linearidade da funcao g, chega-se a

]’ o 0 > * PHY 1 _ﬁ”PHYk_SBHQ _
5 = e g( k)—(Qﬂ-NO)m (& 0 dY =
—oo J —00 —00

2m—1 integrais

0 00 [e's) 1 1 9
= Ce PHY - - _W”Yk_PSBH dY
/_oo /_oo /—oo 9P 1)(27rN0)m © i
——

2m—1 integrais

0 o) 00 1 e B
[P o e Y 2y
—002—00 —00

m—1 integrais
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A dltima integral em (B-28) se transforma em

0 1l iy agm
o(Pr'0) [/ | s ST as R (5-29)
—00 J —0 0

que vale zero, pois g é uma funcao impar continua. A primeira integral em

(B-28) simplifica para
v 1 m-avmp
b= [ [ @iy e T ARy (B30
0o J—c0 TN,

o que elimina a dependéncia com a matriz desconhecida P,.. Analogamente,
considerando Y7 = R(Y1) + jS(Y1), pode-se decompor (B-30) em duas
integrais, conforme (B-28). A integral que contiver o termo g(jP¥S(Y7))

serd nula, pelo mesmo motivo que faz o termo em (B-29) valer zero. Assim,

e 2NO[§R(YI) Ay/m]? AR(Y ) (B—31)

pois g é uma fungdo linear e R(Y;) é um escalar real. Resolvendo por

substituicao, tem-se

I, = g(P{) (/ \/F "du—i—A\/_/ A\/_O\/;_ﬂ —édu>:

= g(PH) —\/QE;e% + Avm Q(\/%) (B-32)
onde
/ = ¢ Tdu (B-33)

Sendo ¢g(SB) = g(P¥) - Ay/m, tem-se de (B-23) que

E|g(z) -sen{fi}|e] =

2 | Ny _ma? ( mA?2

N )} ~ g(SB) (B-34)

e, assim, o valor esperado das derivadas de segunda ordem sao dados por

[8252 )‘ | = NTZPH{JZ‘} (B-35)
(Gl PR -5
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E{%M — —%sen(@) tr{J} (B-37)
[%‘ ] — %cos(e) tr{J} (B-38)
E[%M ) (B-39)

e a matriz de informacao de Fisher sera dada por

A% tr{J?} —Asen(f) tr{J} Acos(f)tr{J}
N —Asen(0) tr{J} m 0 (B-40)
Acos(0) tr{J} 0 m

com determinante A igual a
N3

A= A [m2 tr{J%) — mtr{J)? (B-41)
0

e, assim, o limitante de Cramér-Rao para a variancia do erro de estimacgao

do parametro w sera igual a

N? m? Ny m

L =_— . _— = .
CR. N A NA?2 mtr{J?} —tr{J}?

(B-42)

Para determinar o limitante de Cramér-Rao da variancia do erro de
estimacao da DOA 1, deve-se repetir esta andlise utilizando o vetor de
parametros definido em (B-3). Felizmente, a maior parte dos célculos pode

ser reaproveitada. Considerando que

oL dw L oL
PLp)  Pw IL(p)  [dw\® OL(p)
2 02 ow +<%)' 02
— msen(y)) - aﬁaij") + 72 cos? (1)) - 8285;;0 ) (B-44)

e que as derivadas de primeira e segunda ordem de w em relacao a 1 sao

constantes em zy, tem-se, segundo o resultado obtido em (B-34), que

L ()
0?2

L) ‘ (P} (B.45)

E[ ’cp] = msen(t)) - 0 + 72 cos®(¢)) E[ 52
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D*L(p

E [W ’go} —mcos(y) - E [%’g@] (B-46)
SEZCHE RESRRRSE ZERE e

e as outras derivadas nao se alteram. Considerando agora que 1 é uma v.a.
uniformemente distribuida em [—60°,60°), o valor esperado em ¢ de (B-45)—
(B-47) também precisara ser calculado para que a matriz de informagao de

Fisher seja obtida, pois

0 0 o 0
a(Pa TlanTZJ\B(Z \Ij) a WlanW%B(Z)_‘_
o 0 o 0
"o o7 PeY) = G gor Pavs(Z) (4

ou seja, como a fdp de uma v.a. uniforme tem derivada nula, a matriz de
informacao de Fisher obtida no caso MAP difere da obtida no caso ML pelo

acréscimo do valor esperado em 1. Logo,

/8 3 3v/3
E[cos(¢)] — / » cos(1) 5= dp = 2—\7{ (B-49)
11 s 1 3V3
E [COSQ(Q/J)] =3 + 5/ B cos(2¢)2— dyp = 3 + 8—\7/r_ (B-50)
e o valor esperado em 1 de (B-45)—(B-47) é dado por
L) (T 331 2
E[ 52 M — A (3+ S )tr{J} (B-51)
0*L 3V3
E [W;;(O;)‘go} = AT\/_ sen(d) tr{J} (B-52)
OL(p) 33
E[W‘w} = —AZ" cos(6) tr{J} (B-53)
e o determinante da matriz de informacao de Fisher sera
NP Ly 33T\ 9 27 9
A=A [(7 + = )m tr{J%} = S tr{J) (B-54)

Logo, o limitante de Cramér-Rao para a variancia do erro de estimagao da
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DOA 1) vale
N? 2 N
LCRy = <5 - = 02 R V3 - -
Ny A NA (% + 3 83”)mtr{J2} — %tr{J}2
8N0 m

= : B-55
NA? (472 4 3v/3m)mtr{J?} — 54 tr{J}2 ( )

onde 1, de acordo com (B-49) e (B-50), é dado em radianos. Para determinar

o limitante inferior da variancia do erro de 1) em graus, deve-se realizar uma

mudanca de escala. Como
Var(y) = B|(i - ¢)*] = LCR, (B-56)

percebe-se que a variancia de 1, em graus, serd 1802 /7% vezes a variancia
de 1 em radianos. Logo, o limitante de Cramér-Rao de 1 em graus, pode
ser obtido simplesmente multiplicando a expressdo obtida em (B-55) por

1802 /72,
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