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4
Estimadores ML para portadoras PSK

O estimador de méaxima verossimilhanca da DOA de portadoras
com modulacao PSK proposto neste trabalho é apresentado. O estimador
proposto explora a informagao estatistica a prior: das fases dos diversos
simbolos de uma mesma portadora, ja que todos estes simbolos pertencem
a uma constelacao finita. Assim, espera-se que o desempenho do novo
estimador seja superior ao de estimadores sugeridos anteriormente para
modelos mais abrangentes.

Neste capitulo, o estimador proposto é derivado para os modelos
sincrono e assincrono, junto com algumas versoes para determinados casos
particulares em cada modelo. O estimador proposto utiliza os vetores de
observagoes z nos modelos sincrono e assincrono descritos em (3-20) e (3-
34), respectivamente. Percebe-se que os elementos desconhecidos sao as n
DOASs, representadas pelas diferencas de fase w,,, as n amplitudes complexas
By, os n retardos temporais 7, (para o modelo assincrono) e as fases dos
simbolos ¢Z(-“) que caracterizam a informagao contida nas portadoras. Estas
fases de simbolos perfazem um total de n/N parametros adicionais no modelo
sincrono e 2nN no modelo assincrono. Cada uma destas fases pode ser
modelada como uma v.a. discreta, conforme definido em (3-2). Os demais
elementos (w,, By, T,) s@o tratados como parametros desconhecidos.

Se o numero de amostras N for muito alto, o nimero de elementos
desconhecidos pode se tornar inaceitavel para qualquer aplicacao pratica.
Para contornar este problema, o valor esperado com relagao as fases dos
simbolos é aplicado na fungao de verossimilhanca antes de se estimar
qualquer parametro. Desta forma, o nimero de parametros reais a se estimar
serd sempre igual a 3n no modelo sincrono e 4n no modelo assincrono
(lembrando que B, é complexo), independentemente do comprimento da
rajada de simbolos gerada por cada portadora. O problema se torna, assim,

tangivel pelo ponto de vista de implementacao computacional.
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4.1
Estimador ML-PSK: modelo sincrono

Para o modelo sincrono, o vetor ® de elementos desconhecidos foi
definido em (3-26). Além de todas as nN fases de simbolos, tratadas
aqui como variaveis aleatérias discretas, este vetor compreende também
os parametros desconhecidos da portadora, definidos em (3-27) e repetidos

aqui por conveniéncia.

e=[w - w. RB) - RB) HB) - (B, Ry

Observa-se de (3-21) que, dado o vetor ®, o vetor de observagoes z é

gaussiano com média T - ¢ e co-variancia Ry, definida em (3-24). Assim,

=

Lembrando que a fdp de ¢ foi dada em (3-2), e tirando o valor esperado de

pzé(z)zme’{p{ 2N0HZ T¢’H}

1 a (o= Dt 80,
= 2rNy)mN P { QNOZZ _;Bue][( R

k=1 v=1

(4-2) com relagao a ¢, chega-se a

N
1
o(Z) = —— Hz _SB

Paje(Z) (QWNO)mNgE{eXP{ N, k Pr_1

2}}
_ ﬁn (%Eﬁexp{_ﬁ |2, - SB¢<@H2}> (43

onde Zj, é o vetor-coluna de dimensao m contendo as observagoes de todos
os elementos do array em t = kT, ¢, é o vetor-coluna de dimensao n que
possui todas as fases de modulacao em t = kT e ¢ é a (-ésima permutacio
possivel de n fases de modulacao quaisquer em uma constelacao M-PSK.

A fun¢ao de menos-log-verossimilhanga £ para o modelo sincrono é

entao
L(p) = —n(py(Z)) = cte — Zln (SE[K]) (4-4)
onde i
K] —Zexp{ N HZk—SBq.’) “H } (4-5)

representa a k-ésima soma de exponenciais decorrente da aplicacao do valor

esperado na fdp de z.
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As estimativas dos parametros relacionados em (4-1) deve minimizar
L em (4-4). Para obter estas estimativas, (4-4) deve ser derivado com relagao
a cada um dos 3n parametros em ¢. Ao se igualar estas derivadas a zero,
produz-se um sistema homogéneo de 3n equagoes cuja solugao é o valor das
estimativas ML dos parametros em questao. As derivadas de £ com relacao

aos u-ésimos parametros de cada tipo sao

oL N 1 I H o

S = ; S ; v 3{ (2 - sBe| a8, B} ) (40)
oL Yoo X Ho oV

TR~ ’; SET z:: Fé}e{ (2, -8B 8,04} 0 (4)
L N1 -l B o oo

0X(By,) - ; SE[k] ; ﬁ {|:Zk — SB(b(f)} S,e’? } L& (4-8)

NON , . , L
onde e/ é o u-ésimo elemento de ¢¥, J é uma matriz diagonal com a

forma

J:diag([o 1 .- m—lD (4-9)

e o escalar 5,56) ¢ definido como a (-ésima exponencial de SE|k], ou seja,

g0 = exp{— sz _SBoY

N, } (4-10)
A complexidade de cada equacao, assim como a do estimador, cresce linear-
mente com N. Este crescimento linear nao seria possivel se a interferéncia
entre simbolos nao houvesse sido eliminada anteriormente, pois o produtorio
de valores esperados em (4-3) nao estaria estatisticamente correto. Ao invés
disto, ter-se-ia que o somatério em ¢ possuiria M™ elementos. Mesmo com
esta redugao de complexidade, este estimador é bastante lento para cons-
telagoes maiores. Considerando que a complexidade do estimador BPSK
com uma unica portadora é dada por Cs, tem-se que a complexidade de um

estimador M-PSK com n portadoras ¢ pelo menos igual a

nM"
2

Cs

o que indica que a simulacao de situacoes envolvendo constelacoes maiores
com um numero significativo de portadoras pode ser inviabilizada. Percebe-
se, entao, que o estimador ML-QPSK com duas portadoras serd pelo menos
quatro vezes mais complexo que o ML-BPSK com duas portadoras. Analises

de situagoes envolvendo um nimero maior de portadoras tornam-se assim
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impraticaveis sob o aspecto de demanda computacional. A seguir, estimado-
res especificos para constelagoes BPSK e QPSK serao derivados, abrangendo
os casos onde o numero de portadoras é pequeno (1 ou 2). Com o estimador
para 1 portadora, pode-se avaliar o desempenho geral do estimador nas si-
mulacoes. Com o estimador para 2 portadoras, é possivel fazer uma analise
do desempenho do mesmo considerando uma das portadoras como um sinal

interferente.

4.1.1
Estimadores ML-BPSK para modelo sincrono

Em sistemas BPSK, pode-se explorar a simplicidade e a simetria de
modo que o tempo de computagao requerido pelas simulacoes seja reduzido.
Nesta secao, apenas os estimadores para n = 1 e n = 2 portadoras
sao desenvolvidos. Embora um estimador genérico para sistemas BPSK
possa ser desenvolvido, sua velocidade nas simulacoes seria menor que a
dos estimadores desenvolvidos a seguir, pois algumas redundancias nao
poderiam ser exploradas.

O limitante de Cramér-Rao para o modelo sincrono de 1 portadora
BPSK é apresentado no Apéndice B. Durante o seu célculo, algumas
aproximagoes precisaram ser realizadas para faixas de interesse especificas
(razdo sinal-ruido alta) a fim de simplificar as expressoes obtidas. Estas
mesmas aproximagoes, no entanto, podem ser utilizadas no estimador
desenvolvido a seguir, obtendo-se um estimador subdétimo no critério de
maxima verossimilhanca. Como o enfoque desta tese reside apenas no
desenvolvimento de estimadores ML 6timos, este estimador aproximado sera
apenas apresentado no Apéndice E.

Nos estimadores para 1 portadora, o vetor de parametros dado em
(4-1) se reduz a

T

o=|w RB) B | (4-11)
e as matrizes S e B se transformam em um vetor e um escalar, respectiva-
mente. Nos estimadores para 2 portadoras, o vetor ¢ se torna

P = [w3_7 w, R(B, ) (B }T (4-12)

s,) R(B,) (B

ol 3—7

onde 7 € {1,2}. Como a fdp obtida para 2 portadoras é simétrica com
relacao aos indices dos parametros, todo desenvolvimento matematico rea-
lizado visa a obter as estimativas dos parametros com indice 7, ao invés das

suas contrapartes com indice (3 — 7).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0116438/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0116438/CA

Estimacao de Maxima Verossimilhanga da Diregao de Chegada de Portadoras PSK 36

Para 1 portadora, a funcao de menos-log-verossimilhanca é dada por

_ 2
L(w, B) = cte + Z_NOA Z Incosh { fx } (4-13)

onde f = NLO%[ZESB}. Assim, as derivadas de (4-13) sao

or 1 <

B " W 3[Z7ISB] tanh{ f,} (4-14)
8L  mN 1 ZN

R(B) ~ Ny )T, 2 R[S"Z] tanh{fy } (4-15)
oL mN 1 ZN ~TH

03(B) - Ny S(B) - F@ k=1 \Y[S Zk} tanh{fk} (4-16)

Para 2 portadoras, a fdp condicional de (4-3) se torna

1
PaielZ) = Gy mNH[ eXp{ 2N, 202, (424 A2 )”
.| exp i3?[ZHS B } cosh iéﬁ[(z -S. B )HSB] +
N, k M3y 83—y No k 3~y P34 ~Dy
+ exp{—NiO% zS, B, ] } cosh{Nioére [(zk +S, BSW)HSWBW] })

(4-17)
e a funcao de menos-log-verossimilhanga a ser minimizada é
N
2
L(w~, By) = cte + Q_NOA ;ln (Gk,) (4-18)

onde
9ky = €XP {fk} cosh {L% |:(Zk - S3vaC‘rv)H S’YB"/i| } +
No
+exp {—fi} cosh {Niﬁl% [(Zk + S37WBBﬂ)H SWBW} } (4-19)
0

com fp = Nioé)% (Z}'S, B, .]. As derivadas de (4-18) com relacdo aos
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parametros de indice v sao

(% [(Zk - SS—wBB—w)HJSva] ~exp {fi}-

oL mN 1 N 1 .
B~ N ) TR 2 (ﬁﬁ (87 (2, -8, ,B,.)| exp (i}
1
‘senh {FO% [<Zk N SS"VB‘"’*’Y " SWBV] } ¥ |:Sf (Zk + ng'y337w):| ‘
-exp{—/fi} - senh {—?R [(Zk +S,_, B, 7)H SWBW] } ) (4-21)
oL mN 1N 1
= & - o x|qH . ox '
03(B,)  No (B,) No ;gkﬁ <\$ [S (24 S3*WBSw)} exp {fi}

-exp {—f} - senh {NLO% (Z+8..B,.)"8,B,| } ) (4-22)

As expressoes (4-14)—(4-16) e (4-20)—(4-22) poderiam ser obtidas através
de manipulagoes algébricas em (4-6)—(4-8), pois implementam este mesmo
estimador. Apesar de aparentarem maior complexidade, as expressoes (4-
20)—(4-22) sao mais recomendadas para implementagao porque foram cons-
truidas para serem computacionalmente mais rapidas que (4-6)—(4-8), ja

que as redundancias foram eliminadas.

4.1.2
Estimadores ML-QPSK para modelo sincrono

O estimador ML especifico para portadoras QPSK com reldgios alinha-
dos ao do receptor é desenvolvido nesta secao. Percebe-se que o niimero de
parcelas obtidas com os somatérios de cada expressao do estimador genérico
descrito em (4-6)—(4-8) é igual a N -4™ para um sistema QPSK. Utilizando a

constelacao QPSK descrita na Secao 3.1, ou seja, com as fases de modulacao
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¢ pertencendo ao conjunto {£7, :I:?jf}, pode-se tirar proveito da simetria
para reduzir o nimero de parcelas do estimador e melhorar a velocidade do
algoritmo.

Mais uma vez, os estimadores serao desenvolvidos para modelos com
n = 1 ou 2 portadoras. No Apéndice C, o limitante de Cramér-Rao
para o modelo sincrono com uma portadora QPSK é derivado. Algumas
aproximacoes foram novamente necessarias para obter-se o valor deste
limitante, e estas mesmas aproximacoes também podem ser utilizadas nas
expressoes do estimador para uma portadora QPSK desenvolvido a seguir. O
estimador subétimo resultante é apresentado no Apéndice E. Este estimador
aproximado nao sera simulado, uma vez que esta tese visa apenas ao
desenvolvimento de estimadores ML exatos.

Para 1 portadora QPSK, a fungao de menos-log-verossimilhanca é

=z

L(w, B) = cte + g%—]i]\;AQ — Zln (cosh {fr1}) — Zln (cosh {fr2}) (4-23)

onde fi = #NO% [Z]ISB] e fio = \/‘2#1\70% [ZSB]. As derivadas de (4-23)

sao dadas por

g—j = \/ilNO é (S [Z/ISB] tanh { i1} — R [Z;]ISB] tanh { fo}) (4-24)
8?)2(£B) - Tv]: R(B) - \/§1N0 k: R [$"7,] tanh { fi1} —

— \/ElNO :l R [jS"Z;] tanh { fr2}  (4-25)
OS(EB) - 77\7]:%(3) - \/§1N0 kf;% (877,] tanh { fi1} —

N

_ \/§1No 33 [j872] tanh { fia}  (4-26)

Finalmente, o estimador ML para 2 portadoras QPSK ¢é analisado. Definindo

Zx(f) — 7, e 99 ¢ flgf) = exp {NLO% [ZI(CK)HS,J_WB:;_W} }, tem-se que, para

M =4 en =2, afdp condicional do vetor z definida em (4-3) pode ser
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rescrita como

1 A
pz\cp(z) = W H (1_6

3—v 33—~
k=1
1 (ls_.) 1 1 ()
2 2 3—n -
+m(A3 W+A7)” gez_l (fk Zz_liexp{ﬁoéﬁ[(zk _
3—y Y

onde Ag = ¢ — ¢l%—) A dltima exponencial pode ainda ser alterada

1 H |
exp {Fo% |:<Zl(f3"/) _ SgﬂB,&ﬂ) S. B, eJM)} }

Considerando entao que A¢ € {0, 5,7, -7} e que

para

4
_ (©) 1 ) "
ey = ;fk (COSh {F% {(Zk - S3—wB3—w> S’YB’Y:| } +

0

1 . H
+cosh {F% [(z,g) - SMBM) SWBW] } ) (4-27)

0

obtém-se a seguinte expressao para a fungao de verossimilhanca

N

Pajp(Z) = W E E exp {_QLNO [ZkHZk +m (Az + Aiﬂ)] } : gk,*y:|
B (4-28)

que implica na seguinte funcao de menos-log-verossimilhanga a ser minimi-

zada

mN

L(w~, By) = cte + N,

N
A2 =3 In(g) (4-29)
k=1
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cujas derivadas sao dadas por

0L 1\~ 1 5= (0 "
0y~ Mo 2 i, 2 3| (@ -s..5.) s,
senh {Nioye(e,g“)} - m{(zi@ -8, B, W)HJSWBW}
senh {j\%%(e,(f)) }) (4-30)

=1 Ik
1
senh {—?R(e?) } + ?R[]SH (Zl(f) - S, B, W)] senh {—%(e?) } )
0 7 Ny
(4-31)
oL mN 1 L1 &
— B — — - (0) (\|:SH <Z(5) - S B >:|
o3(B,) Ny ABy) No ; Gy ;fk ( S
1
L 0] &l iqH (70 20
senh { O?R(ek ) } + \s[jS (Zk 83773370] senh { N0\5<ek ) } )
(4-32)
) ) H - . .
onde €, = (Zk — 83_733_7) S B.. A analise de constelacoes maiores

nao é realizada neste trabalho, pois a demanda computacional destes
estimadores seria inviavel para aplicacoes em tempo real. Nas simulagoes
realizadas no préximo capitulo, as expressoes (4-14)—(4-16) e (4-20)—(4-22)
sao utilizadas para obter as estimativas dos parametros das portadoras
BPSK no modelo sincrono e as expressoes (4-24)—(4-26) e (4-30)—(4-32)

implementam o estimador para o modelo sincrono com portadoras QPSK.
4.2
Estimador ML-PSK: modelo assincrono

No modelo assincrono, o vetor ® definido em (3-39) ¢é formado pelo
vetor de fases de modulagao ¢@... € pelo vetor de parametros desconhecidos

¢ definido em (3-40) e repetido a seguir.

T
‘P:[Wl Tt Wnp R(B1) v R(Ba) S(By) 0 S(Ba) Tt Ta
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A fdp de z condicionada ao vetor ® é, de acordo com (3-35), uma gaussiana

de média T - ¢ - T e matriz co-variancia R, = 2/NyI. Assim,

1 1
pz|‘I’<Z):WeXp{_2—]\[0||Z_T¢TH2}
= ! exp q — L izm: Zy|2k] —
(27TN0)mN 2 0 —1 v—1

2} (4-34)

Realizando o valor esperado com relacao as fases de modulagao, chega-se a

— Z Buej(vfl)w” |:Tu eXp{j ng;:)_Q} + (1 _TU> eXP{j nglf;)—l}]
u=1

(SAR A B 1 012
Paip(Z) = @r Mg k]l <M2n ;eXp{—T%HZ% —SB¢7|| })

B B (4-35)
onde Zs, é o vetor m-dimensional contendo as observacoes de todos os
elementos do array no instante t = 2kT e ¢ é a (-ésima permutacio
possivel da matriz de dimensao n x 2n contendo 2n fases de uma constelagao
M-PSK na forma

ECEI o 1
ej‘bgg 0 0
0 ej¢§f)1 0
o0 | o e 0 (4-36)
0 .. ej‘bg’,)l
0 ... et
A funcao de menos-log-verossimilhanga para o modelo assincrono é
N
L(p) = —In(pp(Z)) = cte — > In (SE[2K]) (4-37)
k=1
onde
M2n 1 9
SE[2k] = 3 exp {_W Hzgk - Squ“)rH } (4-38)
=1 0

representa a 2k-ésima soma de exponenciais resultante da aplicagao do valor
esperado na fdp de z em (4-34). As derivadas da fun¢ao £ definida em (4-37)
com relagao aos elementos do vetor ¢ dado em (4-33) fornecem o estimador

ML-PSK para o modelo assincrono. O sistema homogéneo resultante com
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4n equacoes pode ser representado por apenas 4 equagoes, equivalentes as

derivadas com relacao aos parametros da u-ésima portadora, que sao

M2n

1
awu SE Z { [Z% —SB (}5 }

JS,B, [Tueﬂﬁﬁ + (1—7,)ei%2] } &0 (4-39)

0L _5n 1N #{ [Z,, — SB
oR(B.) _;SE[ZI@]Z {22 - 5B 9]
Su[ruelil + (1-7,)e/%2] | - €] (4-40)
a£ N 1 M?n
a%(Bu):kZISE[zk]; ; {[Z%_SBd’ ]
S, [re® + (1 T)emffé]} &40 (4-41)
0L _ S (0 R R ()
o= SE ZNO {ng—SBcﬁ )78, B, (%2 — e )}.5%

(4-42)
onde /%1 ¢ ek 530 elementos da matriz o) definida em (4-36), J é a
mesma matriz diagonal definida em (4-9) para o modelo sincrono e 52(? é a

(-ésima exponencial de SE[2k] que, de acordo com (4-38), vale

1 2
€9 = exp {—2—N0 HZ% ~SB qb(f)TH } (4-43)

Mais uma vez, observa-se que a complexidade apresenta um crescimento
linear com N. Embora no modelo assincrono a IES nao tenha sido eliminada,
ela foi reduzida a uma unica parcela devido a aplicacao de um pulso
finito no tempo, de duracao T. Como o vetor z é formado apenas por
amostras pares, nao existem dois elementos deste vetor que sejam formados
a partir de simbolos coincidentes, o que transforma o valor esperado de
(4-34) no produtério apresentado em (4-35). Percebe-se, no entanto, que a
complexidade do estimador no modelo assincrono (M?" parcelas) cresce de
forma quadratica quando comparada a complexidade do modelo sincrono
(M™ parcelas). Isto inviabiliza a simulacao do sistema QPSK no modelo

assincrono, pois a demanda computacional desta simulagao seria pelo menos
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equivalente, no modelo sincrono, a de um sistema PSK-16. Pode-se analisar
este fato também ao se considerar que a complexidade computacional do
estimador ML-BPSK com uma portadora para o modelo assincrono ¢ dada
por C, > 2C,, onde o significado de C, foi apresentado na Se¢ao 4.1. Desta
forma, a complexidade de um estimador M-PSK com n portadoras é pelo

menos igual a
nM??

2

e a carga demandada para simular o estimador ML-BPSK com duas

Cs

portadoras serda pelo menos quatro vezes maior no modelo assincrono que
no modelo sincrono. Percebe-se ainda que, para o modelo assincrono, o
estimador ML-QPSK com duas portadoras sera pelo menos 16 vezes mais
complexo que o estimador ML-BPSK com duas portadoras, ou pelo menos
64 vezes mais complexo que o ML-BPSK com duas portadoras para o
modelo sincrono, o que corrobora a inviabilidade de simular o estimador ML-
QPSK para modelo assincrono. Entretanto, as comparacoes realizadas no
proximo capitulo relativas ao desempenho dos sistemas BPSK e QPSK para
o modelo sincrono e dos sistemas BPSK em ambos os modelos discutidos
fornecem uma boa idéia do desempenho de um sistema QPSK no modelo
assincrono. Antes destes resultados serem apresentados, porém, estimadores
simplificados do modelo assincrono serao obtidos para os sistemas BPSK

apenas.

4.2.1
Estimadores ML-BPSK para modelo assincrono

Mais uma vez, a simetria dos sistemas BPSK auxiliarao no desenvol-
vimento de expressoes mais eficientes na simulagao dos estimadores para o
modelo assincrono. Serao desenvolvidos estimadores paran = 1 e n = 2 por-
tadoras. O estimador para uma portadora sera utilizado para determinar o
desempenho do estimador, enquanto que o estimador para duas portadoras
fornecera uma idéia da degradacao do desempenho em face de uma porta-
dora interferente.

O limitante de Cramér-Rao do modelo assincrono para uma portadora
BPSK é derivado no Apéndice D. Para que este limitante seja obtido,
sao necessarias algumas aproximagoes que também podem ser aplicadas
nas expressoes do estimador proposto a seguir. O estimador aproximado
resultante é desenvolvido no Apéndice E. Conforme ja foi dito, esta tese
nao apresenta resultados de simulacoes obtidas a partir dos estimadores

sub6timos apresentados no Apéndice E.
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Para n = 1 portadora, o vetor de parametros desconhecidos ¢

apresentado em (4-33) sera reduzido a
o=|w RB) IB) T (4-44)

as matrizes S e B serao mais uma vez reduzidas respectivamente a um vetor
coluna e a um escalar, o vetor 7 definido em (3-37) apresentara apenas dois
elementos, e todos os elementos da matriz ¢ definida em (3-36) serdao nao
nulos.

A funcao de menos-log-verossimilhanga £ deste cenério é dada por

N
mN
L(w,B,7)=cte4+ —A%*—) 1 4-45
(w, B, 7) ce+2N0 ;H<gzk> (4-45)
onde
Jor = cosh{f%} +e, - COSh{ka(l — 27')} (4-46)

com fo = 3-R[Z5SB] e &, = exp{FLA’r(1 —7)}. Assim, as derivadas de

(4-45) com relagao aos elementos de (4-44) sao

L 11 n ,
o= W ; gjk\s[Z%JSB} - ghe (4-47)
8L  mN 1 L1
- B)— — > —{R[S"Zy] - gl +
owE) N D) No,;g%{ 7 2] - g2
+4m7(1 — 7)e, cosh{ far (1 — 27)} - §R(B)} (4-48)
0L  mN 1 <. 1
_ x _ = ) x[qH L
33(B) ~ Ny o P NO;Q%{\S[S Zar] - gt
+4m7(1 — 7)e, cosh{ far (1 — 27)} - %(B)} (4-49)
oL Y1 mA?
o = Zngng[f% senh{ for(1—27)} — o (1—27) Cosh{fgk(l—QT)}}
(4-50)
onde

Gor, = Senh{fgk} + (1 —27)e, - senh{f%(l — 27-)} (4-51)
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é a derivada de go, com relagdo a for. Para duas portadoras, o vetor de

parametros se torna

o=|w, w RNB,,) RB,) SB,.,) SB) 7, 7 T (4-52)

3=y v

com v € {1,2}. As fungdes a seguir sao desenvolvidas para simplificar as

derivadas nos parametros com indice . Redefinindo as fungoes f e € como

N
No

1
RZESB)  ha=y

Er, = exp{?v—rgAsz(l -7}

ooy = R[S1'S2B] B, ]

e a fungdo g como

2
Goky = GXP{fzk,s—y}qgk)7 + exp{_ka,S—'y}qgk),'y tEr_, -

( exp{ fara (1= 27, ) paly), + exp { = fara s (1 = 27, W)}qé‘;g)@-%)
onde

qg}v);y = COSh{f%,’y - f1,2} +éer, - cosh{(f%7 — fi2)- (1= 277)}
qéi)"y = cosh{ for + fi2} + &r, - cosh{(fory + fi2) - (1 —27)}
qg’?w - COSh{f?’w - f1,2(1 — 27, } +

+er, - cosh{[fory — f12(1 =27, )] - (1 —27,)}
qé‘;?ﬁ = COSh{ka,’y + fr2(l =27, } +

+er, - cosh{[fory + fio(1 —27,_ )] - (1 —27,)}

Entao, para este cendrio, a fungao de verossimilhanga genérica em (4-35) se

torna

N

1 1 1

(27 No)™¥ I13 eXp{ ~ o Lk (AT + Ag_w)]} Yok
k=1

(4-54)

com goy definido em (4-53). As derivadas com relacdo aos parametros de

Palo(Z) =

indice v do vetor ¢ definido em (4-52) sdo obtidas ao minimizar a funcao

de menos-log-verossimilhanca dada por

L(wy, B, Ty,) = cte + 2—NOA2 Z In (ggm> (4-55)

onde ‘cte’ é uma constante nos parametros com indice v. O estimador é
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dado pelas derivadas
N

oL 1 1 "
&u,y No Z . |:eXp{f2k,3——y}%[(Z2k -5, B, ) JS B } Gopery +

+ exp{_f2k>3_7}% |:(Z2k + S3*“/B377)HJSWB ]qg(k?)’y + Erz_ '

-(exp{f2k73_7(1 — 27'3_W)}§[<Z2k - -S, B, 7(1 — 27, )) JS B ] Qk)'y +

—I—eXp{—f2k,3—w(1 Ty, }J[(ng—FSP) B, W(1—2 )) JS B }q2k)“/):|
(4-56)

N

oL mN 1 1
OR(B,) TN, R(B,) - N, Z {eXp{f%,S—«/} (?R [Sf (Zoy, —

1 9ok~

=8, B, |dit) + dmr, (1 = 7)), cosh{ (fary — fr2) - (1= 27,)}
%(B)) +exp{— fors_s ) (é)% (S%(Za + S, B,_,) |ait), + 4mr,

(1 —7))er, cosh{(fory + fr2) - (1 — 277)}%(3)) ten

: [exp{ forz—r(1 =27, )} (3% [Sf (Zor, — S, B, (1—27, 7))] q;(,f’L +
+4m7 (1 — 7,)e,, cosh{[fory — f12(1 =27, )] - (1 — 277)}3%(3)) +
+exp{ —fors (1 =27, )} (é)% [Sf(zgk +S, B, (1-27, 7))] G +

+4m (1 — 7, )e,, cosh{[fary + fro(1—27,_ )] - (1 — 2@)}%(3)” } (4-57)
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N

oL ~ mN B i 1 e )
IS(B) N 3(B,) N, ; o { exp{ for3— } (\9 [S7 (Zoy,

_SS—'YBS—'Y)] oy + 47, (1 = 7)zr, cosh{ (fony = fr12) - (1= 27,)}
%(B)) +exp{— farsr} (% [sf (Zoy + SMB?H)] G2+ dmr,

(1 —7))er, cosh{(fory + fr2) - (1 — 2@}%(3)) ten

Joxp{ a1 20 ) }(S[87 (2~ 8, B, (1= 2, )]0, +
+4m7 (1 — 7,)e,, cosh{[fory — fi2(1 —27,_ )] - (1 — 2@)}9(3)) +
+exp{ —fors (1 =27, )} (% [sfj (Zox +S, B, (1— 273_7))] G +

+4m (1 — 7 )&, cosh{[fory + fro(1—27,_ )] (1 — 277)}%(3))} } (4-58)

N

g—i = 2¢,, ; 921,7 { eXP{fzk,swy} ((fmm - f1,2) : Senh{(ka,'y - f1,2) :
A2
(1= 2} = B 2n) coh{ (, — fra) - (L= 20)} ) +

+ eXP{—f%,sfw} <<f2k,7 + fi2) - Senh{(ka,’y + fi2) - (1 — 27’7)} —
mA?
- N(;’(l —27.) - cosh{(fory + f12) - (1 — 277)}) +Em -

. [exp{f%,gw(l 27, )} ([f2k,'y — fi2(1 =27, )] - senh{[for, —

2

A
—fi2(1=27,_ )] - (1— 27’7)} — mNOPY (1—-27)- cosh{[fg;M —

—fiz(1 =27, )] (1— 277)}) + exp{— forz—~(1 — 27,_ )} ([fm +

+f12(1 =27, )] - senh{[fory + fr2(1 =27, )] - (1 —27)} —
mA?

Nov(l —27) - cosh{[fzm + fiz(1—27,_ )] (1— %ﬁ})] } (4-59)
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onde

Qé(kl)»y = senh{ for, — fia} + (1 —27,) - &, - senh{(forr — f12) - (1 —27,)}
C]é(;?)fy = senh{fzm + f1,2} +(1-27) &, - senh{(fg,w + fi2) - (1= 277)}
q;(lf)w = Senh{f%,w — f12(1 — 2T3_W)} +

+(1=27,) - e - senh{ [ for, — f2(1 =27, )] - (1 - 27,) }
q;(li)'y = senh{f%ﬁ + fi2(1 — 273,7)} +

+(1—27,) - er - senh{ [ fory + fro(l =27, )] - (1 —27)}

~ : ¢
sao as derivadas de qék) N

tados obtidos em (4-47)—(4-50) e (4-56)—(4-59) implementam o estimador

dos parametros das portadoras BPSK no modelo assincrono para n = 1

com relagao a for, . No proximo capitulo, os resul-

e n = 2 portadoras, respectivamente. Pode-se observar que todas as ex-
pressoes obtidas nesta secao representam um caso mais geral das obtidas
na Secao 4.1.1. Fazendo-se 7 = 0, obtém-se alinhamento perfeito entre os
relogios das portadoras e do receptor, e todas os estimadores desenvolvidos
para o modelo assincrono se transformam naqueles apresentados no modelo

sincrono.

4.2.2
Estimadores ML-QPSK para modelo assincrono

Conforme discutido na Secao 4.2, o estimador ML para portadoras
QPSK no modelo assincrono é muito complexo computacionalmente para
ser implementado e simulado, de modo que seu desempenho nao sera ava-
liado no Capitulo 5, ao contrario dos demais estimadores apresentados até
entao. Desta forma, os detalhes de simplificacao e manipulagoes algébricas
para formacao de um estimador mais veloz nas simulacoes nao serao re-
alizados nesta secao. Apresenta-se entao o estimador em sua forma mais
imediata, que é bastante similar a apresentada na Secao 4.2.

A fdp do vetor de observagoes no instante t = 2k7T', zo, condicionada
ao vetor de parametros desconhecidos ¢ definido em (4-44) para n = 1
portadora esta ilustrada na Fig. 4.1 e equivale a média aritmética de 16

gaussianas com médias que pertencem ao conjunto

{[il +4SB/vV2; [£1+j(1-27)SB/V2
[£(1-2r) £ ISB/V2; [£(1-27) + j(1-2n)]SB/V3} (4-60)

e com variancias idénticas. Desta forma, a fdp condicional de z definida em
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(—147)SB/V2

Figura 4.1: Fdp de z9, condicional a ¢ para sistemas com uma unica
portadora QPSK no modelo assincrono.

(4-35) se torna
1 (1 1 2
2)= —— — ——||Zy,—SB ¢! 4-61
R kH_1<16Z£_1 exp{ - o312 -58 607 }) (1-61)

com as médias SB d)(é)T ilustradas na Fig. 4.1. A funcdo de menos-log-

verossimilhanca é
N 16
¢
L(¢) = —In(pyp(Z)) = cte — Y _In (Z g;,g) (4-62)
k=1 =1

onde . )
£9 = exp {—— Hz% ~SB ¢<E>TH } (4-63)
2N,

ja foi definido em (4-43) como a ¢-ésima exponencial da fdp condicional de
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Zyy, ilustrada na Fig. 4.1 e definida algebricamente em (4-61). As derivadas de
L dado em (4-62) com relagao aos parametros da portadora sao idénticas as
definidas em (4-39)—(4-42) para o estimador genérico do modelo assincrono,
estando a tnica distincao existente relacionada com a substituicao do
limite superior do somatorio em ¢ pelo seu valor para este caso especifico
(M?" = 16). Para duas portadoras, percebe-se que o somatério em /¢
apresentara 256 parcelas—nao convém relaciona-las aqui. Basta intuir que
elas surgirao da combinagao das 16 médias definidas na Fig. 4.1 para uma
portadora (principal) com as mesmas 16 médias, porém definidas agora para
a portadora interferente. Assim, a média de cada uma das 256 gaussianas
serd dada pela soma de dois dos elementos relacionados em (4-60), o primeiro

deles definido com Sy, B; e 71, e 0 segundo com Sy, By € T5.
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