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Estimacao de maxima verossimilhanca em arrays

Em um sistema de comunicacoes moéveis, o processamento espacial
realizado no array de antenas permite aumento no nimero de usudrios e no
ganho das antenas devido a diretividade. Além disso, possibilita reducao na
interferéncia total do sistema. Dois atributos fundamentais de um sistema
movel baseado em arrays sao formacao precisa do feixe e rastreamento em
tempo real. O primeiro envolve qualidade de cobertura e o tltimo, reducao
na probabilidade de terminagao forgada de chamadas. Estimagao de DOA
é um ponto critico no desempenho destas duas necessidades.

Um array de antenas é um conjunto de sensores para sinais eletromag-
néticos dispostos no espago obedecendo alguma geometria predeterminada.
A Fig. 2.1 ilustra um instantaneo de um sinal propagado atingindo um array

de cinco elementos. Considerando que o sinal-fonte possui banda estreita e
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Figura 2.1: Diferencas de fase obtidas entre os elementos de um array
em relacdo ao elemento de referéncia s, para determinada direcao de
propagacao.
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que é originado a uma distancia suficientemente grande do array, pode-se
dizer que suas frentes de onda sao planas ao atingirem os elementos do
array.

Uma geometria de array de antenas amplamente utilizada na lite-
ratura é a do array linear uniforme (uniform linear array—ULA). Esta
geometria, ilustrada na Fig. 2.2, determina que todos os elementos do ar-
ray estao dispostos em uma mesma reta e sao igualmente espacados. Desta
forma, as defasagens medidas em cada elemento com relagao ao elemento de
referéncia (que nesta geometria costuma se situar em uma das extremidades
do array) serdo sempre miltiplas da defasagem medida no elemento adja-
cente ao elemento de referéncia. Esta geometria, porém, é a mais passivel
de ambigiiidades na estimacao da DOA. Para reduzir ao maximo este pro-
blema, pode-se provar que a distancia entre dois elementos adjacentes de um
ULA nao deve exceder a metade do comprimento de onda do sinal [27]. Um
ULA cujos elementos estao espacados de metade do comprimento de onda
do sinal propagado é chamado de array linear padrao [27] (standard linear
array—SLA). Esta configuragdo sera adotada ao longo de toda esta tese.
Ao mesmo tempo que esta configuragao simplifica os calculos posteriores,
ela restringe a resolucao das estimativas de DOA a um semiplano. Isto pode
ser compreendido mais facilmente com o auxilio de um cone de revolugao
cujo eixo ¢ a reta formada pelos sensores (linha do array). Todos os sinais
que atingem o array em direcoes de propagacao contidas na parede deste
cone proporcionam as mesmas medidas e diferengas de fase nos elementos
do array, o que impossibilita ao estimador precisar a direcao de propagacao

do sinal em um contexto tridimensional. No entanto, um feixe formado por
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Figura 2.2: Tlustragdo de um array linear uniforme (ULA). As diferencas de
fase obtidas sao multiplas do mesmo parametro w.
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uma SLA cujos elementos sao antenas isotrépicas apresenta diagrama de
irradiacao omnidirecional com relacao a um plano perpendicular a linha do
array, fornecendo simultaneamente cobertura a todas as diregoes de pro-
pagacao contidas no mesmo cone. Assim, é possivel reduzir o problema de

estimacgao de DOA a um tnico semiplano sem perda de generalidade.

2.1
Modelo genérico

O modelo detalhado nesta secao ¢ idéntico ao modelo genérico apre-
sentado por Stoica e Nehorai em [21], salvo algumas mudancas de notagao.
Ele é baseado na transmissao simultanea de n sinais, que atingem um ar-
ray com m sensores durante um intervalo de tempo suficiente para serem
coletadas N amostras.

O w-ésimo sinal transmitido atinge o elemento de referéncia do array
com envoltéria complexa z,(k), onde k& = 1,2,..., N. De acordo com a

Fig. 2.2, a leitura deste sinal no v-ésimo elemento do SLA é dada por
Ty (k) - 70D (2-1)

onde w, representa a diferenca de fase associada a DOA deste sinal. Como n
sinais estao sendo transmitidos simultaneamente, a envoltoria complexa da

medida obtida no v-ésimo elemento do array, y,(k), pode ser escrita como
yo(k) = au(k) - /07D e (k) (2-2)
u=1

onde e,(k) é um ruido aditivo gaussiano branco (RAGB) complexo de
média nula cujas componentes em fase e quadratura possuem variancia

desconhecida 2. Seja x(k) um vetor-coluna n-dimensional descrito por
x(k) = [ (k) xo(k) -+ a,(k) ", k=12,...,N  (23)

e y(k) um vetor-coluna m-dimensional contendo as envoltérias complexas

das leituras em todos os elementos do array, ou seja,

Y<k) = [ yi(k) ya(k) -+ ym(k) ]T7 k=12,...,N (2'4>

pode-se entdo generalizar (2-2) para uma forma matricial, como em

y(k) =S(w) - -x(k)+e(k), k=1,2,...,N (2-5)
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onde S(w) é a matriz de direcionamento (steering matriz), fungdo apenas
da geometria do array e das DOAs dos sinais, e e(k) é um vetor complexo
gaussiano de média nula cujas componentes em fase e quadratura sao inde-
pendentes, possuindo ambas matriz correlacao igual a oI (rufdo branco). A
matriz S(w), de dimensdo m x n, é constituida por n vetores-coluna s(w,)

chamados vetores de direcionamento, isto €,

S(w) =[s(w1) s(wz) -+ s(wn) ] (2-6)

onde cada vetor de direcionamento é funcao de uma tinica DOA e é definido

de acordo com a geometria do array. Para SLA, tem-se que
Sw)=[1 e o2 ... eilm-Dw T (2-7)

¢ definido em um espacgo m-dimensional complexo. Variando w pelo intervalo
[—7, ], obtém-se todos os possiveis valores do vetor s(w). Este conjunto
de valores é conhecido como array manifold e compreende a solucao do
problema de estimacao de DOA em formato de vetor de direcionamento
[27]. Alguns métodos baseados em subespago de sinais, como o ESPRIT
[17], podem apresentar uma solu¢ado geométrica para a estimacao de DOA
através da intersegao entre o array manifold e o subespago de sinais [14].
Uma representagao geométrica similar também pode ser desenvolvida para
os métodos baseados em subespaco de ruido, como o MUSIC [19]. Métodos

baseados em subespaco nao serao estudados neste trabalho.

2.2
Estimador de maxima verossimilhanca deterministico

Nesta segao, o estimador ML desenvolvido em [21] para o modelo de
sinais detalhado na secao anterior é apresentado. Estimadores ML utilizam
o conhecimento probabilistico do modelo para descobrir quais valores se-
riam mais adequados aos parametros dado um determinado conjunto de
observagoes.

A andlise apresentada em [21] considera que os sinais x(k) s@o
parametros (fungoes) complexos desconhecidos a estimar. Como o modelo
desenvolvido tem como objetivo principal abranger o maior nimero possivel
de aplicagoes dentro do mesmo cendrio (sinais de banda estreita, RAGB,
etc.), a variancia do ruido ¢ também é um parametro desconhecido. Como

o vetor de ruido é gaussiano de média nula, a fungao densidade de probabi-
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lidade (fdp) condicional do vetor y(k), py(k)jwx(k)02(Y (k)), é dada por

Py(k)lwx(k)02 (Y (k) =

~ Gy o { g V() = 5() - x(OIIY ()~ S(w) - x()] |29

(2mo? 202

onde ¥ representa o operador hermitiano. Como as amostras de ruido para
instantes de tempo distintos sao independentes, tem-se que a funcao de
verossimilhanca ¢ dos dados observados, definida como a fdp condicional

conjunta para todos os instantes é

lw,x(k),0%) =

- e {—% SOV () =S ()Y (1) - S x(k)]} (2:9)

2\m.
(2mo?) p

sendo o vetor de parametros w omitido por simplicidade de notagao. A

funcao de menos-log-verossimilhanca £ é entao

L(w,x(k),0?) = cte +mN Ino?+ L Z[Y(k) —S-x(E)H[Y (k) —S-x(k)]

(2-10)

Derivando £ com relagao a o e as partes real e imaginaria de x(k), obtém-se

[Y (k) =8 x(k)]"[Y (k) =S x(k)]  (211)

oL 1 - .
O {S"[Y (k) —S-x(k)]} (2-12)
oL _ _ig {SH[Y(k) _s. x(k)]} (2-13)

Igualando estas derivadas a zero, tem-se as seguintes estimativas para o2 e

x(k)

7 = o SV (R) — 8 XMV (K) — 8 - x(b) (2-14)
x(k) = (SHsgflsHY(k) = STY (k) (2-15)

onde ST ¢ a pseudo-inversa da matriz S. Substituindo primeiramente a

estimativa de o2 e, finalmente, a estimativa de x(k) em (2-10), obtém-se
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que a estimativa de w é dada por

% i )T — SSTP[T — SSTY (k) =
k=1
~ nin-! 2] - — min? R
= mnin tr{I—SS N; }_mln tr{[l—ss ]RY}
(2-16)

onde ‘tr” representa o operador traco da matriz e Ry = * SN Y (k)Y (k)
¢ a matriz de correlagao assintotica do vetor de observacoes. Ela tende
para a matriz de correlagao real quando N tende para infinito. Como a
matriz S é uma fungao nado-linear de w, minimizar (2-16) é uma tarefa que
demanda certa carga computacional. Mais ainda, a fun¢ao obtida em (2-16)
apresenta varios minimos locais, fazendo com que a obtencao da estimativa
por forga bruta (varredura em grid n-dimensional) seja mais recomendada
que através de um algoritmo baseado em gradiente descendente. Uma boa
alternativa seria a utilizacao de um algoritmo combinado, obtendo uma
estimativa inicial proxima da verdadeira através de varredura em escala
grosseira (for¢a bruta) e refinando esta estimativa com um algoritmo de

gradiente descendente (convergéncia iterativa).

2.3
Estimador de maxima verossimilhanca estocastico

Nesta segunda abordagem, os sinais x(k) nao s@o mais considerados
como parametros desconhecidos, e sim como amostras de um processo es-
tocastico de média nula, descorrelatado no tempo e com matriz de correlacao
espacial Ry desconhecida. Desta forma, a funcao de verossimilhanca nao
serd mais fungao dos parametros w, x(k) e 0%, mas dos parametros w, Ry
e 0. A matriz de correlagao espacial do vetor de observagoes, Ry, é dada
por

Ry = Ely(k) -y (k)] = S(w)RxS" (w) + 20’1 (2-17)

ja que x(k) e e(k) sao independentes. Enunciando o lema de inversao de

matrizes para a expressao definida em (2-17), tem-se

R,' = 212 [I — S (R,S"S +20%1) " RXSH] (2-18)

g

Se o processo que origina o vetor x(k) for gaussiano ou se o nimero n de

sinais for suficientemente grande, pode-se adotar a fdp condicional de y (k)
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como sendo gaussiana. Logo, a funcao de menos-log-verossimilhanca é
N N .
L(w, Ry, 0%) = cte+ Indet [Ry] + Etr{R;lRY} (2-19)

onde Ry j4 foi definido na secio anterior. Considerando que [9]

Of(Ry) _ { L) " R, } (2:20)

00 OR, | 00

onde # é um parametro escalar e f é uma funcao qualquer, e considerando

também que [9]

Olndet [Ry]

11T
R = [R,"] (2-21)
Yy
Otr [R;lﬂy] R
—r— — R/RyR (2-22)
y

tem-se que as derivadas com relagao a Ry e 02 sao as seguintes [9],[30]

oL N g T
R, 2 (s ®S) (2-23)
oL

onde & = R* (Ry —f{y> R;". Igualando a zero e utilizando (2-18),

obtém-se as estimativas [9],[30]

~

R, — S (RY - 2&21> stH (2-25)

~2
o° =

ST— (ml_ 3 tr { [T - SST] RY} (2-26)

Substituindo estas estimativas em (2-19), tem-se que

@& = min~" det {SSTRYSST +——u{[1-SST Ry} (I- ss*)] (2-27)

m—n
é a estimativa ML das diferencas de fase ocasionadas pela DOA. Percebe-se
que, tanto neste estimador quanto no estimador deterministico, a estimativa
obtida é a do vetor de parametros w, ao invés das DOAs propriamente ditas.
Pelo fato da DOA ter uma relagdo biunivoca com a diferenca de fase w,
pode-se provar [26] que as estimativas 6timas comutam.

Mais uma vez, encontra-se o mesmo problema de nao-linearidade

para a obtencao do minimo desta funcao. Os mesmos procedimentos de-
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talhados na segao anterior também sao aplicaveis nesta situagao. Con-
forme foi apresentado, a principal diferenca entre as abordagens deter-
ministica e estocdstica se refere a funcao de verossimilhanca. Enquanto
que na abordagem deterministica a fdp condicional de y(k) era caracte-
rizada como N (Sz,20%I), na abordagem estocéstica esta fungao ¢ dada por
N(0,SR,S™" 4 20°I). Conforme serd detalhado nos préximos capitulos, o
modelo estatistico desenvolvido utiliza a abordagem deterministica para ob-

tencao das expressoes que regem os estimadores propostos nesta tese.
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