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D
Limitante de Cramér-Rao: modelo assincrono com uma
portadora BPSK

A seguir, serd obtido o limitante de Cramér-Rao para o cenario com
uma portadora BPSK no modelo assincrono (relégio desalinhado no tempo

com o receptor). O vetor de parametros desconhecidos ¢ é dado por
T
@W=|w RB) B T ] (D-1)

onde w é a defasagem provocada pela DOA, B é a amplitude complexa e
T é o retardo (erro de relgio) normalizado pelo periodo de amostragem. A
DOA 9 pode ser diretamente incluida no vetor de parametros no lugar de

w, originando um vetor de parametros alternativo

Y= [ Y R(B) SB) T }T (D-2)

A funcgao de menos-log-verossimilhanca deste cendario é

B Nm N
L(p) = cte + Z—NOA - kz:; In(gox) (D-3)
onde
gor = cosh{ for.} + &, - cosh{ for,(1 — 27)} (D-4)
e
Jor = N%)?R[ZiSB] D &= exp{?v—’ZAQT(l —7)} (D-5)

e, como ¢ mais facil derivar o vetor S em funcao da defasagem w, o vetor
de parametros definido em (D-1) serd utilizado no procedimento a seguir.
As derivadas de primeira ordem (que dao origem aos estimadores) ja foram
apresentadas, mas serao repetidas abaixo, por conveniéncia.

OL(p) 1

1
92k

S8 = Y —S(2hISB] gy (D-6)
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N

0L(p) Nm 1 1 I ,
+4mr(1—7)e, cosh{ for(1 —27)}3%@9)} (D-7)

L) _ N L~ Lo, o

58~ N P Tw 2 7o 318" 2] - gt
AT (1—7)e, cosh{ fa(1 —27)}%(3)} (D-8)
Ma(f) = ’; 2; | fon senh{ fox(1-27)} - mjé (1-27) cosh{ fox(1-27)}]
) (D-9)
onde

gor. = senh{ for } + (1 — 27) - &, - senh{ for, (1 — 27)} (D-10)

é a derivada de g9 com relagao a for. As derivadas de segunda ordem sao
obtidas sem nenhuma aproximacao nas expressoes das derivadas de primeira
ordem. Assim, tem-se que as expressoes exatas das derivadas de segunda
ordem sao dadas por
PLiP) 1 1
——F = 5 > 15 S[Z5ISB(g)° +
w2 N2 ;{ggk Z3), ]*(9ax)

N, 1
+ U R(Z5 IS Blgl, — —S[Z4ISB]g) | (D-11)
92k 92k

’L(p) Nm 1 N{ 1
OB No  Nj =

a [%[SHZ%] Gor +
Yok

Famr(1-7)e, cosh{ fun(1-20)}R(B)| - g—; (RIS"Zoul? - gl +

+8m7(1—7)(1—27)e, senh{ for (1—27) }R[ST Zoi | R(B) +
+4m7(1—7)e, cosh{ for,(1—27)} (NO + 4m7(1—7’)§R(B)2>] } (D-12)
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P*L(p) Nm 1 | oraH
— SH7. 1.4
OS(BY Ny | NgZ l{ggk 318" Zur] g+

+4m7(1 — 7)e, cosh{ for, (1—27)}3(B )]2 gik [%[SHZ%]? - Gor. +

+8m7(1—7)(1—27)e, senh{ for (1—27) }3[S? Zoi|S(B) +
amr(1—7)e, cosh{ for(1— 27}(N0+4m71 T)%(B)Zﬂ} (D-13)

2 N 9 )
aaﬁ—ff) = Z{Z [QTVf (1-27) for senh{ foe(1-27)} + (mjé -
=1
A2 4 2
. (mNO )2(1—27) )cosh{fgk(l—QT)}} +£Z;.

mA?

[ (1-27) cosh{ fu(1 ~or)}] 1oy

- [ Foposenth{ fop(1—27)} —

PL(p /
W N2 Z{ Z}ngSB [%[SHZ%] - Gor. +4AmT(1—7) -

(1=27)e, senh{ for,(1—-27)}R(B) — % <§R[SHZ2k] - Gor +
2%k

+4mr(1-7)e, cosh{ for(1-27) }R(B) ) | + NoS[ZE1 8] Gox }(D-15)
92k

9ok

OLlp) _ Li{%{zHJSB]i[%[SHZ - oy, + 4mr(1-7) -
dwd(B) N2 £ 2k P 2k] * Gor

{(1—27)e, senh{ for (1—27)}3(B) — z% <S[SHZ2k] Gy, +
2k

< H @ -
+4mr(1-7)e, cosh{ for(1-27)}S(B) ) | + NoRIZELIS] o }(D-16)

N

PLp) 1 aggn mA? )
=—> 1—27)% senh{ for(1—27)} —
dwor N kzl“[Z%JSB ] g%{ N, (L7 27) senh{fa(1=27)}

—senh{ for.(1—27)} — (1—27) for, cosh{ for,(1—27)} + g/ik .

92k
m]\é (1—2r) cosh{ f2k<1—27)}} } (D-17)

: [f% senh{ for(1—27)} —
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825(9") 1 ~ 1 H H " o~
OR(B)03(B) ~ N2 ;{ . [%[S 2k ]S[S" Zok] - g + R(B)S(B) -
~(4m7’(1—7’)>287 cosh{ for(1—27)} + <§R[SHZ%]%(B) +

+%[SHZ2k]3CE(B)> ~AmT(1—7)(1—-27)e, senh{fgk(l—ZT)}] +

—i—gi% [%[SHZ%] - gop, +4AmT(1—7)e, COSh{f%(l_QT)}%(B)] .

.[J[S ng]'ggk—|—4m7'(1—7')5Tcosh{fzk(1—27')}%(3)}} (D-18)

yﬁ;—ii { S Zx] | (1-27) for cosh{ for(1-27)} +
OR(B)oT ~ Ny 2=
2

+<1—mj\}j (1—27)2> senh{fgk(l—ZT)}} +2mR(B) [27(1—T)f2k .
2mA>

“senh{ for (1—27)} — (1+ (1—7))<1—2T> cosh{f%(l—zr)}} _

2

_g%[f% senh{ for (1—-27)} — m]\é (1—27) Cosh{fzk(1—27)}} '

: [?R[SHZ%] - ghe + dm7(1—7)e, cosh{ ka(1—2T)}§R(B)} } (D-19)

0L N 9.

Z _{% (" Zy] [(1—27),}% cosh{ for,(1—27)} +

kl?k
2

+(1— ]\’2 (1— 27)2> senh{fzk(l—%)}} +2m%(3)[27(1—7)f2k'
2mA?

-senh{ for,(1—27)} — <1+ T(l—T))(l—QT) COSh{fgk(1—2T)}} -

1 mA2
—ﬁ[f%senh{f%u—%)}— N (12 cosh{ fae(1- 27)}}-

-[%[st%]- G + Amr(1—7)e, cosh{ for(1—27)}S(B )}} (D-20)

onde

gy, = cosh{ for} + (1 — 27)? - &, - cosh{ for(1 — 27)} (D-21)

é a derivada de segunda ordem de g9 com relagao a fo,. Percebe-se que todas
as expressoes apresentadas de (D-11) até (D-20) sao altamente nao lineares,
o que inviabiliza o cdlculo dos valores esperados necessarios na obtencao
da matriz de informacao de Fisher. Para prosseguir neste desenvolvimento,

deve-se utilizar algumas aproximagoes nas fungoes nao lineares, inicialmente
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na funcao seno hiperbdlico. Esta funcao pode ser aproximada de duas
formas. A primeira é

senh(x) = z,

para valores absolutos pequenos de z. A outra, entao, é utilizada quando o

valor absoluto de z ¢ suficientemente grande tal que
senh(z) = sgn(x) - cosh(x),

onde a fungdo sgn(x) vale +1 quando x for positivo, —1 quando z for
negativo, e zero quando x for nulo. Percebe-se que o operando no interior
de todos os senos hiperbélicos apresentados nas expressoes (D-11)-(D-20)
é proporcional ao valor de E,/Ny, de modo que as duas aproximagoes
acima se caracterizam para Ej, /N, baixo e alto, respectivamente. A primeira
aproximacao comega a ser valida quando o valor de Ej,/N, é inferior a —16
dB, enquanto que a segunda, para FEj,/N; alto, ja é valida para valores
maiores que 2 dB. Como a regiao de interesse neste estudo varia de —2 dB
a 10 dB, apenas a aproximagao para Ej,/Ny alto serd utilizada. Um detalhe

que merece destaque agora é

sgn{ far(1-27)} = sgn{ for. }

pois o valor de (1—27) serd sempre positivo, uma vez que o retardo 7 é uma
v.a. uniforme no intervalo [0;0.5).

Com esta primeira aproximacao, percebe-se que todas as expressoes
das derivadas de segunda ordem se apresentam como uma soma de termos

e de produtos de termos da forma

2
coeficiente - — - cosh{ for. }
92k

ou

2e;
coeficiente - £, cosh{ for(1—27)}
9ok

e o que diferencia os termos dentro destes dois grupos é o valor de
cada coeficiente. Assim, considerando (D-4) e o fato de que FE,/Np, e

conseqiientemente for, € suficientemente alto, tem-se que

2 2

— - cosh{ for, } = ~
9ok Lo 1+ 5TW 1+ e exp{—27 for sgn{ for } }

_ 2 _ exp{7Ty2r}
1+ exp{—2772}  cosh{rTya}

= 1+ tanh{7791} (D-22)
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para o primeiro grupo de termos e

2e % 9
— - cosh{ for(1-27)} = ——— ~
cosh{ fo -1
92k m +e, & exp{27farsgn{for}} +1
2 exp{—772x }
- = = 1 — tanh{r D-23
exp{27yar} +1  cosh{Tvya} {7721} ( )
para o segundo grupo, onde
mA?
Yok = for sgn{ for} — N (1-7) (D-24)

também ¢é proporcional a Ej,/Ny. Observando (D-4), (D-10) e (D-21), pode-

se facilmente concluir que

% = [1 — T(l — tanh{T’sz})} sgn{ for } (D-25)
% =1-27(1—7) (1 — tanh{T”ka}) (D-26)

Outra expressao que vale ressaltar pelo nimero de repeticoes ao longo das

derivadas de segunda ordem ¢

m 2
% | fo senh{ for (1—27)) — A’é (1—27) cosh{f%u—zT)}} -
AQ
= | for sgn{ for } — mNO (1—27’)] (1 - tanh{Tvgk}> (D-27)

Utilizando os resultados de (D-22)—(D-27) e sabendo-se que 1 — tanh?(z) =
sech?(z), tem-se que, apés algumas manipulacoes algébricas, as derivadas

de segunda ordem apresentadas em (D-11)—(D-20) se aproximam de

N

2L 1
acf_f ) - > {7 OIZEIS B sech{rzi} +
k=1 0

+NLO§R[Z§§JZSB] sgn{ for } [1 - T(l - tanh{mzk}ﬂ } (D-28)

gﬁﬁ(gl = ]jvzl - ;{72””](\710 ) (1 - tanh{m%}) _

2 [%[SHZ%] —2m(1 _T)i)%(B)] ’ SeCh2{T'72k}} (D-29)
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2L () _ N?:)’L _ i{%lo_ﬂ(l — tanh{T%k}) -
k=1

2 [g[SHZ%] —2m(1 _7)3(3)] i SeCh2{T’72k}} (D-30)

0

0°L [ 2mA?
2 = (TR (1 i) -

mff (1—27)} ’ SeChQ{T’)/Qk}} (D-31)

[f% sgn{ for} —

D*L(p
dw OR(B) 6§R

Mz

{ S(Z1 ISBr [%[SHZ%} -

—2m(1—7) sgn{fgk}%(B)} sechQ{T'yzk} +
a1 - o1 ()]} 02
L) N[ L g yapi[aign
0w 03(B) ;{FSJ[ZQ’“JSB]T 918" 2u] -
—om(1—7)sgn{ fzk}%(B)} sech®{7ya1} +

e L atgasant a1 (1 - i)} (0

L) _ 1 i g[ngSB]{— sgn{ for } (1 - tanh{T’YQk}> +

Ow OT Ny
{f%—mAza 27’)sgn{f2k}] sech {m%}} (D-34)
SR 501~ 3 MBI 2 - (21 )’

k=1

R(B)S(B) + 2m(1—71) Sgn{f%}d[SHszBﬂ sech® {772} (D-35)
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PLIP) 1 Y
W = FO kl{ [?R[S Zoy] sgnd for } — 2m(1—27')§R(B)} .

~<1 — tanh{T’ygk}> — T[%[SHZ%] sgn for} — 2m(1—7)§R(B)} .

mA?
‘[f% Sgn{f%} - N

(1_27)} ~Sech2{7'72k}} (D-36)

e > {[018" Zasntfa) — 2m1-27)3(5)]

~(1 — tanh{T’ygk}> -7 [%[SHZ%] sgn{ for} — 2m(1—7)%(3)} :
mA?
No

[ Forsen{ for} — (1—27)} -sech2{m%}} (D-37)
Todas estas expressoes podem ser ainda mais simplificadas se for
considerado que, para Fj/Ny alto, o valor do operando 779 das fungoes

sech? e tanh também serd alto. Assim,

sech?{77a.} =~ 0 tanh{7ya } & sgn{yox} (D-38)

Estas aproximacoes podem ser contestadas quando o valor de 7 for suficien-
temente baixo. No entanto, quase a totalidade dos termos em (D-28)—(D-37)
que contém sech?{77y,} sdo multiplicados por 7 ou por 72, o que reduz bas-
tante este erro de aproximacao. A Fig. D.1 ilustra esta afirmativa, para um
valor de 79, constante e igual a 20 durante todo o intervalo de 7 (nota-se de
(D-24) que 7y, é fungao de 7; esta impossibilidade se justifica pois o objetivo
da figura é explicar a influéncia de 7 na fungdo em questao).

Em (D-31), a fungao sech?{77,} nao estd multiplicada por 7, mas

2
por [f% sgn{ for} — "}\}22 (1—27)] . No entanto, a medida que 7 se aproxima

de zero, a fdp de zq, se aproxima da média de 2 gaussianas centradas em

+SB, de modo que o valor esperado de zyy, sgn{ for} tende a SB. Assim,

A2
m ~ 0
No

for Sgn{f2k} -

e o erro de sech?{779;} serd reduzido quando 7 se aproximar de zero. De
forma similar, pode-se justificar a aproximacgao da fungao tanh{77s}. Por
se tratar de uma funcao fmpar em 79, € considerando que a fdp de zoy
é par em 7y, os erros obtidos na aproximacgao serao reduzidos quando o

valor esperado em zo;, for calculado. As expressoes das derivadas de segunda
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. - - sech? (20 1)
0.9 —— 1 sech? (20 1)

0.8f
0.7}
0.6

o5
0.4F

0.3F \

T
e

0.1

Figura D.1: Influéncia de 7 na aproximacao da fungao sech?{7o;}.

ordem, apds todas as aproximagoes, Sa0

@28£w2 _ 10 kz:; R[Z2 I*°SB] sgn{ for } [1 - T(l — sgn{%k})} (D-39)
*L(p) _ Nm  2m7(1-71) N

OR(B? ~ Ny Ny ;(1 - Sgn{'ﬁk}) (D-40)
O?L(p)  Nm  2mr(1-7) «

0S(B)?2 ~ Ny N, ;(1 - Sgn{%k}) (D-41)

d 57(;0 ) 27;0,;4 ;(1 - Sgn{m}> (D-42)

% - Ni Z S(Z5;, IS sen{ far } [1 — 7'<1 — Sgn{vgk}ﬂ (D-43)

k=1
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0*L 1 < Y

W&oj})}) - N, ; R([Z5,IS] sgn{ for } [1 — 7'(1 — sgn{’ygk})} (D-44)
aaf Eai) N _Nio ; S(ZHISB)sgn{ for} (1 - sgn{re} ) (D-45)

PLp)
oR(B)OS(B) " (D-46)
a(;ff( : Z[ (8" Zox] sgn{ fon} — 2m(1— 27)%(3)] <1 - Sgn{%ﬁ)
o (D-47)
% 1 Z[ SH Zoy| sgn{ for } — 2m(1—27)3 (B)] (1 _ Sgn{m}>
B (D-48)

O valor esperado destas expressoes formard a matriz de informacao de Fisher
que, ao ser invertida, fornece o limitante de Cramér-Rao. Identifica-se trés
blocos bésicos nas expressoes (D-39)—(D-48) que precisam ser desenvolvidos

para que se avance no calculo do limitante de Cramér-Rao. Estes blocos sao
E\g(z2k) ~Sgn{f2k}‘cp]

Bg(zae) - sgn{ fu} (1 = senfae) o] (D-49)
E[(1 - sen{a})|¢)

onde g(zgx) é uma fungao linear escalar impar do vetor de observagoes no
instante 2k.

Antes de resolver o valor esperado em (D-49), algumas consideragoes
sobre a fdp de zy, precisam ser feitas. Esta fdp, condicionada ao vetor de

parametros ¢, ¢ dada por

1

1
.z A® D-
(271'N0)m 4 ( 50)

pzzk\LP(Z%) -

Y
Il Iy
—
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\ for >0
\ Yo, > 0

hiperplano
2
= (1)

0
/ *\ ~SB(1-27)
hiperplano

s\ for =0

Figura D.2: Fdp condicional do vetor de observacoes em um instante 2k
para o cenario com uma portadora BPSK sem corregao de relégio.

onde

1 1
A —exp{ =512 =SB} A = exp{ 2~ SB(1-27) '}

1 1
AB) = exp{—Q—NOHZ% + SB||2} D AW = eXP{—Q—NOHZ% + SB(1_27')H2}

representam as quatro gaussianas ilustradas na Fig. D.2. Observando esta
mesma figura, percebe-se que o espago Zgy é seccionado em quatro regices
por trés hiperplanos paralelos. Cada regiao contém um dos quatro méaximos
da fdp de zo;. Assim, as regioes que envolvem os picos equivalentes as curvas
de A, A®) AB) e \*) serdo chamadas de Ry, Ra, R3 e Ry, respectivamente.
Os valores de sgn{ for } e sgn{7sx} variam de regiao para regiao. Desta forma,
a integral do valor esperado em zq;, sera dividida em quatro integrais, cada
uma limitada por uma regiao diferente, onde as fungoes sgn{ for } e sgn{~yox }
poderao ser substituidas por seus respectivos valores.

A terceira expressao destacada em (D-49) é a mais simples de se

resolver, o que motiva o inicio desta analise pela mesma. Tem-se

B[(1=sen(rad)[e] = [ oo " (1=smn(rm} ) punsol )i ~

2m integrais

4
1 1 1 1
=/ — .= )\“)dZ+/ ——— .2 \O4z(D-51
\/RZ (27I'N0)m 2 Zz:; Ry (27TNO)m 2 Z ( )

4
=1

onde percebe-se que as integrais de A®) e A em R, e em R, sdo iguais as
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integrais de A(!) e A nas regides R, e R,, respectivamente. Assim, (D-51)

se reduz a

B[ (1-sen{m}) o] = /R y m<)\(”+/\(2)>dz (D-52)

Para resolver esta integral, é necessario efetuar uma rotagao no espaco Zoy, de
modo que o primeiro eixo do novo espaco seja perpendicular aos hiperplanos
definidos na Fig. D.2. Os demais eixos devem entao estar situados no
hiperplano fo, = 0. Desta forma, a matriz de rotagao P ortonormal que

roda o espaco Zs, no espaco Yo serda dada por

Yo, =P -Zy, — Zoy, = P . Yo

P P, — m-1/2e-i0 §H
p_ (D) o Pimme (D-53)
P, P, é tal que P,SB =0

e o vetor Yq, pode ser decomposto em

Y; P.Z
Yo — 1) _ 14i2g; (D-54)
Y’r Prz2k
Assim, Zg, pode ser expresso por

Zoy=P" .Yy =P .V, +PI.Y, (D-55)

e o elemento diferencial dZ serd igual a dY, pois a matriz P é ortonormal.

Um ultimo resultado a salientar é
|Zsy, — mz* = [P (Yo, — Pmgz)|* = || Yo, — Pmyg]? (D-56)

Substituindo (D-56) em (D-52), chega-se a

el(-mntm)e] = [y, o (oel v

m—l integrais

—PSB||2} + exp{——“ng — PSB(1-27)]| }) (D-57)

onde dY = dY; - dY, e, considerando a definicao de P, dada em (D-53),
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percebe-se que apenas o primeiro elemento de PSB é nao nulo. Assim,

{ } Ay/m(1-) 00 1 1
L [ B = G e
—Avm(l—) J —c0 271 No 2Ng

—A\/E‘Q} —i—exp{—% Y — A\/ﬁ(1—27)(2})d1ﬁ (D-58)

Y, -

onde dY; = dR(Y7) - (Y1) e, como a média de Y] nas duas gaussianas é

real, tem-se

Aymer)

E [(1—Sgn{72k})‘<p} = /_ Py m((%xp{ N, [%(Yl)

—Aﬁr}mp{—%%[ (Vi) — Avm(1-27)] })aR(y;) (D-50)

Separando as exponenciais em duas integrais e resolvendo-as por substi-

tuicao, chega-se a

Aymr
E[(l—sgn{’ygk})‘cp] = /A\F(Z_T) \/m {_QLNOU }du—i—

L ool
——eXpy — = U U =
—Ay/m(2-37) 2m Ny 2Ny

—1- Q[A\/%(Q—T)} - Q[A\/;O(Q 37)} ~ 1 (D-60)

w2
e 2du (D-61)

onde
<1
x) = / —
« V2
apresenta valor muito préoximo de zero quando o operando x é grande. O
resultado obtido em (D-60) pode ser verificado intuitivamente ji que, para
Ey/Ny alto, as quatro gaussianas de (D-50) se aproximam de “agulhas”,
tornando o valor da integral de (D-50) em cada regidao aproximadamente
igual a i. Como sao integradas duas regioes com peso dois em cada uma,
tem-se que a resposta final é unitaria.
As demais expressoes de (D-49) serdo analisadas conjuntamente. Com
base nas regioes definidas na Fig. D.2, e nas exponenciais da fdp em (D-50),

tem-se
1 1
(2rNo)™ 4

4
( / g(ng w / 9(Zo,) ZA%Z) (D-62)
Ri+Ra R3+R4 =1

E[Q(Z%) : Sgn{fzk}‘so} =
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1 1

E[Q(Z2k) . sgn{fzk}<1 — sgn{%k}> ‘ap] = W 5

4 4
/ (Zor) > AND4Z — / 9(Zo) Y AdZ (D-63)
Ry /=1 Ry =1

e, lembrando que g é uma funcao impar em Z,;, percebe-se que as integrais
de g(Zox) AP e g(Zo )N nas regides Ry, Ro, Rs e Ry equivalem respecti-
vamente ao oposto das integrais de g(Zox) AV e g(Zo)A? nas regides Rs,
R, Ri e Ry. Assim,

1 1
(27TNO>m 2

2
AO4zZ — / 9(Zox) Y AVAZ | (D-64)
R3+Ry =1

E[Q(Z%) : sgn{fgk}‘go} =

([

E [Q(Z%) - sgn{ for } (1 — sgn{fm}> ‘go} =

WE

~
Il

1

1
(27TNO)m

( / (Zo) iA - / g(z%)iwd2> (D-65)

Pode-se intuir que, ao aumentar o valor de Ej /Ny, a primeira integral em (D-
64) prevalecerd sobre a segunda, fornecendo 1[g(SB) + g(SB(1—27))] como
resultado. Da mesma forma, a integral em Ry de A em (D-65) influird
cada vez mais na resposta com o aumento de Ej/Ny, fazendo com que a
solugdo tenda para g(SB(1—27)).

Para verificar estas projecoes, deve-se efetuar uma rotagao no espaco
Z,y igual a descrita em (D-53). Antes, porém, a segunda integral em (D-64)

sera somada e subtraida da expressao total, resultando em
1
E[g<z2k) 'Sgn{f%}‘%@] =3 [Q<SB> -

+9(SB(1-27))] —2/R y g(zgk)miA<e>dz> _

:g<SB(1—7)) —/R+R 9(Ziop) ———— 27TN0 ZA“ (D-66)

que é mais simples de ser resolvida. Utilizando agora a rotagao proposta em
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(D-53) e substituindo (D-55) e (D-56) em (D-66), obtém-se

E[g(z%) ~sgn{f2k}’90] = 9<SB(1—T)> - m |

0 00 o0
. (/ / . / g(Ple) e—ﬁHsz—PSBszY n
—00 J—0c0 J—00

2m—1 integrais

0] [e'¢) o0
+/ / - / g(PYy) o e PSBO20I gy
—o00 J—o0o J—00

2m~—1 integrais

0 0o 00
—oo0 J—00 —00

2m~—1 integrais

0 o) 00
+/ // g(PI'Y,) e‘ﬁ”Y%‘PSB(l‘QT“dY> =
—o0 J—oo J—o0

2m~—1 integrais

g(Pi'Y1) ——}Y A\ﬁ‘
=g(SB(1- " dY;
g( T (/ / 27TNO *
g(P{'Y7) ‘Y Aym(1-2 )|
2N 1= T Y,
/ / 27TNO ¢ d +
g(PH0) / / e 2NO|Y1 A\/_‘ dY; +
2
P70 —akg [ vi—avaoan| gy, D-
+g<r>/_oo/_oo2ﬂN0e ; 1 (D-67)
e, como ¢g é uma funcdo fmpar, g(0) = 0 e os dois ultimos termos

desaparecem da expressao. Analogamente, para (D-65), verifica-se que

E [Q(sz) . sgn{fgk} (1 — sgn{’yzk}> ‘cp] —

/ / 9P ) st Proavil ay,
0 —c0 27TNO 1
+/AW 14)/ g(PIYY) ho|vi-avmoeen] v, —
0 —00 27TN0
/0 / (PHY 2N ‘yl A\/_‘ dy; —
Ay/m(1-) oo 21Ny
B / / 9PN i vi-avmoan| av,  (D-68)
—Ay/m(l-7) J —oc0 27 No

Resolvendo a integral em (Y;) e lembrando que g é uma fungao linear,
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chega-se a

—
=
~
2\

=
5
D>
l
(@R
=
=

[ Zok) - sgn{ for } 1—sgn{72k}>‘cp} = Q(PH>

)

</A\ﬁ(1—f R(Y1) e,ﬁ[mm)%ﬁ} dR(Y1) +
Av/m(1-) 1 ’

+ / RO o [rov-avimoan] gq vy —
0

R(Y1) b [ron)-avm-2n]
— e No ! dR(Y; D-70
/A\F(1—¢) V27 Ny ( 1) ( )

VS

Solucionando as integrais por substituicao e utilizando g(P¥)A/m =

g(SB), conclui-se que

NO _ma?
|:e 2Ng +

E|g(za) - Sgn{fzk}‘so] —Q(SB){l T+ = \/—

o B 27)]—@(@)—(1—%&(\/%

E[g(z%) . sgn{f%}<1 — Sgn{%k}> ‘ga} = g(SB){l 2T + —\/;

mA A2 _ mA2 mA2 mA2
[2 e 2Ng (1-27)? —92¢” 2Ny T + 2¢ 2Ny — e 2Ng (2-37)? — e 2Ng (2-r)? ] +
)+

+2TQ(\/%¢) —2(1—27)Q<\/%(1—27)> —2Q<\/§32
+Q<\/§f(2_¢)) +(1—2T>Q(\/§f(2—37))} (D-72)

Considerando Ej,/Nj alto, a primeira exponencial e a primeira fungao Q de

(1—27)) }(D-?l)

(D-71) tendem a zero. A segunda fungao Q também pode ser desprezada
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mesmo para valores pequenos de 7, pois esta funcao esta ponderada de 1-27.

Aproximagoes semelhantes podem ser realizadas em (D-72), resultando em

E[g(z%)-sgn{fzk}M = 9(SB) {1 T+—\/;

E[g(zzk) -sgn{ for } <1 — sgn{vgk}) ‘go] = g(SB){l—QT +

2 (1-27) 2} (D-73)

1 NO _ma® (1-27)2 —m—AQ’r2
+—\/—= [2 e 2No —2e 2No } (D-74)
V2or V mA?

que se aproxima bastante do resultado intuido no inicio deste desenvolvi-
mento, diferindo apenas porque, anteriormente, o efeito de 7 nao foi consi-
derado.

Utilizando os resultados em (D-60), (D-73) e (D-74) nas derivadas de
segunda ordem apresentadas em (D-39)—(D-48), obtém-se

E[azéiff)’ } %42 tr {J2}{1 27 +272 +
+\/% mj\sz [(1 21)e” £ S (1-27)? —QTe%TQ}} (D-75)
ESwinle] = Elosimale] = Fe (-2} o

825(50)‘ } _ 2NmA?

[ L)) - 2 w7

lazomcz ¥

1 NO
\/ 27T

NA )
= N sen(f )tr{J}{1—27—|—2T +

[(1 21) e o S (-27)? —2Te ’;330 }} (D-78)

E[%M - ]]\QA s(6 )tr{J}{l 2r 1272 +
\/%\/Z[ 1-27)e" iy S 2re 21@02 2}} (D-79)
B[ Gee] - {%M =0 (D-80)
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E[G?);(E%‘SO} = N]T\ZA cos(@){—l + 27+
+\/% % [2 e_gLTAoz(l_ZT)2 — 25%72} } (D-81)
m
E[%‘cp} = N;\ZA sen(@){—l + 27 +
—1—\/% % [2 e By (207 _ 26%72} } (D-82)

Percebe-se que as exponenciais nos colchetes de (D-75), (D-78) e (D-79)

possuem um peso muito pequeno no valor total, por estarem ponderadas

No
mA?2

também contribui para esta eliminacao, ja que este fator é inversamente

de 1—27 e 7, respectivamente. O fato de estarem multiplicadas por

proporcional a Ej,/Ny. Conclusao equivalente pode ser obtida do termo entre
colchetes em (D-81) e (D-82), embora esta 1ltima aproximagao nao seja tao
precisa quanto a primeira. Sabendo que 7 é uniforme em [0;0.5), pode-se

calcular o valor esperado dos dois termos em questao, obtendo

m 2 m 2 N m 2 m 2
E [(1—27‘) e B 127" _or oK Tz] = ;;2 (—3+4 S0 —e_ﬁ> (D-83)
m

_maZ 52 _ma2 21N, mA? mA?
a0 2367 - Iy [) aq( /)
(D-84)
o que corrobora o fato de (D-83) tender mais rapidamente para zero que
(D-84) quando se aumenta o valor de E}/Ny. De qualquer forma, estas duas
expressoes podem ser desprezadas. Sabendo que o valor médio quadratico
de uma v.a. uniforme em [0, x) é igual a 2?/3, o valor esperado em relagao

a 7 é dado por

By o
PGle = Plasilel = 5 o)

B[] - T (D-87)
B[] =~ 2 sen(o) () (D-59)
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B[] = D costo)wta) (-5
Sl = Flammoamil =0 @
Eale] =~ o) (D-01)
P a0 (D-92)

e a matriz de informacao de Fisher serda dada por

25 60{J%) —Zsen(d) tr{J} 22 cos(0) tr{J} 0
N | —= sen( )tr{J} 2m/3 0 —m4 cos(6)
No % cos() tr{J} 0 2m/3 — 24 sen(6)
0 — 24 cos(6) — 24 sen(6) 2mA2
(D-93)
cujo determinante A é dado por
Nt (2A2 2A 2A
A= {— tr{I?} A, + == sen(6) tr{J} Az + == cos(6) tr{J}Ag}
(D-94)
onde
2m/3 0 —24 cos(6) 3
Ay = det 0 2m/3 —mTA sen(f) | = 1—8m3A2 (D-95)
—24 cos(g) —24 sen(d) 2m A*
2 sen(0) tr{J} 0 — 24 cos(6)
Ay = det % cos(0) tr{J} 2m/3 —m—A sen(d) | =
0 — 24 sen(6) 2mA2
- —%rﬁ 3 sen(0) tr{J} (D-96)
—24 gen(6) tr{J} 2m/3 — 24 cos ()
Az = det % cos(0) tr{J} 0 — 24 sen(f) | =
0 — 24 cos(6) 2mA?
= —Em A? cos(0) tr{J} (D-97)

18
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Substituindo estes resultados em (D-94), obtém-se

5 (24

=7 7 )4 [mB tr{J?} — m? tr{J}? (D-98)

e o limitante de Cramér-Rao para o erro de estimacao do parametro w vale

N? N,
N° A 3No m (D-99)
N A 2NA2 mitr{J?} — tr{J}?

LCR, =

Se o vetor de parametros definido em (D-2) fosse utilizado, o limitante de
Cramér-Rao seria calculado de forma analoga a apresentada no cendrio com
modelo sincrono. Como o valor esperado em zg de (D-6) também ¢ nulo
neste cenario, tem-se que o determinante da matriz de informacao de Fisher,

neste caso, sera dado por

B N* . {2_142(71'2 3V3w

A=— 2
ARSI

5 3 > tr{J?}A; —

—AV3sen(8) tr{J} Ay — AV3cos(0) tr{J}Ag} (D-100)
onde A; é o mesmo definido em (D-95) e

Ay = 13 %m%él?’ sen(0)tr{J}; Ajz=

13 3
= . . £m2A3
18 2

T cos() tr{J}

(D-101)
Substituindo (D-101) em (D-100), tem-se

A 13(NA)4 Kw? 3v/31

-5 (5 Jm? (3% - 2277712 w(3y] (D102

2+8

e o limitante de Cramér-Rao para o erro de estimagao da DOA 1 neste

cenario é dado por

LCR N3 Al 3N0 m
w = — — = . —=
Ny A ONAT (a2 s (32} - ()2
. 12N0 m

NA? (47?2 + 3\/§7T)mtr{.]2} — 54 tr{J}? (D103

bastando multiplicar esta expressao por (180/7)? para obter o limitante em

graus.
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