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C
Limitante de Cramér-Rao: modelo sincrono com uma por-
tadora QPSK

O préximo cenario analisado para o cdlculo do limitante de Cramér-
Rao apresenta uma portadora QPSK com relégio alinhado no tempo com
o receptor. O vetor de parametros desconhecidos ¢ é igual ao obtido para

uma portadora BPSK sem retardo, ou seja,
T
w=|w RB B ] (C-1)

onde w é a defasagem provocada pela DOA e B é a amplitude complexa da
portadora. Como a relac¢do entre w e a DOA ¢ dada por (B-2) é biunivoca,

o vetor de parametros também pode ser explicitado em funcao de 1,

T
= [w R(B) S(B) (C-2)

e os calculos a seguir podem ser feitos utilizando qualquer um dos vetores de
parametros. Utilizar-se-4 o vetor definido em (C-1) pela maior simplicidade
dos calculos.

A funcao de menos-log-verossimilhanca no cenéario com uma portadora

QPSK é dada por

N

L(p) = cte+ Z%A? - ; [Incosh{R(fy)} + meosh{S(fo)}|  (C-3)
onde
Jr ! Z;/SB (C-4)

N V2N,

com o vetor S definido como em (B-6).

O estimador do vetor de parametros ¢ é obtido através das derivadas
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de primeira ordem de (C-3), que sao

N

OL(p) _ 1 5zH
dw V2N, ,;(o[zk JSB] tanh{R(fy)} -

“R[ZH IS B] tanh{S( fk)}> (C-5)

OL(p) mN 1 .

e = v, B - ﬁNO;(éR[S 7] tanh {R(f)}+
+R[jS7Z,) tanh{S( fk)}> (C-6)

0L(¢) _ mN 1 it

50 = N S - \/ENO;(\S[S Zy) tanh {R( fi) }+

+[j8" 4] tanh{S(fi)} ) (C-7)

e as derivadas de segunda ordem utilizadas na obtencao da matriz de

informacao de Fisher sao dadas por

PLp) 1 &

e ﬂNOkz:;[%[ZkHJQSB]tanh{ﬂ?(fk)}+%[ZkHJQSB]tanh{%(fk)}—

1 x[7H 2 2 H 9 2 ren
_\/§No (J[Zk JSB)*sech™{R(fx)} + R[Z; ISB]* sech {\s(fk)}ﬂ (C-8)
g%ig)) B %N 2J1vg ;(WSHZI«:Psech?{%(fk)H
+R[jS"Z,) seChQ{%(fk)}> (C-9)
PL(p) _
a3(B)2 ~ N, 2N? ;( S[S” Zy)? sech*{R(fr) } +

+%[jSHZk]2sech2{%(fk)}> (C-10)
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PLP) 1 S ; .
owOR(B) V2N, ;[J[Zk JS] tanh{R(fx)} — R[Zy IS] tanh{I(fx)} +
1 H o[ H 9
o (RIS"Z)S(2{ IS B] sech® {R(fy)} -
—R[jS"ZRIZ{ IS B sech*{S(fi)}) | (C-11)
82285\2 Z[ R(Zy' IS tanh{R(fi)} + S[Zy' IS tanh{S(fi) } +

0 k=

f (s[stk] [ZH IS B] sech?{R(f,)} —

~SjS"ZiIR(Z{ IS B]sech*(S(fy)})| (C-12)

62£(90) = . ) -
SR(B) 035 — Ng;%z s|3[zt S](sech {R(fx)} — sech {J(fk)}>
(C-13)

Para valores suficientemente altos de E,/Ny, sao validas as apro-

xXimagoes

tanh{R(fx)} ~ sgn{R(fr)}
tanh{S(fi)} ~ sgn{S(fs)} (C-14)
sech?{R(fx)} ~ sech*{3(fi)} ~

onde sgn(z) vale 1 quando x for positivo, —1 quando z for negativo e
zero quando x for nulo. Estas aproximacgoes englobam toda a faixa de
interesse das simulagdes com erro muito pequeno e podem ser utilizadas
sem restrigoes. Assim, as derivadas de segunda ordem apresentadas em (C-
8)—(C-13) se tornam

L) 1 N[z 17 T2 S
5 = 7o ;[m[zk J2SB] sgn{R(fx)} + S[ZH1I*SB] sgn{o%fk)}]
(C-15)
PL(@p)  PL(p)  mN (C-16)

OR(B)?2 ~ 93(B)2 N,
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(1-/)SB/V2

\ S(fe) >0 p erplano
\ 8(fk) =0

XTG(f) <0
\

-
(1+5)SB/v2

—~ - R
0
@ Us) < hiperplano
R(fr) =0

(—147)SB/V2

Figura C.1: Fdp condicional do vetor de observacoes em um instante k para
o cenario com uma portadora QPSK com correcao de relégio.

an(Qo) — 1 o o[ H ol H N
dwOR(B) V2N, ;(‘S[Zk IS]sgn{R(fi)} — SUZ{IS]sen{S(fi)})
(C-17)

PLlp) 1 Kin . N
0w 03(B) V2N, ;(WZk IS)sgn{R(f)} — RUZ{IS]sgn{S(fi)})
(C-18)

PL(p)

oR(B)0S(B) (C-19)

Percebe-se que o valor esperado com relacao ao vetor de observagoes zj é

imediato nas expressoes (C-16) e (C-19). Para as expressoes restantes, o seu
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calculo segue um procedimento semelhante ao adotado na secao anterior.
Antes, porém, é preciso realizar alguns comentérios a respeito da fdp
condicional do vetor z;. A Fig. C.1 ilustra esta funcao. Ela é formada pela
média de quatro gaussianas centradas em (£1=45)SB+/2/2. Dois hiperplanos
ortogonais dividem o espaco Zj; em quatro regioes. Nas duas regioes a direita
do hiperplano R(fx) = 0, o valor de sgn{R(fx)} serd +1, enquanto que
nas outras duas regides a esquerda deste hiperplano, sgn{R®(fx)} = —1. O
mesmo pode ser considerado para o hiperplano (fy) = 0. Para as duas
regioes acima deste hiperplano, tem-se que sgn{S(fx)} = +1 e, para as
duas regides abaixo do hiperplano S(fx) = 0, obtém-se sgn{S(fx)} = —1.
Embora a dificuldade no calculo dos valores esperados para este cendrio
aparente ser maior que no cendrio anterior (BPSK), a simetria existente
na fdp ilustrada na Fig. C.1 entre as partes real e imaginaria de qualquer
elemento de Z, facilita todo o trabalho. Primeiramente, deve-se perceber
de (C-4) que

S(fi) = —R(ifi) = R (jZk)HSB]

1
V2N,
ou seja, ao se efetuar a rotacdo Yy = jZg, o termo I(fi) do espago Zy

passa a ser o termo R(fx) no espaco Y. Como esta rotagdo nao altera a

fdp condicional, isto é,

kalcp(Zk) = pyklw(Yk)

e observando que

S[ZHI2SB) = —R[jZHI2SB] = R[(jZ;,) J*SB]
—SUZ;7I8] = S((5Zi)"IS]
—R[Z;IS] = R[(§Zy)" IS]

tem-se que o valor esperado de (C-15), (C-17) e (C-18) pode ser escrito

[ THe) ) % ;E[wzéfﬁsm saf{R(ie]  (c20)
B[ EnE o] = 2 E[sifassmintitle] (20
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E[E)wé)“ ‘Cp} %iE[ Rz IS] sgn{R(f%) }‘cp} (C-22)

e os termos N[z J*SB] em (C-20), $[zJS] em (C-21) e R[z'IS] em (C-
22) sao fungoes lineares escalares impares de z; e podem, portanto, ser
representados como ¢(zy), da mesma forma como feito para o sistema BPSK.
Assim, é preciso apenas calcular £ [g(zk) -sgn{?]%(fk)}‘go] para resolver (C-
20)—(C-22).

Definindo algebricamente a fdp condicional de z; como

4
1 1
Paylp(Zi) = N 1 > A (C-23)

onde

1 5
| Zs — SB§§;—jSB
0

1 5
HZk—SB%;+qSB
O

V2

oy }
s }
:exp{ 21 |Z + SB~-= — jSBXZ |2}
t }

I

I

% el

2

1 V2
7, +SB-—— + jSB—|?
2N0” kT 5 +J 5 I

&w

tem-se entao que

Eﬂm)gﬂﬁﬁ}%] (h Q+g—h+g—Q+u—g>@m@

onde Iy, I3, I5 e I; representam respectivamente as integrais do produto de
9(Z1,)/(2mNg)™ com AD | X2 AG) e \(4) na regido a direita do hiperplano
R(fx) = 0, enquanto que Iy, Iy, Is e I representam a integral dos mesmos
produtos, porém na regidao a esquerda do hiperplano R(f;) = 0. Pode-se
perceber na Fig. C.1 que os valores de I5, Ig, I7 e Ig sao o oposto de Iy, I3,

I5 e I, respectivamente. Assim,

E\g(zr) - sgn{R(f) }‘so} (]1 — L+ 1 — ]4) -

L+l Is+1 2
:122+324—5—h:%¥@m—5—g (C-25)
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onde, mais explicitamente,

_ 1
I = szk\éR(fkko g(Zk)(QWNo)

L_ V22
o5 |1Zi—SBL—iSBL 4y

1

. L||Z,—SBY24;SBY2 |2

e 2Ny

com dZ = dR(Z,)d(Zy)dR(Zs)---dS(Zm) e Dg, representando o
dominio complexo m-dimensional do vetor de observagoes Z. Para resolver
I, e I, deve-se efetuar a mesma rotagao no espago Zj realizada em (B-24),

que sera repetida a seguir por conveniéncia.

Y, =P -Z, = Z.,=Pf.Y,

P P, — m-1/2e-i0 §H
P=( ' = pemee (C-26)
P, P, é tal que P,.SB =0

onde P, representa a primeira linha da matriz de rotacao P e P, inclui as

linhas restantes. O primeiro elemento do vetor Yy, Yi, pode ser expresso

()-(E) e
Y, P.Z;

enquanto que Zj é dado por

por

Z,=P".Y, =P . v, +PI.Y, (C-28)

O elemento diferencial dY ¢ igual a dZ porque a matriz P é ortonormal.

Lembrando que
12 — SBe |2 = [P (Y, — PSBe)|2 = Y, — PSB2  (C-29)

e utilizando um desenvolvimento semelhante ao utilizado de (B-28) a (B-30),

chega-se a

0 fe’e)
L= [ [ @iy

H 1 2NOY1A +jA ) ~
I = // 9PV e MoAVERAVER a3 (v)R(YV)  (C-31)

1Ne—ﬁlwﬁ—ﬂﬁ'gd%mm(m (C-30)
0

Como Y] = R(Y1)+7S(Y1), pode-se decompor cada uma das integrais acima

na soma de outras duas. No cenario BPSK, a integral que apresentava o
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termo g(jPFS(Y1)) era nula, pois a média da gaussiana apresentava apenas
parte real. Isto nao ocorre em (C-30) e (C-31), ja que o termo que subtrai
Y1 nas exponenciais é complexo. Sendo ¢ uma funcao linear e R(Y7) e (Y1)
dois escalares reais, e utilizando o desenvolvimento de (B-31) em (B-32),

tem-se que

1
vV 27TNQ

/ / SM) 27TN o m ROVAVE g BO-AVER 45 (v )R (V) =
0

Ny _ma? m mA?
_ Hy [0 N H pH -
g(PI) 5 B+ [P + 9GP AT Q) 53

0 1 m12
I, = g(P) / R(Y:) e T ROV B g3y v3) 4 g(jPH)

) (C-32)

1 1 _A T
n=aet) [ won) e A0 AVE an(yi) 1 g(GPY)
0

/ / (i) ye T “AVER e mG BOHAVER 45(v (1) =

Ny _ma2 m mA2
_ H U v Hy _ PH -
g(PY) 5 5+ [o(P]) —aUPT |4y [T Q4 55

) (C-33)

onde

7) = / = (C-34)

Logo, a soma das duas integrais calculadas em (C-32) e (C-33) serd

A2
L+1, = PH No ~58 Lo m -
s+ L= g(PI[~2¢/ S0 56 104, /7] oy 5]
2 N _m_A2 mA2
— ¢(PM)A T[—— 0 \~iNg 42 (
IO = Z a2 9
—_——

9(SB) L2

Assim, tem-se de (C-25) que

Blg(z) -sen{fe}]e] =

V2 2 [2Ny _ma mA?2
—f’(SB)?{” Ve ™ -20(y5x

e o valor esperado das derivadas de segunda ordem é

tr{J%} (C-37)

0L (p) ‘ } NA2

E[ Ow?
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o [gmigi\ ] =F [ggﬁ(go)g ] N % (C-38)
E{%‘w} — —%sen(@) tr{J} (C-39)
[%‘g@] = NT?COS(Q) tr{J} (C-40)
E[%M —0 (C-41)

Comparando as expressoes (C-37)—(C-41) com as obtidas para o estimador
BPSK em (B-35)-(B-39), percebe-se que o limitante de Cramér-Rao para
o cendrio de uma portadora QPSK é idéntico ao obtido em (B-42) para o
parametro w e em (B-55) para a DOA . Assim,

NO m

LR = T2 o — e (C-42)

SNO m
NA? (472 4+ 3v/3m)mtr{J?} — 54tr{J}?

onde ¢ é dado em radianos. O limitante de Cramér-Rao para 1) em graus

LCR, =

(C-43)

¢ obtido ao multiplicar o resultado em (C-43) por 1802%/m%, conforme

apresentado na secao anterior.
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