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Anexo A 

O artigo de Kalman do ano 1960, foi reconhecido quase imediatamente 

como uma nova e importante contribuição par o problema de filtragem de 

mínimos quadrados. Assim surgiu uma renovação no interesse da pesquisa 

nesta área e foram muitos os artigos baseados no trabalho original de Kalman 

durante as seguintes dois décadas, que proporcionaram uma bibliografia 

importante nesta área. A pesquisa ainda hoje continua. 

 

Linearização 

 

 Algumas das aplicações de filtragem de Kalman mais bem sucedidas tem 

sido para situações com dinâmica não linear e/ou relações de medições não 

lineares.  A continuação, serão examinadas duas formas básicas do problema de 

linearização. 

 O primeiro é linearizar sobre alguma trajetória no espaço de estado que 

não dependa da data de medição. O resultado deste filtro é conhecido como filtro 

linearizado de Kalman. O segundo método é linearizar sobre uma trajetória que é 

continuamente atualizada com o estado estimado a traves das medições. Este 

tipo de filtro é chamado como filtro Estendido de Kalman. 

 

 

Filtro Linearizado de Kalman 

 

 Será assumido que o processo a ser estimado e as relações de medição 

podem ser escritas da seguinte forma: 

 

( ) )t(1wt,u,xx +φ=�                                                   (A1) 

 

( ) )t(2wt,xhy +=                                                     (A2) 

 

onde, heφ  são funções conhecidas, u é a entrada e w1 e w2 são os ruídos do 

sistema e da medição respectivamente. A não linearidade pode estar dentro da 
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dinâmica do sistema do processo ou na medição. Também pode se observar 

,que na equação (A1) e (A2) estão de alguma forma restringidas em que w1 e 

w2 são assumidas para ser termos aditivos separados e não estão incluídas nos 

termos de φe h. 

 

  Se é assumido que uma trajetória aproximada )t(x�  pode ser encontrada 

por algum meio, esta será chamada trajetória nominal ou de referência.  A 

trajetória atual )t(x  pode ser escrita da seguinte forma: 

 

)t(x)t(x)t(x * ∆+=                                                  (A3) 

 

As equações (A1) e (A2) podem se escrever: 

 

( ) )t(1wt,u,xxxx ** +∆+φ=∆+ ��                                (A4) 

 

( ) )t(2wt,xxhy * +∆+=                                             (A5) 

 

Se agora é assumido que x∆  é muito pequeno e as funções φ  e h 

podem ser aproximados em expansões de serie de Taylor, mantendo só o 

primeiro termo: 

 

 

Fig. A1  Trajetórias Nominal e Atual de um filtro linearizado de Kalman 

tempo 

Estados do 

Sistema 

Trajetória atual x(t) 

Trajetória Nominal x*(t) 

∆x 
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            (A8) 

 

se fazemos: 

 

 

( )t,u,xx ** φ=�                                                   (A9) 

 

e substituímos na equação (A6) , obteremos o modelo linearizado: 
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Filtro Estendido de Kalman 

 

 

O filtro estendido de Kalman é similar ao filtro linearizado de Kalman só 

que a linearização acontece sobre a trajetória estimada do filtro como é 

mostrado na figura A2 e é melhor que a trajetória precomputada nominal. Isto é, 

a derivada parcial de (A8) é avaliado ao longo da trajetória que tem sido 

atualizada com os estimados do filtro, e este por sua vez, depende das medições 

e a seqüência do ganho do filtro dependerá da seqüência de amostragem das 

medições realizadas num processo particular.  Portanto a seqüência do ganho 

não esta predeterminada pelo modelo do processo assumido como no caso do 

filtro de Kalman original. 

     

 
Fig. A2 Trajetórias Atual e Estimadas para um filtro Estendido de Kalman 

  

 

 Um analise geral do filtro de Kalman estendido é muito difícil pela retro-

alimentação da seqüência de medição no modelo do processo. Porem, 

qualitativamente, teria sentido atualizar a trajetória que está sendo usada na 

linearização: por que usar a trajetória anterior quando outra melhor esta 

disponível? A desvantagem deste argumento é: a melhor trajetória é unicamente 

a melhor no sentido estatístico.  Existe uma possibilidade (e pode ser boa) que a 

trajetória estimada seja pior que a nominal; neste caso, as estimativas podem 

tempo 

Estados do 

Sistema 

Trajetória atual x(t) 

Trajetória estimada x*(t) 

Pontos atualizados 
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ser mais pobres e isto conduz a um erro adicional na trajetória que causará erros 

adicionais nas estimativas e assim por diante, levando para uma eventual 

divergência o filtro.  Portanto, o filtro de Kalman estendido é um pouco mais 

arriscado que o filtro linearizado, especialmente em situações onde os erros das 

incertezas iniciais e de medição são maiores.     
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