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4 A Teoria de Filtragem

Neste capitulo serd abordado o conhecimento necessario para a
implementagédo do filtro utilizado neste trabalho, conforme [27]. O filtro de
Kalman é formulado matematicamente em termos de varidveis de estado e sua
solucdo é computada recursivamente, ou seja, cada estado estimado atualizado
€ computado a partir de valores anteriores estimados e dos novos dados, porem
s6 sendo necessario armazenar o valor estimado anterior. Sua implementacéao é
simples, o0 que o levou a ser utilizado em muitos problemas em diferentes areas
de conhecimento. De fato, o filtro de Kalman é um exemplo da familia de filtros
adaptativos conhecidos como “Filtros Recursivos de Minimos Quadrados”, para
0 caso estocastico. Mas o filtro de Kalman precisa do conhecimento dos
parametros da planta e dos valores das matrizes de covaridncia do ruido de
sistema e de medida. Existem alguns métodos utilizados para a implementacao
de algoritmos que permitam fornecer os valores 6timos destas matrizes de ruido,
que serao tratados adiante.

4.1. Conceitos Probabilisticos

Considere um sistema discreto estocastico dinamico:
Xg = (X, k=1)+T(x 1, k=Wl 4,  k=123....... (57)
onde:
xx = Um n-vetor de estado ’verdadeiro”do sistema no tempo K,
@ = Uma fungéo n-vetorial,
I' = Uma fung@o matriz n x r,

w14 = Ruido branco e gaussiano do sistema.

Da equacéao (57) pode-se ver que xx € um vetor aleatorio, visto que w1 é
aleat6rio também. A saida do sistema pode ser escrita:

yi =H(x,k)+w2, k=123..... (58)

onde:
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yk = Vetor p de observagdes no tempo k

H = Vetor p,
w2 = ruido branco e gaussiano de medigao.
7

A equacéao (58) mostra como as observacdes do estado verdadeiro estdo
sujeitas aos erros de medida. O registro de valores passados de saida sera

representado por Y, :

Y, ={Y1,Y2,Y3, ------ W} (59)

O problema da filtragem discreta & computar uma estimativa de x,  linear
e ndo viciada, dadas as realizagbes de Y, ; neste caso minimizando a variancia

do erro de estimacao. A solugdo do problema de filtragem assim definido pode
ser estabelecida em termos da fungao de densidade probabilistica condicional de
x;dado Y,,

f(x,0)Y,) (60)

se ela contem toda a informacédo estatistica sobre x . No caso linear gaussiano, a
solucdo esta caracterizada pela média e a covariancia da densidade condicional
(60). No caso néo linear a solugdo € muito mais complexa, porque a densidade
nao pode ser caracterizada por um conjunto finito de parametros (ndo sendo, em
geral, gaussiana) [22].

Se a densidade (60) € unimodal (um sé pico) e simétrica com respeito a
sua média, entdo, para a maioria dos sistemas (Sherman 1955), o estimador

6timo é simplesmente a média condicional:

X, ZE[XAYe] (61)

4.2. O Filtro de Kalman

O filtro de Kalman (a tempo discreto) fornece um algoritmo para computar
a estimativa 6tima e o erro de covariancia para um sistema linear dinamico
discreto estocastico excitado por ruidos gaussianos. Seja um sistema linear
descrito pela seguinte equacgao:
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Xk = Py1Xog + T gWhy (62)

onde:

Xk = vetor n de estado no tempo k,

d = Matriz n x n de transigéo de estado ndo singular,
w1 = Vetor r de sequiéncia de ruido branco gaussiano.

O vetor x, representa as variaveis de estado do sistema dinamico.
O ruido ser branco gaussiano significa que seus valores ao longo do tempo
sdo variaveis aleatorias gaussianas descorrelatadas e de média nula, sendo

completamente representados com sua covariancia.

O ruido w1 é suposto branco gaussiano, o que significa:

Q =k
E[wi, wi,]= {0 2k (63)

Para o sistema de observacdo, de novo utilizamos:
yk = Hka + W2k (64)

com as caracteristicas do ruido do observacdo (suposto branco gaussiano)
dadas por:

R, 7=k
E[w2k w2/]: {0 02k (65)

Além disso, os dois ruidos sao supostos independentes, o que implica que sua

covariancia é nula.

Suponha conhecidas as observagdes da saida:

Ye ={y1,¥2,YaYic ) (66)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0024884/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0024884/CA

55

Define-se o valor estimado >“<k|k_1 como o valor estimado de x, baseado em
todas as observacdes até k-1, isto é, E[xk|Yk_1]; e >"<k|k como o valor estimado
de x, baseado em todas as observagdes incluindo o tempo k, isto €, E[xk|Yk].
Por simplicidade, X sera denotado apenas como Xy € Xk_i COMO Xyx_i.

Definem-se as matrizes de covariancia dos erros de estimagéao por:

Pigk—1 = E[(Xk — Xyt )(Xk — Xt )T] (67)

Puk = El(xk — Xk )(Xk - )A(k\k)TJE Py (68)

4.2.1. A Inovacao

A inovacao é o processo estocastico definido pelo residuo entre os valores
observados ou medidos e os valores estimados de um vetor de estado. O
desempenho do filtro é refletido nas propriedades estatisticas da sequéncia de
inovagdo. A inovacao vem definida da seguinte forma:

Vk =Yk — 9k\k—1 (69)
onde:
Yiket = HicXighes (70)

sendo, no caso do funcionamento 6timo, um processo gaussiano branco de
meédia nula. Pode ser vista como a saida de um filtro de predi¢cédo de ordem k-1,

onde sua entrada é uma série de Y4,y o,..cccuen... Y -

4.2.1.1. Propriedades da Inovacao

A inovacao tem propriedades importantes, que sao descritas a seguir:

Propriedade 1: A inovacdo o associado com a variavel observavel y, é

ortogonal as observacées passadas Y1,Y ,..cccceee-.. Y-
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Ebt] =0 (71
Propriedade 2: As inovagées vi, V,........ Vi, S80 ortogonais entre si:
E[vkvl] =0 (72)

Propriedade 3: Existe uma correspondéncia uma a uma entre os dados
observados {y{,Yo,.cceer.... Yk} € as inovagoes {vi,Va,............ Vi } onde, uma

seqléncia pode ser obtida de outra por meio de um filtro inversivel causal sem

perda de informagéo

72— Vet e Vi Vo Vi } (73)

4.2.2. Algoritmo do Filtro de Kalman

O algoritmo desenvolvido por Kalman estd baseado na solugé@o recursiva
do problema de estimagéo quadratica minima, utilizando a definicdo do processo
de inovacao, aproveitando as propriedades de correlacdo deste processo
estocastico especial. A seguir sera apresentado o algoritmo:

e Vetor de entrada (medida ou observada):

Yo =1 Yomnne. Y}

e Parametros conhecidos:

@ : matriz de transicdo de estado

H: matriz de saida

Q: matriz de covariancia do ruido de sistema

R: matriz de covariancia do ruido de medida

Estimacao de estado:

Xk = Xy k1 +KE® [Yk _Hk)A(k,k—1] (74)
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onde KEB € o0 ganho de Kalman utilizado para corrigir o valor previsto a partir do

valor da nova medida yx.

Atualizagdo da matriz de covariancia do erro de estimagéo:

P =Pik-t — Kl Hy Pyt (75)

Computacao do ganho do filtro de Kalman:
KK® = PigqHy [HkPk,k—1 +R [ (76)
Predicdo de estado:
Xkt = P X (77)
Estimacao da Matriz de Covariancia do erro:

T T
Pkt = Pro1Pu Pt + Ti1Qpalic (78)

4.3. Filtro Estendido de Kalman

O filtro de Kalman pode ser estendido ao problema n&o linear através de
um procedimento de linearizacao, conhecido como filtro estendido de Kalman. O
algoritmo tem similitude com o filtro de Kalman, mas com algumas modificagdes.
Corresponde ao filtro de Kalman aplicado ao sistema linearizado em torno do
ultimo valor estimado, sendo, depois, o sistema linearizado em torno deste novo

valor, para nova aplicacao do filtro, e assim recursivamente (Ver Anexo A).

Estimacao de estado:

Xk = Xkt + KBy —HiXpeen ] (79)
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Atualizacao da Matriz de covariancia do erro de estimacao:

P =Pis-t — KiPH Py (80)
oH

Hi, = 21 81

KT ox |x = Xj_1 ®1)

Computagao do ganho do filtro de Kalman:
KKB = Py Hig H1 Py + R ] (82)
Predicao de estado:
X1 = Py (K, x4,y ) (83)

Estimag&o da Matriz de Covariancia do erro de estimagéo:

Pk-1 = Pl 1P @g_1 + L4 Q4D (84)
od

P, = — 85

“ T ox x = Xk_1 (89)

4.4 Filtro Sub-6timo

Para a formulagéao do filtro de Kalman a partir de um sistema dinamico
estocastico (62), (64) é necessario conhecer as matrizes ¥, I', H e as matrizes
de covariancia dos ruidos de observacao e do sistema Q e R. Se um filtro esta
baseada no conhecimento incompleto de alguma destas matrizes, sera dito um
filtro sub-6timo.

Neste trabalho serd considerado o caso no qual o filtro sub-étimo esta
projetado conforme as equagbes do filtro de Kalman, mas baseado nas
estatisticas de ruido erradas Q°e R®. Assim, o algoritmo ficara:
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Estimacao de estado:

Xk = XKk +KK® [Yk _Hk)lzk,k—1] (86)

Atualizacao da matriz de covariancia do erro de estimacao, que, para o filtro sub-
6timo, serd denotada por S:

Sk = Skk-1 — KK Hc ks (87)
Computagao do ganho do filtro:
KE® = S 4Hr [HkSk,k—1 +Rg F (88)
Predicao de estado:
Xk = iy (89)
Estimacao da matriz de erro de covariancia:

T T
Sick-1 = Pro1SkPret + Tt QT (90)

E bom lembrar que sera utilizado Sy.i, Sk para ressaltar que estas
matrizes ndao podem ser interpretadas como as estimagdes dos erros de
covariancias verdadeiras Pyy.1, Px. O filtro (74) — (78) produzird uma estimativa

X, mas que ndo serd Otima. Porém este filtro é 6timo para o sistema

estocastico com caracteristicas de segundo ordem Q° e R®.

4.5. Filtragem Adaptativa

Existem varias técnicas disponiveis pelas quais um filtro pode ser provido
de alguma caracteristica que permita a correcdo de erros a partir de novas
informacdes. Em nosso estudo sera abordada a situacdo onde ndo se conhece
corretamente os valores das matrizes de covariancia de erro Q e R [23].
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4.5.1. Estimacao Bayesiana

Nesta abordagem, todos os parametros desconhecidos sao representados
por um vetor o. Em principio o pode incluir parametros relacionados ao sistema

dindmico assim como as matrizes de covariancias do ruido Q e R.

Suponha que todos os possiveis valores de o podem ser representados

por um numero finito de realizagdes, possivelmente muito grande, de um

por pr{oc=oci}. Neste caso é possivel derivar, via Teorema de Bayes, um

conjunto de recursbes das matrizes de covaridncia da densidade de

probabilidade condicional de o, assim como dos estimadores

ﬁi:E[x‘oc:oci],izt ....... N. Os estimadores x' serdo ponderados pela

densidade de probabilidade condicional para produzir uma estimativa final de
x [27].

Esta abordagem é atrativa por sua generalidade, mas o procedimento é
computacionalmente pesado para grandes sistemas, porque contém N filtros

recorrentes.

4.5.2. Estimacao de Maxima Verossimilhanca

Métodos deste tipo sdo obtidos pela maximizacdo da densidade de
probabilidade condicional de um vetor desconhecido o, dado um conjunto de
observagbes Y Na forma mais geral, a abordagem de maxima verossimilhanca
encontra um conjunto de equacdes diferenciais ndo lineares a cada passo, 0
qual deve ser resolvido iterativamente. Somente quando o sistema é invariante
no tempo e o filtro é suposto em estado permanente, pode-se aplicar 0 método
[27].

4.5.3. Adequacao da covariancia

Este método é aplicado quando se desconhece Q e R e esta baseado na
idéia de que a covaridncia da inovagao:

Vi =Yk —HXyko1 (91)
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tem um valor tedrico que esta diretamente relacionado a Q e R. Assim, a atual

covariancia de o, pode ser estimada a partir da saida do filtro. Esquemas deste

tipo podem ser desenvolvidos para ajustar Q e R até que sejam consistentes
com os valores observados. A convergéncia destes métodos apresenta um
desempenho baixo porque os ajustes de Q e R sao interdependentes e porque
estes ajustes a cada passo estdo baseados numa simples amostragem da
inovagao [27].

4.5.4. Métodos de Correlacao

Estes métodos sao aplicaveis aos filtros onde Q e R sao desconhecidos. O
método de correlacdo de saida estd baseado na seqiiéncia de auto-correlagéo

observada {yk}; o método de correlacdo de inovacdo esta baseado na
autocorrelagao da seqiiéncia de inovacgéo {v, }. Estes métodos sdo semelhantes

ao caso anterior, mas estdo baseados nas propriedades estatisticas de um
segmento de tempo da seqiéncia {y, } ou {v,} .

Variantes destes algoritmos tém sido produzidas para gerar um conjunto
de equagdes que relacionam as fungdes de autocorrelagdo amostradas com os
parametros desconhecidos. Estas equagbes poderiam ser resolvidas em forma
algébrica para produzir os estimadores de Q e R ou, alternativamente, produzir
diretamente um estimador da matriz de ganho étima. Mas estes métodos sao
computacionalmente muito trabalhosos e tem a desvantagem de estarem

baseados numa sé funcao de autocorrelacdo amostrada.

O problema foi resolvido por Bélanger (1974), para o caso especial em que
as matrizes Q e R sao independentes no tempo e dependem linearmente de um
conjunto de parametros desconhecidos. Ele mostrou que, para essa condi¢éo, a
funcéo de autocorrelacao verdadeira da sequéncia de inovagao é também uma

funcéo linear deste conjunto de parametros.

O método de Bélanger é atrativo por duas condigées:

e Ele toma em conta as incertezas associadas com a amostragem da
autocorrelacdo da seqUéncia de inovagdo. Os parametros
desconhecidos sdo estimados a partir de observagdes do ruido da
funcdo de autocorrelagédo. Este algoritmo pode ser formulado como um
filtro secundario.
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e Em muitas aplicagbes, é razoavel supor que o projetista conhece
alguma coisa da estrutura de Q e R. O método de Bélanger tira
vantagem desta informag&o inicial para reduzir significativamente o

custo computacional e garantir a convergéncia.

4.5.5. A sequiéncia de Inovacao

O desempenho de um filtro esta relacionado com a propriedade
estatistica da seqiiéncia de inovagao {vy }:

Vi = Yk = Hi Xkt (92)

Como foi dito anteriormente na lista de propriedades da inovagao do filtro
de Kalman, o fato de que esta seqiiéncia seja um ruido branco significa que o
filtro linear ja retirou toda a informacéo linear dele. Ou melhor, que toda a
informacéo linear (a obtida por estimadores lineares, obtidos por projecdes no
espaco gerado pelas medidas diretamente) j& foi obtida. No caso contrério, se
a inovacao fosse correlacionada no tempo, ele ainda teria informagéo util ndo
utilizada pelo filtro. Os algoritmos adaptativos que utilizam esta caracteristica
para melhorar o desempenho do filtro sdo chamados de métodos de correlagéo
da inovagéo [27].

A sequéncia de inovagéo esta relacionada com o erro de estimagdo €,

da seguinte forma:

€K = Xk — Xk k-1

Vk =Yk —HiXkk1 (93)

Vk = Hkék + W2k

Podemos obter uma recursdo do vetor de previsdo da equacao do filtro

para uma matriz de ganho arbitraria:
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Xkt = Wk1Xk
Xy = X1 + Ky v - Hk)A(k,k—1] (94)
X0 =Elxo]

Puk-1 = Pk 1Pc®i_1 + T 41Qy_1Tiq

P = [1=kH Pt [ kieHi I + ki RKE (95)

Peo = E[(Xo - >A<k,o )(Xo - >A<k,o )T]

A segunda equagao de (95) é muito importante porque fornece o erro de
covariancia do estimador X, para uma matriz de ganho arbitraria. Por exemplo,
se uma matriz de ganho Ky € computada como uma aproximagao de KEB por

razbes de eficiéncia computacional, entdo esta segunda equacdo pode ser

usada para computar o erro de covariancia Py .

Neste caso, sem supor que Ky € a matriz do filtro étimo, a recursao do

vetor de previsao ficara:

Xkt = Ppeg X
(96)
=Dy 4 [>A<k,k—1 + Ki_1H 1841 ]+ Dy 1Ky 1W2 4

onde x, representa ndo mais a estimativa 6tima (dada pelo filtro de Kalman), mas
uma estimativa sub-6tima, dada pelo novo filtro calculado a partir de uma matriz
de ganho arbitraria.

A recurs@o para o erro de previsao passa a ser:
Xk = Py X1 + T Wi 4

& = D[l - Ky 4Hi1 B4
+ e Wy = WKy w2y 4

Tomando ¢ recursdes atras:
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~ _ f ~
€k = O k—rCk—s

=l (98)
+ ¢{(’j+1 [Fjw1j —dDjKjWZj]
j=k—¢

=~

onde ¢yqx2 € @ matriz de transigdo de estado do erro do sistema, dada por:

Ohikz = o[l — Kir1Hrt [rr_a [ - Kir_oHii-2 -
X Do | - KioHya |

P
Ppctger =1

Utilizando (93):

E vkvl_ﬂ]: E{(Hkék + W2, )(Hk_éék_é +W2, )T}
= HkE[ékélI—z ]H;—z
+HKE{€'k(w2k_é )T} (100)
+E[w2k X, ]HL

+ E[WZK (w2k_( ))T}

O primeiro e o segundo termos da equacao (100) podem ser resolvidos
com a equagado (98), junto com as estatisticas do ruido do sistema e da
observagao. O terceiro e quarto termo sdo nulos a partir das hipoteses sobre os
ruidos.

Assim:

E[VKVI )] = HkPk,k—1HI +Ry (101)

f T
E VkV;—z] =Hy Ok k- Py Hi—s

f
—Hy Ok kr41¥y_ KRy >0

(102)
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As equagdes (103) e (104) expressam a autocorrelagdo da sequiéncia de
inovacao do filtro sub-6timo em termos das matrizes de covariancia do erro

associadas.

Para mostrar que o lado direito da equacao (102) se anula quando o filtro é

6timo, reescreveremos:

T ] A
E Vka—z] = H O 1Py

. (103)
X { [l Ky Hir P Hier =K Ry }
E[VkVI—z] = HiOkk_r+1Pk_s
X { Pk Hk—r —Kys [Hk—Z Py Hi, + Rk—é]}
(104)

TN
= H O kor1Prr

KB, Ky e P HL +K, ]

A equacao (104) encontra imediatamente a propriedade de inovagao do
filtro KB:

Evkv[_é] =0 para/ >0 eparatodok (105)

Para um filtro sub-6timo, a autocorrelagdo da sequéncia de inovagéao é
diretamente proporcional a diferenga entre a matriz de ganho K e a matriz de
ganho de Kalman, pelas equagbes (103) e (104). Se K é o ganho do Filtro de
Kalman, entdo a seqiiéncia de inovagao é branca e sua covariancia € dada por
(101). As inovagdes formam uma seqiéncia gaussiana se o ruido do sistema e o
ruido de observagao sao gaussianos e o algoritmo do filtro € linear.

4.5.6. Algoritmo de Bélanger

O algoritmo de Bélanger supde que Q e R sao independentes no tempo e
gue sao combinagdes lineares de matrizes conhecidas Q; e Q;:
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Q= aiQi (106)

T

R=Y o (107)
i=1

Ser& projetado um filtro sub-étimo na base de um estimativa inicial a° do

vetor a = [ay,...,a4]", fornecendo estimativas iniciais para as matrizes Q e R:

N

Q° =Y ofQ (108)
i=1
N

R® =Y ofR (109)
i=1

Agora o algoritmo do filtro de Kalman sera reescrito incluindo a seqiéncia
de inovagéo:

Estimacao de estado:
Xi = Xipq + K [vi —Hk;(k,kq] (110)
Atualizagdo da matriz de covariancia de erro de estimagéo:
P =Pig-1 — K HPuyq (111)
Computagao do ganho do filtro de Kalman:
KK® = Pk,k—1HI[HkPk,k—1 +R ] (112)
Predicao de estado:
Xkt = P Xk (113)

Estimag&o da matriz de covariancia de erro de estimagéo:
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Pkt = Ph_1Pe @yt + D1 Qu1Tiy (114)
Inovacao:
Vi =Yk —HiXyk 1 (115)
X o = E|x
o ~Ebo] o
Sko =

As matrizes S' e S? serdo definidas pelas recursdes:

Sig1 = Prc1Siy Pt + i, i=1,...N (117)
Six = [|—Kka]si’k_1 [-KH " +KR KT, i=1.N (118)

com:
Siko =0, i=1....N (119)

Portanto podemos escrever:

N
Sk,k—1 = Z aiesi,kq (1 20)
i=1

N
i=1

Suponhamos que: X, é exata:

Pco =0 (123)
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assim, Sy =Py €:

Para o caso especial (122) com ajuda de (101) - (105), obtemos:

N
etk ))= 2 i

onde:

Fiko = HkSi,quI +R;

f
Fike = HiOkkor1Pr—s

X{[I_Kk—éHk—é]Si,k—/%H-kr—f _Kk—ﬂRi} >0

68

(124)

(125)

(126)

(127)

(128)

As matrizes F, podem ser computadas recursivamente como um sub-

produto do algoritmo do filtro. Tipicamente, o estimador inicial ndo é exato, e as

relagcoes lineares (123) e (124) entre Pyx1 © Skx1 € entre Px e Sk ndo séo

mantidas inicialmente. Porém elas serdo mantidas para um valor muito grande

de k devido a estabilidade do filtro. O filtro “esquece” as especificagdes iniciais

de Sk exponencialmente rapido [27]. Portanto é possivel escrever:

N ~
Pk,k—1 = z OLiSi!k_1 + Sk
i=1

onde:

~ T
Sk = ¢{<,1¢'0Pk,0q)g(¢{<,1)

(129)

(130)

Um erro similar pode se apresentar para a equacao (125) quando Py# 0:
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N ~
i =S Ry, B, (131)
i=1
onde:
Feo = HSHE (132)
Foo =Hedk SioHE,  for £>0 (133)

O termo F, sera nulo quando k for incrementado. F, ira mais

rapidamente para zero que §k devido a presenga de H.

4.6. O Filtro Quadratico

Esta secdo é uma adaptagcédo dos resultados de Dee (1974) ao problema
da presente tese. A equacéao (125) expressa o fato de que Q e R sao fungdes
lineares dos componentes de o, ou seja, a autocorrelacdo da sequiéncia de
inovacado é também linear em a. A abordagem agora sera ver (125) como um
modelo de observacao de a e formular o estimador como um filtro sub-6timo de

Kalman para este parametro. A equacéao (125) pode ser escrita:

N
ViVy = D> oiFi s +Exs (134)
i

com:
Efg,,] =0 (135)

A equacado (134) fornece um “modelo de observacdo” do vetor o
desconhecido. As “observagdes” v,v, , e as ‘observacées padrdes” F(k,l)

serdo obtidas do filtro sub-étimo. Isto exige entdo que o algoritmo que estima o

possa ser formulado como um “filtro secundario” do filtro sub-étimo.
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Antes de descrever o filtro quadratico, devemos escrever o modelo de

observacdo de a em forma de vetor. Serd usada a notacdo a para salientar a

coluna j' da matriz pxp A. O vetor vec[A] serd o vetor p?x1 obtido pela

concatenacao das colunas de A.

vec|A]=

aP

(136)

Note que, se A é simétrica, vec[A] tera elementos duplicados. Sera definida

a matriz T para que Tvec[A] seja a representacdo de [A] sem elementos

duplicados.

T 0 0

0 T%2 . 0

T= (o 0
............... 0
0 0 oo, TPP

onde cada bloco T é uma matriz (p-r+1)xp

T® =0 se r#s

T"=[ 0 | ]Jp-r+1
r1 p—r+1

Seja:

Tvec[vkvl_/)] se (=0
Ok,
T
vecvkvk_/)] se (>0

(137)

(138)

(139)
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[TvecFiy o1, TveC Foy o Ii--... TvecFryol] se £=0
Fsy ./ (140)
[vec[FW )l;vec[Foi )] vec[FN’k/] se (>0

Tvec[z’;kp )] se (=0

Nk = (141)
vec[&k’g] se (>0

Assim, o modelo de observacao (134) de o em forma vetorial é:
Ok, =Fsy o +my, (142)

com:

Eny,] =0 (143)

As observagbes oy, e as observagOes padroes Fs, , sado obtidas do filtro

primario. A seqiiéncia de inovacdo {v(k)} gera os produtos:

Vol k=12..51=01..k-1}

Na prética, deve-se especificar um maximo retardo “L”. O seu tamanho
depende da aplicacao particular e das consideragcées computacionais.

As observagdes oy , sdo geradas no seguinte ordem:.

{61,o§62,0§62,1iGa,oi63,1§63,2§----Gk,o§Gk,1§---(5k,z}

Sera definido o contador t para simplificar a notagdo das observacoes

quadréticas, percorrendo os indices acima de forma crescente:
oy =Fsjo+my (144)

com:
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EMm]=0 (145)

EnD)] =vitsa) (146)

De fato, a seqiiéncia de ruido de observagdo {n,} ndo é branca e seu

segundo momento depende de o.

O abordagem de Bélanger é estimar o pela solugdo de um problema de

minimos quadrados: encontrar o vetor G(t) que minimiza:

! T 1 T -1
Jt ZZ(GJ—FSJ(X) Wj_ (GJ—FSJ(X)+(G—00) 96 (G—Go) (147)
=0

onde W e 6, sdo matrizes de peso positiva definida e oy € um estimador
inicial de a. Suponha, por enquanto, que W% e 6, sdo matrizes positivas

definidas especificadas arbitrariamente. A solugdo recursiva do problema (147)

com WJ- = Wje é exatamente o filtro KB do modelo.

(xt = Ott_1 (148)
GT': FSt()Ct +T|'t (149)
com:
Efn,]=0 (150)
E[’ﬂ't (T]'s)T] = 8tsWte (151)
e:
Elog]= 00 (152)

E[(oco —a0)(og —ocO)T] =0, (153)
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Este abordagem aproximard o modelo verdadeiro de o (145) (146) pelo
modelo (148) (149), os quais tem ruido de observacdo com estatisticas
especificadas por (150) (151). O filtro étimo do modelo sera:

K* =0, FsT [Fs,0,4FsT +we |’ (154)
91 = h—K?FSt] Gt_1 (155)
&y = Gy +K o, —Fsi6 4] (156)
&y =Efog | = a0 (157)
0y = E[(oco —a0)(ag — (xO)T] =60 (158)

Pode-se ver que o desempenho do filtro o dependera de quao perto o
modelo inicial estd do modelo verdadeiro. Assim a especificacdo de W® e 6° sdo

essenciais para a taxa de convergéncia do algoritmo.

4.6.1. Escolha de W°¢ e 6°

O filtro o sera 6timo se a seqiiéncia de ruido {n(t)} for branca e se:

0 = E[o] (159)
00 = E[(oc—ocO)(oc—ocO)T] (160)
we =Efnn/ | (161)

No caso real:

E[nm” =v(t,s,0)

. (162)
=Eflowm — E(Gk1,/,1 )][sz,/,z - Esz,ez] ]

com:
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TveC Vk1V-kr1:| se £1 :0
Okt = (163)
vec[viq)vin)]  se ;>0

Assim, a auto-correlagéo dem; € uma funcdo de momento de quarto ordem
da seqléncia de inovagao e estes momentos ndo podem ser especificados sem
o conhecimento de o. Fazendo uma selegdo de W¢ independentemente de a,

serd introduzida uma aproximagao linear ao problema.

A atual covariancia é dada por:

TWi o se (=0
W, =Efnn! |= (164)
Wy, se (>0

onde:

W, , = E{(veo vkv;] - E[vec vkvl_g]]j

(bl s 1|

W, = E[(vec[vkvg_/ ]Xvec [vkvl_( ])T}

- E[vec [VKV;(r_g ﬂE[(VGC[VkVI—z ])T}

Portanto, W, , é uma matriz p® x p*.
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w'ow' w'P
w2 w2 W 2P

Wy, =| e (166)
WP WPz W PP

onde cada bloco W' é uma matriz p x p com:

Wi (k,/) = E[V i,er,k—éVj,sz,k—ﬂ] (167)
- E[Vi,er,k—/. ]'E[Vj,kvs,k—( ]

Utilizando o fato de que vk é gaussiana, podemos usar a regra do produto
(relacionando momentos de quarta e de segunda ordem de variaveis
gaussianas) para expressar os momentos de quarta ordem (166) em termos de

momentos de segunda ordem:

Wi (k, £) = E[Vi,kvj,k ] EWV s Ver o] (168)
+ E[Vi,kvs,k—( ] E[V rk—V ik ]

Agora serd introduzida uma aproximacao, fazendo a=0° (Bélanger 1974),
com isto a sequiéncia de inovagao sera branca (conforme seg¢éao 4.5.5), desde

que suponhamos (por simplificacdo) que {n(t)} é um ruido branco (o que

modifica (162) (163)). Com estas novas modificagdes, e fazendo W=W*:

(Wijrs )e = E[V Vik ] E[Vf,k—evg,k—/,]

(169)
+ 5|oE[kaV§,k ] E[Vf,kak]

onde {ve(k)}é a seqiéncia de inovacdo quando o =0’ . O lado direito da

equacao (169) pode ser avaliado usando a equacao (134):

T N
E{VE(Vﬁ) }= Zaie ik,0
i=1

=Hi Sy _Hk +R®

(170)
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Agora completamos a especificagéao do filtro a:

e O estimador recursivo € dado por:

K* =0, FsT [Fs,0,4FsT +we |’ (154)
o, = |- K&Fs,| 6, 4 (155)
Gy = Gy +K{ o —Fs,64] (156)
&y =Efog ] = a0 (157)
0, = E[(oco —a0)og — ocO)T] =00 (158)

* As observagOes quadraticas o, :

Tvec|v vy, )] se (=0
O/ (139)

vec[vkv[_g )] se (>0

e As observagdes padroes Fs(k,l):

[Tvec[FLk,o ;i Tvec[Fokol;--.--Tvec[Fyk o ]] se (=0
Fsk. (140)
[vec[Fyy , )1;vecFoy  )l;-.. vec[Fyy. | se (>0

e Finalmente a matriz de ponderacdo W* é definida pelas equacdes (164) -
(170).
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