PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0210436/CB

ALOCACAO PELO METODO AUMANN-SHAPLEY (AS) 82

8
ALOCACAO PELO METODO AUMANN-SHAPLEY (AS)

Neste capitulo serd apresentado o quinto método de alocacdo estudado nesta
monografia: 0 Método Aumann-Shapley (AS).

Este capitulo é dividido em trés partes. A primeira apresenta 0 método de
beneficios incrementais. Este método atribui a cada agente o beneficio incremental
gerado por sua entrada na coalizdo. Mostra-se que este método sofre total influéncia da
ordem de entrada dos agentes, uma vez em que € calculado a medida que os agentes véo

entrando na grande coalizéo.

Na segunda parte € introduzido o método de Shapley (ou valor de Shapley), que foi
0 método que deu origem ao método AS. O método de Shapley resolve o problema do
efeito da ordem de entrada do agente alocando a cada um deles a média das alocacgdes
incrementais para todas as permutacdes possiveis na ordem de entrada. Mostra-se que
este método pode se tornar computacionalmente invidvel, visto o grande nimero de
permutacbes possiveis da ordem de entrada dos agentes. Mostra-se também que este
método ndo apresenta isonomia em relacdo aos tamanhos de agentes do mesmo tipo, o
que faz com que 0s maiores sejam menos sensiveis a ordem de entrada, e por isso sejam

beneficiados.

A terceira e Gltima parte deste capitulo apresenta 0 método AS, que resolve os
problemas citados acima. Demonstra-se também que este método, para o caso da energia

firme, fornece uma alocacdo que pertence ao nucleo do jogo.

O anexo D é um capitulo auxiliar a este. Nele encontra-se um exemplo através do
qual sdo apresentadas algumas caracteristicas dos métodos abordados neste capitulo.
Além disso, contém uma interpretacdo intuitiva para o desenvolvimento do método AS a

partir do método de Shapley.
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8.1.

Método por Beneficio Incremental

Este primeiro método aloca a cada usina a diferenca entre os beneficios a medida
que os agentes sdo adicionados sucessivamente ao sistema. Portanto aloca-se a cada
agente a diferencga entre o beneficio do conjunto quando a usina entra, e beneficio total

anterior, sem ela no sistema.

Por exemplo, supondo uma ordem de entrada 1-2-3, o0 método por beneficio

incremental alocaria a cada agente:
¢1= A1 = f(1)
d2 = A =1(1,2) - f(2) (8.1)

b3 = A3 =1(1,2,3) - f(1,2)

A questdo que surge imediatamente é o porqué da ordem 1-2-3, e ndo, por exemplo,
3-1-2, ou qualquer outra permutacdo. No caso da energia firme, por exemplo, o
incremento de uma usina em geral é diferente quando ela entra nas Gltimas posi¢Oes que
quando entra nas primeiras. Portanto, todas as usinas sempre “brigariam” para estar nas

posicdes da ordenacdo que mais Ihe favorecessem.

O efeito da ordem de entrada esta apresentado, através de um exemplo, na secao
15.1 do anexo D.

8.2.
Método de Shapley

O esquema proposto por Shapley [79] resolve o problema do efeito da ordem de
entrada dos agentes apresentado pelo método do beneficio incremental. Este método
aloca a cada agente a média das alocagbes incrementais para todas as permutacdes
possiveis nas ordens de entrada. Em outras palavras, o beneficio de cada agente no
critério de Shapley seria calculado pela média dos incrementos quando o agente é o

primeiro a entrar, o segundo, terceiro e assim por diante.
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Este método pode ser considerado uma generalizagdo do método por Gltima adigéo,
pois nele o incremento de energia firme é calculado, ndo somente com a usina entrando

na Gltima posicdo, mas sim em todas as posi¢fes possiveis.

O método de Shapley (ou valor de Shapley) pode ser interpretado com sendo o
valor médio dos beneficios incrementais de inclusdo do agente, levando em conta todas
as sub-coalizdes que ndo contém este determinado agente, inclusive a sub-coalizdo vazia.
Supondo-se que a probabilidade de ocorréncia de sub-coalizdes de diversos tamanhos

seja igual, a alocacdo de Shapley é definida formalmente através da seguinte expressao

analitica:
o= 3 =K Wig) ps ) ien 65
YSENJies n!
onde:
I indexa as usinas
N grande coalizéo
S sub-coalizéo
N namero de elementos de N
S numero de elementos de S
F() funcdo caracteristica para calculo da energia firme

O valor de Shapley leva a resultados plausiveis e é intuitivamente considerado
“justo” pelos agentes, pois todos tém igual oportunidade de estar nas melhores e piores
posicdes. Entretanto, como os beneficios incrementais de todas as permutacdes possiveis
da ordem de entrada devem ser calculados, este método se torna computacionalmente
invidvel. O nimero total de permutagdes, para um caso com n agentes, é igual a n!. Para

um caso de 40 agentes, por exemplo, ha cerca 10’ (ou 40!) permutagdes possiveis.

Outro problema constatado na alocacdo Shapley é a “ndo-isonomia” com relagéo ao

tamanho de agentes, isto é, agentes maiores sdo menos sensiveis a ordem de entrada que
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agentes menores, e por isso sdo beneficiados. Esta caracteristica esta exemplificada na
se¢do 15.2 do anexo D.

8.3.
Método Aumann-Shapley (AS)

Foi mostrado que a primeira dificuldade para a aplicacdo do valor de Shapley a
sistemas realistas é de cunho computacional, pois 0 nimero de permutacdes cresce muito
rapidamente a medida que cresce o nimero de agentes. Além disto, foi observado que a
alocacdo de beneficios “por unidade” para recursos de iguais caracteristicas, mas de
tamanhos diferentes, poderia ser desigual, devido ao problema da “ndo-isonomia”
exemplificado na se¢do 15.2 do anexo D.

Um desenvolvimento posterior, chamado de alocacdo Aumann-Shapley[5],
permitiu que se resolvessem estes problemas. O método surgiu da idéia de “dividir” os
recursos de cada agente em varios segmentos, e aplicar o esquema de Shapley como se
cada segmento fosse um agente individual. Por exemplo, para o caso da energia firme, se
cada usina fosse dividida em dois segmentos, uma ordem de entrada poderia ser {Hz(1),
Ha(1), H1(1), H1(2), Ha(2), Ha(2)}.

A primeira vista, as dificuldades computacionais seriam ainda maiores, pois o
nimero de agentes e, portanto, de permutagdes aumentaria consideravelmente.
Entretanto, como é mostrado na secdo 15.3 do anexo D, o método AS permite que o
problema tenha uma solucdo analitica se cada agente for dividido em partes

infinitesimais.

8.3.1.

Formulacao

A alocacdo AS (resultante da solucdo analitica do problema mencionado na sec¢éo

anterior) é obtida a partir do calculo da seguinte integral para cada agente:

(8.10)
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onde:
A € 0 parametro de integragéao;
bi é o vetor de recursos aportados pelo agente i.

f()  éafuncgdo que calcula o beneficio a ser repartido

Para mostrar que a alocacdo AS recupera o firme total suponha que ha dois agentes,

temos que:

4 b, x jf(zb)d/I b, J»f(ﬂb)

0 1

¢ of (Ab) ¢ of (Ab) ~
(Tbl) dﬂ"‘J.(sz) di =

1 0 2

Il
O ey

/lb)b o) 3 g7

2

O'—.I—‘

= f(bl'bz)

Pela expressdo (8.10) nota-se que as alocacBes AS correspondem a média dos
beneficios marginais dos recursos quando eles crescem uniformemente de zero até seus
valores correntes. Esta integral pode ser calculada numericamente discretizando a

variavel A no intervalo [0, 1].

8.3.2.
Implementacdo do método AS

A secdo 8.3.2.1 a seguir mostra a implementacdo do método AS para um caso geral
em que o beneficio é calculado a partir da solugdo de um problema de programacao
linear. A implementacdo para o caso da energia firme é feita em seguida, na secdo
8.3.2.2.
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8.3.2.1.

Caso Geral

Suponha que para calcular o valor da integral (8.10) o parametro escalar A €
discretizado em K valores no intervalo [0,1], indexados por k = 1,..., K. Para cada valor A,

tem-se o0 seguinte problema de programacao linear:

z(M) = Max  cx var. dual.
sujeito a (8.11)
[Ailx < bikg Tlik
parai=1, .., 1|
onde:
c vetor n-dimensional de beneficios (por exemplo, energia firme)
X vetor n-dimensional de variaveis de decisdo

[Ai] i-ésima linha da matriz A (mxn)
o} i-ésimo recurso

Se 0 numero de discretizagdes K for grande suficiente, os valores das variaveis
duais ndo variam de uma discretizagédo para outra, ou seja, Tik=Ti-1). Neste caso temos:
| | |
Az =2(MJ - 2(hi) = D (Tl A = iy duyy) = DAy =X b (A = Ay)
i=1 i=1 i=1

(8.12)

Se para cada discretizacdo, o valor Az é ponderado entre as usinas, de forma que

cada uma recebe 7, Ab, , 0 beneficio total atribuido a cada recurso b; é,portanto:

K
¢i= > mAb, parai=1, .., I (8.13)

k=1
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8.3.2.2.

Célculo da energia firme

No calculo da energia firme, cada agente i dispde de dois recursos: a capacidade de

armazenamento V, , e a capacidade de turbinamento U, 0s quais serdo parametrizados na

integral de Almann-Shapley. O calculo de z(Ax) é dado por:

z(M)= Max F var. dual (8.14a)
sujeito a
Ve — Vi + ZM:[ut’m +W,, ]+U; +W; =a, Tatik (8.14b)
Vii <V, X Ak Toutik (8.14c)
Ui < O, X Ak Tutik (8.14d)
|
F-Yu,xp <0 ik (8.149)

i=1

parat=1,.. T;parai=1, .., 1

Sabemos a que a funcéo objetivo do dual do problema (8.14) é:

T |

ZZ [(”atik x at,i) + (7 XV X Ay ) + (g ¥ T, X A, )] (8.15)

t=1 i=1l
Novamente, se 0 numero total de discretiza¢des K usado for grande suficiente, os valores
das variaveis duais ndo variam de uma discretizagdo para outra (7. = 7.4 q
Toic = ity s Fuie = Fuiges) )» Portanto temos que:

| |

D (T ¥8;) = D (Taigesy X ;) = 0, para todo k, para todo t (8.16)

i=1 i=1
A alocacéo final de cada agente corresponde, portanto, a:

T

61 =2 > [(maA%) + (74 AT,)] - parai=1, ... | (8.17)

k=1t
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onde AV, =V;(4, —44) & Ay =0, (4 —A4,)

Note atraves da equacéo (8.16) que as parcelas referentes ao “recurso” a;; (vazoes
incrementais) se cancelam, e, portanto, ndo é preciso arbitrar a quem pertence 0 recurso

“agua”, diferente do que ocorre no método BM.

8.4.

Alocacédo no Nucleo

Embora, como comentado, o esquema de Aumann-Shapley seja intuitivamente
“justo”, para muitos tipos de problemas é possivel construir contra-exemplos onde a
alocacdo resultante nao atende as restricdes do nucleo; em outras palavras, haveria neste
caso um ou mais subconjuntos que estariam prejudicados por pertencer ao “consoércio”
global.

Porém, especificamente para o problema de alocacdo de energia firme, é possivel
provar que a alocacdao de Aumann-Shapley esta no nucleo.

Suponha que o modelo de calculo de energia firme é formulado como o seguinte
modelo de programacao linear:

Max cx (8.18)
s.a.
[Ailx <b;
parai=1,.., m
onde:
C vetor n-dimensional de beneficios
X vetor n-dimensional de variaveis de deciséo

[Ai] linhas da matriz A associadas a i-ésimo usina

o] i-ésimo sub-vetor de b correspondente a i-ésima usina.

A energia firme associada a um subconjunto de Q de usinas, quando consideradas

isoladamente, é:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210436/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0210436/CB

ALOCACAO PELO METODO AUMANN-SHAPLEY (AS) 90

Max cx (8.19)
s.a.
[Ailx <h;
parai=1,.., m
onde:

h; = b;, parai € Qe h; =0, caso contrario.

A alocagdo de Aumann-Shapley é dada por:
1
¢ =( j z()dtb  i=1..m (8.20)
0

onde:
mi(t)  sub-vetor de multiplicadores 6timo associado a usina i do problema:
Max cx (8.21)

S.a.
[Ailx <tb;

parai=1,..m,0<t< 1

Seja 3o 0 vetor multiplicador 6timo associado ao problema (8.19). Entdo pela

igualdade primal dual a energia firme associada ao subconjunto de usinas Q é

m

D Seuli =D 50b, (8.22)

i=1 ieQ

por definicdo de h; .

Observe que o, € solucdo 6tima de:
Min > sh, (8.23)
i=1
s.a.

Zmlam >c (8.24)
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Por outro lado, note que {ni (®), i:1,...,m} é dual vidvel de (8.19) (vidvel para o

problema (8.23)), ja que (8.19) e (8.21) somente diferem entre si pelo lado direito das
restrigdes. Logo,

iﬂi (®h ziai h (8.25)
ou,
PACIIED IS (8.26)

Integrando (8.26a) temos,

1 1
Y (@ db =Y s [dt=3"5b, (8.27)
ieQ o ieQ) 0 ieQ
ou,
Z¢i > Zéibi = energia firme associada ao subconjunto de usinas Q (8.28)
ieQ ieQ

Portanto, a alocacdo de Aumann-Shapley associada ao subconjunto de usinas Q €
maior ou igual & energia firme associada a elas usinas quando consideradas isoladamente.

Provou-se com isso que esta alocagdo pertence ao nucleo do jogo.

8.5.

Vantagens e Desvantagens do Método AS

O método de Aumann-Shapley mostra-se 0 mais adequado (dentre os analisados)
para alocacdo de energia firme de um sistema hidrelétrico: é viavel computacionalmente,
origina-se de uma metodologia intuitiva (valor de Shapley), ndo ha preocupacdo com a
alocacdo do recurso “agua” entre as usinas (conforme mostrado na sec¢do 8.3.2.2) e, como
foi demonstrado, fornece uma alocagdo que pertence ao “nucleo” do jogo cooperativo, 0

que garante que a alocacdo obtida é “justa”.

Outra vantagem do método AS ¢ a robustez em relacdo ao tamanho dos recursos.
Pequenas varia¢fes do volume ou turbinamento maximos de uma usina nunca geram

bruscas varia¢des na alocacdo AS (o que ocorre no método BM). O fato de a alocagdo AS
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ser média dos beneficios marginais dos recursos quando eles crescem uniformemente de
zero até seus valores correntes, mesmo que uma usina tenha algum recurso em “excesso”,
em grande parte das discretizagdes o método creditard beneficio a ela. Este método
também pode ser considerado economicamente eficiente na medida em que, além de
creditar beneficio pelos beneficios marginais do turbinamento, também considera os

beneficios gerados pelos reservatdrios das usinas.
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