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Resumo

D’Urso, Luize; Saldanha, Nicolau; Araujo, Carolina. Transformacoes
de Cremona como Isometrias Hiperbdlicas. Rio de Janeiro, 2021.
85p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de Matematica, Pontificia
Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

O Grupo de Cremona ¢ o grupo das Transformagoes birracionais do
plano projetivo e tem um papel muito importante em Geometria Birracional.
Pelo Teorema de Noether-Castelnuovo (final do século XIX), o Grupo de Cre-
mona ¢ gerado pelos automorfismos do plano projetivo e pela Transformacao
Quadratica Padrao ® dada por (x:y:2) = (yz:xz:xy). Apesar de compreen-
dermos bem o grupo de automorfismos do Plano Projetivo e a involugao ®, o
estudo do Grupo de Cremona ¢ bastante desafiador, e sua estrutura ainda nao
¢ totalmente conhecida.

Somente em 2013, Cantat e Lamy provaram que o Grupo de Cremona
nao é simples no caso de um corpo algebricamente fechado. Em 2016, Anne
Lonjou provou o mesmo para qualquer corpo. Ambas as provas se baseiam em
uma ac¢ao por isometrias do Grupo de Cremona em um espago hiperbélico de
dimensao infinita. Nosso objetivo sera entender essa acao e como ela pode ser

usada no estudo do Grupo de Cremona.

Palavras-chave
Transformagoes de Cremona; Isometrias Hiperbdlicas; Grupo de Cre-

mona; Geometria Birracional.
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Abstract

D’Urso, Luize; Saldanha, Nicolau (Advisor); Araujo, Carolina (Co-
Advisor). Cremona Transformations as Hiperbolic Isometries.
Rio de Janeiro, 2021. 85p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

The Cremona Group is the group of Birrational Transformations of the
projective plane and has a very important role in Birrational Geometry. By
the Noether-Castelnuovo Theorem (late 19th century), the Cremona Group is
generated by the automorphisms of the projective plane and by the Standard
Quadratic Transformation ® given by (z:y:z) ~ (yz:xz:zy). Although we
understand well the group of automorphisms of the projective plane and the
involution @, the study of the Cremona Group is quite challenging, and its
structure is not yet fully known.

Only in 2013, Cantat and Lamy proved that the Cremona Group is not
simple in the case of an algebraically closed field. In 2016, Anne Lonjou proved
the same for any field. Both proofs are based on an action by isometries of the
Cremona Group in a hyperbolic space of infinite dimension. Our goal will be
to understand this action and how it can be used in the study of the Cremona

Group.

Keywords
Cremona Transformations; Hiperbolic Isometries; Cremona Group;

Birracional Geometry.
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1
Introducao

Dado um corpo k, considere o plano projetivo

b2 _ FA((0.0.0))

~

onde a relacdo ~ é dada pelo seguinte: (po,p1,p2) ~ (9o, 1,G2) se existe um
escalar nao nulo A € k\{0} tal que p; = Ag; para todo i = 0,1,2. Uma
interpretacéo geométrica ¢ que P2 tem como elementos as retas em k? passando
pela origem. Usamos a notagdo (po:pi:p2) para descrever a classe do ponto
(o, p1,p2) € k3\{(0,0,0)} em P2.

Dados trés polindmios homogéneos F, G, H em trés varidveis com coefi-
cientes em k, todos de mesmo grau d > 1, isto é, F,G, H € k[x,y,z]4, e sem
fatores comuns, podemos definir uma aplicagdo racional ¢ : P% -> P%, dada por
(wiy:2) = (F(2,y,2):G(z,y, 2): H(z,y,2)).

Note que alguns pontos em Pf podem néo ter uma imagem bem definida.
Isso ocorre quando F(po,p1,p2) = G(po,p1,p2) = H(po,p1,p2) = 0. Nesse
caso, dizemos que (po:p1:p2) é um ponto de indeterminacao de . Caso nao
existam pontos de indeterminagao, como por exemplo na aplicacao (z:y:z) —
(z2:9%: 22), entdo esta aplicagao racional é dita um morfismo, e é denotada por
¢ : P2 > P? com a seta inteira.

Uma aplicagdo racional ¢ : PZ -> P? ¢ dita birracional, ou Transformacao
de Cremona, se existe uma aplicagdo racional ¢ : IPZ -> P2 tal que o e po1)
coincidem com a identidade em um aberto denso de IP? (ver Capitulo 2.3 para
o estudo da topologia de Zariski). Quando nem ¢ nem 1 possuem pontos de
indeterminagéo, dizemos que sdo automorfismos de Pf. A nogao de aplica¢ao
racional e morfismo se estende para outras variedades projetivas além de P?
de forma local.

Um exemplo de Transformacao de Cremona é a Transformacao Quadra-

tica Padrao, sempre denotada por ® : P? -> P, dada por
(z:y:2) » (yz:xz:ay).

Sua aplicacao inversa é ela mesma, isto é, ® o & satisfaz (z:y:2) — (2:y:2) no
aberto xyz # 0.

A Transformacao Quadratica Padrao possui trés pontos de indetermina-
¢ao, que sao exatamente os pontos coordenados Py = (1:0:0), Py = (0:1:0), P =

(0:0:1). Além disso, ela contrai as retas coordenadas Lis, Lg2, L1, dadas res-
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Capitulo 1. Introducio 11

pectivamente pelas equacoes x =0, y =0, z = 0, nos pontos coordenados.

("’7;3) —> (yz:xz:xﬁ

O grupo das Transformacgoes de Cremona é conhecido como o Grupo de
Cremona de P?, ou Cr(IP2), e serd nosso principal objeto de estudo. Também ¢é
possivel tratar o Grupo de Cremona de um ponto de vista puramente algébrico,
como o grupo de k-automorfismos do corpo de fragdes k(x,y) de k em duas
variaveis. Isso estd justificado na Capitulo 3.3.

O Teorema de Noether-Castelnuovo (em, por exemplo, (CASTELNU-
OVO, 1901)) estabelece que Cr(IP2) é o grupo gerado pelos automorfismos de
P? e a Transformagio Quadratica Padrao @, isto ¢, Cr(IP?) = (Aut(IP?), ®).
Apesar de Aut(P?) = PGL(3,k) ser um grupo bem conhecido, acrescentar a
unica Transformagao de Cremona ® como geradora torna o Grupo de Cremona
de P? extremamente complicado. Algumas questoes fundamentais, como por
exemplo decidir se Cr(PP?) ¢ simples, foram respondidas apenas muito recen-
temente.

Em (CANTAT; LAMY, 2013), Serge Cantat e Stéphane Lamy mostra-
ram que o Grupo de Cremona de P? nao é simples quando k é algebricamente
fechado. O artigo explora uma acdo de grupo de Cr(P%) em um espaco hi-
perbdlico de dimensao infinita por isometrias, e usa ferramentas de Geometria
Hiperbdlica para obter o resultado. Em 2016, em (LONJOU, 2016), Anne Lon-
jou prova o mesmo resultado para qualquer corpo, usando a mesma agao.

O objetivo deste estudo é compreender como Transformagoes de Cremona
podem ser vistas como isometrias hiperbodlicas, ou seja, entender a agao de
Cr(P?) por isometrias mencionada acima e quais conclusdes podemos obter
dela. O que vem a seguir é um pequeno vislumbre do que veremos ao longo
deste trabalho.
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Capitulo 1. Introducio 12

Para entender melhor as Transformagoes de Cremona, vamos considerar
blowups de IPZ. Podemos entender o blowup de uma superficie S em um ponto
P € S como uma modificagao de S onde substituimos P por uma curva isomorfa
a IP}. Cada ponto desta curva corresponde a uma diregdo tangente a S em P.
Mais precisamente, o blowup de S em P é um morfismo 7 : Sp - 5, de forma
que £ =1 1(P) 2 P! e 7 induz um isomorfismo Sp\€ = S\{P}.

A importancia do blowup no nosso estudo se da por podermos resolver
as indeterminacoes de qualquer Transformacao de Cremona através de uma
sequéncia de blowups. Mais precisamente, para toda Transformacao de Cre-
mona ¢ : P% -> IP%, existe uma superficie nao-singular S e morfismos 7 : S — P2
e §:S - P2, ambos composicoes de finitos blowups, de modo que @ = ¢ o .
Em outras palavras, a aplicagao ¢ o7 nao possui pontos de indeterminacao.

Podemos por exemplo considerar novamente a Transformagao Quadratica
Padrao @ : P? -> PZ. Ao tomarmos o blowup consecutivo de IP? nos trés pontos
de indeterminacao de ®, conseguiremos resolver suas indeterminacoes, obtendo
o morfismo & : § - P3.

Mais ainda, veremos que ¢ se levanta a um automorfismo % S-S do
blowup final de Pf nos trés pontos coordenados, ou seja, % =7rlodor é um
automorfismo de S.

Estamos especialmente interessados na agao do automorfismo g nas
curvas em S. Por exemplo, % leva isomorficamente a curva 7~!(Fy) no fecho
topolégico de m=1(Li\{ Py, P }).

Ao estudar as curvas de S, somos levados a considerar o Grupo de Picard
de S, Pic(S) = Z* (Capitulo 5.1), e sua extensdo linear Pic(S) ®z R = R*.
Ocorre que % induz de forma natural um automorfismo linear de R?.

No Grupo de Picard de qualquer superficie, temos uma forma bilinear
simétrica que é preservada por isomorfismos. Para a superficie S definida
acima, por exemplo, essa forma é de assinatura (1,3), isto é, com uma escolha

adequada de base para Pic(.S), temos
(GO, ai, @z, Cls) ) (607 b1, ba, b3) = agbo — a1by — asby — azbs.

Esta forma nos remete ao Espaco de Minkowski, isto é, (R*, - ), onde se define
o modelo do hiperboléide para o Espaco Hiperbdlico H3.

Neste modelo, H3 = {v = (vg,v1,v9,v3) € R* | v-v =1, vg > 0} é
uma folha de hiperboléide em R*, e possui uma distancia dada por d(u,v) =
cosh™ (u-v). Veremos entdo que a transformacio linear R* - R* induzida pelo
automorfismo % : S — S preserva a folhaNde hiperboléide e a distancia entre

quaisquer dois de seus pontos. Portanto, ® induz uma isometria em H3.
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Infelizmente, nem toda Transformacao de Cremona pode ser conjugada a
um automorfismo como no caso da Transformacao Quadratica Padrao. Ainda
assim, neste estudo vamos construir uma agao de Cr(IP%) por isometrias em
um espaco hiperbdlico de dimensao infinita.

Em seguida, vamos investigar como propriedades algebro-geométricas
de ¢ € Cr(P?) podem ser detectadas a partir da isometria associada. Por
exemplo, sabemos classificar isometrias de um espago hiperbodlico como eliptica,
parabdlica ou hiperbdlica, consequentemente podemos classificar também as
Transformagoes de Cremona. Em (LONJOU, 2016), ¢ dada a construcao de
uma Transformacao de Cremona hiperbélica h que possui alguma poténcia h™
que gera um subgrupo normal préprio de Cr(IP%), provando que este grupo
nao é simples.

A seguir, descrevemos como esta dissertacao esta organizada.
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O Capitulo 2 introduz objetos basicos estudados em Geometria Algébrica.
Inclui defini¢des de variedades afins, variedades projetivas e quasi-projetivas,
descreve a topologia de Zariski.

O Capitulo 3 da definicoes mais precisas de morfismos e aplicagoes
racionais.

(Os Capitulos 2 e 3 sao introdutorios, e podem ser ignorados por um
leitor que j& conhega os conceitos basicos de Geometria Algébrica classica.)

O Capitulo 4 aborda blowups de superficies nao-singulares, d4 uma des-
crigao do blowup de Pf em um ponto em coordenadas e os principais Teoremas
de resolugao de indeterminacao de aplicacoes racionais em superficies.

O Capitulo 5 apresenta divisores e o Grupo de Picard de uma superficie
nao-singular, introduz o pullback de um divisor, descreve a forma de intersecao
em Grupos de Picard.

O Capitulo 6 discute o modelo do hiperboldide do espaco hiperbélico de
dimensao finita e sua interagao com subgrupos finitos do Grupo de Cremona
sobre os Complexos.

O Capitulo 7 descreve o espaco de Picard-Manin H*, um espaco hiper-
bolico de dimensao infinita e a acao do Grupo de Cremona por isometrias em
Hee.

O Capitulo 8 tem um pequeno resumo de (LONJOU, 2016), onde é
demonstrada a nao simplicidade do Grupo de Cremona para qualquer corpo

k, uma poderosa consequéncia da acao descrita no Capitulo anterior.
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2
Variedades Algébricas

Usaremos a notagao k[xzg, x1,...,Z,] para o conjunto dos polinémios com
coeficientes em k em n + 1 varidveis e k[zg,z1,...,2,]" para o seu subcon-
junto de polindmios homogéneos, cujos elementos serao sempre denotados por
uma letra maidscula. Para referéncias, considere (SHAFAREVICH, 1994) e
(HARTSHORNE, 1977).

2.1
O espaco afim e conjuntos algébricos afins

O espago afim de dimensdo n sobre um corpo k, como conjunto, é
simplesmente A} = k™. Vale notar que A} nao estd munido da estrutura de
espaco vetorial de k™, mas futuramente serda munido de uma estrutura de espago
topologico, com a topologia de Zariski. Nessa topologia, os fechados serao os
conjuntos algébricos afins, que serdao definidos a seguir.

Considere f € k[x1,23,...,z,] um polindbmio em n varidveis com coefici-

entes em k. Vamos definir o conjunto de zeros de f em A} como
Z(f)={PeAy|f(P)=0},

onde f(P) = f(p1,p2;---,pn) para todo ponto P = (p1,ps;...,pn) € A}
Mais geralmente, podemos definir o conjunto de zeros de um conjunto

S c klxq,22,...,2,] de polinémios em A7 como
Z(S)={PeA}|f(P)=0VfeS}

Um conjunto como este é chamado de conjunto algébrico afim, ou conjunto
algébrico de AJ.
Exzemplo 1. Tanto A} quanto @ sao conjuntos algébricos, sendo respectiva-

mente o conjunto de zeros dos polindémios f=0e g =1.

Ezemplo 2. Um ponto P = (p1,p2,...,pn) € A} qualquer é um conjunto
algébrico afim. Mais precisamente, { P} = Z(x1 — p1,...,Tn — Ppn)-

E facil observar que a aplicacio Z inverte inclusoes, isto é, se S c S,
entdo Z(S") c Z(S).

Cabe aqui observar que se I = (S) c k[z1,z,...,x,] é 0 ideal gerado por
S, entao Z(I) = Z(S). Como k[z1,za,...,2,] é um anel noetheriano, entao
para todo conjunto algébrico Z de A} existe um ideal I c k[z1,x,...,2,] tal
que Z = Z(1).
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Capitulo 2. Variedades Algébricas 16

Esse ideal nao é sempre tnico. Por exemplo, quando k = R e n = 2, temos
uma familia de polindmios f; = 2% + 22 com Z((f;)) = Z(f;) = {(0,0)}. Ou
seja, diferentes ideais definem o mesmo conjunto algébrico afim.

Seja I c k[x1,,...,x,] um ideal. Podemos definir o radical de I como
VI={fek[xy,xs,....,x,]|ImeN* fmel},

e dizemos que um ideal I é um ideal radical quando /T = 1.

E facil ver que para qualquer ideal I c k[zy, s, ..., x,], vale o seguinte:

(i) v/ é um ideal, e mais ainda, um ideal radical;

(i) Z(VT) = Z2(1).

Por esses motivos, se Z c¢ A} é um conjunto algébrico afim e I c
k[x1,2o,...,2,] é um ideal tal que Z = Z(I), entdo o ideal radical I’ = /T
satisfaz Z = Z(1"). Isso mostra que sempre podemos escolher um ideal radical
I com Z =Z(I).

Com o Teorema de Zeros de Hilbert, enunciado a seguir, podemos ver
que, se k é algebricamente fechado, entao esse ideal radical é tinico, e mais
ainda, podemos construi-lo a partir do conjunto algébrico afim. Dado Z c A}

um conjunto algébrico, o conjunto de polinémios
I(Z) = {f e k[x1,29,...,2,] | f(P) =0 VP € Z}

é chamado o ideal de Z, e é um ideal radical.
E fdcil observar que Z também inverte inclusdes, isto é, se Z ¢ Z' sdo
conjuntos algébricos de A}, entdo Z(Z') c Z(Z).

Teorema 2.1 (O Teorema dos Zeros de Hilbert). Seja k um corpo algebrica-
mente fechado, I c k[z1,xq,...,x,] um ideal e f € k[xq1,xs,...,2,] um polind-
mio. Entao

F(P)=0VYPeZ(I) < feI.

Ou equivalentemente,

I(Z(1)) = VI.
(Para referéncia, consultar (LANG, 2002) p. 378)

Como consequéncia, se I ¢ um ideal radical, entdao Z(Z([)) = I. Isso
mostra que Z e Z sdo inversas, e constituem uma bijecdo entre conjuntos
algébricos de A} e ideais radicais de k[z1,22,...,2,]. Essa dualidade nos
permite relacionar propriedades geométricas de um conjunto algébrico afim

com propriedades algébricas do seu ideal radical.

Exemplo 3. Se k ¢ algebricamente fechado, pontos de A} estdo em bijegao

com ideais maximais de k[xi,zs,...,z,]. De fato, um ponto nao possui
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subconjunto algébrico préoprio nao vazio, entao seu ideal nao pode estar
propriamente contido em um ideal diferente de Z(@) = k[z1,22,...,2,].
Como pontos sao os Unicos conjuntos algébricos afins com essa propriedade,

a reciproca também vale. Assim, ideais maximais de k[x1,zs,...,z,] sdo da
forma (z1 —p1,..., 20 = Dn)-

Definimos o anel de coordenadas de um conjunto algébrico Z c A"
como A(Z) = k[z1,22,...,2,]/Z(Z). Quando Z # @, A(Z) é uma k-dlgebra
finitamente gerada sem nilpotentes.

O homomorfismo sobrejetor natural de k[x, 2o, ..., 2,] em A(Z) induz
uma bijegao entre ideais de k[x1, za, ..., z,] que contém Z(Z) e ideais de A(Z).
Essa bijecao preserva ideais radicais, portanto, quando k£ ¢ algebricamente

fechado, subconjuntos algébricos de Z estao em bijecdo com ideais radicais de

A(Z).

2.2
O espaco projetivo e conjuntos algébricos projetivos

O espago projetivo de dimensao n sobre um corpo k ¢ definido como o
conjunto de retas em k™! passando pela origem. Algebricamente, podemos

escrever I 1 0
P _ D)

~

com a seguinte relagdo de equivaléncia: dados v e w em k™*'\{0}, entdo v ~ w
se existe A € k\{0} tal que v = Aw, que é equivalente a dizer que v e w estao
na mesma reta passando pela origem.

Um ponto P de P" pode ser escrito em coordenadas homogéneas

tomando-se um representante (pg,pi,...,Pn) € k™! como P = (po:pi:...:pn)-

que p; = A\g; para todo i =0,1,...,n.

Nosso objetivo a seguir serd introduzir os conjuntos algébricos projetivos
como conjuntos de zeros de polindbmios. Porém, no caso projetivo, dado
f € klzg,z1,...,2,], f(P) depende da escolha de coordenadas homogéneas
de P, ou seja, nao podemos avaliar f em P.

Apesar disso, é possivel decidir se F(P) =0 se F € k[xg,x1,...,x,]" for
um polinémio homogéneo. De fato, nesse caso, se F(po,p1,--.,pn) = 0 para
alguma escolha de coordenadas homogéneas de P, entdo para todo A € k\{0},
vale F'(Apo, A\p1, .-, Apn) = A8 F(pg. py,...,pn) = 0, 0 que significa que F

se anula na reta que passa pela origem e pelo ponto (po,p1,---,Dn)-
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Sendo assim, o conjunto
Z(F)={pPePy|F(P)=0}

estd bem definido e é chamado o conjunto dos zeros de F'.
Mais geralmente, seja S ¢ k[xzg,21,...,2,]" um conjunto de polindmios

homogéneos, podemos definir o conjunto de zeros de S como
Z(S)={PeP}|F(P)=0VFeS}.

Tais subconjuntos de P} sao chamados de conjuntos algébricos projetivos ou

conjuntos algébricos de P}.

Ezxemplo 4. Tanto P} quanto @ sao conjuntos algébrico projetivos, pois sao os

conjuntos de zeros dos polinémios homogéneos F' =0 e GG = 1 respectivamente.

Exemplo 5. Pontos de P} também sdo conjuntos algébricos projetivos. De

Z({por; —pixo |1 =1,2,...,n}).

Essa definicao também pode ser estendida para qualquer subconjunto de
polindémios: seja f € k[xg,1,...,%,] um polindbmio qualquer, podemos dizer
que f(P) =0quando f(po,p1,---,pn) = 0 para qualquer escolha de coordenadas
homogéneas de P. Ao fixar uma escolha de coordenadas (pg,p1,...,pn) €
escrevendo f = Y1 F; como soma de seus termos homogéneos, com F; sendo

seu termo de grau ¢, entao
f()\p()a )‘pla SRR )‘pn) = Z AiE(vaplv s 7pn)
i=1

¢ um polindomio em A, que é identicamente nulo se e s6 se cada F; se anular
em P.
Entao, seja S c k[xg,x1,...,2,] um subconjunto qualquer de polinémios,

podemos definir o conjunto de zeros de S como
Z(S)={PeP|f(P)=0VfeS}.

E facil observar que tal aplicacdo inverte inclusoes, isto ¢, se S c .S’, entao

Z(8") c Z(S).
Seja S ¢ k[xg,x1,...,2,]" um conjunto de polindmios homogéneos e
I =(S) c k[zg,x1,...,2,] 0 ideal gerado por S. Dizemos que I é um ideal

homogéneo, pois é gerado por um conjunto de polinomios homogéneos, e vale

que Z(1I) = Z(9).
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Também podemos obter ideais homogéneos a partir de conjuntos algé-

bricos: seja Z c P} um conjunto algébrico, definimos
1(Z) = (F e klzo,21,...,2,)" | F(P) =0 ¥P € Z)

o ideal homogéneo de Z.

E facil observar que Z inverte inclusdes, isto é, se Z ¢ Z' sdo conjuntos
algébricos projetivos, entdo Z(Z") c Z(Z).

A versao projetiva do Teorema dos Zeros de Hilbert pode nos esclarecer
em que condic¢oes as aplicagoes Z e Z sao inversas, e é uma consequéncia facil
do Teorema 2.1. Antes de enuncié-la, relembramos que o radical de um ideal

I é definido como
VI={feklzo,x1,...,2,]| IMeN* f™ eI}

Teorema 2.2 (O Teorema dos Zeros de Hilbert Projetivo). Seja k um corpo
algebricamente fechado, I c k[xg,z1,...,2,] um ideal homogéneo tal que

VI #(xg,21,...,2,) e Fek[xg,x1,...,2,]" um polindmio homogéneo. Entio
F(P)=0VPeZ(I)< FeVI.

Podemos concluir que se k é algebricamente fechado e I c k[xzg, z1,. .., %,]

é um ideal homogéneo tal que /T # (zg, 21, . ..,2,), entdo
Z(Z(1)) = V1.

Quando I é um ideal homogéneo radical, isto ¢, um ideal homogéneo tal que
I =+/1, entdo as aplicacdes Z e Z sao inversas, e nos ddo uma bijecdo entre
os conjuntos algébricos projetivos de IP" e os ideais homogéneos radicais de
k[xo,x1,...,z,] diferentes de (xg, z1,...,2,).

Definimos o anel de coordenadas homogéneas de um conjunto algébrico
Z cPm como S(Z2) = k[xg,x1,...,2,]/Z(Z), que é uma k-algebra finitamente
gerada e sem nilpotentes. Analogamente ao caso afim, quando k é algebri-
camente fechado, subconjuntos algébricos de Z estdao em bijecao com ideais
radicais de S(Z) diferentes da classe de (xg,x1,...,2,) em S(Z).

A partir de agora até o final desta dissertacao, a menos que se explicite

o contrario, vamos considerar £ um corpo algebricamente fechado.
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2.3
A topologia de Zariski

Sabemos que @ e A} sao conjuntos algébricos afins. Além disso, a uniao
de dois conjuntos algébricos afins Z(I)uZ(J) é também um conjunto algébrico
afim Z(1-J) e a intersegdo arbitraria de conjuntos algébricos afins N Z(1,) é um
conjunto algébrico afim Z((I,)). Com isso, podemos definir uma topologia em
A7 onde os conjuntos fechados sao os conjuntos algébricos afins. Tal topologia

¢ chamada de Topologia de Zariski em A}.

Ezemplo 6. Em Aj, os unicos conjuntos fechados sédo o préprio A} e subcon-
juntos finitos. De fato, se o conjunto algébrico é definido por pelo menos um
polinémio nao nulo, possui finitos pontos. Reciprocamente, qualquer conjunto
finito de pontos em A} é o conjunto de zeros de algum polinémio. Observe que

esta topologia nao é Hausdorff.

De forma andaloga, podemos definir uma topologia (a topologia de Zariski
em P7) no espaco projetivo, onde os conjuntos fechados sdo os conjuntos
algébricos projetivos.

Dizemos que um subconjunto nao vazio X de um espago topoldgico é
redutivel quando existem subconjuntos proprios A, B ¢ X fechados em X tais
que X = Au B. Dizemos que X é irredutivel caso contrario. O conjunto vazio

¢é considerado redutivel.

Ezemplo 7. Qualquer ponto de A} ou P? é irredutivel. O espago afim Aj
também é irredutivel, pois todo subconjunto préprio fechado de A} ¢ finito,

enquanto que Aj = k ¢ infinito por ser algebricamente fechado.

Ezemplo 8. O conjunto Z(z? - 23) em A7 ou em P é redutivel, pois equivale

a unido Z(x; — x9) U Z(xq + 23).

Proposicao 2.1. Um conjunto algébrico Z ¢é irredutivel se e s6 se Z(Z) é um

ideal primo.

Prova. Os casos afim e projetivo sdo andlogos. Vamos focar no caso afim e
provar os dois lados por contraposicao.

Suponha que Z # @ é um conjunto algébrico afim redutivel. Entao existem
conjuntos algébricos préprios Zy C Z e Zy C Z tais que Z = Z; U Zy. Em
particular, temos que

1(2) S L(Z).

Sejam f; € Z(Z;)\Z(Z). Entao é facil ver que fi- fs € Z(Z), e portanto Z(Z)

nao é um ideal primo.
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Suponha agora que Z # @ é um conjunto algébrico afim tal que I =Z(2)

nao é um ideal primo. Entao existem f1, fo ¢ I tais que f;- fo € . Sejam
Zi=Z((fi;1)) c Z,

entdo Z = Z1 U Zy, pois qualquer ponto P € Z satisfaz que f;- fo(P) =0, e sem
perdas podemos assumir que fi(P) =0. Mas como f(P) =0 para todo f €I,
temos que P € Z;. Entao Z é redutivel.

Quando Z = @, temos que Z(Z) = k[z1,...,2,] é todo o anel e nao é

primo, o que condiz com a convencao de que @ é redutivel.

Ezemplo 9. O espaco afim A} é irredutivel, afinal Z(A?) = {0} é um ideal

primo.

Como consequéncia, podemos inferir que um conjunto algébrico Z é
irredutivel se e s6 se A(Z) (ou S(Z) dependendo se Z é afim ou projetivo) é
um dominio de integridade.

Uma variedade algébrica afim ¢ um fechado irredutivel de A} e uma va-
riedade algébrica projetiva é um fechado irredutivel de P}. Também podemos
definir uma topologia em qualquer subconjunto de A} (ou P}), induzida pela
topologia de Zariski em A} (ou P7).

Uma variedade quasi-afim (quasi-projetiva) é um aberto A ¢ X de uma

variedade afim (projetiva) X.

Proposigao 2.2. Se A # @ é um aberto da variedade algébrica X (afim ou

projetiva), entio A € denso em X e irredutivel.

Prova. Dado Y c X, seja Y o fecho topolégico de Y em X, isto é, a intersecio
de todos os conjuntos fechados em X que contém Y.

Se A+ X, entdo X seria redutivel, pois poderfamos expressar X como
uma unido de subconjuntos algébricos préprios: X = Au (X\A), e portanto
A=X

Além disso, se A = A; U Ay é uma unidao de fechados de A, entao
X =A,UA, c AjU A, Assim, X = AU A_g, e por ser irredutivel, podemos
supor sem perdas que X = A;. Como A; é um fechado de A, sabemos que
A; = Ay n A= A. Portanto A; ndo é um fechado préprio de A, e por isso, A é
irredutivel.

O mesmo vale para abertos nao vazios de variedades quasi-projetivas,
pois se U c A é um aberto nao vazio da variedade quasi-projetiva A, que por
sua vez é um aberto da variedade projetiva X, entao U c X é um aberto nao

vazio de X, e portanto denso em X (e consequentemente em A) e irredutivel.
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Proposicao 2.3. Com essas topologias em Al e Uy = PP\Z(x0), o mapa
ot Al = Up; (p1,---.pn) = (Lipii...:pn) € um homeomorfismo com inversa
an

Yo iU > AT (g it - ig) o> (2., 2

g0 )

Prova. E facil ver que as aplicacoes sao de fato inversas, e portanto sao bijecoes.
Para verificar que ¢ ¢ um homeomorfismo, basta mostrar que ¥y e g levam
fechados em fechados, o que implicaria que ¢y e 1y, respectivamente, sao
continuas.

Seja Y um subconjunto fechado de Uy e Y seu fecho em Py, Seja
I=2Z(Y) c k[xg, 71, . ..,2,] seu ideal homogéneo radical. Sabemos que I possui

uma base de polindmios homogéneos, e pelo Teorema das bases de Hilbert, I

pode ser gerado por finitos deles, que chamaremos de F; c k[xg, z1,...,2,]",
i=1,...,1L

Para cada i, seja f; = F;(1,21,...,2,) € k[x1,...,2,] a desomogeneizagao
de F; na primeira coordenada. Seja I' = (f;) c k[x1,...,x,] o ideal gerado por

tais desomogeneizacoes. Assim, ¥o(Y) = Z(I’) c A} e portanto é um fechado
de A7.

Reciprocamente, seja Z um fechado de A} e [ =Z(Z) c k[x1,...,%,] seu
ideal radical. Novamente pelo Teorema das bases de Hilbert, I é gerado por
finitos polindmios, chamados f; c k[zy,...,x,], i=1,...,1.

Para cada i, seja Fi(xo,21,...,2,) = xgifz- B ) e klxo,z1,...,25]

a homogeneizacao de f;, onde d; = deg(/f;). Seja I = (F;) c k[xg,x1,..., 2]

e}

ideal homogéneo gerado pelas homogeneizacoes. Entao o(Z) = Uy n Z(1) é
um fechado de Uj.

Por meio desse homeomorfismo, qualquer aberto de uma variedade afim
(isto é, uma variedade quasi-afim) pode ser visto como uma variedade quasi-
projetiva.

Além disso, usando homeomorfismos ¢; : A — U; semelhantes a ¢y, onde

U; = PP\Z(x;), podemos cobrir P} com abertos ; homeomorfos a A}.

2.4
O produto cartesiano de variedades algébricas

Dadas duas variedades algébricas X e Y, cada uma afim ou projetiva,
nosso objetivo é definir uma estrutura de variedade para o produto cartesiano
X xY.

Se ambas forem variedades algébricas afins, com X c A e Y c A},

podemos aproveitar a bije¢ao natural entre A} x A" e AP*™, definida por

((al,...,an),(bl,...,bm))|—>(al,...,an,bl,...,bm).
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Usando a topologia de Zariski em A7*™, podemos dar a A} x A} uma
estrutura de variedade afim. Essa topologia é diferente da topologia produto.
Sejam 7 e T, as respectivas proje¢des naturais de AP*™ em A} e A}

pela bijecao acima, entao o produto cartesiano

XxY =z Z({f oﬂl}f&I(X) U {gO’/TQ}gez(y)) c Azﬂn

pode ser visto como uma variedade afim.

Para obter uma construcao analoga para variedades projetivas, precisa-
mos de uma bijecao entre P} x PJ* e uma variedade projetiva. Para isso defi-
niremos o mergulho de Segre . : P? x P1 — PN onde N = (n+1)(m+1) -1,

por

((ap:-..2an), (bot-..2by)) ¥ (Coot- - - ComiC10%- - Clmi - - - Crm )
onde ¢;; = a;bj, comi=0,1,...,nej=0,1,...,m.
Note que outra escolha de coordenadas homogéneas para (ag:...:a,) ou
(bo:...:by) leva ao mesmo ponto na imagem. Além disso, alguma coordenada

homogénea a, ¢ nao nula, assim como alguma coordenada b; e portanto cg ¢

uma coordenada nao nula da imagem. Isso significa que o mapa . estd bem
definido.

forma unica.

Nosso objetivo é mostrar que . (P7xP1") é um fechado de PY, e portanto
P7 x P estd em bijegdo com uma variedade projetiva em P, e poderemos
dar ao produto cartesiano uma estrutura de variedade.

Seja J = (225t — ZitZsj) € K[200,-- -, 2nm], com 4,5 = 0,1,....,n e j,t =
0,1,...,m. E claro que .7 (P} x P™) c Z(J) c PY, afinal para todo (c;;)
< ((a;),(bj)), temos ¢;jc = a;bjash, = a;biash; = cicsj. Entao basta mostrar
que para cada ponto R = (r;) € Z(J) existe (P,Q) € P} x PP tal que
S (P,Q) = R.

(rso:Ts1i...1Tem). Entdo (P, Q) = (ci5), com ¢;j = Tursj = 74Ts, 1080
L (P,Q) = (¢i5) = (r45), como querfamos.

Com isso, podemos identificar P} x P7* com a variedade projetiva
S (P xPyr) = Z(J) ¢ PY junto com a sua estrutura topoldgica, que serd

diferente da topologia produto para P} x P'. A partir de agora, usare-
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Py x P

Ezemplo 10. O produto P; x P; pode ser mergulhado em P$ como a variedade
projetiva Z(zp02z11 — 201210). Vamos ver que as fibras do mapa de projegao
m: (P xP}) - P} tal que (ag:ai;bp:b1) = (ap:ar) séo retas em P3.

Seja P = (po:p1) € P, temos
7 (P) = {(pobo: pob: p1bo: p1b1) € P | (bo:b1) € Py}

e portanto 7 1(P) c Z(pozi0 — P1200, Poz11 — P1zo1) € P3. Porém, dado R =
(ro0:T01:710:711) € Z(PoZz10 — P1200, PoZ11 — P1%01), Podemos supor sem perdas

po # 0, entdao @ = (rop:ro1) nos garante que .7 (P,Q) = R, logo
W_l(P) = Z(pozm — P1200,Poz11 —plzol) C ]Pi.

A partir de agora, vamos descrever os fechados de P} x P}* em termos
das coordenadas de P} e IP}".

Os fechados de P} x P serdo os subconjuntos .~ (WW), onde W c P& é
um fechado. Pelo Teorema das Bases de Hilbert, sabemos que Z(WW') é gerado

por finitos polindmios homogéneos Fy € k[zoo, -, 2Znm]”, s = 1,...,1. Entao

L (P,Q)eW < Fy(pigj) =0Vs=1,...,L

Considere Gy = Fs(zy;) € k[zo,...,%n,Yo,-..,Ym] para todo s =1,...,[.
Entao cada G, é homogéneo de grau deg(F) nas coordenadas x; e também
nas coordenadas y;. Neste caso, dizemos que Gy ¢ bi-homogéneo, e tem bi-
grau (deg(Fy),deg(Fs)). Em geral, um polinémio bi-homogéneo pode ter bi-
grau (a,b) com a # b. Reciprocamente, se Gy € k[xq,...,Zn,Yo,---,Ym] € um
polindémio bi-homogéneo de bi-grau (ds,d;), nao é dificil perceber que existe
Fy € k[z00, ., Znm])" de grau d, tal que G, = Fy(x;y;).

Note que se Gy € k[xg,...,Zn, Yo, - - -,Ym] s@0 polindbmios bi-homogéneos

com s=1,...,l, podemos definir
Z(Gy,...,G) = {(P.Q) € Py x PP | G,(P.Q) =0 Vs = 1,..., 1},

Podemos entao concluir a seguinte Proposicao:

Proposicao 2.4. Um subconjunto Z c P} x P* € fechado se e s6 se Z

Z(Gy,...,Gy), com Gy € k[xg,...,Tn, Yo, Ym] bi-homogéneo para todo s
1,...,0 e de bi-grau (ds,dy).
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Porém, veremos que nao precisamos pedir que o bi-grau tenha coor-
denadas iguais. De fato, seja G € k[xo,...,Zn, Y0, -, Ym] um polinémio bi-

homogéneo de bi-grau (di, ds) e suponha sem perdas d; < ds. Entao
Z(G) = Z(zP "G, a%h @),

Isso significa que o conjunto de zeros Z(G) é também o conjunto de zeros de
um conjunto finito de polindémios bi-homogéneos de bi-grau (ds,ds). Assim,
podemos descrever os fechados de P} x P}* de forma menos rigida, conforme a

seguinte Proposicao:

Proposicao 2.5. Um subconjunto Z c P} x P* € fechado se e s6 se Z =
Z(Gy,...,Gy), com Gy € k[xg,...,Zn,Yo,---,Ym] bi-homogéneo para todo s =
1,...,1.

Identificando A} com Uy = PP\ Z(z), podemos entender A} x P7* como

Up x PT?, que é um aberto de P} x P}*, complementar ao fechado
Z(x0) = Z(xoYo, ToYn, - - -, ToYm) € Pp x P

Portanto, A} xP}* também pode ser visto como uma variedade quasi-projetiva,
e nao ¢é dificil ver que os fechados de A} x P} sao da forma Z(Gy,...,G)), com

Gs € k[xo, ..., Tn, Y0, - -, Ym] homogéneo nas varidveis y; para todo s=1,...,1.
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Morfismos e aplicacoes racionais

Este Capitulo se propoe a esclarecer o que sao as aplicagoes birracionais
de P} em P} (os elementos do Grupo de Cremona) e também legitimizar sua
composicao (a operagdo de grupo). Para isso, é preciso antes entender o que
sdo morfismos e aplicagoes racionais.

A partir de agora vamos omitir o corpo k da notagao P} por P". Para
as seguintes defini¢oes, considere X c P" e Y c P variedades projetivas
e A c X, B cY variedades quasi-projetivas. Para referéncia do Capitulo
consultar (SHAFAREVICH, 1994) c. 4.2 e 4.3 ou (HARTSHORNE, 1977) c.
1.3 e14.

3.1
Morfismos e funcdes regulares

Nesta Secao, nosso objetivo sera estudar morfismos entre variedades
quasi-projetivas. A seguinte Proposicao de Topologia serd usada como Lema

para outras Proposicoes.

Proposicao 3.1. Seja T um espaco topologico € Uper Un =T uma cobertura
de T' por abertos. Se F'cT ¢ tal que F nU, € fechado em U, para todo o € A,
entdio F' é um fechado de T'.

A partir de agora, por abuso de notacao, quando F; € k[xg, z1,...,2,]",

1 =0,1,...,m forem polindmios homogéneos de mesmo grau em n + 1 coor-
denadas e @ = (qo:q1:...:q,) € P™, usaremos (Fy(Q): F1(Q):...: F,,(Q)) para
Fo(Q)

representar (FO(QO7 qi,--- >qn):F1(q07 qi,--- >qn): tet :Fm(qm qi,-- -, qn))7 € F1(Q)
F5(90,91,:+,qn)
F1(q0,915--qn)

mogéneos de mesmo grau faz com que as notagoes nao dependam da escolha

para representar Note que a hipdtese de que os polindémios sdao ho-

das coordenadas homogéneas de Q.

Defini¢ao 3.1. Um morfismo entre variedades quasi-projetivas j: A - B é
uma aplicagdo localmente descrita por polinomios, ou seja, para todo P e A
existe uma vizinhanga aberta U c A de P, e m + 1 polinomios homogéneos de
mesmo grau em n + 1 coordenadas F; € k[xg,x1,...,x,]", i =0,1,...,m tais

que para todo Q € U, vale
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Um isomorfismo entre variedades quasi-projetivas é um morfismo p: A —
B bijetivo, cuja inversa também € um morfismo. Nesse caso dizemos que A e

B sdo isomorfos.

Ezemplo 11 (Projegoes Lineares). Seja E c P subespago linear de dimensao
m -1, ou seja, F = Z(Lo,...,L,m), onde os L; sdo polinomios homogéneos

de grau 1 linearmente independentes. A proje¢ao linear g : PP\E - Pr™

definido, pois as coordenadas serdo todas nulas apenas se P € E.

Podemos verificar que o fecho projetivo de uma fibra qualquer de 7g é um

Como consequéncia,
PEZ:Z(MU | {Z,j} C {O,...,n—m}),

onde M;; = ¢;L;(P) - ¢;L;(P). E como o dominio de mg néo inclui o fechado
E, sabemos que P € Z\E. Nao ¢ dificil de ver que, na verdade, 7;'(Q) = Z\E.
Portanto 7' (Q) é um aberto nao vazio de Z, logo n3'(Q) = Z. Sendo assim,
falta mostrar que Z é um subespaco linear de dimensao m, pois é claro que
contém F.

Note que Z pode ser expresso com apenas n —m polindmios homogéneos
lineares. Se por exemplo g # 0, os polindomios Mj; sao todos necessarios para
garantirmos

PeZ(Mylje{l,....,n—m}).

Além disso, sdo linearmente independentes, ja que Y'2" a;My; = 0 implica
a;qo = 0 para todo j = 1,...,n —m, pois sabemos que os L; sao linearmente

independentes.

FExemplo 12. Na Secao 2.4, vimos que podemos identificar P? x P™ com sua
imagem pelo mergulho de Segre .7 (P" x P™) c PV, que por sua vez é uma

variedade projetiva. Vamos ver que as projecoes naturais
T oS A (P"xP™) » P myo St (P x P™) - P™

sao morfismos.

Isso significa que em

(U = PM\Z(24)) n .7 (P" x P™),
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Como sabemos que a familia {/;;};; ¢ uma cobertura aberta de PV,
podemos descrever m; 0. e mp 0. localmente em todo o dominio usando
polinébmios homogéneos de mesmo grau. Por definicao, ambas as projecoes
sao morfismos. E repare que nao conseguimos descrevé-los globalmente com
polindmios homogéneos de mesmo grau, mas sim em cada aberto U;;.

Também nao é dificil ver que morfismos p : P* x P™ — P! sao apli-
cagoes localmente definidas por polinémios bi-homogéneos de mesmo bi-
grau, ou seja, para todo (P,Q) € P" x P™ existe uma vizinhanga aberta
UcPrxPmde (P,Q), e l +1 polindbmios homogéneos de mesmo bigrau

F,cklxo,...,Tn,Y0,---,Ym], 1 =0,1,... 1 tais que para todo (P, Q") € U, vale

Proposicao 3.2. Morfismos sdo aplicacoes continuas na topologia de Zariski.

Prova. Considere y : A - B um morfismo entre variedades quasi-projetivas
AcP?e BcP™ Seja W c B um conjunto fechado em B. Nosso objetivo seréd
mostrar que Z = u~'(W) c A é um conjunto fechado.

Seja P € A um ponto qualquer e considere U c A vizinhanca aberta de
Pe Fy,..., Fy €kl[xg,...,x,] polindmios homogéneos de mesmo grau tais que
para todo Q) € U,

Veremos que Z nU ¢é um fechado de U e isso concluird a prova devido a
Proposicao 3.1.
De fato,

Porém, para todo G € k[yo, - .., ym]", temos que

¢ um polinomio homogéneo nas coordenadas homogéneas de (), ou seja,
HG € ]C[JIO, . ,I‘n]h.
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Se definirmos
S= {HG}GeI(W) c ko, ... ,xn]h,
podemos concluir que
ZnU={QeU|H(Q)=0VYHeS}=Z2(S)nU

¢ um fechado de U.
Também é possivel definir um morfismo entre variedades quasi-projetivas

usando fungoes regulares, como veremos em breve.

Definigao 3.2. Seja U c P} uma variedade quasi-projetiva e um ponto P e U.

Uma funcgao f:U — k ¢é dita reqular em P se existem Up c U aberto contendo

P e polinomios F,G € k[xq,...,x,]" homogéneos de mesmo grau tais que
F(Q))
VQeUp |G #0A =—=.

Dizemos que f € reqular em U quando € regqular em todo ponto de U. A k-

dlgebra das fungoes requlares em U é denotada por O(U).

Fungoes regulares f : U - k também podem ser vistas como morfismos
FU Uy = P:\Z(z). De fato, o mapa P ~ (1: f(P)) satisfaz que para todo
P € U existe uma vizinhanga aberta de P e polinomios F,G € k[xo,...,x,]"
tais que (1: £(Q)) = (G(Q): F(Q)) para todo Q na vizinhanca. E facil ver que

a correspondéncia f < f é bijetiva.

Proposicao 3.3. Seja p : A - B um morfismo, V. c B um aberto e
U=pt(V)cA. Se f éuma fungio reqular em V', entao fop é uma fungdio

reqular em U.

Prova. Sejam P € U qualquer e ) = u(P) € V sua imagem por p. Sabemos que
existe uma vizinhanga aberta de P, que chamaremos de Up, onde u ¢ descrita
pelos m+1 polindmios homogéneos de mesmo grau Fy, ..., F,, € k[xq, ..., z,]"

Além disso, como f € O(V'), também sabemos que existe uma vizinhanga
aberta de ), Vo c V e polindmios homogéneos de mesmo grau F,G €
k[zo,...,x,]" onde para todo R € Vg vale f(R) = %. Podemos definir
Up = pt(Vg) ¢ A, e como p é continua, U, é uma vizinhanga aberta de
P.

Agora basta observar que a intersecao Up n U}, ¢ A é uma vizinhanca

aberta de P, onde p é descrita pelos m+1 polinémios Fy, ..., F, € k[zg, ..., 2]
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e f pelos polindmios F, G € k[xy, ..., z,]|" Portanto, para todo R nesse aberto,

fou(R)

mogéneos de mesmo grau nas coordenadas homogéneas de R, e G o u nao se

anula em Up, isso mostra que fopu é regular em P. Por fim, fopu é regular em
U.

Proposigao 3.4. Seja p: A - B uma aplica¢iao continua. Suponha que para
todo aberto V- c B, com U = p=(V'), e toda funcio f € O(V) regular em V,
tem-se que fopueO(U). Entao u é um morfismo.

Seja V' = B\Z(yo), considere f; : V - k que mapeia (by:...:by) — Z_év
t=1,...,m. Cada f; é regular em V', e portanto u; = f; o u é regular em U,
onde U = p~H(V).

Portanto para cada ¢ = 1,...,m, existem vizinhangas abertas U, c U de
P e polindmios homogéneos de mesmo grau F;, G; € k[zo,...,x,]", tais que
pi(R) = g’((g)) para todo R e Up.

Em particular, na interse¢ao N2, U%, temos que

)= (12 Fl(R): : Fm(R))
Gi(R)  Gn(R))

Podemos multiplicar todas as coordenadas homogéneas pelo produtério [;% G;
e entao teremos que p ¢ descrita por polinomios homogéneos de grau
>, deg(G;). Portanto p é um morfismo.

As Proposicoes anteriores nos permitem usar a seguinte definicao alter-

nativa para morfismos entre variedades quasi-projetivas.

Definicao 3.3. Um morfismo entre variedades quasi-projetivas p: A - B é

uma aplicagdo com as sequintes propriedades:

— 1 é continua na topologia de Zariski;

— Para todo abertoV c B, com U = u=1(V'), e toda funcao f € O(V') regular

em V, tem-se que fopueO(U) é uma fungao reqular em U.

Proposigao 3.5. Sejam p: A - B ev: B — C morfismos entre variedades
quasi-projetivas, entdo o mapa vo u: A - C é um morfismo entre variedades

quasi-projetivas.
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Proposicao 3.6. Sejam U uma variedade quasi-projetiva, f,q: U — k duas
fungoes requlares em U e U' ¢ U um aberto nao vazio. Se f(P) = g(P) para
todo P em U’, entdo f =g.

Prova. Podemos supor que g ¢ identicamente nula, caso contrario bastaria
trocar f por f —g. Vamos mostrar que Z = {P e U | f(P) =0} é um fechado
de U, que implica U=U’c Z e entdo U = Z.

Sabemos que para todo P € U, existem Up c U, e polinémios F,G como

na definicdo 3.2. Portanto
ZﬂUP:Z(FP)ﬂUP

é¢ um fechado de Up. Como U = UUp, Z é um fechado de U, pela Proposicao
3.1.

Proposicao 3.7. Sejam p,v: A — B dois morfismos e U ¢ A um aberto nao

vazio. Se u(P) =v(P) para todo P em U, entdo y=v.

Prova. Segue da prova da Proposi¢ao 3.4

Dado um morfismo p: A — B entre variedades quasi-projetivas, podemos
definir um homomorfismo de k-dlgebras p* : O(B) — O(A) que mapeia
f = fopu, conhecido como o pullback de .

A correspondéncia p +— p* é funtorial, isto é, se Id : A - A é o morfismo
identidade em A, entdo Id* : O(A) —» O(A) é a identidade de O(A), e se

p:A—- Bev:B - (C sao dois morfismos, entdo (vop)* = p* ov*.

3.2
Aplicacoes racionais

J& vimos que nem sempre um morfismo p : A - B entre variedades quasi-
projetivas, com B c P™ pode ser descrito globalmente por m + 1 polinémios
homogéneos de mesmo grau. Entao precisamos de uma cobertura por abertos
de A de forma que p possa ser descrita por m + 1 polindmios homogéneos de
mesmo grau em cada um dos abertos.

Agora suponha que comegamos com um aberto nao vazio U c A e que

temos m + 1 polindmios homogéneos de mesmo grau F;, com ¢ = 0,...,m,

Sabemos pela Proposigao 3.7 que existe no maximo um morfismo p: A - P™
de forma que a aplicagao acima seja exatamente p|y. Porém, muitas vezes nao
existe um morfismo assim definido em A.

Apesar disso, uma aplicagao mesmo que definida em um aberto nao vazio

de A ja carrega muita informacao, ja que abertos nao vazios de variedades
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quasi-projetivas sao densos. Uma aplicagao assim é uma aplicagao racional de

A em P™, e sua definicdo vem a seguir.

Definicao 3.4. Uma aplicagcdo racional entre wvariedades quasi-projetivas
p: A -> B é uma classe de equivaléncia de pares (U, py), onde U c A € um

aberto nao vazio e py : U - B é um morfismo, com a relacao de equivaléncia

(U,ov) ~ (V,ov) quando vuluav = ¢vivav.

Repare que essa relacao de equivaléncia é bem definida devido a Proposi-
¢ao 3.7, e que a definigdo acima é uma generalizagao da defini¢do de morfismo,

ou seja, morfismos p: A - B sdo sempre aplicagoes racionais de A em B.

FExemplo 13. Sejam F;, ¢« = 0,1,2 polindmios homogéneos de mesmo grau em
3 varidveis nao todos nulos. Considere uma aplicacao ¢ : P2 -> P2 que leva
cada ponto P € P2 em (Fy(P): F1(P): F5(P)). Essa aplicagdo nem sempre esta
definida em todo ponto, pois pode ser que Fy(P) = Fi(P) = F5(P) = 0 para
algum P.

Seja Z = Z(Fy, F1, F») c P2 o0 conjunto de tais pontos. Se Z = @&, entao ¢
¢ um morfismo, mas, no caso geral, apenas sua restricao ¢|pzyz ¢ um morfismo.
Como Z é um fechado e os F’s ndo sdo todos nulos, P?\Z é um aberto nao
vazio, e dizemos que ¢ é uma aplicacao racional, que corresponde a classe de
(P2\Z, ¢lp2\2).

Ezemplo 14. Considere a aplicacao racional ¢ : P? -» P2 definida pelos
polindmios Fy = 22, Fy = xox1 e Fy = zox. Apesar de essa forma de representar
© nao estar definida nos pontos onde zy = 0, ¢ se comporta como o morfismo
identidade nos outros pontos, e por isso ¢ e a identidade sao equivalentes como
aplicacoes racionais. Note que sempre podemos pedir que os polindmios que

descrevem uma aplicacao racional nao tenham fator comum.

Ezxemplo 15. Voltando ao exemplo da projecao linear, seja E =
Z(Lo,...,Ly-m) c P onde os L; sao polindémios homogéneos de grau

1 linearmente independentes, e o morfismo np : P"\E - P ™ tal que

de (P"\E,7g).

Note que ¢g nao é um morfismo. Se fosse, entao teriamos que cada fibra
de g seria um fechado de P", afinal morfismos sao aplica¢oes continuas. Mas
pelo que ja estudamos desse exemplo, o fecho de cada fibra de wg contém F.
Juntando essas duas informacdes, temos que cada fibra de ¢ contém E, um

absurdo.

Exemplo 16. A Transformacao Quadratica Padrao, & : P2 -» P2,

é a classe do morfismo (z:y:z) +~ (yz:izzizy), definido no aberto
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P2\{(0:0:1),(0:1:0),(1:0:0)}. Se L1s = Z(z),Lo2 = Z(y),Lo1 = Z(z) sdo
as retas em IP? onde z = 0,y = 0,2 = 0 respectivamente, ¢é facil ver que ® as
contrai respectivamente nos pontos Py = (1:0:0), P, = (0:1:0), P, = (0:0:1).
Além disso, no aberto A = P2\(L13 U Los U Lg1), podemos escrever
O (zy:z) > (yzixzizy) = <%i%) € A. Portanto, ®|4 o ®[4 é a aplicacdo

identidade, e entao ®|4 é um automorfismo de A.

Em geral, ndo podemos compor duas aplicagoes racionais. Por exemplo,
sejam ¢ : P2 > P2 tal que (z:y:2) — (1:0:0) e ¥ : P2 -» P! tal que
(z:y:2) = (y:2). A composicao 1) o ¢ nao estaria definida em nenhum ponto,
enquanto que uma aplicacao racional precisa estar definida em um aberto
nao vazio. Para conseguirmos compor aplicagdes racionais, pedimos que sua
imagem seja um aberto nao vazio, propriedade que definiremos a seguir como

"dominante".

Definicao 3.5. Dizemos que o dominio de defini¢io de uma aplicacao racional
©:A-> B é o maior aberto U c A dentre os representantes (U, ¢y), € seu
complementar em A € dito o conjunto de indeterminacao de p. Um ponto em
seu conjunto de indeterminacdao é dito um polo ou ponto de indeterminacao.
Dizemos que ¢ é dominante quando o subconjunto ¢y(U) c¢ B é denso, para

algum (e portanto para todo) representante (U, py ).

Se p: A->Be:B->(C sao duas aplicagoes racionais dominantes,
podemos definir a aplicacao racional dominante 1) o o como a seguir.

Sejam U e V os respectivos dominios de definicdo de ¢ e ¢ e considere
U= o (V). Este tltimo é um aberto de U (pois ¢y ¢ continua) e portanto
aberto de A. Também é nao vazio, caso contrario terfamos ¢y (U) c B\V, e
como B\V é um fechado de B, m c B\V # B, um absurdo, pois ¢ é
dominante.

Agora que sabemos que U é um aberto nao vazio de A, considere o
morfismo p = ¥y o yly : U - B. Ele define uma aplicacao racional entre A
e C. Para mostrar que tal aplicagdo racional é dominante, basta mostrar que
1(T) é denso em C.

Seja V = oy (U), queremos mostrar que u(U) = vy (V) é denso em C.
Veja que também podemos expressar V=Vn vy (U), e desta forma, como ¢
¢ dominante, ¢ (U) é denso em B e portanto V é denso em V.

Se 1y (V) nao fosse denso em C, existiria um fechado préprio Z ¢ C
tal que ¥ (V) ¢ Z, o que implicaria em V ¢ Uit (Z). Por sua vez, ;1 (Z) ¢é
um fechado de V', pois ¢y é continua, e préprio, caso contrario iy (V) c Z
nao seria denso em C'. Isso significa que V nao é denso em V, o que é uma

contradicao.
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Agora que sabemos compor aplicagdes racionais dominantes, podemos

definir aplicagoes birracionais.

Definicao 3.6. Uma aplicacao racional dominante ¢ : A -> B € dita birracio-
nal quando existe uma aplicag¢do racional dominante ¢ : B -> A tal que Yo é
a aplicacao identidade em A e p o) € a aplicacio identidade em B.

Nesse caso, dizemos que A e B sdo birracionalmente equivalentes. Como
ja vimos que podemos compor aplicacoes racionais dominantes, esta é uma
relacdo de equivaléncia.

Quando A = B = P2, dizemos que ¢ e 1) sio Transformacoes de Cremona.

Exemplo 17. A Transformacdo Quadratica Padrao ® : P? — P? definida por
(z:y:2) » (yz:xz:zy) vista anteriormente é uma Transformagao de Cremona.
De fato, j& vimos que ®|4 com A = P?\{L15U Loz U Ly} é um automorfismo.
Entao, como aplica¢ao racional em P2, ® o ® é equivalente a ®|4 0 @|4 = Idy,

que por sua vez é equivalente a Idpe.

(x:y:2) —> (y2:XZ:Xxy)

Definicao 3.7. O Grupo de Cremona é o conjunto das Transformacoes de
Cremona

Cr(P?) = {p:P%->P?| ¢ ¢ aplicacdo birracional}
munido da operacao de composicao.

Como morfismos sdo em particular aplicagoes racionais, automorfismos
de P? sdao também aplicagoes birracionais de IP? nele mesmo, portanto perten-

cem ao Grupo de Cremona. Em outras palavras, Aut(IP?) é um subgrupo de

Cr(P?).
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Por sua vez a Transformagao Quadratica Padrao ® (que nao é um
morfismo) também pertence a Cr(IP?). O Teorema de Noether-Castelnuovo

diz respeito ao subgrupo
(Aut(P?), @) c Cr(P?)

das transformacoes birracionais de IP? nele mesmo gerado pelos automorfismos

de P2 e ®. Segundo o Teorema, a inclusio é, na verdade, uma igualdade.

Teorema 3.1 (Noether-Castelnuovo (CASTELNUOVO, 1901)). O Grupo de

Cremona € gerado por automorfismos de P? e @, isto €,

Cr(P?) = (Aut(P?), ®).

3.3
Funcdes racionais e dimensao

Assim como as fungoes regulares para os morfismos, as fun¢des racionais
tém um papel muito importante para as aplicagdes racionais. Além disso, nos

ajudarao a definir a dimensao de uma variedade de forma algébrica.

Definicao 3.8. Uma fungdo racional f em A € uma classe de equivaléncia de
pares (U, fu), onde U c A é um aberto ndio vazio e fy € O(U) é uma fungao
reqular em U, e dizemos que (U, fu) ~ (V, fv) quando fuluav = fvluav. O corpo
das fungoes racionais em A € o conjunto das fungoes racionais, denotado por
K(A).

A relacao acima é uma relagao de equivaléncia, gracas a Proposicao 3.6.

Toda funcao regular f: A — k é em particular uma funcao racional. Em
outras palavras, O(A) c K(A).

Por defini¢ao, se U c¢ A é um aberto nao vazio, entdao K(U) 2, K(A).

Definicao 3.9. A dimensdo de uma variedade quasi-projetiva X € o grau de

transcendéncia da extensao de corpos K(X) | k.

Com isso, fica facil observar que dado um aberto U de uma variedade
quasi-projetiva A, K(U) = K(A) implica que dim(U) = dim(A)
Ezemplo 18. Quando A é uma variedade afim, K(A) pode ser identificado
com o corpo quociente de A(A). Em particular, K(A") . k(x1,20,... x,).
Coerentemente, temos dimA”™ = n. Como A™ é um aberto de P?, é claro que
dim(P") =n.

Também vale a seguinte propriedade, provada em (SHAFAREVICH,
1994) 6.2 Teorema 5:
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Proposigao 3.8. Seja X ¢ P™ uma variedade projetiva e F € k[xq,...,x,]"
um polinomio homogéneo tal que F ¢ Z(X). Entao toda componente irredutivel
de X n Z(F) tem dimensao igual a dim(X) - 1.

Agora vamos introduzir a nogao de pullback de fungoes racionais, que
sera muito importante quando tratarmos de divisores. Mais propriedades sobre
dimensao se encontram em (SHAFAREVICH, 1994) c. 1.6 e (HARTSHORNE,
1977) c. 1.

Definicao 3.10. Dada uma aplicagdo racional dominante ¢ : A -> B entre
variedades quasi-projetivas, podemos definir o pullback de ¢ como o monomor-
fismo de corpos ¢* : K(B) - K(A) pefinida por f — fop. A correspondéncia

© > * € funtorial e contravariante.

Proposicao 3.9. Duas variedades quasi-projetivas A e B sao birracionalmente
equivalentes se e s¢ se K(A) 2, K(B). Em particular, se A e B sao birracio-

nalmente equivalentes, entio dim(A) = dim(B).

Como referéncia, consultar (HARTSHORNE, 1977) Corolario 4.5

Exemplo 19. Ja vimos que o espago afim A" pode ser identificado com
Uy = P"\Z(x0). Por sua vez, a variedade quase projetiva Uy é birracionalmente

equivalente a IP" pelo mapa de inclusao, portanto
K(IP”) =k K(An) =k kj('rla Lo, ... 7‘7;n)'

Relembre que estamos especialmente interessados no grupo Cr(IP?) das
Transformagdes de Cremona ¢ : P? -> P2. Sendo assim, o monomorfismo de
k-dlgebras ¢* : K(IP") —» K (IP™) possui uma inversa (¢*)~! = (¢1)*. Portanto

©* é um k-automorfismo de K(P") 2 k(x1,z0,...,2,), ou seja,
©* € Auty (k(z1,29,...,2,)) .

Mais ainda, a correspondéncia funtorial Cr(IP?) — Auty(K(P") dada
por ¢ — * ¢é bijetiva. De fato, ndo é dificil construir uma Transformacao de
Cremona ¢ dado um k-automorfismo ¢ € K(P") tal que ¢* = 1. Em outras

palavras, o grupo Cr(IP?) pode ser identificado com
Cr(P?) = Auty, (k(x1,29,...,7,)).

A partir de agora, estaremos especialmente interessados em superficies
nao-singulares. Como superficie, entendemos variedades quasi-projetivas de di-

mensao 2. J& a nogao de singularidade pode ser encontrada em (SHAFARE-
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VICH, 1994) Capitulo 2.1 e (HARTSHORNE, 1977) Capitulo 1.5. Brevemente,

considere a segunte definicao:

Definicao 3.11. Dizemos que uma variedade quasi-projetiva X € ndao-singular

no ponto P € X se o anel local de X em P
Op(X)={feK(X)| [ €regular em P}
¢ reqular, isto €, se
dimy, (m/m?) = dimgu(Op(X)),
onde m € o ideal mazimal de Op(X) dado por
m={f eOp(X)| f(P) =0}

e dimgra denota a dimensdao de Krull para anéis (definigao de dimensdo de
Krull em (KLEIMAN; ALTMAN, 2018) Parte I Segao 15).

Dizemos que X é nao-singular se for nao-singular em todo ponto P € X.
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4
Blowup de superficies

O blowup de variedades algébricas é uma construcao fundamental em
Geometria Algébrica. Além de ser o exemplo mais simples de morfismo
birracional que nao é um isomorfismo, o blowup serve como ferramenta para
entendermos melhor aplicagoes racionais e birracionais. Como referéncia para
este Capitulo, considere (SHAFAREVICH, 1994) Parte 4 Capitulos 3.1, 3.3 e
3.4

Seja S uma superficie quasi-projetiva nao-singular e P € S um ponto.
A grosso modo, o blowup substitui P pelo P! de direcoes tangentes. Mais
precisamente, um blowup de S em P é um par (Sp,7), onde Sp é uma
superficie quasi-projetiva nao-sigular, e m : Sp — S um morfismo com as

seguintes propriedades:

— o chamado divisor excepcional F = 7~1(P) é isomorfo a P!;

— o morfismo 7|g,\g ¢ um isomorfismo entre Sp\E e S\{P}.

Em particular, 7 é um morfismo e também uma aplicagao birracional,
por isso é dito um morfismo birracional. O seguinte Teorema mostra que em
algum sentido um blowup é o mais simples morfismo birracional que nao é

isomorfismo.

Se

Teorema 4.1. Seja 7 : X — Y um morfismo birracional entre superficies
projetivas nao-singulares que nao é um isomorfismo. Entdo m é a composi¢cio

de finitos blowups.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1821638/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1821638/CA

Capitulo 4. Blowup de superficies 39

Este Teorema esta na referéncia do Capitulo como Teorema 4.10

Dados S e P como acima, sempre existe um par (Sp, ) satisfazendo as
duas condicoes. Além disso, se (Sp,m) e (Sp,7’) sao blowups de S no ponto
P € S, entao existe um isomorfismo p : Sp - S% tal que 7’ o = 7. Neste
sentido, dizemos que o blowup de uma superficie quasi-projetiva nao-singular
em qualquer ponto existe e é inico. A prova destas afirmacoes serd omitida,
mas pode ser encontrada na referéncia do Capitulo.

Dizemos que a transformada estrita de uma curva C' c S pelo blowup de
Sem P é

C =m1(C\{P}) c Sp.

S?

4.1
O blowup de P2 em um ponto

Seja P = (1:0:0), é ficil representar P% como uma variedade projetiva

em P2 x P!, basta tomar
X ={(zy:z;5:t) e P2x P! |yt — 25 =0}

e m: X - P? a projecao natural de X em P2
De fato,
E=m1(P)={(1:0:0;s:¢)} = P,

enquanto que para todo ponto @ = (qo:q1:q2) € P2\{ P},

Q) = {(qo: q1: g2 5:t) | qut = gos}.
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)

S logo

Como @ # P, ou g1 ou ¢ é nao nulo. Se, sem perdas, ¢; # 0, entao ¢
(s:t) = (LE) = (i) e

Q) ={(qo: q1: 2 1 q2) }

¢ um unico ponto, e o mapa @ —» 7 1(Q) é um morfismo de P?\{P} para X\E.
Com isso, podemos confirmar que X é de fato o blowup de IP? em P, mas
ainda podemos entendé-lo melhor.

Podemos cobrir X com os abertos X, = X\Z(z), X, = X\Z(y) e
X, = X\Z(z). Destes, os dois tltimos ndo contém o ponto P, e portanto
7 restrito a cada um deles é um isomorfismo com um aberto de P2, o qual

podemos identificar com AZ2. J4 o aberto
X, 2 {(y,z;8:t) e A2x P |yt — zs = 0}

é o blowup de A? em (0,0) com morfismo 7’ : X, — A? sendo a projegao
natural em A2.

Por sua vez, podemos cobrir X, com os abertos X,, = X,\Z(s) e
Xot = X \Z(t). Veja que

Xos2{(y,2,t) e A® |yt -2 =0}

e que, nesse aberto, £ = 71(P) satisfaz En X, s = Z(y) n X, 5.

O morfismo p: X, > A? tal que (y,2,t) » (y,t) e o morfismo inverso
v:A? - X, tal que (y,t) — (y,yt,t) mostram que X, ; ¢ isomorfo a A2. Com
essa identificacdo, a restrigao 7’|x, , : X, s = A% se descreve por (y,t) = (y,yt).

Analogamente, teremos X, ; isomorfo a A2 e En X, ; = Z(2)n X, ;. Com
isso, conseguimos cobrir X com 4 abertos X,, X,, X, e X,, isomorfos a
A2 que chamamos de cartas afins, e serdo tteis para algumas contas. Para
comecar, isso ja mostra que X é irredutivel e também nao-singular.

Também podemos encontrar a transformada estrita de uma reta L c AZ2.
Se (0,0) ¢ L, entao

L =71(L\{(0,0)})
é simplesmente a pré-imagem de L pelo morfismo 7/, ou seja L = n-1(L).
Se (0,0) € L, podemos dizer que L = Z(ay — bz) para algum ponto
(a:b) e P'. Suponha sem perdas que b # 0 e usando que 7’|, ;: X, - A? se

descreve por (y,t) = (y,yt), temos que

7' NL) = Z(ay - byt) = Z(y) u Z(a - bt).
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Como vimos que £ = Z(y) nesse aberto, podemos concluir que L = Z(a - bt),
uma reta em X, . Entao, a intersegao Lné& corresponde ao ponto (0, %) de
Xy s

4.2
O blowup de P? em mais pontos

Apoés tomar o blowup de IP? em um ponto P, podemos explodir a nova
superficie em algum outro ponto, e assim sucessivamente. Uma descrigao global
para uma superficie assim obtida se torna cada vez mais complicada, de modo
que preferiremos uma abordagem local.

Usaremos a notagao IP%O___ p, Dara representar a superficie resultante apos
explodir IP? sucessivamente nos pontos P, ..., P, € IP? distintos. Mais precisa-
mente, sejam g : IP%O — P2 o0 blowup de P? em P, e para cada i=1,...,n 0
blowup 7 : P3, p =P} p deP% ,  noponto 7w (... (75" (F;))), vamos
considerar a composicao

7T=7T007T10...O7Tn1]P?30mP - P2

n

Note que a principio a ordem com que explodimos os n + 1 pontos parece
relevante.

Porém, se & = 7 Y(P) c ]P??o...Pn’ entao a superficie ]P?Do...Pn ¢ uma
modificacao de P2, onde substituimos cada P; por & = P'. Ou seja, podemos
cobrir P}, com abertos Uy = P%,  , \(Uiwi &), 1= 0,...,n, sendo que cada
Uy isomorfo a P \(Us{ Pi}).-

Em outras palavras, a superficie P%, , ¢é naturalmente uma colagem
0---Lf'n

dos n + 1 blowups P}, ,..., P} identificando ponto a ponto as pré-imagens
de P2\{FR,...,P,} pelos respectivos morfismos em [P2. Mais precisamente,
se 1o« P - P?,...,7, : P}, — P? sdo os blowups de P? em F,..., P,
respectivamente,
UizO,...,n ]P%D
]P%O---Pn =T

onde @ € ]P?Pl e R € ]P%,j satisfazem @ ~ R quando (Q,l) = (R,j) ou
71(Q) =T7;(R) ¢{P,...,P.}.

Note que nao é 6bvio que essa colagem pode ser vista como uma variedade
quasi-projetiva, mas, ao assumir a existéncia de ]P%DO... p, como uma variedade
quasi-projetiva, a identificacao acima é correta. E desta forma, podemos ver que
a ordem com que explodimos os n + 1 pontos nao muda a estrutura intrinseca
do blowup final.

Vale lembrar que também podemos querer explodir ]P%Om p, €m um ponto

em algum dos divisores excepcionais &;. Neste caso, a colagem seria diferente,
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mas vamos deixar esta discussao para depois.

4.3
Resolucao de indeterminacao

Agora veremos como podemos transformar aplicagoes racionais e birra-
cionais em morfismos usando blowups, e no futuro isso nos permitira entender

melhor os elementos de Cr(P?).

Teorema 4.2. Seja Xy uma superficie projetiva complexa ndo-singular e
v Xg -> P"™ uma aplicagcdo racional. Entao existe uma cadeia finita de blowups
it X1 > X5, 0=0,1,...,m, de forma que a composicio P =pomyo...0m,,:

X1 -> P™ € um morfismo.

Este Teorema esta na referéncia do Capitulo como Teorema 4.8.
Em outras palavras, a aplicacdo racional ¢ pode ser composta com
blowups de modo a eliminar sua indeterminagao, processo conhecido como

resolucao de indeterminagao.

Ezemplo 20. A projecao linear de P? no ponto P = (1:0:0) é a aplicacao
racional ¢ : P2 -> P! definida por (z:y:2) = (y:2) e tem um tunico ponto de
indeterminacdo P. Ao tomar o blowup 7 : P% — P2, o morfismo 3 : P% — P!
com (z:y:z;s:t) = (s:t) é equivalente como aplicagdo racional & composigao

poT.
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(l:cxo)

Ezemplo 21. A Transformacao Quadratica Padrao ® : P? -» P2 definida por
(z:y:2) » (yz:xz:xy) possui indeterminagdo nos trés pontos coordenados
Py=(1:0:0), P, = (0:1:0) e P, = (0:0:1). Seja L;; a reta que liga os pontos P

e P; para {i,j5} c {1,2,3}, sabemos que ® é um automorfismo de
A= ]Pz\(LOl U LOQ U ng).

Ao tomar o blowup 7 : ]P%D0 — P? de IP? em Py, podemos compor com P

e obter a aplicacao racional ® o7y : ]P?DO -> P2 tal que
(z2y:z;8:t) > (zs:xtixs) = (yt:xt:xs).

Se ® oy possui pontos de indeterminacao, eles necessariamente estao nas
pré-imagens de Py, P e P, por 7. De fato, é facil verificar que P, = ol (Py) =
(0:1:0;1:0) e Py = 75'(Py) = (0:0:1;0:1) sdo ainda pontos de indeterminagdo.
Porém, qualquer ponto (1:0:0;s:¢) € E = my*(Py) é levado em (0:¢: s) € P2, que
estd bem definido. Note que E é levado bijetivamente em Lis = Z(z) c P2.

Isso significa que ® o g é um morfismo de ]P?DO\{]BL P,} em P2, e como
aplicagao racional agora possiu apenas dois pontos de indeterminacao. Ou seja,
ao tomar o blowup de IP? em um dos polos, resolvemos sua indeterminacao
naquele ponto.

Para resolvermos todas as indeterminacoes de @, teremos que realizar
mais blowups. Mais precisamente, vamos tomar o blowup 7 : ]P?DO p IP%O de
P%, em Py e entdao o blowup w3 : P%, p p = P} de P% , em 77! (F,). Essa
composicao de blowups ¢ na verdade o blowup IP%DO pop, de P2 em Py, P, Py, e

o _ . P2 2
denotamos a composicao dos blowups por 7 =mom omy: Py p p = P2
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Dessa forma, se & = 771 (Fy), & = 77 1(Py), & = m1(P,) como na subsegao
anterior, entao 7 o 7y restrito ao aberto IP%DO P, p2\(51 u&;) é isomorfismo sobre
a imagem ]PQPO\{I’D],’PZ}, que é o dominio de definicio de ® o m5. Ou seja,
® o7y o oy é um morfismo de ]P?DOPIPQ\(& u&;) em P2 e como aplicagao
racional em IPQPO p,p, S€u conjunto de indeterminagao esta contido em & U &s.

De forma analoga, seria possivel provar que seu conjunto de indetermi-
nacao esta contido em & u & e em & U &, e portanto ® o g o m o Ty é na

verdade um morfismo em P2

PoP1 P>
7
ﬂ,r{fi
~
Vi N\
U 2 Y 2
4
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Teorema 4.3. Sejam X, e Yy superficies projetivas nao-singulares e ¢ :
Xo -> Yy uma aplicacao birracional. Entao existe uma cadeia finita de blowups
it X1 > X;, 1=0,1,...,m, e outra cadeia finita de blowups 7; : Y11 — Y,
7=0,1,...,1, de forma que X,,;1 2 Y41 € a composicao pompo. ..oy, + Xy >

Yo equivale como aplicagdo racional ao morfismo tgo...o7: Y — Yp.

R

%

Este Teorema esta na referéncia do Capitulo como Teorema 4.9

FExemplo 22. Seguindo do exemplo anterior, temos que a Transformacao Qua-
dratica Padrao ® : P? -» P2 admite uma resolucdo de indeterminacio @ =
Domgomomy: ]P%DO J s IP2. Veremos que o morfismo déa composicao de
trés explosoes de P2,

Sabemos que ® induz um automorfismo de A = P2\(Lo; U L2 U Ly2) e
que 7o induz um isomorfismo de 73! (A) em A, portanto a composi¢ao P o g

induz um isomorfismo
T (A) =PL\(BEu L uLpuly) = A,

onde cada ZZJ ¢ a transformada estrita da reta L;; por my. Mas dado que ® o
leva FF em Lq5 bijetivamente, faz sentido tentarmos verificar que ® o 7wy induz

um isomorfismo
P?Do\([’:(;l U E_’OQ U 17;2) - ]Pz\(Lm U Lo2).

E de fato, a aplicacdo racional inversa (® o m)™::IP? -» P% ¢ dada por
(z:y:2) = (yzixzizy; 2:y), e leva Lip\{ P, P2} bijetivamente em E\{P;, P},
entao temos exatamente o que queriamos.

Consideremos também, que apds explodirmos ]P?DO mais duas vezes pelo

morfismo 7 o 7y, temos o isomorfismo induzido

P2 o p,\(E1UE U Lo U Lop U L1p) = P\ (Lot U Lo U L),
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onde cada L;; é a transformada estrita de L;; por m; o 7.

Finalmente, a composi¢ao ® o my o 71 0 5 induz um isomorfismo
P2, 5 \(E1 U E U Loy U Lop U Lrp) = P2\(Loy U Log).
De forma analoga, também ocorrem os isomorfismos
P2, 1 5, \(E0U & U Loy U Lip U Lz) > P?\(Loy U L),

IP%’OHPQ\(EO U 51 U [’/5’1 U [’/5’2 U 171\1’2) — IPZ\(LOQ U L12)

induzidos pela mesma aplicagdo racional ® o 7y o my o 7wy, portanto podemos

concluir que tal aplicagao racional induz um isomorfismo
]PZPOP1P2\([T(;1 U [T[;? U ET?) - 1PQ\{POa Pla P2}'

Além disso, a imagem de cada transformada estrita f; por ®omgom omy
é simplsmente ®(L;;) = P, para {i,7,k} = {0,1,2}. Portanto temos que
® o my o m omy é na verdade a explosao de P2 nos pontos Py, Py, P, cujos

divisores excepcionais sdo respectivamente as curvas Lo, Lo, Lo;.
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Divisores

A toda variedade projetiva nao-singular X podemos associar um grupo,
chamado Grupo de Picard de X. Os Grupos de Picard de explosoes de
P? podem nos ajudar a entender os elementos de Cr(IP?). Para defini-lo,
precisamos antes conhecer o Grupo de Divisores de X e quocienta-lo por um
subgrupo especial, o subgrupo dos divisores principais de X. Para referéncia
geral do Capitulo, verificar (SHAFAREVICH, 1994) Capitulos 3.1.1, 3.1.2,
3.1.3e3.14.

5.1
O Grupo de Picard

Seja X uma variedade quasi-projetiva nao-singular.

Definicao 5.1. Um divisor primo Z de X € um fechado irredutivel Z c X de

codimensao 1. Seja Div(X)P o conjunto dos divisores primos de X .

Ezemplo 23. E facil verificar que, como conjunto, Div(P1)? = P! e Div(P2)? =
{curvas irredutiveis de P2}.
FExemplo 24. Seja m : Sp - S a explosao de uma superficie S em um ponto
P € S, o divisor excepcional £ = 7~1(P) é um divisor primo de Sp.

Qualquer outro divisor primo Z c Sp tem intersecao finita com &, e
portanto Z\& ¢é irredutivel em Sp\E. Como Z\E é isomorfo a 7(Z)\{ P}, entdo
7(Z)=C c S é uma curva irredutivel. Nesse caso, Z = C.

Em outras palavras,
Div(Sp)? = {C'| C € Div(S)*} u {E}

é composto pelas transformadas estritas C' de curvas irredutiveis C' de S

juntamente com o divisor excepcional £.

Nosso interesse pelos divisores primos de uma variedade se da por
serem bem entendidos, comparados a outros fechados da variedade. Mais
precisamente, vamos manter em mente o seguinte Teorema como motivagao

((SHAFAREVICH, 1994) Teorema 2.10).

Teorema 5.1. Seja Z ¢ X um divisor primo de X. Entdo para todo ponto
P e X existe uma vizinhanga aberta U c X de P com UnNZ + @ e uma fungdo

7 e O(U) regular em U tal que ZnU = Z(w) c U, e mais ainda, o ideal

Iy(2) ={feOU) | f(Q) =0 VQ e ZnU}
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¢ principal com Iy (Z) = (m) c O(U).

Definicao 5.2. Um divisor D de X € uma soma formal de divisores primos
de X, ou seja,

D= Z aZZ
ZeDiv(X)P

com az € Z para todo Z € Div(X)P e ay # 0 para finitos Z’s. Chamaremos de
Div(X) o grupo de divisores de X com a operagao natural de soma. Este € o
menor grupo abeliano contendo os divisores primos de X.

O suporte de um divisor D qualquer é a uniao dos divisores primos na

sua soma, isto €,
Supp(D) = |J Z c X.

az+0

Agora queremos associar a cada fungao racional em X um divisor, que
descreva exatamente ao longo de quais divisores primos essa funcao se anula
e ao longo de quais ela é um polo, contando multiplicidade. Para isso, vamos
definir a ordem de anulamento de uma fungao racional ao longo de um divisor

primo.

Definic¢ao 5.3. Dado Z € Div(X)P um divisor primo de X, sejam U c X um
aberto tal que ZnU +@ e m € O(U) como no Teorema 5.1. Dada uma fungdo
feOU) regular em U, definimos a ordem de anulamento de f em Z como
o namero inteiro m > 0 tal que f € Iy(Z)™ = (7™) e f ¢ Iy(Z)™* = (gm+1),

denotado por ordyz(f).

A defini¢cdo nao depende do aberto U. De fato, suponha que U’ c X e
7' e O(U') também satisfazem as condi¢oes do Teorema 5.1, com f € O(U’).

Primeiramente, notemos que
UnUYnZ=(UnZ)n(U'nZ)

¢ a intersecao de dois abertos densos em Z e portanto é nao vazia ja que Z
é irredutivel. Além disso, as restricoes de m e 7’ a U n U’ geram cada uma o

ideal Zyny(Z), ou seja,
(Tlonvn) = Zuav (Z) = (7' |rao) -

Portanto temos o mesmo m se considerarmos f como uma func¢ao regular em
qualquer um dos abertos U, UnU’ e U'.

Podemos verificar a seguinte propriedade: para todos f,g € O(U) temos
ordz(fg) = ordz(f) + ordz(g). Inspirados nela, podemos dar a seguinte

generalizacdo para a definicdo anterior.
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Definigao 5.4. Dado Z € Div(X)P um divisor primo de X, sejam U c X
um aberto tal que ZnU # @ e m € OU) como no Teorema 5.1. Seja
f e K(X) uma fungao racional de X qualquer, podemos escrever f = g/h

com g,h € O(U), e definimos a ordem de anulamento de f em Z como

ordyz(f) = ordz(g) — ordz(h).

Essa definicdo nao depende da escolha de g e h e nem do aberto U c X,
pois se f =g/h =g¢'[/h com g,h e O(U) e ¢’ h' € O(U"), entdao gh' = g'h em
UnU’' e portanto ordz(g) + ordz(h') = ordz(g’) + ordz(h) olhando g¢,¢’, h, h'
como fungoes regulares em U nU’.

Dizemos que f se anula ao longo de Z quando ordyz(f) é positiva e que
f tem polo ao longo de Z quando é negativa, e seu valor absoluto representa

a multiplicidade do zero ou do polo.

Definigao 5.5. Seja f € K(X) ndo nula, definimos o divisor associado a f

como

div(f)= > ordz(f)Z.
ZeDiv(X)P
E um fato de algebra comutativa que para uma funcdo racional f fixa,

ordz(f) # 0 para finitos divisores primos Z, logo a definigao 5.5 é uma soma
finita e div(f) € Div(X).

Ezemplo 25. Tome X = P2. Nesse caso, se f € K(P?) é nao nula, podemos
escrever f = G/H como o quociente de polindmios homogéneos de mesmo grau
sem fatores comuns G, H € k[z,y, z]. Ao fatorar G = [IG]" e H =[] H]T.lj em

polindmios homogéneos irredutiveis, podemos encontrar

Ezemplo 26. Seja f € K(X) ndo nula, entao div(f) =0se esdése feO(X) e
f nao se anula em nenhum ponto de X. Como ainda vale que para todos
fig € K(X) temos ordz(fg) = ordz(f) + ordz(g), podemos concluir que

div(f) = div(g) se e s6 se f/g e O(X) e f/g ndo se anula em nenhum ponto
de X.

Definigao 5.6. Dizemos que um divisor D € Div(X) € principal quando existe
uma fungao racional f e K(X) tal que D = div(f). Perceba que como temos
div( ) + div(g) = div(f.g) para quaisquer f,g € K(X) nao nulos, os divisores
principais formam um subgrupo de Div(X).

Dois divisores D e D’ sao linearmente equivalentes e escrevemos D ~ D’
quando D-D' € Div(X) € principal, ou seja, quando existe uma fungdo racional

feK(X) tal que div(f)=D - D".
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Ezemplo 27. Quando X =P? K(X)={F/G | F,G € k[z,y, z] homogéneos de
mesmo grau, G # 0}.
Dado um divisor D = ¥ n;Z;, onde Z; = Z(F;) é o conjunto de zeros de

um polinémio homogéneo irredutivel F;, podemos definir

deg(D) =) n;deg(F;)

como uma generalizagao de grau de uma curva.

Note que se D for um divisor principal, entao

D= ZmiZ(Gi) - anZ(Hj)>

_ m; _ n; ~ AL A
onde G = [1G;" e H = [ H;” sdo polindmios homogéneos de mesmo grau, e

portanto

deg(D) =) mydeg(G;) - > njdeg(H;) = deg(G) — deg(H) = 0.

Reciprocamente, se D € Div(P?) tem grau deg(D) = 0, entdo D é

principal. De fato, se

deg(D) =Y nideg(F;) = Y nideg(F;) - > (—n;)deg(F;) =0,

ni>0 Tli<0

podemos escrever

o F
D:div(—nn’>0 d )

Hni<0 F;_ni

como o divisor de um quociente de polinomios homogéneos de mesmo grau.
Sendo assim, como a nossa fungdo deg : Div(PP?) - 7Z é um homomor-

fismo de grupos sobrejetor, dois divisores D, D’ € Div([P?) sdo linearmente

equivalentes se e s6 se deg(D) = deg(D").

Definicao 5.7. Finalmente, definimos o Grupo de Picard de uma variedade

quasi-projetiva nao-singular X como
Pic(X) = Div(X)/{divisores principais} = Div(X)/ ~ .

FExemplo 28. Podemos concluir do exemplo anterior que todos os divisores de
mesmo grau sao linearmente equivalentes e Pic(P?) = 7Z. De forma andloga

vemos que Pic(P") % Z para qualquer inteiro positivo n.

Ezemplo 29. Também é possivel verificar que dois divisores D, D’ € Div(IP™ x
P™) sdo linearmente equivalentes se e s6 se possuem o mesmo bi-grau. Portanto
Pic(P" x P™) ~ Z2.
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Ezemplo 30. Mais tarde veremos que Pic(P%) = Z2, e mais geralmente que
Pic(P2, ,, )= 7L,

5.2
O pullback de divisores

Definicao 5.8. Seja Y uma variedade projetiva nao-singular, V c'Y um aberto
ndo vazio e Z € Div(Y)P um divisor primo. Definimos a restricio de Z a 'V
como Zly =ZnV e Div(V)P, se VnZ # @ ou 0 se VnZ =g. Mais geralmente,
se

D= % azZeDi(Y)

ZeDiv(Y)P

¢ um divisor qualquer, sua restricao a 'V é

Dly= > azZ|y € Din(V).

ZeDiv(Y)P

Vale observar que teremos facilmente que se V =Y \W onde W c Y é um
fechado de codimensao pelo menos 2, entao Div(V') = Div(Y'). Como também
sabemos que K (V) 2 K(Y) nos dd uma identificagdo bijetiva entre o conjunto
de divisores principais de V' e o conjunto de divisores principais de Y, teremos
Pic(V') 2 Pic(X).

Porém, quando W tem codimensao 1, suas componentes irredutiveis sao
divisores primos de Y que nao intersectam V = Y\IW. Ou seja, existe uma
inclusdo de Div(V') em Div(Y) tomando o fecho de cada divisor primo, mas

que nao é sobrejetiva.

FExemplo 31. Dada uma superficie S e um ponto P € S qualquer, entdao
Pic(S) z Pic(S\P). Esse detalhe serd muito importante quando quisermos
entender o grupo de Picard do blowup de S em P.

Afinal, se m: Sp - S é o blowup se S em P com divisor excepcional
E=7m"1(P), temos S\P 2 Sp\& e por isso

Div(Sp) 2 Div(Sp\€) @ ZE = Div(S) & ZE.

Por construgao, a inclusao Div(S) < Div(Sp) se dd usando a transformada
estrita da explosao.

Mais tarde, poderemos provar também que

Pic(Sp) = Pic(Sp\E) @ Z[€] = Pic(S) @ Z[E].
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De fato, ja podemos verificar o segundo isomorfismo, afinal
Pic(Sp\&) = Pic(S\P) = Pic(S).

J& o primeiro isomorfismo provaremos em breve.

O seguinte Teorema nos ajudara a construir o pullback de divisores por

um morfismo sobrejetor.

Teorema 5.2. Seja Y uma variedade projetiva nao-singular. Todo divisor
D € Div(Y') € localmente principal, ou seja, para todo ponto P €Y existe

uma vizinhanga aberta V cY de P e uma fungdo racional f c K(V') tais que
D|V = dZU(f)

Prova. Seja D = a1Z; + ...+ apZ, um divisor de Y. Dado P € Y, para cada
i =1,...,k considere um aberto V; c Y e uma funcao m; € O(V;) como no
Teorema 5.1. Entdo faca V =N, Vi e f =15, 7% e K(V).

Observe que enquanto tratamos f € K(V') como func¢do racional no
aberto V', é mais conveniente em termos de notacao escrever D|y = div(f).
Porém, as vezes faz sentido tratar f como uma funcgao racional em todo Y,

afinal K(V') 2 K(Y'). Nesse caso, precisaremos escrever D|y = div(f)|y.

Ezemplo 32. Seja Y = P? e L c P? uma reta, isto é, L = Z(F') para
F € k[x,y, z]" homogénea de grau 1. Dado P € P2 qualquer, tome uma outra
reta L' = Z(F') ¢ P2 de modo que P ¢ L'. Assim, se V = P2\L/ c P2 e
f=F|F" e K(PP?), temos

Lly =div(f)lv.

Considere X,Y variedades projetivas nao-singulares e m: X — Y um
morfismo sobrejetor. Dado D € Div(Y") um divisor de Y, gostariamos de definir
7* D o pullback de D por 7, que serda um divisor de X.

Sabemos que o morfismo 7: X — Y induz um monomorfismo de corpos
7:K(Y) - K(X) com f ~ fom e portanto, para cada V c Y e f €
K(V) =2 K(Y) como no Teorema 5.2 ¢ U = 7= }(V) c X aberto, podemos

tomar 7*f = fomw e K(U) e definir 7* D localmente, de forma que
7 D|y = div(7* f).
Se por exemplo

div(7*f)= >  azZ,

ZeDiv(U)P
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podemos encontrar parte dos fatores de 7* D na soma

(ZZZa
ZeDiv(U)P

onde Z ¢ X é o fecho topolégico de Z em X. Porém, ainda podem existir
divisores primos da soma de 7*D contidos em X\U, por isso fazemos uma
colagem para recuperar 7* D completamente.

E possivel verificar que dados Vi, V, ¢ Y distintos com D)y, = div(f1) e
D\y, = div(fs), as restrigdes 7*D|y, e 7*D|y, sdo compativeis, de forma que
7m* D estd bem definido. De fato, como div(f1)|v,nv, = div(f2)|vinv,, temos que
fi/f2 é uma funcao regular em V; n V45 que ndo se anula em V; n V5. Portanto
7 fi/7* fa = (f1/f2) o™ é uma fungao regular e que nao se anula em Uy nUs, e
consequentemente div(7* f1)|v,nv, = div(7* f2)|v, a0, -

Observe que construimos um homomorfismo de grupos 7*:Div(Y) —
Div(X) que leva divisores principais em divisores principais. Como consequén-

cia, temos a seguinte Proposicao.

Proposicao 5.1. O pullback preserva equivaléncia linear. Mais precisamente,
se m: X =Y € um morfismo sobrejetor e D, D’ sdo divisores de Y tais que
D ~ D', entao 7D ~ w* D' como divisores de X. Portanto, o homomor-
fismo 7*: Div(Y) — Div(X) induz um homomorfismo nos grupos quocientes
7*: Pic(Y') - Pic(X).

Estaremos especialmente interessados em tomar o pullback de divisores
por morfismos birracionais, que por sua vez podem ser decompostos em finitas
explosoes, pelo Teorema 4.1. Portanto gostariamos especialmente de entender

o que faz o pullback de divisores por uma explosao.

Proposicao 5.2. Sejam:Sp — S a explosdo de uma superficie quasi-projetiva
S no ponto P €S com divisor excepcional € = m=1(P). Considere C € Div(S)P

uma curva irredutivel e f € K(S) uma fungdo racional quaisquer. Entao

ordg(f om) = orde(f).

Prova. Sejam V c S aberto e p € O(V') fungao regular que define C' localmente
como no Teorema 5.1. Seja U = 771(V) c Sp, é claro que a fungao regular
composta ¢ o € O(U) define localmente a curva 7=1(C'), que pode nado ser
irredutivel, mas possui C' como uma componente irredutivel. E facil ver que
em U’ = U\E a composicao po1 e @(U) c O(U") define C localmente, j& que
7|y é isomorfismo sobre a imagem V' = V\{P}.

Se f e O(V'"), considere f = a- ¢’ de forma que ¢ 1 a. Entao for =
(aom)-(pom)t e se por absurdo aom = (pom)-g com g € O(U'), entao
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a=¢-(gon™') com gon~t e O(V"), uma contradigao. Portanto

ordg(fom) =i=orde(f).

No caso geral, f = g/h com g,h e O(V) e o mesmo segue do caso anterior.

Em particular, isso mostra que para um divisor de S qualquer D =
a1Cy + ... + a,,C,, seu pullback tem a,Cy + ... + ay,C,, como parte de seus
fatores. O tnico coeficiente que nao ¢é claro é o do divisor excepcional £. Em
outras palavras,

™D =a,C; +...+a,C, + m&

onde m é um numero inteiro a principio desconhecido. Podemos provar que m
é exatamente a soma das multiplicidades do ponto explodido P em cada curva

C;. Para isso, basta provar o caso particular em que D ¢ um divisor primo.

Definicao 5.9. Seja C' ¢ A? uma curva plana afim definida pelo polinéomio
[ € k[zy,x2], isto é, C = Z(f). Considere a decomposi¢io de f em termos
homogéneos f = Fy+ Fy + ...+ Fuegr com F; € k[x1,22];. A multiplicidade de

(0,0) na curva C' € o inteiro
multo0yC = min{i € Z | F; # 0}.

Note que multC > 1 se e s6 se (0,0) € C. A Definicao 5.9 pode
ser generalizada de modo a considerar C' € S uma curva projetiva em uma

superficie nao-singular S e P € S.

Definicao 5.10. Seja ¢ : U - V' um isomorfismo de uma vizinhanga aberta
de P em S para uma vizinhanga aberta de (0,0) em A? tal que P ~ (0,0).

Entdo definimos a multiplicidade de P na curva C como

multpC' = mult(o,0yp(C)

Proposigao 5.3. Seja 7 : P2 - P? o blow up de P? no ponto P e C c P?

uma curva com m = multpC'. Entdo nC = C +mé.

Prova. Vamos supor sem perda que P = (1:0 :0). Seja F € k[z,y,z]" um
polinémio homogéneo tal que C' = Z(F), ou seja, Cly, = div(F/z%)|y,, onde d =
degF. Em U, a fungdo racional F'/z? se comporta como a desomogeneizagao
f e kly,z] de F, definida por f(y,z) = F(1,y,z). Temos que f = F,, + Fy,41 +

...+ Fy onde cada F; € k[y, z]"* é homogéneo de grau i.
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Lembre que

T (Uo) = Z(yt - z8) € AL,y x Py

e que
T =1 U)\Z(s5) 2 Z(yt —z) c A?

(y,2:t)

2
(y:t)”
(y,t) = (y,yt) de forma que E|p = Z(y)nT e

de forma que T = A Nesse aberto, a restricio |y : T - Uy é tal que

7 flr =y (Fr(1,t) + yFra (L, t) + ...+ yd_mFd(l,t)).

Portanto orde (7* f) = m, e entdo 7*C' ~ C +mé&.

Ezemplo 33. Seja 7 : P%4 — P? o blowup de P? no ponto P. O pullback de
uma reta L € Div(IP?) que nao passa por P é simplesmente n*L = L sua
transformada estrita. J4 se L’ € Div(IP?) é uma reta que passa por P, seu
pullback é 7*L’ = L’ + £ sua transformada estrita mais o divisor excepcional

do blowup. Isso significa que L ~L"+& como divisores de P2.

A s

A Proposicao 5.3 pode ser generalizada para o blowup de qualquer

superficie nao-singular.

Proposicao 5.4. Seja 7w:Sp - S o blowup de uma superficie nao-singular S

em PeS e C cS uma curva com m = multpC. Entdo m*C = C +mé.

A demonstracao da Proposicado 5.4 se encontra na referéncia
(HARTSHORNE, 1977) Capitulo 5, Proposicao 3.6. Como consequéncia,

podemos obter o seguinte:

Proposicao 5.5. Seja m:Sp - S o blowup de uma superficie nao-singular S
em P €S. Entio o pullback 7* : Div(S) - Div(Sp) € injetivo.
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Prova. Suponha que D, D’ € Div(S) sdo tais que 7*D = 7*D’, entdo D +mé =
D'+m’E onde m e m' sdo as respectivas multiplicidades de D e D’ em P. Como
D e D’ ndo possuem o fator €, teremos que m=m’ e D = D, logo D = D'.

Perceba que a transformada estrita e o pullback coincidem no com-
plementar do divisor excepcional £. Isso significa que o pullback Div(S) —
Div(Sp) também induz um isomorfismo Div(Sp) = Div(S) @ ZE, que é dife-
rente do encontrado no exemplo 31, dado pela transformada estrita.

Esse segundo isomorfismo nos sera mais interessante, pois a transformada
estrita nao respeita equivaléncia linear. Isso pode ser visto no exemplo anterior:
L = L'. Mas ja& que o pullback preserva equivaléncia linear, podemos usar o
pullback Pic(S) - Pic(Sp) para obter um homomorfismo Pic(S) & Z[E] —
Pic(Sp) que leva qualquer divisor de S em seu pullback e leva £ em sua classe.

Nosso objetivo é verificar que este homomorfismo é um isomorfismo.
Como Div(Sp) = Div(S) @ ZE usando o pullback, é claro que o homomorfismo
Pic(S) @ Z[E] — Pic(Sp) acima é sobrejetivo. Em outras palavras, Pic(Sp)
é gerado por £ e os pullback de geradores de Pic(S), ainda que possam ter
alguma relacao. Entao basta mostrar injetividade.

Para isso, antes mostraremos 7* : Pic(S) — Pic(Sp) é injetivo, isto é,
se D, D' sao divisores de S tais que 7*D ~ 7* D’ como divisores de Sp, entao
D ~ D'. Basicamente a reciproca para a Proposicao 5.1 no caso particular de

explosoes de superficies.

Proposicao 5.6. Seja m : P% — P? o blowup de P? no ponto P. Entao o
pullback * : Pic(P?) - Pic(P%) € injetivo.

Prova. Como sabemos, Pic(P?) = Z[L] onde L é uma reta fixa em P2
qualquer. Podemos supor que L nao passa pelo ponto P, e entdao qualquer
divisor D ~ nL de P2 tem seu pullback 7*D ~ nL. Desta forma, provar que
7 : Pic(P2) - Pic(IP%) ¢ injetivo é equivalente a provar que nL ndo é um
divisor principal de P4 para nenhum n # 0.

De fato, suponha que nL é principal, entao temos uma funcao racional
[ e K(P%) tal que nL = div(f). Seja U um aberto tal que f € O(U) e suponha
sem perda que U n & = @. Ou seja, 7|y é um isomorfismo sobre sua imagem
V c P2 Entao g = fon~! e O(V) satisfaz ordg(f) = orde(g) para toda curva
irredutivel C' c P2. Em particular, div(g) = nL, portanto n = 0.

Mais geralmente, temos os seguinte resultado, que pode ser encontrado

em (HARTSHORNE, 1977) Capitulo 5, Proposicao 3.2:
Proposicao 5.7. Seja m: Sp - S € o blowup de S em P, entdo o pullback
7*: Pic(S) — Pic(Sp) € injetivo. Mais geralmente, seja m:S" — S um morfismo

birracional, o pullback 7*: Pic(S) — Pic(S") € injetivo.
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5.3
A forma de intersecao

Teorema 5.3 (Forma de interse¢do). Seja S wma superficie projetiva nao-
singular. Existe uma dnica forma bilinear simétrica Div(S) x Div(S) - 7 tal

que:

- se C,C" € Div(S)P sio duas curvas irredutiveis em S distintas, entdo
C-C" € a quantidade de pontos da intersegio C'n C'" contados com

multiplicidade;

— dados D,D’ € Div(S), o produto D - D' s6 depende das classes de
equivaléncia linear de D e D', ou seja, passa ao quociente Pic(S) x
Pic(S) - 7.

Como referéncia, confira (HARTSHORNE, 1977) Capitulo V, Secao 1.1.

Exemplo 34. Vamos analisar quando S = P2. Sejam L e L’ duas retas distintas
em IP2. Precisamos que L-L’ = 1, para satisfazer a primeira condi¢ao. Por outro
lado, L ~ L', e portanto L-L = 1 pela segunda condi¢ao. Como Pic(PP?) = Z-[ L],
a condi¢do L? = 1 define uma tnica forma bilinear simétrica em Div([P?), a
saber D - D' = deg(D) - deg(D’).

Ezemplo 35. Vamos analisar quando S = P%. Sabemos que Pic(P%) é gerado
pelos elementos £ e £, onde L é o pullback de uma reta L qualquer em P? (que
podemos supor que nao passa por P) e £ = 771(P). Para definir uma forma
bilinear simétrica em Pic(P%), basta conhecermos £2, £-& e £2.

Com um argumento andlogo ao do exemplo anterior, podemos concluir
que a forma de intersecao satisfaz £2 = 1, basta tomar o pullback de uma outra
reta em P? que também nao passe por P.

Seja L' a transformada estrita de uma reta L’ ¢ P? passando por P,
sabemos que o pullback desta mesma reta por m é n*L’ = L'+ & ~ L. Entdo
E-(E’Jré’) =1, e, por linearidade, £-& =1-L-L' = 0, pois £ e L' se intersectam
em um unico ponto com multiplicidade 1, a pré-imagem pelo morfismo 7 da
intersecao L n L'.

Finalmente, usando mais uma vez que £ ~ L’ +& temos que (f’ +&)-€ =0,
logo £2=-L'-€ = -1, pois L' e & se intersectam em exatamente 1 ponto com
multiplicidade 1.

Podemos concluir que a forma de intersecao é definida pelas equacoes
L2=1L-E=0e &E?=-1. Repare que isso ¢é suficiente para concluirmos que
[£] e [£] ndo possuem relagdo como geradores de Pic(IP%), pois se n€ ~ mL,
entao —n =n&-& =mL-& =0 e também m = 0. Com isso, concluimos que

Pic(P) 2 Z[L] & Z[£].
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Note que apesar de C'-C" ser nao negativo sempre que C' e C' sdo curvas
irredutiveis distintas, C? ndo precisa ser. De fato, encontramos uma curva em

IP% cujo produto com si mesma é —1, a saber, o divisor excepcional &.

Definicao 5.11. Dada uma superficie nao-singular S, dizemos que uma curva
CcS éuma curva -1 se CzP eC-C=-1.

FExemplo 36. Seja S = ]P%DOP1 com Py, P, € P? distintos, 7 : S - P2 a composicao
das explosoes 7 : ]P?DO >P2em: IP%OH - IP%O e & =n"1(P),i=0,1. Nesse
caso, devido a Proposicao 5.4 no blowup my, é claro que & é o pullback por 7
do divisor excepcional Ey = 15! (Fy) do blowup .

Podemos concluir indutivamente que Pic(S) = Z[ L] Z[E |®Z[ & ], onde
L ¢é o pullback por m de uma reta L qualquer em IP2. De forma andloga ao
exemplo anterior, teremos que Ef = -1 para 7 = 0,1, e como sao disjuntos,
Ey-&1=0. Além disso, L2=1e L-&=0,1=0,1.

Agora considere a reta Lo que liga os pontos Py e P; em IP2. Seu pullback
por m é Loy + & + & Ou seja, podemos inferir que Lot ~ £ - & - &, portanto

[’/;;12 =(L-&-£&1)?=1-1-1=-1. Concluimos entao que Loy é uma curva —1.

7

01

Antes de ingressar na proxima Proposicao, vale observar que isomorfismos
preservam a forma de intersecao em superficies. Mais precisamente, se p: .S —
S’ é um isomorfismo, e C,Cy c S sdo duas curvas, entao C1-Cy = u(Ch)-u(Cy),
onde o produto da esquerda é dado pela forma de intersecao em S e o da direita
pela forma de intersecao em S’. Mais ainda, podemos considerar o isomorfismo
de grupos i : Div(.S) - Div(S’) induzido por u de forma linear, e teremos que
dados Dy, Dy € Div(S) dois divisores, entao Dy - Dy = (D) - i(D2).
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Proposicao 5.8 (Moving Lemma). Seja D € Div(X) um divisor de uma
variedade nao-singular X, e Py,..., P, € X finitos pontos. Entdo existe um
divisor D' tal que D' ~ D e P; ¢ Supp(D') para todoi=1,...,m.

Prova. Teorema 1, Capitulo 3 Secao 1.3 (SHAFAREVICH, 1994).

Proposicao 5.9. O pullback preserva a forma de intersecao. Mais precisa-
mente, se m:S" - S € um morfismo birracional de superficies lisas com D,
D’ e Div(S), entao D-D"=7*D-m*D’.

Prova. Novamente, pelo Teorema 4.1 basta provar o caso em que S’ = Sp é
a explosdo de S em um certo ponto P. Nesse caso, a Proposi¢do ¢ 6bvia no
caso especial em que D e D’ sao curvas irredutiveis distintas que nao passam
por P, afinal vao estar em isomorfismo com seus pullbacks e vao preservar a
quantidade de interse¢oes com multiplicidade.

No caso geral em que D e D’ sdo divisores quaisquer de .S, podemos
supor que P nao pertence ao suporte de D, caso contrario basta substitui-lo
sem perdas por um divisor linearmente equivalente usando o Moving Lemma
(Proposigao 5.8). Agora fixe um ponto em cada divisor primo que componha
a soma de D e mova D’ se necessario para obter um outro divisor de S que
seja linearmente equivalente, dessa vez evitando nao s6 P mas também todos
esses outros pontos fixados. Portanto agora temos D ~ a;C} + ... + a,,C,, €
D" ~ s 1Cps1 + -« + Qe O, com C; # O sempre que @ # j e a Proposigao

deriva do caso especial.

Teorema 5.4 (Contratibilidade de Castelnuovo). Seja S’ uma superficie nao-
singular e C'c S" uma curva —1. Entao existe uma superficie nao-singular S e
um ponto P €S com blowup 7:Sp - S tal que 8’2 Sp e C 27w~ Y(P) por esse

isomorfismo. Dizemos que S € a contracao de C'.

Prova. Teorema 5.7 do Capitulo V de (HARTSHORNE, 1977)

FExemplo 37. Em S’ = ]P?DOPN com Py, P, € IP? distintos, Loy é uma curva —1. A

contracao dessa curva ¢ isomorfa a Pt x [P1.
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Ezemplo 38. Em S" = P}, 1, p, com Py = (1:0:0), P = (0:1:0), P, = (0:0:1) €
P2, as curvas L;; sdo —1, por motivos andlogos, e seja m’ : S” - IP? a composi¢ao
das trés explosoes.

Podemos contrair uma curva por vez e ainda garantir que as outras
continuam sendo curvas —1. Isso porque, por serem disjuntas, contraindo
apenas uma, temos um blowup cujo divisor excepcional nao intersecta as
outras, ou seja, elas serdao o pullback de suas imagens, e o pullback preserva a
forma de intersecao.

Ao usar o Teorema de Contratibilidade trés vezes, teremos uma superficie
S e trés pontos Qo, @1, Q2 (a principio ndo necessariamente todos em S, mas
em explosoes de §) e a composicao de trés explosoes 7 : Sg,0,0, = S, de
forma que S" > Sg,0,0, mapeando isomorficamente L;; em 771(Qy) onde
{i,j,k} = {0,1,2}. Porém, como as trés curvas contraidas sdo disjuntas, fica
claro que a explosao ocorre em trés pontos distintos de S, isto é, Qp, Q1,2 € S.

Ocorre que teremos S = P2 e cada @Q; = P;. De fato, relembre dos exemplos
21 e 22 em que estudamos o morfismo $=dor que resolve as indeterminagcoes
da Transformacao de Cremona ¢, onde 7 : IP%O p.p, ~ P? € a composicio das
trés explosoes. Vimos que ® é por si s6 a composi¢ao de trés explosoes de

P2 nos pontos Py, P, P,, cujos divisores excepcionais sao respectivamente as
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transformadas estritas [7;2, ZT(;Q, l’};l das retas L;; c IP? por .
Em termos do Teorema de Contratibilidade, teremos que existe um

: o - P2 2 T
isomorfismo @ : Py p p, = Pp p p, que leva cada curva Lj; isomorficamente

em &, onde {4, ,k} = {0,1,2}. Teremos em particular que o ® =P = P or.

T 2z
nmr wnn

g

>
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6

Interac6es com Geometria Hiperbdlica

6.1
Motivacao
Consideraremos agora 7 : S — P2 a composicao dos blowups S =
2 2 2 2 2 = -
Py p = ... > PLp —» Py —> P? de P? em n pontos (ndo necessariamente
todos em IP?) e a forma de intersegao definida para os divisores de S.

Lembre que
Pic(S)zZ[L] @ Z[& ] ... @ Z[E,]

por indugao, onde £ é o pullback de uma reta qualquer em P? e para cada
i =1,...,n, & é pullback final do divisor excepcional do blowup no ponto
P;. Mais precisamente, seja F; c ]P%%...Pi o divisor excepcional do blowup
P p = PL p ., entao & c Py, ¢ o pullback de E; pela composigio
P%...Pn - ]P?Dl...Pi'

Aqui, a forma de intersecao é dada por £2 = 1, £L-& = 0 para todo

i=1,...,ne& & =-0;; para todo 7,j = 1,...,n. Desta forma, dados
D ~agl + zn:ai& , D' ~boL + zn:bl-&
i=1 i=1
dois divisores de P}, , entao
D-D'"=agby - Zn:aibi.
i=1

Também podemos considerar o espago vetorial Div(S)gr dos R-divisores
de S cujos elementos sao

D= Z xZZ
ZeDiv(S)P

com zz € R para todo Z € Div(S)? e xz # 0 para finitos Z € Div(S)?. Com
a relacao de equivaléncia D ~ D’ se D — D’ é uma combinacao linear com
coeficientes reais de divisores principais, temos também o espago vetorial real

DiV(S)R

Pic(S)g = ~ R,

ou equivalentemente,

Pic(S)r = Pic(S) ®z R.
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Nesse espaco vetorial, de base {[L],[&1],-..,[En]}, a forma de assinatura

(1,n)

n
[20L +21E + ...+ 2,80 ] (Yo L +11EL + ... + Ynn] = Toyo — z;xlyl
i

generaliza a forma de interse¢do entre dois divisores com coeficientes inteiros.

O espago vetorial R™*! com a forma de assinatura (1,7n) é conhecido como
o Espaco de Minkowski, onde é definido o modelo do hiperboldide para o espago
hiperbdlico de dimensao n, H" (veja a Se¢ao 6.2 a seguir). Entdo, se f é um
automorfismo de S, sabemos que f induz um automosfismo de grupo de Pic(.S)
que preserva a forma de intersecao, e se estende a um automorfismo linear em
Pic(S)r, que preserva a forma de assinatura (1,n). Veremos que, por causa
disso, f induz uma isometria de H", e assim definimos uma acao de Aut(S)
em H" por isometrias. Como isometrias sao bastante estudadas em Geometria
Hiperbdlica, esse ponto de vista tem muito potencial para entendermos melhor

o grupo de Cremona Cr(IP?).

FExemplo 39. Considere S = ]P%DO p,p, € Seu automorfismo f = % 1§ > S estudado
no exemplo 38. Por ser um automorfismo de S, f induz um automorfismo em
Div(S) que preserva o subgrupo dos divisores principais (induzindo também
um automorfismo em Pic(S)) e também a forma de intersecao.

Por exemplo, vimos que cada transformada estrita Zv” é levada isomorfi-
camente em &, com {7, 7, k} ={0,1,2}. Como $ =r oo, onde w: S5 — P?

¢ a composicao dos blowups, entao
Pod=(nloborm)o(nlodor)=1d

e consequentemente cada &; é levado isomorficamente por % na transformada
estrita Z’};, com {i,j,k} ={0,1,2}.

O préximo passo para entendermos melhor o automorfismo de Div(S)
induzido por 5 ¢ determinarmos a imagem do pullback de uma reta qual-
quer. Seja L c P2 uma reta em P? que nao passa por nenhum dos pontos
coordenados. E ficil verificar que @ leva L isomorficamente em uma conica
C c IP? que passa pelos trés pontos coordenados. Isso indica que 7* L é levado
isomorficamente em C por g

Como um automorfismo em

PIC(S) = Z[L] D Z[go] (&) Z[El] (&) Z[gg],
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>
|« AR
47’ D ’W?—

podemos verificar que

[&i] = [Lje] = [£] - [€5] - []
sempre que {i,7,k} ={0,1,2}, e que
[£] - [C] = 2[£] - [&] - [&1] - [&2],

pois como a conica C' passa por cada ponto coordenado com multiplicidade 1,

por ser nao-singular, entao
é:W*C—EO—El—SQ N7T*2L—(€0—51—82 ~27T*L—(€0—51 —52.

Esse automorfismo de Pic(.S) se estende a um automorfismo linear de

Pic(S)r dado pela matriz

2 1 1 1
-1 0 -1 -1
-1 -1 0 -1
-1 -1 -1 0

Terminaremos esta motivagao com o seguinte Teorema. Para referéncia,

considere (DOLGACHEV; ISKOVSKIKH, 2009) Lema 3.5

Teorema 6.1. Qualquer subgrupo finito do Grupo de Cremona Cr(IPZ,) admite

um levantamento a um subgrupo do grupo de automorfismos Aut(S) de algum

modelo S de P2.

Aplicado ao nosso contexto, como corolario teremos que todo subgrupo
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finito de Cr(IPZ,) age por isometrias em um espaco hiperbélico de dimenséao

finita.

6.2
O modelo do hiperboléide para H"

Como referéncia geral desta subsecao usamos as notas de aula de Julien
Paupert (PAUPERT, 2016).

Em R™! considere a forma bilinear simétrica de assinatura (1,n), isto
é, n
(1, Uty -y Uy) - (Vo, V1, ..., Vp) = UgUp — Zuﬂh‘, (6.1)

i=1
e defina a folha de hiperboldide

H" = {v = (vo,v1,...,0,) ER"™ |v-v=1evy>0}.

(1,0,0)

Proposicao 6.1. O subconjunto H* ¢ R™1 é uma hipersuperficie suave, e

para todo v € H*, o espago tangente T,H" coincide com v*.

Prova. De fato, a fungao f : R"! - R dada por v — v-v satisfaz f(v+u) =

f(v) +2v-u+u-u, e podemos ver que d,f(u) = 2v - u. Portanto d,f tem
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posto 1 para todo v # 0 e 1 é valor regular de f, de forma que a pré-imagem
H" = f~1(1) do valor 1 é uma variedade suave de codimenséao 1. Em particular,

temos que, para todo v € H", o espago tangente T,,H” = Nuc(d, f) = v*.

Proposicao 6.2. Em cada T,H® com v € H", a forma (6.1) é negativa
definida.

Prova. Sejam v = (v, v1,...,v,) € H* e x = (xg,21,...,2,) € T,H" tal que
x # 0. Nosso objetivo é provar que = -z < 0.

Sabemos que v-v =1 e que z-v =0, ou seja,

Portanto, pela desigualdade de Cauchy—Schwarz,

ravd < (v3-1)- (fo) :
in1

(Note que nunca ocorrerd igualdade de Cauchy—Schwarz, pois = seria um
multiplo nao nulo de v, ao mesmo tempo que x-v = 0 o que implicaria em

v-v =0, um absurdo.) Reagrupando a desigualdade, temos

0<Y a2 ((Zﬁ) —x%)vg.

Como v > 1, temos que

(Zm?)—x%>0:>x-x<0.
i=1
Em particular, dado v € H”, o produto T, H® x T,H* - R definido por

(z,y),=-2-y (6.2)

¢ um produto interno, que varia suavemente com v, e portanto induz uma
métrica Riemanniana em H" da seguinte forma. Se : [0, 1] - H" é um caminho

suave cuja integral
1
JRCHORLGIN

estd bem definida, definimos seu comprimento I(«y) como a integral acima. A
distancia entre dois pontos u,v € H"* é dada por d(u,v) = inf{i(vy) | v(0) =
u,7v(1) = v}. Um caminho que realiza a distdncia entre dois pontos é dito um

segmento de geodésica.

Teorema 6.2. A distincia acima satisfaz d(u,v) = cosh™ (u-v) e € atingida

por um unico segmento de geodésica, contido em H™ n Span(u,v).
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O espago H" munido do produto interno (6.2) em cada T,H" é uma
variedade Riemanniana completa de dimensao n e curvatura constante —1.
Tautologicamente, H" é CAT(-1) (a definicdo de CAT(-1) se encontra na
referéncia do Capitulo, (PAUPERT, 2016)), e também é §-hiperbdlico, isto
é, existe 6 > 0 tal que, para todo triangulo geodésico em H", cada lado esta
contido na J-vizinhanga da unido dos outros dois. As defini¢coes de CAT(-1) e
de d-hiperbdlico nao sao relevantes no nosso estudo, porém mais tarde vamos
precisar dessas hipoteses no Teorema 8.2.

A projecao natural R**\{0} - P% induz uma bijec@o entre H" e sua
imagem em P%. Nesse sentido, a imagem do cone de luz C' = {v e R"*! | v-v = 0}

define o bordo OH".

6.3
Isometrias de H"

Defini¢ao 6.1. Uma isometria Riemanniana (ou simplesmente uma isome-
tria) de H™ é um difeomorfismo f:H™ - H" que preserva o produto interno

nos espacos tangentes, isto é, para todo v e H* e x,y € T,H",

(dvf(x)u dvf(y»f(v) = (x’y>v7
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ou equivalentemente,

dof(x)-dof(y) =y

Considere o conjunto das transformacoes lineares em R que preservam

a forma bilinear (6.1), isto é,
O(1,n) ={AeGL(n+1,R) | Au- Av = u-v Yu,v e R"}.

Observe que as duas componentes conexas H" e —H" do hiperboldide definido
pela equacdo v-v = 1 ou sdo invariantes ou sao trocadas por um elemento
A€ O(1,n). Desta forma, considere o subgrupo dos elementos que preservam
]I_I'n,

O*(1,n)={Aec0O(1,n) | A(H") =H"}.

Teorema 6.3. As isometrias de H* sao exatamente as restricoes Algn dos

elementos A€ O*(1,n).

As isometrias de H" sao classificadas em trés tipos: eliptica, parabdlica

ou hiperbdlica, dependendo do seu deslocamento, definido a seguir.

Definicao 6.2. Seja f:H" - H" uma isometria. Definimos entao o desloca-
mento de f como L(f) =inf{d(v, f(v))|v e H"}.

Definicao 6.3. Uma isometria f de H™ é dita

— eliptica se L(f) € atingido por algum v e H® e L(f) =0.
— parabdlica se L(f) ndo é atingido por nenhum v € H™.

— hiperbdlica se L(f) € atingido por algum v e H" e L(f) > 0.
Proposigao 6.3. Se f ¢ parabdlica, entio L(f) = 0.

Também podemos decidir se f é eliptica, parabdlica ou hiperbdlica de-
pendendo da quantidade de pontos fixos em H" e em OH". Mais precisamente,
como toda isometria f:H” — H" pode ser vista como uma transformagao li-
near A € GL(n + 1,R), podemos estender f como f:H" udH" - H» u 9H" de
modo a incluir o bordo, afinal A leva retas do cone de luz em retas do cone de

luz. Nesse sentido, f pode assumir pontos fixos tanto em H" quanto em 0H".

s

Teorema 6.4. Uma isometria f de H™ €

— eliptica se f possui algum ponto fixro em H™.

— parabdlica se f ndo possui ponto firo e f possui exatamente um ponto
fixo em OH™.
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— hiperbdlica se f nio possui ponto fizo e f possui exatamente dois pontos
fizos em OH™.

FExemplo 40. Relembre do exemplo anterior, onde estudamos o automorfismo

linear em

Pic(P% 5 5, )k = R[L] @ R[&] @ R[& ] @ R[E,]

(induzido pelo automorfismo ® definido no exemplo 38) dado pela matriz

2 1 1 1
-1 0 -1 -1
-1 -1 0 -1
-1 -1 -1 0

J& sabemos que este automorfismo linear preserva a forma de assinatura
(1,3), o que também nao é dificil de verificar algebricamente. Por defini¢ao,
este automorfismo linear pertence a O(1,3). Mais ainda, repare que o ponto
(1,0,0,0) € H? é levado no ponto (2,-1,-1,-1) € H3, portanto também
pertence a O*(1,3), e induz uma isometria de H3. Mais especificamente, como
o elemento %(—3, 1,1,1) € H3 é um ponto fixo, trata-se de uma isometria

eliptica.
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A acao do Grupo de Cremona

Até o momento, vimos que se ¢ : P2 -> P2 é uma aplicagdo birracional
conjugada a um automorfismo de ]P%DO ppyy eNtao p age em H? como uma
isometria. Porém, nao é possivel construir uma ac¢ao de todo o grupo Cr(IP?)
em H". De fato, nem toda Transformagdo de Cremona é conjugada a um
automorfismo de algum blowup P%, . (cf. (DILLER; FAVRE, 2001)).

Nosso objetivo agora serd generalizar a acao de subgrupos de Cr(IP?)
em H”" descrita no Capitulo 6 de modo a obter uma acao de todo o grupo
Cr(P?) em um certo espago hiperbdlico. Para isso, vamos construir o espago
de Picard-Manin de IP?, que intuitivamente seria o espaco de Picard real se
pudéssemos explodir todos os pontos de IP? e ainda os de seus blowups. O
completamento do espago de Picard-Manin ambienta um espacgo hiperbdlico
de dimensao infinita H* e com isso teremos uma agao de Cr(IP?) por isometrias
nesse H*. Referéncias para este Capitulo se encontram em (CANTAT; LAMY,
2013) e (LONJOU, 2016)

7.1
O Espaco de Picard-Manin

Defini¢ao 7.1. Um modelo de P? é uma superficie projetiva nao-singular S
com um morfismo birracional 7 : S - P2. Esen:S > P2 en : S5 - P?
sao dois modelos de P?, dizemos que S’ domina S se a aplicagao racional

-1

7 torn’:S"-> S for um morfismo.

Note que quando S’ domina S, o morfismo 7~ton’ : S" - S induz um
pullback injetivo (771 o 7')* : Pic(S)r < Pic(S’)r, que preserva a forma de
intersegdo. Dessa forma, podemos identificar Pic(S)gr com sua imagem em
Pic(S")R.

Observe que dados m : S; — P2 e my : Sy - P2 dois modelos de P2,
pelo Teorema 4.3 existe uma superficie S3 que domina Sy e S,. Sendo assim,

podemos considerar as injetividades
Pic(S1)r = Pic(Ss3)r e Pic(S2)r < Pic(S3)r

dadas pelos pullbacks adequados.
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S1

e
N LA

P2
Se D; € Div(S))r e Dy € Div(S2)r, dizemos que [D;] € Pic(Si)r e
[D2] € Pic(S) Rk sao relacionados em | g Pic(S)k (com S modelo de P?) quando

sao iguais em Pic(S3)R, isto é, quando
(71" om3)* Dy ~ (3" 0 m3)" Dy

como divisores de S3, e escrevemos [ Dy s, ~ [D2]s,-

Definicao 7.2. O Espaco de Picard Manin de P? ¢ o limite direto dos espacos
Pic(S)r, onde S é modelo de P2, isto é,

,PM(IPQ) _ |_|S Plf(S)IR

Dado D € Div(S)g um divisor real de um modelo S de P2, denotaremos
a classe do elemento [D] € Pic(S)r em PM(IP?) pela relacao de equivaléncia
descrita acima por sua letra mindscula d em vez de [[D]] para evitar notagao
carregada. Quando quisermos falar de um representante da classe d em um
modelo S especifico, usaremos a notagao [D]s em vez de apenas [D], para

evitar ambiguidades.

Ezemplo 41. Seja wp : Sp - S o blowup de um modelo S de P2 em P € S,
e divisor excepcional Ep = 75 (P). Seja Q € Ep e tome mg : Spg - Sp 0
blowup de Sp em @ e divisor excepcional Eg = 7@1(@) Podemos concluir
que o pullback de Ep por mg é dado por Ep = Eg + Ep. Em outras palavras,

podemos dizer que em PM(P?) temos o elemento ep, dado pela classe de
[EP]SP ~ [EQ + ED]SPQ
Observe que PM(P?) contém Pic(S)r para qualquer modelo S de P2.

Isso permite que PM(IP?) herde uma forma de intersegao, definida assim:
Sejam d e d' em PM(PP?), entdo extiste um modelo S; de P? onde
podemos encontrar [D]g,,[D']s, € Pic(S1) que representem essas classes.
Entao definimos d-d' = [D]s, - [D']s,, onde o segunto produto é referente
a forma de intersecao em Sj.
Note que essa definicao nao depende da escolha do modelo, pois se

outro modelo Sy contém seus prérios [D]s,,[D']s, € Pic(Ss), entdo existe


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1821638/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1821638/CA

Capitulo 7. A acdo do Grupo de Cremona 72

uma superficie S3 que domina S; e S5 contendo seus proprios representantes
[D]s,, [D']s, € Pic(S3). Como o pullback preserva forma de intersecao, temos
que [D]s, - [D']s, = [D]s, - [D']s, = [D]s, - [D']s,-

Vale relembrar que para qualquer superficie lisa S e P € S um ponto,
o grupo de Picard do blowup satisfaz Pic(Sp) 2 Pic(S) @ Z[€], onde & é
o divisor excepcional do blowup. A inclusao Pic(S) c Pic(Sp) é vista como
descrito acima, usando o pullback.

De forma andloga, temos que Pic(Sp)r 2 Pic(S)r @ R[£], e como
espago vetorial, podemos escolher uma base de Pic(S)g, tomar seu pullback e
acrescentar [€] para obter uma base para Pic(Sp)g.

Como sabemos pelo Teorema 4.1 que todo modelo de IP? é uma compo-
sicao de finitos blowups, por indugao cada Pic(S)gr tem como base o pullback
de uma reta em P? e também o pullback de cada divisor excepcional de cada
blowup realizado. Ou seja, Pic(P%, 5 )r = ([£], [&1]-- - [En])-

Ja para o espaco vetorial PM(IP2), teremos uma base infinita, e precisa-
mos incluir todos os divisores excepcionais tomando o cuidado de nao repetir
elementos que sejam relacionados. Para construir uma base de forma precisa,

considere a seguinte definicao.

Definicao 7.3. O espago bolha de P? € a unido dos modelos de P? com a
sequinte relagcdo de equivaléncia: dados Py € S e Py € Sy, teremos Py ~ P se
mytom: Sy -» Sy € um isomorfismo de uma vizinhanga de Py em uma vizinhanga

de Py tal que Py — P,. Em outros termos,

B(P?) =

LS modelo de P2

Informalmente, dizemos que B(PP?) é o espago dos pontos de P? e
dos pontos infinitamente proximos a ele, que sdo os pontos em divisores
excepcionais de explosoes de P2,

Com essa nova definigdo, podemos construir uma base para PM(IP?)
dada por {l}u{ep | P € B(IP?)}. Como consequéncia, os elementos de PM (IP?)
podem ser sempre escritos como combinacgao linear finita dos elementos da
base.

E facil ver que tal base é ortogonal com respeito a forma de intersecio.

Assim, sejam

d = xol + Z xpep, d =yol + Z ypep
PeB(P2) PeB(P2)

elementos de PM(P?), entao
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d-d' =zoyo- Y. xpyp. (7.1)
PeB(P2)

Tal forma bilinear pode remeter ao Capitulo anterior, porém o espago PM (IP?)
falha em ser completo. Seu completamento é conhecido como o espago de

Picard-Manin completo de IP2.

Defini¢ao 7.4. O espago de Picard-Manin completo de P? € definido como

PM(PQ)Z{)\()l-F Z )\p€p|)\0,)\p€R VP e Z )\?D<OO}
PeB(P2) PeB(P2)
Agora que temos um espago completo, juntamente com a forma bilinear
dada por (7.1), podemos relacionar com um espago hiperbélico de dimensao

infinita.

7.2
O modelo do hiperboléide em dimensao infinita

Suponha que temos um conjunto infinito I e considere o espaco vetorial

_ 2
V= {(0)icrugoy | D, 0] < oo}
iel
Para que a soma dos quadrados das coordenadas seja finito, esta implicito que
deve existir uma quantidade enumeravel de coordenadas nao nulas.

A forma bilinear simétrica de assinatura (1, o)

(ui)islu{o} : (Ui)iEIu{O} = Uolo — Z UiV;
iel
estd bem definida gragas a desigualdade de Cauchy-Schwarz e podemos entao

definir o andlogo da folha de hiperboldide visto no Capitulo 6 como
H* = {v=(v)icrogoy €V |v-v=1¢e vy >0}.

O espaco H* munido da distancia d(u,v) = cosh™(u-v) é um espaco
métrico completo de dimensao infinita. Além disso, se a intersecao de H®
com um subespaco vetorial W c V de dimensao n + 1 é ndo vazia, entao
Hee nW z H" é uma cépia do espaco hiperbodlico de dimensao n estudado no
Capitulo anterior.

Em particular, dados dois pontos quaisquer u,v € H*, existe uma tnica
geodésica contendo ambos, dada por H* n Span(u,v). Se u,v,w € H*, o

triangulo geodésico que os contém como vértices estd contido em

H* n Span(u,v,w),
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que é por sua vez isomorfo a H2. Por isso, o espago H* é também CAT(-
1) e é-hiperbdlico para o mesmo 0. Lembramos que as definigoes de CAT(-
1) e d-hiperbolicidade nao sdo relevantes no nosso estudo, mas podem ser
encontradas em (PAUPFERT,2016). Em breve, vamos precisar que o nosso
espaco PM(IP2) tenha essas duas propriedades para satisfazermos as hipoteses
do Teorema 8.2.

Todas as Definigoes, Proposigoes e Teoremas da Secao 6.3 (referente a
isometrias de H") se mantém para isometrias de H*, a menos da troca de n
por oo. Vamos acrescentar também um pouco de teoria a respeito de isometrias

hiperbdlicas, que nos sera 1til no Capitulo 8.

Definicao 7.5. Seja H™ um espaco hiperbolico de dimensdo infinita e h €

Isom(H*) uma isometria hiperbélica. O eixo de h é definido por
Fizo(h) ={z e H* | d(x,h(x))=L(h)}.

Relembre que L(h) é o infimo das distancias entre x e h(zx), ou seja,
Eixo(h) é o conjunto dos pontos de H* que realizam esse infimo. O fato de h
ser hiperbdlica implica que Eixo(h) +# @ e que L(h) > 0.

Na verdade, o eixo de uma isometria hiperbdlica h consiste de uma tinica
geodésica, onde a restricao de h se comporta como uma translagdo de com-
primento L(h). Mais precisamente, se v : R — Eixo(h) é uma parametrizagao
isométrica dessa geodésica, entao temos que h(x) =~y(y~'(z)+L(h)) para todo
x € Eixo(h) ou h(z) = y(y~!(x) — L(h)) para todo x € Eixo(h) .

Supondo que escolhemos v de modo que h(x) = y(v~'(x) + L(h)) para
todo z € Eixo(h), podemos definir ¢t~ = y(-00) € OH>™ e t* = y(+00) € 9H>,
ditos os terminais de Eixo(h), repulsivo e atrativo respectivamente. Temos
também uma ordem natural dos pontos em Eixo(h): dizemos que x < y quando
v 1(x) <y !(y). Também vale que para qualquer ponto = € H*, as sequéncias
h=(z) e h™(x) convergem respectivamente para t~ e t*.

Denotaremos por H*(IP?) a folha do hiperboldide como acima quando

V =PM(P?) e I = B(P2).

7.3
A acao

Nosso objetivo agora serd construir a agao de Cr(IP?) em H*(P?).

Seja ¢ : (P?), -» (P?),, uma Transformacao de Cremona (os indices « e
w estao apenas diferenciando a origem e o destino da aplicacao racional, para
evitar confusdo) e d e PM(IP?). Tome 7 : S - (IP?),, um modelo de (IP?),, tal

que S possua como R-divisor um representante [ D]g de d.
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Agora considere a aplicagao birracional dada por 7=t o ¢ : (P?), - S e
nela vamos aplicar o Teorema 4.3. Entao sejam $: S’ - S e 7: 5" - (P?),

composi¢oes de blowups tais que To P =porT.

g% g

Considere

7" : Pic(S)g = Pic(S)R,

e [D]s = [D']s. Definimos ¢* : PM(P?) - PM(P?) dada por
o*d=[[D']s] e PM(P?).

A aplicacdo ¢ — * é, em algum sentido, uma generalizacao do pullback
para Transformagoes de Cremona, e também é contravariante. Perceba que a

escolha das superficies S e S’ acima nao sao relevantes.

Ezemplo 42. Vamos estudar a imagem de [ € PM(IP?) por ¢*, onde ¢ : (P?), ->
(PP2),, é uma Transformacao de Cremona qualquer de grau N.

Para obter um representante de [ basta tomar S = (P?), e uma reta
qualquer L c (P?),,. A resolugao de ¢ é dada pelas composigdes de morfismos
7:8 > (P?),e @ : S - (P?)),. Queremos saber como é o elemento
P*[L]p2 € Pic(S’) em termos da base de Pic(S”) dada por 7.

Supondo que L nao contenha nenhum ponto de indeterminagao de ¢ ou
71, entdo (L) é uma curva C' de grau N em (IP?),, contendo todos os pontos
Py, ..., P, de indeterminacao de ¢, com multiplicidade m; >1,¢=1,...,r.

Além disso, como a transformada estrita L de L por © é isomorfa a L,
que ¢ irredutivel, teremos L = C, onde C ¢é a transformada estrita de C' por 7.

Em outros termos,

@*LZZZGNNE—ZmigZ‘,
i=1

e entao,

©*l=Nl-> me; e PM(P?).
i-1

A aplicacao ¢ — p* ndo é exatamente a acao que vamos utilizar, simples-
mente porque preferiremos uma aplicagao que seja covariante. A transformacao
linear ¢* admite uma inversa linear construida de forma parecida a seguir, e
que é covariante.

Seja d € PM(P?) e 7 : S - (P?), um modelo de (P?), tal que S

possua como R-divisor um representante [D]gs de d. A aplicagdo birracional
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5\

pom: S —» (P?), se aplica ao Teorema 4.3, entdo sejam @1 : §" - S e

7: 8" - (P?), morfismos birracionais tais que mo p™t = p~lo7.

S+—— 9

Considere
g;:l* : Pic(S)r = Pic(9')r,

e [D]s = [D']s. Definimos ¢, : PM(P?) - PM(P?) dada por
@.d=[[D']s] e PM(P?).

Ambas ¢* e ¢, admitem uma extensao linear PM(P?) - PM(P?),
sendo portanto automorfismos lineares de PM(IP?) que preservam a forma
de intersegao. Além disso, pelo exemplo anterior podemos verificar que ¢* (e

consequentemente ¢, ) preservam a folha de hiperbol6ide H> (IP2?), j& que

com N = deg(y) inteiro positivo.

Isso significa que as restrigdes de ¢* e ¢, a folha de hiperboléide H* (1P?)
sao isometrias de H*(P2). A tao mencionada agao de Cr(P?) em H>(P?2) é
dada por ¢ — ,. Mais precisamente, temos um homomorfismo de grupos
Cr(P?) —» Isom(H>(P?)).

Repare que se ¢ é um isomorfismo de um aberto contendo o ponto P € P2,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1821638/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1821638/CA

Capitulo 7. A acdo do Grupo de Cremona 7

entdo p.ep = ey(py. Isso implica que a acdo ¢ fiel, isto ¢, que o homomorfismo

acima ¢é injetivo.
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Nao simplicidade do Grupo de Cremona

Em (CANTAT; LAMY, 2013), os autores provam que o Grupo de
Cremona Cr(IP?) néo é simples quando k for um corpo algebricamente fechado.
A demonstragdo envolve a acdo de grupo Cr(P?) — Isom(H>(P?)) que
construimos no Capitulo anterior e alguns resultados de Teoria Geométrica
dos Grupos, provadas por eles mesmos no préprio artigo.

Em (LONJOU, 2016), a autora generaliza o resultado para qual-
quer corpo k. A demonstragdo ¢ baseada na agdo de grupo Cr(P?) —
Isom(]H""(]P%)), porém é bem mais curta e simples que a demonstracdo de
Cantat e Lamy. A razao é provavelmente o avango na area de Teoria Geomé-
trica dos Grupos no intervalo entre os dois artigos. De fato, Lonjou usa um
resultado recente na época: o Teorema 8.2, enunciado mais a frente.

Neste Capitulo, veremos um resumo de como Lonjou provou a nao
simplicidade do Grupo de Cremona em (LONJOU, 2016), com o objetivo de
exemplificar o poder da agdo que construimos.

Vamos retomar a notagdo P% para lembrarmos do corpo de base do
plano projetivo em questao. Como o resultado vale para qualquer corpo k,
vamos abandonar a restrigao de ser algebricamente fechado, e eventualmente
usaremos seu fecho algébrico denotado por k.

Note que as definicoes de morfismo e aplicacdo racional e birracional
ainda fazem sentido mesmo se o corpo k nao for algebricamente fechado
(definicoes 3.1, 3.4 e 3.6). Desta forma podemos tratar do grupo Cr(P%) das
Transformacoes de Cremona de P2. Mas ¢ fcil observar que Cr(P?) c Cr(lP%),
por isso temos Cr(IP?) também agindo no espaco d-hiperbélico 1H°°(]P%). Nosso

objetivo ¢é provar o seguinte Teorema:

Teorema 8.1. Seja k um corpo qualquer. O Grupo de Cremona Cr(P?) ndo

¢ simples.
Considere o seguinte Teorema, de Teoria Geométrica dos Grupos:

Teorema 8.2 ((DAHMANI; GUIRARDEL; OSIN, 2017)). Sejam G um grupo
que age por isometrias em um espago O-hiperbolico. Seja h um elemento
hiperbolico de G que satisfaz a propriedade WPD. Entao paran suficientemente

grande, o subgrupo normal ({(h™)) de G ¢é proprio.

Estamos interessados no caso G = Cr(PP?). Pelo Teorema 8.2 acima, basta
encontrarmos algum elemento hiperbélico em Cr(IP?) que satisfaz a proprie-
dade WPD (proposta por Bestvina e Fujiwara em (BESTVINA; FUJIWARA,
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2002)), definida na préxima Segao. Com o Teorema 8.3 a seguir, Lonjou conclui

a demonstracao do Teorema 8.1.

Teorema 8.3 ((LONJOU, 2016)). Seja n > 2 tal que char(k) 1 n. Conside-
rando a agio de Cr(IP2) por isometrias em ]H°°(]P%), o elemento h, € Cr(IP%)
dado por (z:y:z) v (yz" Ly —xzn=t:2™) € hiperbolico e satisfaz a propriedade

WPD.

8.1
A propriedade WPD

Definicao 8.1. Dado um grupo G que age por isometrias em um espago
métrico (X,d) e A ¢ X um subconjunto qualquer, definimos o estabilizador

de A por G a menos de € por
Stab.A={geG|d(a,g-a)<e Vae A}.

Definicao 8.2. Dado um grupo G que age por isometrias em um espago
métrico (X, d), dizemos que g € G satisfaz a propriedade WPD (weakly properly
discontinuous) se existe y € X tal que para todo € >0 existe um nimero N € N
tal que Stab.{y,g" -y} € finito.

Proposicao 8.1. Dado um grupo G que age por isometrias em um espago

métrico (X, d) e g€ G, as sequintes propriedades sio equivalentes:

— FExiste y € X tal que para todo € > 0 existe um numero N € N tal que
Stab.{y, g" -y} € finito.

— Para todo v € X e para todo € > 0 existe um numero N € N tal que
Stab.{x, g -z} € finito.

Prova. Seja y como no primeiro item, e x € X, € > 0 quaisquer. Sejam

e’ =2d(x,y)+e e N tal que Stab. {y, g"-y} é finito. Por desigualdade triangular,
Stab.{z,¢" -z} c Stab.{y, ¢" - y}.

Lonjou conseguiu enfraquecer a condi¢cao de ser WPD com a Proposicao
8.2 enunciada a seguir, com o objetivo de mostrar que o elemento h,, proposto
por ela satisfazia essa propriedade. Mas antes, relembre da Defini¢ao 7.5:

Seja H* um espago hiperbdlico de dimensao infinita e h € Isom(H*>)

uma isometria hiperbélica. O eizo de h é definido por

Eixo(h) = {z e H® | d(z,h(z)) = L(h)}.
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Proposicao 8.2. Dado um grupo G que age por isometrias em um espago
hiperbolico H*® e h € G um elemento hiperbolico, as sequintes propriedades sdo

equivalentes:

— Eziste y € Eizo(h) tal que para todo € > 0 existe um nimero N € N tal
que Stab.{y, hN(y)} € finito.

~ Existem z € Fizo(h), n >0 e n,k € N tais que Stab,{h™*(2),h"(2)} €
finito.

A demonstragdo desta Proposicao se encontra em (LONJOU, 2016) e
usa apenas argumentos elementares de Geometria Hiperbdlica. Com isso, s6
precisamos verificar que h,, é um elemento hiperbédlico que satisfaz o segundo

item.

8.2
Os elementos h,,

Relembre que estamos interessados em entender a Transformacao de
Cremona h,, € Cr(PP?) dada por

(ziy:2) = (y2"liy™ —z2" g,

Sejam a : ]P% - ]P% o automorfismo tal que (z:y:2) ~ (y:2:2) € Jp : IP% ->
IP% a Transformagdo de Cremona tal que (z:y:2) — (y* — zz"liyzn-lizn).
Entao temos que h, =aoj, e hy' =aloh,oa.

A transformacao j, é dita de de Jonquiére, um tipo de Transformacao de
Cremona que preserva algum feixe de retas contendo um ponto fixado. Note
que j, tem exatamente um ponto de indeterminacao, assim como h,, a saber
Py =(1:0:0).

E sabido ((KOLLAR; SMITH; CORTI, 2004) definicio 2.28, por exemplo)
que para resolver essa indeterminacio serd preciso tomar o blowup de P? em
Py, em seguida tomar o blowup dessa superficie em um ponto P; € Ej e assim
por diante até o ponto P, o € Fs, 3. Cada ponto P, é tomado no divisor
excepcional imediatamente anterior e dizemos que cada P, é infinitamente
préoximo a P_;. Exceto pelos pontos Fy e P;, todos os outros dependem de n.
(Aqui a notagao difere dos Capitulos anteriores, onde Py, Py, P» representavam
os pontos coordenados de P?.)

Como a ¢ um automorfismo de P2, para resolver as indeterminacoes
de h,,, precisamos tomar blowups nos mesmos pontos F,. Ja para resolver as
indeterminagoes de h;!, tomamos os blowups nos pontos (); simétricos aos

pontos F,.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1821638/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1821638/CA

Capitulo 8. Nio simplicidade do Grupo de Cremona 81

Para determinar que h,, é uma isometria hiperbdlica, vamos usar o se-
guinte fato encontrado em (CANTAT; LAMY, 2013) Teorema 4.4, Observagao
4.5: dada uma Transformacao de Cremona ¢, entdo L(p.) =log (A(p)), onde

A(p) = limsup[deg (™) ]'/"

n—>oo

¢ um invariante por conjugacao conhecido como grau dinamico de ¢. Podemos
concluir que ¢, é uma isometria hiperbdlica se e s6 se A(¢) > 1.

Note que nao vale em geral que

deg (") = deg()". (8.1)

Por exemplo, a Transformacao Quadratica Padrao é tal que deg(®) = 2 e
deg(®?) = 1.

O que ocorre é que a formula (z:y:2) — (22yz: xy?z: xyz?) da composigao
®? tem seus trés polindmios homogéneos divisiveis por zyz, o que reduz o
grau de ®2 em 3. Geometricamente, isso significa a inclusao ®(Z(zyz)) c
Ind(®), onde Ind(®) = {(1:0:),(0:1:0),(0:0:1)} é o conjunto de pontos de
indeterminacao de .

Ou seja, para que a equagao 8.1 nao ocorra, é necessario que exista alguma
curva C c P tal que ¢*~1(C) c Ind(y). Isso implica que no caso de ¢ = h,, de
fato temos 8.1. Isso porque seu unico ponto de indeterminagao Py = (1:0:0) nao
pertence a imagem de h,,, tornando impossivel a condi¢ao geométrica exigida.

Com isso, teremos A(h,) =n > 1, e concluimos que h,,, é uma isometria
hiperbodlica. Além disso, Lonjou calculou os pontos t~ e t* tomando os limites
hat™ -1 e h,T -1 quando m — oo, onde [ € H*(P?) c PM(P?) é a classe de
[L] € Pic(P?) em PM(P3).

Proposigao 8.3. Seja w,, a projecio del em Eizo(h,,). Existe &, tal que todo

clemento de Stab., {w,} ¢ Cr(P2) é um automorfismo de PZ.
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A demonstracao da Proposicao 8.3 em (LONJOU, 2016) também ape-
nas usa Geometria Hiperbdlica elementar. Antes de prosseguir, uma ultima

Proposicao vai ser 1til na demonstragao do Teorema 8.3.

Proposicao 8.4. Seja G um grupo agindo por isometrias em um espago
hiperbolico H>. Considere quatro pontos v < y < y' < x' em wma mesma

geodésica. Entao para todo € >0
Stab{x,x'} c Stab.{y,y'}.

A prova é uma consequéncia imediata da convexidade da distancia.
Prova.[Teorema 8.3]

O nosso objetivo é provar que Stab.{ ;- wn, hn> Wy} C Cr(]P%) é finito,
usando o mesmo ¢ = ¢, da Proposicao 8.3. Com isso, teremos que h,, satisfaz

a propriedade WPD. E de fato, pela Proposicao 8.4, temos
Stab. {hn.? Wy, hn? - wy} € Stabe, {Anst - Wn, Ay, -0, } € Stab, {w,},

e pela Proposicao 8.3, seus elementos sao automorfismos. Basta mostrar que

existem finitos automorfismos nesse conjunto.
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Seja f € Stab,, {hn.? - Wn, hy - 1wy, }, entdo f é tal que
(z:y:2) > (ax + ky + bz:lx + cy + dz:hx + my + jz).
Como f € Stab., {hn:' - wn, hyy - Wy}, temos
A(fuliny - wn, by wy) < €n,
e como h,,, é uma isometria,
A s frhns' - woywn) < &5

Em particular, temos que h,, fh;! € Stab,, {w,} e portanto é um automor-
fismo. Seja C' c P? a curva que é contraida em (1:0:0) por h,t. Como h, fh;!
é um automorfismo, entao h, fh;'(C) = h, f(1:0:0) deve ser uma curva. Isso
s6 é possivel se f(1:0:0) = (1:0:0), caso contrario h, f(1:0:0) seria um unico

ponto. Isso implica que [ = h = 0. Analogamente, temos
d(f*hn* *Wnp, hn* . wn) < Eny

h;tfh, é um automorfismo e f(0:1:0) = (0:1:0), logo k = m = 0. Podemos

supor que j = 1 e temos uma forma afim de descrever f como
(z,y) » (ax +b,cx+d).
Desenvolvendo os automorfismos h,, fh;' e h>!fh,, temos
hofht = (cx+d,2"(c" —a) + nc" tda™ ' + ...+ ned” o +ay + d" - b)
e também
hitfh, = (y"(a" - c) + na" oy™ ' + ...+ nab™ 'y + ax + d" - b,ay +b).

Como se tratam de automorfismos afins, os coeficientes de ™ e y™ devem ser
nulos, ja que n > 2. Portanto ¢® = a e a™ = ¢ implica que a e ¢ sdo raizes
(n? - 1)-ésimas da unidade, totalizando no maximo (n?-1)? combinagoes para
o par (a,c).

Além disso, quando n > 3, também se anulam os coeficientes de z"!
e y" 1, isto é, nc"'d = na™'b = 0. Como char(k) 1 n, e a e ¢ sdo raizes da
unidade, b = d = 0. Nesse caso, temos no maximo (n?—1)? tais automorfismos

£l
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Quando n = 2, vamos usar o fato de que h2 fh,;? e h,;2 fh2 também devem
ser automorfismos, que obtemos de forma andloga a h, fh;! e h;!' fh,, usando
que f € Stabsn{hn;2 Wn, B2 - wy,}. Novamente de maneira andloga, vamos
precisar que os automorfismo h, fh;! e h;!fh, preservem os pontos Py e P
(do mesmo jeito que provamos que f faria). Entdo pelo desenvolvimento de
hofh;' e hotfh,, teremos 2cd = 2ab e novamente b = d = 0. Temos portanto no

maximo (n?-1)? =9 tais automorfismos f.
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