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Metodologia Proposta para o Calculo do Valor de Opgdes
Reais por Simulagdao Monte Carlo com Aproximacgao por
NUmeros Fuzzy e Algoritmos Genéticos.

4.1.
Introducao

Neste capitulo descreve-se em duas partes a metodologia proposta para a
aproximacdo do valor de opgdes reais e da regra de decisdo 6tima para varias
opg¢Oes de investimento em um projeto, considerando incertezas técnicas e de
mercado.

Na primeira parte descreve-se a metodologia para aproximar o valor da
opcdo real, baseada em numeros fuzzy para representar incertezas técnicas e
processos estocasticos conhecidos para representar a incerteza de mercado (prego
da commodity), unidos a simulagdo estocastica (simulacdo Monte Carlo), com o
objetivo de reduzir o tempo computacional da simulagdo Monte Carlo.

Na segunda parte descreve-se a metodologia para aproximar uma regra de
decisdo oOtima e determinar o valor da opcdo real para o caso de se ter varias
alternativas (opg¢oes) de investimento em um projeto. Este método emprega um
algoritmo genético e processos estocasticos conhecidos para representar a
incerteza de mercado (pre¢o da commodity), unidos a simulagdo estocastica

(simulacdo Monte Carlo) e as técnicas de redugdo de variancia.

4.2.
Descricao da Metodologia Proposta de Avaliagao de Op¢boes Reais
por Aproximagao com Numeros Fuzzy

Nesta secdo ¢ descrita a metodologia proposta que combina a simulagdo
estocdstica com 0s nimeros fuzzy e processos estocdsticos para calcular o valor de
uma opg¢do real. Nesta metodologia modela-se a incerteza de mercado por
processos estocasticos conhecidos (movimento geométrico browniano, processo

de reversdo a média, processo de reversdo a média com saltos, etc.) e as incertezas
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técnicas por nimeros fuzzy triangulares, ao invés da distribuicdo de probabilidade
triangular como ¢ usado na solugdo tradicional de avaliagdo de opgdes reais por
simulagdo estocastica.

Na Figura 16 mostram-se os principais modulos da metodologia proposta e

a seguir, descreve-se detalhadamente cada modulo.

Incerteza de Mercado

Processo Estocastico
para a Commodity

Mov. Geométrico Browniano

Proc. Reversédo a Média

Proc. Reversédo a Média com Saltos
a

v \ 4

Gerador e Amostrador Calculo da Curva de Simulagdo
de Numeros Aleatérios Gatilho: Algoritmo de Monte Carlo Valor da
Grant, Vora e Weeks »| para Determinar o = Opgao

Pseudo Aleatério Modificado para Valor da Opgao

(Média Fuzzy)

Quase Monte Carlo Numeros Fuzzy (NUmero Fuzzy)

Numeros Fuzzy

Incerteza Técnica

Figura 16 — Principais partes da metodologia proposta para determinar o valor da

opgao por aproximagdo com numeros fuzzy

4.21.
Modulo: Gerador e amostrador de numeros aleatorios

Este primeiro modulo corresponde ao gerador de nimeros aleatdrios [64]
[65] [66] e ao amostrador de numeros aleatorios da distribuicdo normal (de média
zero e variancia um, N(0,1)). Estes nlimeros sdo usados no processo aleatorio para
o preco da commodity. Este mddulo € importante porque apesar do processo de
simulagdo necessitar de um grande nimero de amostras aleatdrias (numeros
aleatdrios), na pratica ndo ¢ possivel obter esta grande quantidade de nuimeros
aleatdrios. Para resolver este problema sdo utilizados os geradores.

Neste trabalho foram empregados dois tipos de geradores de nimeros

aleatdrios: o primeiro denominado Pseudo-aleatdrio ou Simple Random Sampling
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(SRS) [67] [68] e o segundo um gerador de seqiiéncias de baixa discrepancia ou
quase Monte Carlo [68] [69] [70] [71] [72].

Os geradores sdo fun¢des que retornam ndmeros aparentemente aleatdrios
(Pseudo-aleatorios) de uma distribuicdo uniforme de um determinado intervalo
([0, 1]). Estes nimeros sao finitos e seguem uma seqiiéncia; assim, quando o
ultimo numero da seqiiéncia € fornecido pelo gerador, a seqiiéncia se repete. Por
esta razdo, ¢ importante contar com um gerador de niimeros aleatérios com uma
seqiiéncia o suficientemente grande para evitar que esta se repita varias vezes
durante o processo de simulagdo em um determinado problema.

O gerador implementado neste trabalho consegue gerar 2°" ntmeros antes
de repetir a seqiiéncia. Este gerador garantiu que a seqiiéncia ndo se repetiu nos
experimentos realizados.

O gerador de numeros Quase Monte Carlo (Quase Aleatério) ou de
seqiiéncias de baixa discrepancia [70] [71] implementado neste trabalho permite
criar uma seqiiéncia de 2** ntmeros. Devido ao fato destes nimeros estarem
espalhados uniformemente no intervalo [0, 1], nos problemas praticos de
simulagdo sdo necessarios menos numeros que quando se usa um gerador Pseudo—
Aleatorio (vide Apéndice B).

O amostrador de numeros aleatorios permite obter realizagdes de uma
determinada distribuicao de probabilidade [67] [68] [73] [74], isto &, transforma o
nimero de uma distribuicdo uniforme fornecido pelo gerador de nuUmeros
aleatorios em um niimero de uma distribui¢do normal com média zero e variancia

um, N(O0, 1).

4.2.2.
Moédulo: Processo Estocastico para a Commodity

Neste modulo encontram-se os diferentes processos estocédsticos que podem
seguir o preco da commodity (incerteza de mercado) [1] [6] [8]. Foram
considerados os seguintes processos estocasticos (vide Apéndice C):

e Movimento Geométrico Browniano;
e Processo de Reversdo a Média;

e Processo de Reversio a Média com Saltos.
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Estes processos recebem em cada instante de tempo um niimero aleatorio de
uma distribui¢do normal, N(0, 1), e retornam o valor do preco da commodity para

esse instante.

4.2.3.
Moédulo: Numeros Fuzzy

Este modulo € responsavel por representar cada incerteza técnica por um
numero fuzzy triangular.

O namero fuzzy triangular usado para representar incerteza tem os mesmos
parametros que as distribuicdes de probabilidade triangular usadas pela
metodologia tradicional de solugdo. Em outras palavras, a forma do tridngulo que
representa o numero fuzzy ¢ a mesma que do tridngulo que representa a
distribui¢do de probabilidade.

Este tipo de representacdo ¢ bastante usada na bibliografia de numeros fuzzy
(parametros do numero fuzzy igual aos parametros da distribuicdo de
probabilidade). Entretanto, isso ndo significa que esta forma de definir os
parametros do numero fuzzy seja a que melhor representa a incerteza definida pela
distribuicdo de probabilidade. Até agora, no entanto, ndo se tem bibliografia que
descreva alguma forma de mapear a incerteza representada por uma distribuicao

de probabilidade triangular em um ntimero fuzzy triangular.

Incerteza Técnica
Uy(x)1

1

a, a, a, x a, a, a; X
Distribui¢do de Probabilidade Triangular Niumero Fuzzy Triangular

Figura 17 — Representacéo da incerteza técnica por um numero fuzzy triangular
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4.2.4.
Modulo: Calculo da Curva de Gatilho

No processo de avaliagdo de uma opg¢ao real € preciso determinar a curva de
exercicio 6timo da opg¢do, ou curva de gatilho. Esta curva representa a fronteira
entre o exercicio da op¢do, na parte superior da curva, € o ndo exercicio ou manter
a opgdo até ter melhores condicdes, na parte inferior da curva.

Para determinar esta curva de gatilho da op¢do emprega-se o algoritmo de
Grant, Vora e Weeks [4], o qual é um algoritmo recursivo que deve ser utilizado
seguindo a programacdo dindmica, come¢ando na expira¢do e decrementando o
tempo até o momento atual. Maiores detalhes s@o fornecidos no Apéndice D.

Neste trabalho, o algoritmo de Grant, Vora e Weeks foi modificado para
trabalhar com numeros fuzzy. Deste modo, a equagdo que calcula o valor da opcao
¢ transformada em uma equagdo fuzzy, onde as varidveis que representam as
incertezas técnicas sdo numeros fuzzy, a variavel que representa a incerteza de
mercado (preco da commodity) é considerada como singleton e as constantes
continuam como constantes.

A seguir é descrito de forma esquematica o algoritmo de Grant, Vora e
Weeks modificado para trabalhar com nimeros fuzzy. Para isso define-se §' como
o valor do ativo objeto e X como o prego de exercicio da op¢do. Como foi visto no
capitulo 2, o valor de uma opc¢ao de compra ¢ calculado por:

C,(S,,X)=Max(0, S, -X) (38)
onde C, é o valor da op¢do em ¢, que agora € um numero fuzzy.

Passo 1: Discretiza-se o tempo de vida da op¢do em um nuamero
determinado de intervalos e considera-se como condicdo de fronteira no

. ~ * * ., .
vencimento da op¢do S, =X, onde §, ¢ um ponto da curva de gatilho; este

primeiro ponto de curva é um singleton. No instante 7, no vencimento, ¢ 6timo

exercer a op¢do sempre que ela estiver “in the money” (Figura 18).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0024885/CA


PUC-RiIo - Certifica¢é@o Digital N° 0024885/CA

72

A
o
i
@
© ' ' ' ' ' '
° : : : : : :
Q ' ' ' ' ' '
On ' ' ' ' ' '
2 : : : : : :
T : : A
» E E A
. L isrex
=0 t=1  t=2 weees. T3t T2At T-At T Tempo

Figura 18 - Discretizagdo do tempo no algoritmo de Grant, Vora e Weeks

Passo 2: No instante 7 — At adota-se o preg¢o inicial do ativo, S, _,,, igual

, . * . . . ~ .
ou proximo de S, . Inicia-se a simulacdo Monte Carlo obtendo-se diversos valores

para a op¢do no tempo 7. Cada valor da opg¢do calculado na simulagdo ¢ um

numero fuzzy. O valor final da opg¢do € calculado usando a equacdo (39) e

descontado de e para levar o valor ao tempo T — At (Figura 19).

c,(s; ):%ﬁc,F"')(SZ‘ ) (39)
i=1

onde N ¢ o numero de itera¢des da simulagdo Monte Carlo. Note-se que este valor

final da opg¢ao ¢ também um numero fuzzy.
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Figura 19 - Célculo do valor da opgéo no tempo T por simulagdo Monte Carlo
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Passo 3: Se o preco S, ,, estimado pela equagdo (40) ndo for o prego
critico (preco para o exercicio 6timo da opg¢ao), este € incrementado e repete-se a
simulagdo Monte Carlo (Figura 20).

E[CT—At] = S;—At -X (40)

onde E [CTf Aty J ¢ média da simulacdo e é também um nimero fuzzy.
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Figura 20 - Incremento de S,_,, e simulagdo Monte Carlo

Passo 4: Calculado Sj__m , equacdo (39), repetem-se os passos 2 ¢ 3, testando

a opcao para todos os momentos até o vencimento 7. Continua-se recursivamente
este processo até chegar ao tempo inicial, #), construindo-se assim a curva de

gatilho (Figura 21).
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Figura 21 - Repetir recursivamente os passos 2 e 3
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Passo 5: Terminada a curva de gatilho, realizam-se novas simulagdes Monte
Carlo a partir do prego inicial S, dado pelo mercado. Calcula-se o valor final da

opcdo, que ¢ o valor médio de todas as opgdes trazidas ao valor presente (Figura

22).
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Figura 22 - Célculo do valor final da opgéo

Desta forma é construida a curva de gatilho. Note-se que cada ponto da

curva ¢ um nimero fuzzy.

4.2.5.
Médulo: Simulagao Monte Carlo para Determinar o Valor da Op¢ao

Neste modulo calcula-se o valor da op¢do real seguindo o procedimento
descrito a seguir.

A curva de gatilho (fuzzy) obtida no moédulo anterior define a regido de
exercicio, acima da curva, e a regido de espera (manter a op¢ao) abaixo da curva.
Com a curva de gatilho pronta, procede-se 4 simula¢do dos caminhos para o pre¢o
da commodity para cada instante 7, desde #) até a expiragdo 7. O numero de
iteragdes da simulacdo Monte Carlo corresponde ao nimero de caminhos para o
preco da commodity que se vai simular.

Cada caminho do preco é comparado com o preco critico da curva de
gatilho em cada instante . Se o preco da commodity supera a curva de gatilho
(alcanga a regido de exercicio), o valor da op¢ao € calculado para esse prego em ¢,
(segundo a equagdo do valor da opg¢do para cada problema, de forma geral

C,(S,,X )=Max(0, S -X )), em seguida, passa-se para a proxima iteracdo
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(préximo caminho do preco da commodity). Quando o exercicio € feito no instante
t > 0, o valor da opg¢do ¢ atualizado pela taxa de desconto livre de risco, obtendo-
se assim o valor da op¢do para essa iteragdo (V,,r). Se o caminho do prego ¢
concluido sem ter sido alcancada a regido de exercicio, entdo o valor da opg¢ao
para esse caminho € zero (V,,r = 0). O valor da opg¢ao real resultante da simulagao
(VFr) é a média dos valores da opc¢ao obtidos em cada simulagdo:
LSy

Vi =y 2V or (41)

onde N ¢ o numero de iteragdes da simulagdo Monte Carlo (nimero de caminho

do preco da commodity).

4.2.6.
Maédulo: Valor da Opgao

Neste modulo transforma-se em um numero real o valor da opgdo real
resultante da simulacdo (Vr), que é um numero fuzzy. Isto ¢ necessario para se
poder comparar o resultado com a metodologia tradicional (simulacdo Monte
Carlo pura) e porque, na pratica, a decisdo gerencial ¢ tomada considerando o
valor da op¢@o como um numero real.

Assim, o valor da opgdo real ¢ a média do niimero fuzzy resultante da
simulagdo (V). O calculo desta média ¢ feito segundo mostrado em [75] [76] [77]
(vide Apéndice E).

No Apéndice F sdo descritos, de forma esquemadtica, as metodologias de
avaliacdo de opcdes reais, tanto a metodologia tradicional por simulagdo
estocastica como a metodologia hibrida com numeros fuzzy proposta (ver figuras

46,47, 48, 49 e 50).

4.3.
Descri¢céao da Metodologia Proposta para a Obtengao de uma Regra
de Decisao Otima por Aproximagao com Algoritmos Genéticos

Nesta secdo ¢ descrita a metodologia proposta que combina a simulagdo
estocastica com um algoritmo genético e processos estocasticos para aproximar
uma regra de decisdo 6tima (curva de gatilho) e determinar o valor da opgao real

no caso de se ter varias opcdes de investimento em um projeto.
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Nesta metodologia modela-se a incerteza de mercado por processos
estocasticos conhecidos (movimento geométrico browniano e processo de
reversdo a média) e considera-se que ndo existem incertezas técnicas.

Na Figura 23 mostram-se os principais modulos da metodologia proposta e

a seguir descreve-se cada modulo.

ALGORITMO GENETICO Regra de Decisdo
(Curva de Gatilho)
— >
Tratamento Sialidors Valor da opcio
de Restri¢es Sim. Monte Carlo id'4
Lineares (Prego Petréleo)

3

Processo Estocastico
para a Commodity

Mov. Geométrico Browniano
Proc. Reversao a Média
y 'y

Gerador e Amostrador

de Numeros Aleatorios

Pseudo Aleatério
Latin Hypercubic Sampling

Figura 23 — Principais partes da metodologia proposta para obter uma regra de
decisdo o6tima e determinar o valor da opgéo por aproximagdo com um algoritmo

genético

4.3.1.
Modulo: Gerador e amostrador de numeros aleatorios

Este mddulo ¢ similar ao descrito na se¢do 4.2.1, o qual ¢ responsavel por
gerar numeros aleatdrios [64] [65] [66] e amostrar numeros aleatorios da
distribuicdo normal (de média zero e varidncia um, N(0,1)). Estes nameros sdo
usados no processo aleatério para o preco da commodity, para construir os
caminhos do preco.

Empregaram-se dois tipos de geradores de niimeros aleatdrios: o primeiro
um Pseudo-aleatdrio ou Simple Random Sampling (SRS) [67] [68] e o segundo

que faz uso dos numeros deste gerador e aplica a técnica de reducdo de variancia
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denominada Latin Hypercube Sampling (LHS) [9] [10] [78] para gerar nimeros
de uma distribui¢cdo normal N(0,1) espalhados uniformemente (vide Apéndice B.
O amostrador de numeros aleatorios permite obter realizagdes de uma
determinada distribuicdo de probabilidade [67] [68] [73] [74], isto &, transforma o
numero de uma distribui¢cdo uniforme fornecido pelo gerador de nimeros Pseudo-
aleatdrios em um nimero de uma distribuicdo normal com média zero e variancia

um, N(0, 1).

4.3.2.
Moédulo: Processo Estocastico para a Commodity

Neste mddulo encontram-se os processos estocasticos que podem seguir o
preco da commodity (incerteza de mercado) [1] [6] [8]. Foram considerados os
seguintes processos estocasticos (vide Apéndice C):

e Movimento Geométrico Browniano;
e Processo de Reversdao a Média.

Estes processos recebem em cada instante de tempo um nimero aleatorio de

uma distribui¢do normal, N(0, 1), e retornam o valor do preco da commodity para

esse instante.

4.3.3.
Moédulo: Algoritmo Genético

Este modulo contém o algoritmo genético, implementado como uma
biblioteca em C++ Builder, em cooperagdo com técnicos do ICA. Esta biblioteca
de algoritmos genéticos foi inspirada no sistema Genocop (Genetic Algorithm for
Numerical Optimization for Constraint Problems) [14] e baseada em templates e
programacgdo orientada a objetos, o que permitiu uma constru¢do modular. Um
moédulo associado ao algoritmo permite tratar problemas com restricdes (de
dominio, lineares e ndo lineares).

O algoritmo genético ¢ usado para aproximar a curva de gatilho e
determinar o valor da op¢do quando se tem varias opg¢des de investimento em um
projeto. Cada opcdo de investimento no projeto tem sua propria curva de gatilho.
Logo, a regra de decisdo ¢ formada pela interse¢do das curvas de gatilho de cada

alternativa de investimento (op¢ao).
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Cada curva de gatilho ¢ aproximada por uma curva logaritmica do tipo
a+ blog(r) mais um ponto livre que € situado proximo da expiragdo da opgdo, o
que ocorre em um tempo T (tempo de expiracdo da opg¢do). Considera-se também
a possibilidade de existirem periodos de espera entre as regides formadas pelas
curvas de gatilho das alternativas. Estas regides de espera sdo também

aproximadas por func¢des logaritmicas e um ponto livre: a, —b,, ln(r). O valor
dos coeficientes das fungdes (a,b,a, ,b, ) e os pontos livres sdo determinados

pelo algoritmo genético

O cromossomo ¢ formado pelos parametros da funcdo (a, b € o ponto livre)
de cada curva e sujeito a um conjunto de restrigdes que delimitam o espago de
busca, as quais serdo apresentadas no capitulo 7. O cromossomo tem uma
estrutura matricial, onde cada gene do cromossomo representa uma alternativa e
este gene esta formado por trés alelos que contem os trés pardmetros da curva de
gatilho da alternativa. Na Figura 24 apresenta-se a estrutura do cromossomo para

N alternativas de investimento.

Ponto Ponto Ponto Ponto
Livre, Livre, Livre; Livrey
b1 b2 b3 bN
al a2 213 aN

Gene, || Gene, || Gene; | ---- | Geney

Figura 24 — Estrutura do cromossomo para N alternativas de investimento.

Parta tratar as restricdes faz-se uso de um modulo dentro da biblioteca de
algoritmos genéticos que verifica no cromossomo o cumprimento das restricdes
para cada alternativa. Assim, se no cromossomo, algum dos parametros para a
curva de gatilho de uma alternativa ndo cumpre as restricdes, descarta-se s6 o
alelo do gene correspondente a essa alternativa, sendo este substituido por outro.
Este esquema apresenta uma vantagem sobre o tratamento tradicional em
Algoritmos genéticos, na qual para o mesmo caso de algum dos pardmetros de
uma alternativa ndo cumprir com as restri¢des, se descarta todo o cromossomo,

perdendo-se muito tempo na inicializag@o e na propria evolugao.
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O objetivo do algoritmo genético € determinar os valores dos parametros
das curvas de gatilho que maximizem o valor da opgao.

Na avaliacdo do cromossomo emprega-se a simulagdo Monte Carlo. Através
da simulagdo Monte Carlo simulam-se os caminhos para o preco da commodity
para cada instante ¢, desde 7y até a expiracdo 7. O numero de iteragdes da
simulacdo Monte Carlo corresponde ao nimero de caminhos para o preco da
commodity que se vai simular. O cromossomo ¢ avaliado da seguinte forma: com
os parametros das curvas de gatilhos (genes do cromossomo) constroi-se a regra
de decisdo (interse¢do das curvas de gatilho). Logo, cada caminho do preco ¢
comparado com o preco critico da regra de decis@o (curva de gatilho) em cada
instante 7. Se o pre¢o da commodity supera a curva de gatilho (alcanca a regido de
exercicio), o valor da opg¢do € calculado para esse preco em ¢ (de forma geral

C(S,,X)=Max(0, S,—X)). Este valor da opgdo representa a avaliagio do

cromossomo para essa itera¢do (caminho do preco). Caso contrario, isto é, se o
preco da commodity ndo supera a curva de gatilho, o valor da opg¢do ¢ zero. Na
Figura 25 mostra-se um exemplo de dois caminhos diferentes para o preco da
commodity até a expiracdo da opc¢do. No primeiro, o pre¢o da commodity
intercepta a curva de gatilho no tempo #;; nesse momento a regra de decisdo
determina que a opg¢do de investimento representada pela curva de gatilho seja
exercida. Deste modo, calcula-se o valor da op¢do nesse momento (¢;) e este valor
se traz ao valor presente multiplicando pelo fator exp(-rt). O outro caminho do
preco da commodity passa todo o tempo de vida da op¢do sem interceptar a curva

de gatilho; neste caso o valor da opg¢ao ¢ zero.
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1 Preco da
Commodity

Exercer
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Tempo

[
»

t; T
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Figura 25 — Curva de gatilho e caminhos do prego da commodity.

Repete-se este processo para todos os caminhos. Logo, a avaliagdo deste
cromossomo que o algoritmo genético busca maximizar ¢ a média do valor da
op¢ao obtido para cada caminho do preco.

Maiores detalhes do processo de avaliagdo do cromossomo s@o apresentados

no capitulo 7, na descri¢do do estudo de casos.

4.3.4.
Moédulo: Regra de Decisao e Valor da Op¢ao

Este mddulo recebe o resultado do algoritmo genético, isto €, o cromossomo
com maior avaliacdo (melhor individuo). Este cromossomo contém os parametros
das curvas de gatilho de todas as op¢des de investimento e em conjunto representa
a regra de decis@o 6tima. Com estes pardmetros neste mdodulo € construida a regra

de decisdo 6tima e o valor da opg¢ao € o valor da avaliagdo do cromossomo.
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